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Weihnachtsvorlesung — §16 Lokale Extrema, Konvexitit, Bernoulli-L’Hospital’sche Regeln

Wiederholende Zusammenfassung (Vorlesungen von Mittwoch):

In der letzten Vorlesung haben Sie kennengelernt:
e Definition [lokale Extrema]: Sei f :Ja,b[— R eine Funktion. Dann sagen wir, f besitzt in x €]a, b|

o ein lokales Maximum = Je>0VE€]a,b] : (x—¢&<e = f(x) > f())
o ein lokales Minimum = Je>0VEela,b] : (Jzr—¢& <e = f(x) < f(§))

Tritt die Gleichheit nur im Fall £ = = ein, sprechen wir von einem strengen lokalen Extremum.

e Satz 1 [Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema]: Besitzt die Funktion f :]a,b[— R in
x €la,b| ein lokales Extremum und ist f in x differenzierbar, so gilt f'(z) =0.

Bemerkung: Die Bedingung ist NICHT hinreichend, denn fiir f:R — R mit f(z) = 2?**! (n € N)
gilt f'(x) = (2n + 1)2?" und somit f/(0) = 0, jedoch besitzt f in 0 kein lokales Extremum.

e Satz 2 [Satz von Rolle]: Fiir a < b sei f: [a,b] — R eine in ]a,b| differenzierbare Funktion mit
f(a) = f(b), welche stetig in den Randpunkten ist. Dann existiert ein & €]a,b] mit f'(§) =0.

Corollar 1 [Mittelwertsatz der Differentialrechnung)]: Fiir a < b sei f: [a,b] — R differenzier-

bar in ]a,b[ und stetig in den Randpunkten. Dann existiert ein £ € Ja, b mit f/(§) = w )

Corollar 2 [Schrankensatz]: Fiir a <b sei f: [a,b] — R differenzierbar in |a,b] und stetig in den
Randpunkten. Weiter gibe es ein M € R, so dass V¢ €a,b] : [f/(§)| < M.
Dann gilt: Vry,x € [a,b] @ (1 <mpg = — M(z2—2x1) < f(z2) — f(z1) < M(x2—121)).

Corollar 3: Fiir a < b sei f: [a,b] — R differenzierbar in ]a,b[ und stetig in den Randpunkten.
Verschwindet fiir alle = € ]a,b[ die Ableitung, so ist f konstant.

e Satz 3 [Charakterisierung von e”]: Ist f: R — R eine differenzierbare Funktion mit f(0) = A,
welche fiir alle z € R die Differentialgleichung f/(z) = c¢f(x) erfiillt, so gilt Vz € R : f(x) = Ae“*.

e Satz 4 [Monotonie|: Fiir a < b sei f: [a,b] — R differenzierbar in ]a,b[ und stetig am Rand.

e}

Dann gilt: f ist in [a,b] monoton fallend = Vo €la,b] : f'(z) <0

o

Dann gilt: f ist in [a,b] monoton wachsend = Vo €la,b] : f(z) >0
o Weiter gilt Va €la,b] : f'(x) >0 = [ streng monoton wachsend.
o Ebenso gilt Va €la,b[ : f'(x) <0 = f streng monoton fallend.

Bemerkung: Die Umkehrung der letzten beiden Aussagen ist im Allgemeinen falsch ( f(x) = z3).

e Satz 5a [Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extremal: Sei f :]a,b[— R eine differenzierbare
Funktion und es gebe ein z €]a, b mit f/'(x) = 0. Gilt dann:

(35>0V£,n6]a,b[ D (r—e<f<z<n<zte = f’(&)SOSf’(n)))

bzw.
(EI€>OV§,77 €la,b] : (z—e<é<z<n<z+e = f(§ 202]”'(77)))
so besitzt f in z ein lokales Minimum bzw. Maximum.

Bemerkung: Im Fall /(&) < 0 < f'(n) bzw. f(§) > 0 > f'(n) liegt sogar ein strenges lokales
Extremum vor.



Nachtrag: Lokale Extrema

Variante a von Satz benotigt lediglich die Differenzierbarkeit der Funktion f. Wissen wir sogar, dass f

in x zweimal differenzierbar ist, konnen wir den Satz 5 wie folgt formulieren.

Satz 5b [Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extremal: Sei f :]a,b[— R eine differenzierbare
Funktion und z €la,b| derart, dass f'(z) = 0 und f in x zweimal differenzierbar mit f”(x) > 0
(bzw. f"(z) < 0). Dann besitzt f in z ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum).

Beweis:
(1) Sei f”(x) > 0. Aufgrund der Definition des
Grenzwertes existiert wegen

s —x
.

ein € > 0, so dass

vg:(0<|x—§|<e _ SO O>.

E—z
Wegen f'(z) =0 folgt daraus

(&) <0 fallsx—e<&<uw,
f/(§)>0 fallsz<&<z+e.

Nach Satz 4 ist f demnach auf dem Intervall
]z — €, z[ streng monoton fallend und auf dem
Intervall |x,z + €] streng monoton wachsend,
womit f in x ein strenges lokales Minimum
besitzt. |

(2) Sei f”(x) < 0. Aufgrund der Definition des
Grenzwertes existiert wegen

§H#

ein € > 0, so dass

V§:<0<\x—£\<s = M < 0).

X

Wegen f'(x) =0 folgt daraus

() >0 fallsz—e<é<um,
() <0 fallsz<&<z+e.

Nach Satz 4 ist f demnach auf dem Intervall
|z — e,2] streng monoton wachsend und auf
dem Intervall |z, z+¢[ streng monoton fallend,
womit f in x ein strenges lokales Maximum
besitzt. |

Bemerkung: Die Bedingung ist NICHT notwendig, da f(z) = 22" (n € N) sowohl f/(0) =0 als auch
17(0) = 0 erfiillt, jedoch bei 0 ein strenges lokales (sogar globales) Minimum vorliegt.

Konvexitit

e Definition [Konvexitit]: Sei D C R ein Intervall. Eine Funktion F': D — R heifit konvex

=  Vo,ye DVAER : (O<)\<1 — fOa+(1-\y) < /\f(:z)+(1—)\)f(y)>.

Eine Funktion f: D — R heifit konkav, falls —f konvex ist. Im Fall < (bzw. >), nennen wir die

Funktion streng konvex bzw. streng konkav.

Bemerkung: Konvexitéit auf dem Intervall [z1,x2] bedeutet, dass der Graph von f unterhalb der
durch die Punkte (x1, f(x1)) und (z2, f(z2)) verlaufenden Sekante liegt.

e Satz 6 [Hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir Konvexitit]: Sei D C R ein offenes
Intervall und f: D — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann gilt

f konvex =

Beweis:

VeeD : f'(x)>0.

, =% Sei f:D — R konvex. Angenommen, es gelte = (Vo € D : f”(x) >0), also 3¢ € D : f"(£) <O0.

Zu c:= f'(&¢) betrachten wir zuniichst die Funktion

Dann gilt auch



Nach Satz 5b besitzt nun ¢ in £ ein strenges lokales Maximum, so dass wir ein h > 0 sowohl
mit [§ — h,§ + h] C D als auch mit ¢(& — h) < p(§) und (€ + h) < (&) finden. Addition der
beiden Ungleichungen liefert

2f(&) = 20(&) > @€ —h)+p(E+h).
Mit z:=¢—h, y=&+h sowie A =1 ist dies wegen & = 3({ —h)+ (1—3) (E+h) zu
fAz+1=Ny) > AM(@)+ (1 =N f(y)

dquivalent, was jedoch einen Widerspruch zur Konvexitdt von f darstellt.

,<="“ Es gelte Ve € D : f’(x) > 0. Da f” die Ableitung von f’: D — R ist, ist letztere nach

Satz 4 monoton wachsend. Seien nun z,y € D mit = < y (der Fall z = y ist uninteressant
und fiir x > y vertausche im folgenden die Rollen) und 0 < A < 1. Dann gilt = < £ < y
fir € := Az + (1 — A)y. Nach dem Mittelwertsatz existieren nun Zwischenstellen 7; €]z, £[ und

12 E]£7y[ mit
f§) — f(z) fly) = f(§)
§—x y—2¢&

(da f’ monoton wachsend wie oben begriindet). Wegen

= f'm) < flln) =

§—r = (1-Ny—a),

E=Az+(1=Ay {y_g = Ay — )

erhalten wir nach Multiplikation mit y —x > 0 zuerst

= MEOFA-NFE) < AM(e)+ 1 =Nf(y)

und mit £ = Az + (1 — )y daraus schliellich wie gewiinscht

fOz+(1=Ny) < M(x)+ 0 -Nf(y),
also die Konvexitiat von f . |

Corollar [Young-Ungleichung]: Seien p,q € |1,00[ mit ]% + % = 1. Dann gilt

Ve,y e R : <(m20/\y20) — x%y% < 1:+y>
P q

Beweis: Gilt £ =0 oder y =0, so ist wegen 0 < 0+ 0 nichts zu zeigen. Andernfalls ist > 0 und
y > 0. Da der Logarithmus fiir £ > 0 die Ableitung —5% < 0, ist —In(z) nach Satz 6 eine konvexe,
der Logarithmus also eine konkave Funktion. Demnach gilt

1 1
1 1 1 1 1 1 e monoton In{zP |+In( y?
In <:c+y> > —In(z)+ -In(y) = In<x;)+ln<y;) nonot f—}—y>e ( ) <y ),
p q p q p

q

so dass mit Potenzgesetzen die Behauptung folgt. |

Definition [p-Norm]: Sei p > 1 eine reelle Zahl. Die Abbildung || . ||: C" — [0, 00[ definieren wir
dann durch

Il o= (Zm\p)p (x= (@1, ) € CP).

v=1

Diese erfiillt die drei eine Norm definierenden Eigenschaften

(a) VxeC" : (|x]|, = 0 <= x=0) (Definitheit)
(b) VxeC"VeeC : |ex|l, = |c]llxllp (Homogenitét)
() Vx,y € C" : |x+ylp < Ixlp+lylp (Dreiecksungleichung)
Beweis:



(a) Gilt x=0:=(0,...,0) € C", so ist nach Definition

1 1
n P n P
Il = (zw) _ (zw) 0.
v=1 v=1

Ist umgekehrt ||x||, = 0, somit auch
n
0= Il = Ylml
v=1
Aufgrund der Nichnegativitéit von |z, [P ist jedoch nur z, =0, v = 1,...,n, moglich, also x = 0.

(b) Seien x € C", ¢ € C beliebig. Dann folgt

lex[lp = (é!cxu\p>; = (é(ld |z ]) )1 = (d”ZIx |”> ] (ZI%I”) lef - [l

(c) Die Dreiecksungleichung ist hier genau die Minkowski-Ungleichung (siehe Satz 8).
Bemerkung 1: Fiir x € R"” beschreibt ||x||2 genau die euklidische Linge des Vektors x.

Bemerkung 2: Fiir p = co definiert ||x[/ := max |z,,| ebenfalls eine Norm (Ubungsaufgabe).
v=1,...,n

Satz 7 [Holder-Ungleichung]: Seien p, ¢ €]1, 00[ mit % + % = 1. Dann gilt
n
v,y €C 2 Y lzy| < Ixlpllyll

Beweis: Falls ||x||, =0, dann ist z, = 0 fiir alle v € {1,...,n}, so dass auch Z |z,y,| = 0 folgt.

Demzufolge ist in dieser Situation nichts zu beweisen (denn 0 < 0 ist eine wahre Aussage) Analoges
gilt im Fall [|y||, = 0. Bleibt also der Fall fiir ||x||, > 0 und ||y||; > 0 zu untersuchen. Dazu definieren
wir fiir v € {1,...,n} die Hilfsgréien

£, = |z [P o
x| Iyllg
n n n n
Fiir diese ergeben sich dann Z_:lﬁ,, = mzm,\p =1, kE N, = mzwqu
V= v=1 =v v=1
=[lxII =[lyllg

Mit der Young-Ungleichung (vgl. Corollar zu Satz 6) ergeben sich weiter die n Ungleichungen

|quyu| 11 fl/ U
Il e < g vel{l,...,n}),
=l TyTa p T welln))

welche sich nach Aufsummieren zu

_ |zvyu| — (& 771/ - _
||x||p||y||qz'$”y”' an = Z<p ) Zg” ;””_1

o lylls = 2=

zusammenfassen lassen. Durch Umstellen folgt nun wie behauptet die Holder-Ungleichung. |
Bemerkung: Im Spezialfall p = 2 erhalten wir die bekannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung.
Satz 8 [Minkowski-Ungleichung]: Fiir p € [1,00[ gilt: vx,y €C": [x+ylp < [Ixllp+ I¥llp-
Beweis: Im Fall p =1 ergibt sich aus der Dreiecksungleichung des Betrages genau

1

1
n 1 n 1
[x+yllp = (Zlﬂfﬁyu > leu+yu| < Z |lzu| + |y ]) = (Z%P) +<Z Iyull>= 1x[lp+1yllp
v=1 v=1

v=1

4



und fiir p > 1 ist ]lo + % =1 gleichbedeutend mit % =p—1.Im Fall x = —y verschwindet die linke
Seite der Ungleichung, so dass dann aufgrund der Nichtnegativitdt der Norm nichts zu zeigen wiire.
Also sei nun x # —y und somit insbesondere ||x + y|[, > 0. Wiederum mit der Dreiecksungleichung
fiir den Betrag und der Holder-Ungleichung (Satz 7) fiir die Vektoren (|z,|)"_; bzw. (Jy.|)—; und
(|zy + yu[P~1)"_; ergibt sich dann die Ungleichungskette

Ix+ylp = Z\wuﬂ/y Z\wu+yu!\wu+yu!” b < Z\%H%eru!p 1+Z|yu\\xu+yu1p '
v=1 v=1 v=1
1 1 1 1
n p n P n q n q
<[ o (o)) (St ) = (1l ) (3o
v=1 v=1 v=1 v=1
n % q
= (Il + vl ((Dmyyw) ) = (el + Iyl I+ v
v=1
Umstellen ergibt nun wie behauptet die Minkowski-Ungleichung. |

Bernoulli-L’Hospital’sche Regeln

Mit dem Mittelwertsatz konnen wir nun Regeln zur bequemen Ermittlung von Grenzwerten beweisen:

e Lemma [Spezialfall L’Hospital]: Sei a € R beliebig.

(a) Ist f:]0,a]— R differenzierbar mit lim f(z) =0 und lim f'(z) =:c € R, so gilt lim @ =c.

z\,0 z\,0 z\,0
(b) Ist f :]a,oo[— R differenzierbar mit lim f’(z) =: ¢ € R, dann gilt lim @ =c.
Beweis:

(a) Wir betrachten zunéichst den Fall ¢ = 0. Sei dazu ¢ > 0 beliebig. Wegen hi% f(x) =0 existiert
x
ein & €]0,a[, so dass

vz €]0,a] @ (z<& = |f (@) <e).
Wegen h{]% f(x) = 0 ist die Funktion f am linken Rand stetig fortsetzbar. Betrachten wir nun
x

0, =0,
f(z), x€]0,a]’
Dann ist die Funktion g, auf dem offenen Intervall ]0,«| differenzierbar (da f dort differen-
zierbar ist) und am Rand stetig (bei 0 nach Konstruktion und bei a, weil f in « €]0,a[ sogar
differenzierbar ist). Somit existiert nach dem Mittelwertsatz ein 7, € |0, [ mit

fla) go (@) — 9a(0)

o a—0

zu beliebigem « €]0,a| die Funktion g, : [0,] — R definiert durch g,(z) := {

\ o) = ) < sup |£0)] .

0€]0,c|

Wihlen wir o < &, folgt nun insgesamt

el (o<e = 1)< s (7o)< s (7o)<
z 0€]0,z] 0€]0,&e
und aufgrund der Beliebigkeit von ¢ > 0 somit auch h{r%) @) — .

Sei nun ¢ € R beliebig. Dann gilt sowohl h{n g(x) = 0 als auch liin ¢'(z) = 0 fir die in ]0,a]
differenzierbare Funktion g(z) := f(z) — cx und wie eben gezeigt demzufolge auch h{% 9@ — ¢,
Die Linearitét des Grenzwertes liefert wegen f(z) = g(x) + cx nun auch wie gewiinscht

fm 1@ _ 9@ e (@)

+c = c.
z\0 T z\,0 x 2\0 &



(b)

e Beispiel: Es gilt lim
r—00

Wir betrachten zunéchst den Fall ¢ = 0. Sei dazu € > 0 beliebig. Wegen lim f'(x) =0 existiert
Tr—00

ein :=max(zz,a+1,1) so dass

ve ool : (2>€ = |f(@)] < 5)

Mit M = 5 erhalten wir aus dem Schrankensatz (Corollar 2, s.o.) demnach fiir beliebiges x > ¢
die Ungleichung |f(z) — f(£)| < §(z — &) . Insgesamt folgt nun mit der Dreiecksungleichung

Ve €la, oof ;<x>max<g,2lf5<f>l>:, ’ff) @) - F©, 1FE _cr-¢ < )

+=-<e

x T 2 x 2
Da & > 0 beliebig war, folgt daraus die Konvergenz lim @ =0.
r—00
Sei nun ¢ € R beliebig. Dann gilt lim ¢’(x) = 0 offenbar fiir die in ]a, 00| differenzierbare
Tr— 00
Funktion g(x) := f(z) — cx und wie eben gezeigt demzufolge auch lim g—) = 0. Aufgrund der
r—00

Linearitit des Grenzwertes erhalten wir wegen f(x) = g(x) 4 cx nun auch wie gewiinscht

lim@: limwz lim@—i—c:c. |

@ =0 wegen lim In'(z) = lim 1 =0.

T— 00 r—00

e Satz 9 [Bernoulli-L’Hospital’sche Regeln]|: Seien f,g : I — R zwei differenzierbare Funktionen
auf dem Intervall I =Ja,b[ (wobei —oo < a < b < co zugelassen ist). Weiter gelte ¢'(z) # 0 fiir alle

x € I und es existiere der Grenzwert . (=)

c e R.

o/b ¢ ()

Dann gelten die folgenden Implikationen:

(a)
(b)

: fl@) _
glc%f(x)_i%g( r)=0 = (Vxe] cg(x) #0 A hm = c)

glﬁ%g( x) =to0 = (3{6}a,b[Vw€I:(w2§:> g(x) #0) A hmy = c)

Analoge Aussagen gelten im Fall i{r}z i; :((g = ceR.

Beweis: Da ¢/(x) # 0 fiir alle x € T hat ¢’ keine Vorzeichenwechsel, d.h. g ist streng monoton.

(a)

Wir nehmen an, dass g auf I monoton féllt (andernfalls betrachte —g ). Dann gilt g(I) =]0, A[
mit A := li{ll g(z) und es existiert die ebenfalls streng monoton fallende Umkehrabbildung ¥ :=
r \a

10, A[= I mit Wog =1Id; und go W = Idjg 4;. Betrachten wir nun die Komposition F:= fo W :
10, A|— R ergibt sich nach Kettenregel (bzw. auch Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion)

'(¥(y))
F'y) = f(¥(y)¥'(y :L 1.1a
() (W ()W (y) 7 (0 (y)) (1.1a)
und nach Voraussetzung (und Monotonie von ¥ ) somit lim F'(y) = lim F@) — ¢ und mit
y\.0 x,/'b g'(z)
Lemma (a) weiter li{% % = c. Da nun fiir eine beilebige Folge z, aus I mit lim xz, = b die
Yy n—oo
Bildfolge vy, := g(x,) eine Nullfolge ist, erhalten wir
v F
also lim éxg = ¢ wie behauptet.
z,/b9

Wir nehmen an, dass g auf I monoton wéchst (sonst betrachte —g ). Dann gilt g(I) =]A4, oo|
mit A := li{n g(x) und es existiert die ebenfalls streng monoton wachsende Umkehrabbildung
xr \a
=]A,00[— I mit Vog = Id; und go ¥ = Idj4 o[- Fiir die Komposition F := fo ¥ :
]A, 00— R ergibt sich wiederum (1.1a) und nach Voraussetzung (und Monotonie von W) hier

lim F'(y) = lim I@) — ¢ und mit Lemma (b) weiter lim £W — ¢ . Da nun fiir eine beilebige
Yy—00 x/‘b g (z) y—00 Y
Folge x, aus [ mit lim x, = b die Bildfolge v, := g(x,) bestimmt gegen +oo divergiert,
n—oo
erhalten wir (1.2a), also wiederum lim 1) — ¢ wie behauptet. [ |
z /b g(z)



