Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 1

Aussagenlogik

e Eine Hauptaufgabe von Mathematikern ist es, Aussagen zu beweisen. Dazu braucht man aber
zunichst eine geeignete Sprache, in der man Aussagen priizise formulieren kann, und eine Uberein-
kunft, welche Argumente man verwenden darf, um aus als wahr angenommenen Aussagen (soge-
nannte Axiomen) neue wahre Aussagen herzuleiten.

In den folgenden Abschnitten wollen wir kurz darstellen, wie man dies formal machen kann. Auch
wenn Sie im Laufe ihres Studiums viele der dabei nttigen formalen kleinen Schritte durch natiirlich-
sprachige Formulierungen abkiirzen werden, sollten Sie sich doch bewusst sein, dass ihre Argumen-
tation nur dann ein solides Fundament hat, wenn sie wenigstens prinzipiell auch in der folgenden
formalen Weise durchgefiihrt werden kann.

e Um mathematische Aussagen prézise zu formulieren, braucht man zunéchst eine geeignete formale
Sprache (die sogenannte Pradikatenlogik erster Stufe. In dieser erlaubt man sich, Symbole fiir

o Variablen (meist z,y,... oder zy,zs,... ),
o Konstanten (meist ¢, d,... ),
o n-stellige Funktionen (meist f(z1,z2,....2,)),
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o n-stellige Relationen ' meist R(z1,...,%,))

zu verwenden. Beispielsweise benutzt man fiir die zweistellige Relation ,jist gleich® das Symbol =
und schreibt statt = (¢1,t2) einfach ¢ = ty.

e Mit diesen Symbolen kann man Terme und Aussagen (auch Formeln genannt) bilden:

o Jede Variable und jede Konstante ist ein Term. Sind t¢1,...,%, Terme und ist f eine n -stellige
Funktion f, so ist auch f(¢1,...,t,) ein Term.
o Sind ti,...,t, Terme und ist R eine n-stellige Relation, dann ist R(¢y,...,t,) eine Aussage,

in der alle vorkommenden Variablen frei sind.

e Die logischen Symbole erlauben nun, aus vorhandenen Aussagen neue Aussagen zu bilden:

Sind A und B Aussagen, dann sind auch
e A= B (,A impliziert B*“)
e AANB (,A und B*“)
e AVB (,A oder B%)
e —A (,nicht A%)

Aussagen. Anstelle von (A = B) A (B = A) fiihrt man noch abkiirzend A < B (, A ist
dquivalent zu B “) ein.

e Ist dariiber hinaus x eine freie Variable in der Aussage A, so erlaubt man sich auch, mittels der
Quantoren V (,fiir alle“) und 3 (,es gibt (mindestens) ein“) die Aussagen

o Vz:A(x) (,fur jedes z gilt A(z)“)
o Jdz:A(x) (,es gibt ein z, fiir das A(z) gilt®)
zu bilden. In diesen Aussagen ist dann x keine freie Variable mehr, sondern gebunden.

e Um {ibereinzukommen, welche logischen Schliisse erlaubt sind, gibt man sich logische Axiome vor.
Wir werden ausschlielich mit den Axiomen der Booleschen (oder klassischen) Logik arbeiten, es gibt
aber auch weniger strenge Logiken, z.B. die intuitionistische Logik.

1Statt Relation sagt man veraltet auch Pridikat, daher der Name Pridikatenlogik.



Hier kann man schon sehen, dass Mathematik entgegen einer weit verbreiteten Meinung {iberhaupt
nicht starr, sondern sehr flexibel ist. Man kann ndmlich sogar die Grundfesten der Logik &dndern
und trotzdem noch korrekte Mathematik betreiben. Wir wollen aber nur die Boolesche Logik
verwenden.

In der Booleschen Logik verlangt man, dass jede Aussage entweder wahr oder falsch ist, und bei
Bildung von neuen Aussagen ist deren Giiltigkeit durch die folgenden Wahrheitstafeln festgelegt:

A|B|A=B|AANB|AVB|-A

w | w w w w f
w | f f f w | f
flw w f w w
Fr w f folw

Aus diesen kann man beispielsweise ablesen, dass A A B = A eine wahre Aussage ist, egal ob A, B
wahre oder falsche Aussagen sind (wie man durch {iberpriifen aller Méglichkeiten nachrechnen kann).

Dariiberhinaus verlangt man fiir Aussagen mit Quantoren als logische Axiome die Giiltigkeit von
o (Vz:A(x)) = At),
o A(t) = (z: A(x)),
o Vz:(B= A(x))= (B=Vz:Ax)),
o Vz:(A(zx)= B)= ((3z: A(z)) = B),

wobei A(x) eine Aussage mit freier Variable x, ¢t einen Term und B eine Aussage, in der die
Variable z nicht vorkommt, bezeichnet.

e In einer mathematischen Theorie gibt man sich nun neben einer formalen Sprache (mit festgeleg-
ten Konstanten-, Funktions- und Relationssymbolen) und den obigen logischen Axiomen auch noch
gewisse nichtlogische Axiome vor, die man zusétzlich zu den logischen Axiomen als giiltig betrachtet.

e Ein formaler Beweis einer Aussage F' innerhalb einer Theorie ist dann eine Aneinanderreihung
von Aussagen, von denen jede entweder ein (logisches oder nichtlogisches) Axiom der Theorie ist
oder direkt aus vorher in der Aneinanderreihung vorkommenden Aussagen hervorgeht:

o Standen vorher schon die Aussagen B = A und B, dann darf danach auch A stehen
o oder stand vorher schon die Aussage A(x) mit einer freien Variable x, dann darf danach auch
Vz : A(z) stehen.

e Natiirlich sind Sie in Zukunft nie gezwungen, Theorien so genau anzugeben und Beweise auf so klein-
schrittige und formale Weise zu fithren. Sie sollten sich jedoch immer fragen, ob sich Thre Argumente
wenigstens prinzipiell auch im strengen vorher angesprochenen Sinne formulieren lieBen und nicht
einen Haken haben, der Thren vermeintlichen Beweis inkorrekt macht.

Mengenlehre

e Die Theorie der Mengenlehre ist ganz einfach: In der Sprache der Mengenlehre gibt man sich ndmlich
nur eine zweistellige Relation € (,ist Element von“) vor, und man verlangt als nichtlogische
Axiome die von Zermelo-Fraenkel? (ZFC) (oder Neumann-Bernays-Godel® (NBG)). Diese

o definieren Gleichheit von Mengen durch das Extensionalitdtsaxiom

A=B <= Vo:(r€e A<=z €B),

o sichern die Existenz der leeren Menge durch das Axiom ’ dr:Vy:—(y € x) ‘ zu, und da

die leere Menge = nach dem Extensionalitéitsaxiom dann auch eindeutig ist, kann man ohne
Probleme fiir sie das neue Symbol () einfiihren,

2Ernst Friedrich Ferdinand Zermelo (1871-1953), Adolf (Abraham Halevi) Fraenkel (1891-1965)
3Janos von Neumann zu Margitta (1903-1957), Paul Bernays (1888-1977), Kurt Godel (1906-1978)



o sichern die Existenz von Paarmengen durch das Axiom
Ve:Vy:3z:(ueze (u=xVu=y))
zu, und da die Paarmenge z dann nach dem Extensionalititsaxiom auch eindeutig ist, kann
man ohne Probleme fiir sie das neue Symbol {z,y} einfiihren,

o sichern die Existenz der Vereinigungsmenge durch das Axiom
Ve:3Jy:Vz:(zecye Ju: (uecarAzeu))

zu, und man schreibt dann fiir y das Symbol U u,
ucx

o sichern die Existenz der Potenzmenge durch das Axiom
Ve:3y:Vz:(z€yeVu: (uez=ucuz))

zu, und man schreibt dann fiir y das Symbol P(z),

o sichern die Existenz der Teilmenge von Elementen mit einer bestimmten Eigenschaft A(-) durch
das Aussonderungsaxiom

Ve:3Jdy:Vz:(zey s zeaxNA(z))
zu, und man schreibt dann fiir y das Symbol {z € x| A(z)},
und enthalten noch eine ganze Reihe weiterer Axiome.

e Warum betreibt man iiberhaupt solch einen Aufwand — kann man nicht einfach mit Symbolen
{z|A(x)} fiir Mengen arbeiten? Wiirde man so naiv iiber Mengen sprechen, dann wiirden Kon-
strukte wie

M = {z|z &z} (Russellsches* Paradoxon)

einen Widerspruch zum letzten logischen Axiom ergeben (es gilt ndmlich M € M < M ¢ M ).

In der ZERMELO-FRAENKEL-Mengenlehre kann man dagegen solch ein Konstrukt gar nicht formen
(es gibt kein Axiom, das einem Jy : (z € y <= A(z)) zusichert).

In der NEUMANN-BERNAYS-GODEL-Mengenlehre wiirde folgen, dass {z|z ¢ x} gar keine Menge,
sondern eine echte Klasse ist (ebenso wie beispielsweise die Klasse aller Mengen {z|r = x} eine
echte Klasse ist).

Mit Konstrukten von der Form {z € z|A(z)}, wobei = eine Menge ist, darf man allerdings so
naiv umgehen. Nach dem Aussonderungsaxiom sind dies Mengen ndmlich Teilmengen von M. Da
uns {iblicherweise nur solche Mengen interessieren, betreiben wir im folgenden also eine Art naiver
Mengenlehre. Man sollte sich aber der Probleme beim Formen ,zu grofler Mengen®“ bewusst sein.

e Nun kénnen wir auch Abbildungen von einer Menge A # () in eine weitere Menge B # () definieren.
Eine Teilmenge F' C A x B :={(z,y) | v € ANy € B} mit der Eigenschaft

Vee Adlye B : F(z)=y

(sprich: fiir jedes z Element in A existiert genau ein y Element in B, so dass F(x) = y ) wollen
wir Funktion von A nach B nennen. Wir schreiben abkiirzend F': A — B . Weiterhin nennen
wir fir U C A die Menge F(U) := {y € B : 3z € U mit F(x) = y} das Bild von U unter
F. Gilt F(A) = B so heifit die Funktion F': A — B surjektiv. Fiir eine Menge V C B heifit
die Menge F~1(V):={x € A : F(z) € V} das Urbild von V unter F. Schliefllich heifit eine
Funktion F': A — B injektiv, falls Vx,2 € A : (F(z) = F(Z) = = =) gilt.

Natiirliche Zahlen

e Aus den bisher geschilderten Axiomen der Mengenlehre kann man zwar die Existenz von Vereini-

gungsmengen zj U ---Ux, und Durchschnitten ﬂ y gewinnen, aber bisher garantiert kein Axiom

YyeET
der Mengenlehre die Existenz einer unendlichen Menge. Tatséchlich kénnten wir ohne solch ein Axi-

om nur iiber endliche Mengen reden, aber in der Analysis wollen wir uns gerade mit unendlichen
Mengen beschiiftigen, wie z.B. mit der Menge der natiirlichen Zahlen.

“Bertrand Arthur William Russell (1872-1970)



Deswegen fordern wir als Axiom die Existenz einer induktiven Menge, d.h. einer Menge, die die leere
Menge ) enthilt und fiir die mit jedem Element y auch yU{y} ein Element der Menge ist. Formell
verlangen wir also das nichtlogische Axiom

dz:Dexn(Vy:yex= (yU{y}) € x))

in der Mengenleere.

e Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist nun der Durchschnitt aller induktiven Mengen, d.h. die

kleinste induktive Menge. Symbolisch kann man sie als {0, {0}, {0, {0}},{0,{0}, {0,{0}}} ...} schrei-
ben, aber iiblicherweise bezeichnet man ihre Elemente mit 1 := 0, 2 := {0}, 3 := {0,{0}},

4:={0,{0},{0,{0}}}, ... .

e Mittels der Nachfolgeabbildung s : N — N, s(y) := y U{y}, kann man durch n+ 1 := s(n) und
n+m:=s(s(...s(n)...)) = s™(n) (der m-maligen Anwendung von s auf n) eine kommutative
Addition auf der Menge der natiirlichen Zahlen definieren. Jedoch ist (N,+) keine Gruppe, es gibt
keine additiven Inverse, selbst wenn man die natiirlichen Zahlen durch Nyo = NU{0} und 0+n=n
noch um ein neutrales Element erweitert.

e Aufgrund der Definition der natiirlichen Zahlen als kleinster induktiver Menge kann man Aussagen
iiber natiirliche Zahlen der Gestalt
Vn € N: A(n)

dadurch beweisen, dass man
A(1) und  VneN:An) = A(n+1)
beweist. Dies nennt man einen Beweis der Aussage Vn € N: A(n)  per Induktion.

e Da N die kleinste induktive Menge ist, kann man dariiber hinaus Folgen a1, as,as,... rekursiv
definieren, indem man sich einen Anfangswert a; und eine Vorschrift a,11 := f(ay,) vorgibt.

e Um eine Gruppe zu gewinnen, erweitert man N zur Menge der ganzen Zahlen
Z=N U {0} U (-N)
(genauer definiert man 7 mittels einer Aquivalenzrelation auf N x N). Die ganzen Zahlen Z werden

dann mit der Addition + zu einer Gruppe, die Lésung von n+x =0 ist z = —n..

e In den natiirlichen Zahlen kann man dariiber hinaus auch eine Multiplikation definieren durch n-m =
n+---+n (m-malige Addition), und dies iibertrégt sich auf Z. Aber selbst bei n # 0 kann man
die Gleichung n-x =m in Z nur lésen, wenn n die Zahl m ohne Rest teilt.

Um solche Gleichungen allgemein 16sen zu kénnen, erweitert man die Menge der ganzen Zahlen zur
Menge der rationalen Zahlen

Q = {Z ‘pEZ,qEN}

(genauer definiert man Q wiederum mittels einer Aquivalenzrelation auf Z x Z ). Die Menge Q wird
dann mit + und - ein Korper, insbesondere gelten die Assoziativ-, Distributiv- und Kommutativ-
gesetze und es gibt additive sowie multiplikative Inverse.

Zusatzaufgabe 1.1: Es seien A, B und C' Mengen

(a) Zeigen Sie, dass eine der folgenden Formeln immer richtig ist und dass die andere unter Umsténden
falsch sein kann:

A\(B\C) = (A\B)UC; A\ (BUC) = (A4\B)\C

(b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der die falsche Formel richtig wird.
Lésung zu Zusatzaufgabe 1.1:
(a) Fir A=B und C # 0 mit BNC =0 ergibt sich
A\(B\C) = A\B = 0#C = 0uC = (A\B)uC,

somit ist die erste Formel im Allgemeinen nicht wahr. Dagegen ist die zweite immer erfiillt, denn es
gelten
r €A\ (BUCO) <= (r€e ANz € (BUQ)) <= (re AN-ax€BAN-xecC)



und
r€(A\B)\C <= (z€ (A\B)ANw2e€(C)<= (r€c AN~z € BAN-xe()

also fiir alle = tatsdchlich
r €A\ (BUC)<=z€(A\B)\C

und somit A\ (BUC) = (A\B)\C.

(b) Die erste Formel wird beispielsweise unter der Zusatzbedingung C' C A und BN C = () wahr, da
dann

A\ (B\C) = A\B = (A\B)UC'.
Zusatzaufgabe 1.2:

Zeigen Sie: Der Durchschnitt aller induktiven Mengen, d.h. aller Mengen M mit # € M und
x € M= (xU{x}) € M, ist selbst wieder eine induktive Menge.

Lésung zu Zusatzaufgabe 1.2:

Mit anderen Worten ist zu zeigen, dass die Menge N := N M selbst induktiv ist.
M induktiv

Nun gilt einerseits () € N, da fiir jede induktive Menge M ja () € M gilt.

Andererseits folgt aus « € N ja x € M fiir alle induktiven M , also nach Definition der Induktivitét
auch xU{z} € M fiir alle induktiven M , und daher z U {z} € N.

Demnach ist auch N induktiv.
Zusatzaufgabe 1.3: :
n+1)

n
(a) Beweisen Sie per Induktion fiir alle n € N die Gleichung Z k= n( 5
k=1

(b) Beweisen Sie per Induktion fiir alle n € N, dass 10™ — 3™ durch 7 teilbar ist.
(c) Beweisen Sie per Induktion fiir alle x > —1 und n € N die Ungleichung (1+z)" > 1+ nx.
(d) Beweisen Sie per Induktion fiir alle n € N die Ungleichung 2" > n.

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.3:

1
(a) Induktionsanfang: k;k: = 1= (41))

n
Induktionsschluss: Nach Induktionsvoraussetzung gelte > k = w (A(n)). Dann gilt aber auch
k=1

n+1 n
;k: (k_lk)+(n+1)zw+(nﬂ):ww |

d.h. die Aussage A(n + 1), die zu zeigen war.

(b) Induktionsanfang: 10! — 3! =7 ist durch 7 teilbar ( A(1))

Induktionsschluss: Nach Induktionsvoraussetzung sei 10" — 3" durch 7 teilbar (A(n)). Dann ist
wegen 10" — 371 =10 (10" — 3") +7-3" auch 10"*! — 3"+ durch 7 teilbar (A(n+1)), denn
die beiden Summanden sind durch 7 teilbar. Dies war zu zeigen.

(c) Induktionsanfang: Es gilt (1+x)!=1+1-2 (A(1))

Induktionsschluss: Nach Induktionsvoraussetzung gelte (1 + x)” > 1+ nz (A(n)). Dann gilt auch

A+z)"M=Q+2)14+2)">0+2)1+nz)=1+n+1Dz+nz* > 14+ (n+1)z (A(n+1)),

wobei 1+ >0 und 22 > 0 benutzt wurde.



(d) Induktionsanfang: Es gilt 2! =2 >1 (A(1))

Induktionsschluss: Sei n > 1. Nach Induktionsvoraussetzung gelte 2" > n (A(n) ). Dann gilt wegen
n > 1 aber auch

ontl — 9.9" 5 2. = n4n > n+1,
d.h. die Aussage A(n + 1), die zu zeigen war.
Zusatzaufgabe 1.4: Seien M, N Mengen und f: M — N eine Abbildung. Zeigen Sie:
(a) Fir U,V C M gelten f(UUV)=f(U)Uf(V) und f(M\U)D f(M)\ f(U).

(b) Fir U,V C N gelten f*l(U N V) _ ffl(U) N ffl(v)
fFlouv) = fFHoyu i)
FIANAU) = M\ fH(U)

Lésung zu Zusatzaufgabe 1.4:
(a) e Die Mengen f(UUV) und f(U)U f(V) sind gleich, denn es gilt

ye fOUUV) <= (FrxeUUuV) : f(z)=y)
— (BzelU: f@)=yVv@EzeV : flx)=y))
— e flU)VyefV))
= ye(f(O)ufV)) .

e Die Menge f(M \U) ist eine Obermenge von f

—

M)\ f(U), denn es gilt
A

ye fM\fU) = (FzeM : flx)=y)A-~Fzel : f(z)=y)
= (FzeM: f(x)y=yAN-(zel))
= (FreM\U) : f(z)=y)

= yef(M\U).
(b) e Die Mengen f~Y(UNV) und f~HU)N f~1(V) sind gleich, denn es gilt
ze fHUNV) < (FyeUnV) : f(z)=y)
— (FyelU: fl@)=yA(FyeV : f(z)=y))
= (zef))A(zef (V)
= ze(fTHU)NFHV))
wobei in der zweiten Zeile verwendet worden ist, dass f eine Abbildung ist und somit f(x) =y
und f(x) =g nur bei y =g gelten kann.
e Die Mengen f~1(UUV) und f~Y(U)U f~1(V) sind gleich, denn es gilt
zefAUUV) < @yeWuV) : f(z)=y)
= (ByelU : fla)=y)vEyeV : f(z)=y))
= (zef ') V(zef V)
= ze(fLOUftV) .
e Die Mengen f~'(N\U) und M\ f~}(U) sind gleich, denn es gilt
ze fTHN\U) <= (Gye(N\U) : f(z)=y)
— (eN: fl@)=yn-(yel))
— (FeN : flz)=yr-(f(z) €l))
= ~(f(z) V)
— ﬁ(ﬂc € f_l(U))
< =€ (M\f*I(U)) .

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA IHSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 2

Induktion

e Nach dem Induktionsprinzip gilt eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N bereits
dann, wenn A(1) gilt und wenn fiir jedes n € N aus der Aussage A(n) die Aussage A(n + 1)
folgt.

e Den Beweis von A(1) nennt man Induktionsanfang, und den Beweis von der Aussage
VneN: (A(n) = A(n+1))

Induktionsschluss oder Induktionsschritt. Im Induktionsschritt hat man also fiir jedes n € N zu
zeigen, dass aus der als wahr angenommenen Aussage A(n) (die man Induktionsvoraussetzung
nennt) die Aussage A(n + 1) (die man Induktionsbehauptung nennt) folgt.

Zusatzaufgabe 2.1: Gegeben sei das Axiomensystem bestehend aus den beiden Axiomen

A = (B=A), (1.1)
(A= B=C(C) = (A=B) = (A4=20). (1.2)

(a) Beweisen Sie formal nur mit Hilfe der beiden logischen Axiome (1.1) und (1.2) sowie direkten
Schlieflens die logische Aussage A = A (Reflexivitdt von = ).

(b) Beweisen Sie nur mit Hilfe der logischen Axiome (1.1) und (1.2) sowie direkten SchlieBens, dass
aus den Annahmen A = B und B = C die Aussage A = C folgt (Transitivitit von = ).

Loésung zu Zusatzaufgabe 2.1:
(a) Das zweite logische Axiom (1.2) mit A fir A, mit B = A fiir B und mit A fiir C ergibt
<A=> ((B:>A):>A)> — ((A:>(B:>A)) :>(A:>A)). (1.1a)
Das erste logische Axiom (1.1) mit A fir A und mit B = A fiir B ergibt
A= (B= A) = A). (1.2a)
Direktes SchlieBen liefert aus (1.1a) und (1.2a) somit
((A:> (B=A)) = (A:>A)). (1.3a)

Das erste logische Axiom (1.1) ist
A= (B=A) (1.4a)

und nochmaliges direktes Schlielen liefert aus (1.3a) und (1.4a) die gewiinschte Aussage
A= A. (1.5a)
Die Liste der Aussagen (1.1a) bis (1.5a) ist also ein formaler Beweis der Aussage A = A .

(b) Die Annahmen diirfen wir als Erstes in unseren formalen Beweis schreiben:

A= B, (1.1b)
B=C. (1.2b)

Das zweite logische Axiom (1.2) lautet
A= B=(C) = (A=B) = (4=10)). (1.3b)
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Das erste logische Axiom (1.1) mit B = C fir A und mit A fiir B lautet
(B=C(C)= (A= (B=0)). (1.4b)
Direktes SchlieBen liefert aus (1.2b) und (1.4b) demnach
A= (B=0(). (1.5b)
Wiederum durch direktes Schlielen erhdlt man aus (1.3b) und (1.5b) dann
(A= B)= (A= 0C). (1.6b)
Abschlieflend erhélt man durch direktes Schliefen aus (1.1b) und (1.6b) wie gewiinscht

A= C. (1.7b)

Zusatzaufgabe 2.2:

Welche der folgenden Aussagen sind fiir beliebige Mengen A, B,C wahr? Begriinden Sie Ihre
Antwort mit einem Beweis oder einem Gegenbeispiel.

(a) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(b) (A\B)NC =(ANC)\B
(c) AN(BUC)=(A\B)U(A\CO)

Lésung zu Zusatzaufgabe 2.2:

(a)

2

(b)

()

knappe Variante:

Die Aussage x € AN(BUC) ist dquivalent zu € AA(z € BVx € (). Diese Aussage ist dquivalent
zu (x € ANz € B)V(xz € ANz € C), was wiederum dquivalent ist zu « € (ANB)U(ANC) . Nach
dem Extensionalitdtsaxiom folgt somit die Gleichheit der Mengen AN(BUC) und (ANB)U(ANC) .

ausfiihrliche Variante mit Fallunterscheidung;:

C“: Sei x € AN(BUC). Diese Aussage ist dquivalent zu z € AA (x € BV x € C). Dann ist in
jedem Fall x € A.

Fall 1: z € B. Dadann = € A und = € B, gilt * € (AN B). Da fiir beliebige Mengen
My, My stets My C (M1UMs) gilt, folgt aus « € (ANB) demnach auch x € (ANB)U(ANC) .

Fall 2: 2 € C.Dadann z € A und z € C, gilt z € (AN C). Mit demselben Argument
wie eben, folgt dann auch x € (ANB)U(ANC).

Fall 1 und Fall 2 ergeben nun zusammen AN (BUC) C (ANB)U(ANC)

D“: Sei x e (ANB)U(ANC),also z € (ANDB) oder z € (ANC).

Fall 1: x € ANB, also * € A und =z € B. Da fiir beliebige Mengen M, M> stets
My C (M UDMy) gilt, folgt aus = € B sofort auch, dass z € (BUC) . Zusammen mit z € A
folgt somit z € AN(BUC).

Fall 2: x € ANC,also x € A und x € C. Mit demselben Argument wie eben, folgt aus
x € C auch x € BUC. Zusammen mit = € A folgt somit auch z € AN (BUC).

Fall 1 und Fall 2 ergeben nun zusammen AN (BUC) 2D (ANB)U(ANC)

Da die Teilmengenbeziehung somit in beide Richtungen gezeigt worden ist, folgt nun die Gleichheit
der beiden Mengen.

Die Aussage = € (A\ B) N C ist dquivalent zu (x € ANz ¢ B) ANz € C. Diese Aussage ist
dquivalent zu (z € ANz € C) Az ¢ B, was wiederum &dquivalent ist zu « € (AN C)\ B. Nach
dem Extensionalitdtsaxiom folgt somit die Gleichheit der Mengen (A\ B)NC und (ANC)\ B.

Gegenbeispiel: A ={1,2}, B=1{2,3}, C = {1,3}. Dann gilt némlich einerseits A\ (BUC) =
{1,2}\ {1,2,3} = 0, aber andererseits (A\ B)U(A\C)={1}uU{2} ={1,2}.



Zusatzaufgabe 2.3:

(a)

Was ist an folgendem ,, Induktionsbeweis“ fiir die Behauptung Vn € Ny : 4n = 0 falsch?
Induktionsanfang: 4-0=0.

Induktionsschluss: Gilt 4k = 0 fiir alle k£ < n, so gilt auch 4n = 0. Denn es gibt k1, ks € Ny mit
n==ky + ke und ki, ks < n, also gilt 4n = 4k; +4ko =0.

n
1
Zeigen Sie per Induktion: Fiir jedes n € N gilt Z i =—
k=1

kE+1) n+1°
Ab welcher Zahl n € Ny := NU {0} gilt n! > 2" 7 Fiihren Sie einen Induktionsbeweis.

Fiir welche n € Ng :=NU {0} ist M wieder in Ny . Fiihren Sie einen Induktionsbeweis.

Was lisst sich aus dem Beweis von (d) fiir die Summe der n ersten Kubikzahlen ablesen?

Lésung zu Zusatzaufgabe 2.3:

(a)

(b)

Fir n =1 gibt es keine zwei ki, ko € Ng mit k1,ko <1 und 1= kq + ko, denn ki,ko <1 und
k1, ks € Ny impliziert k1 =0 = ko und somit k1 + ko =0#£ 1.

1
Induktionsanfang: > m = % — ﬁ
k=1
n
Induktionsschluss: Nach Induktionsvoraussetzung gelte ;,; m = RLH . Dann gilt auch
k(k+1)  \&Sk(k+1)) T (n+1)(n+2)
von 1 n?+2n+1 (n+1)2 n+1

+ = = = )
n+1 (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) (n+1)(n+2) n+2
was zu zeigen war.

Fiir n =0 gilt 0! =1>1=2%. Aber fiir n =1 gilt 1! =1 < 2 = 2!, und ebenso 2! = 2 < 4 = 22
fir n =2 bzw. 3! =6 < 8 = 23 fiir n = 3. Tatséchlich gilt die Formel erst ab n = 4 allgemein,
wie der folgende Induktionsbeweis zeigt.

Induktionsanfang: Offenbar gilt 41=1-2-3-4=24>16=2% (A(4))
Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > 4 gelte n! > 2™. (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch (n + 1)! > 27+, (A(n+1))

Beweis: Es gilt
v n>1 1
n+1)=m+1)-n > (n+1)2" > 2.2"=2""

fir n > 1, was wegen n > 4 der Fall ist.

Beachten Sie: Beim Induktionsschluss haben wir n > 1 bendétigt. Daher muss der Induktionsanfang

mindestens bei n = 1 liegen. Wie wir aber gesehen haben, ist die Ungleichung fiir n = 1,2,3

falsch. Deswegen konnte die Induktion erst bei n = 4 verankert werden, die Ungleichung n! > 2"

gilt somit nur fiir alle n >4 (und n=0).

n?(n+1)>2
]

Fiir alle Zahlen n € Ny ist wieder eine Zahl in Ny nach folgendem Induktionsbeweis:

Induktionsanfang: Offenbar gilt "2("4+1)2 = 02'(04+1)2 =0 € Np. (A(0))




Induktionsschluss:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Ny gelte o ("4+ Dige Np . (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch w €Np. (A(n+1))
Beweis: Es ist
(n+1)%(n+2)?  (n+1)2*n*+4n+4)  n*(n+1)? n (n+1)%-4(n+1)
4 B 4 B 4 4
2 1 2
— n(n4+) + (n + 1)3

Da nun der erste Summand nach Induktionsvoraussetzung in Ny liegt und n+1 eine natiirli-
che Zahl ist und da das Produkt sowie die Summe von Zahlen aus Ny nicht aus Ny her-
ausfithren, ist damit die Induktionsbehauptung gezeigt.

(e) Offenbar haben wir einen expliziten Ausdruck fiir die n -te Partialsumme der n ersten Kubikzahlen
gefunden, d.h., es gilt
Zkg _ n—|—1) _ (n(n+1)>2
2 )

fir alle n € N, denn fiir n = 1 ist der Induktionsanfang durch

ikg _ o, L4 rasy

4 4
n
gemacht. Gilt nun Y k% = M fir ein n € N (IV), dann auch wie oben ausgerechnet
k=1
ntl 2 2 2 2
) n°(n+1 n+1)%(n+2
SO Zkg 1) W (4 ) +(n+1)3:( )4( )
k=1

und damit die Induktionsbehauptung.
Zusatzaufgabe 2.4:

Es seien A und B nichtleere Mengen sowie f: A — B eine Abbildung und I4 : A — A diejenige
Abbildung, welche jedes Element a € A auf sich selbst abbildet. Zeigen Sie:

3 Abbildung g: B — A mit go f =14 — f injektiv

Lésung zu Zusatzaufgabe 2.4:
,—“ Sei g: B— A eine Abbildung mit go f = 14.
Gilt nun f(x) = f(2) fiir z,# € A, muss nun — da ¢ eine Abbildung ist — auch ¢(f(z)) = g(f(Z))
gelten. Nach Voraussetzung ist nun aber auch go f = I4, so dass insgesamt
= (gof)(x) = g(f(z)) = g(f(@)) = (9o f)(@) = 2
folgt. Damit folgt aus f(x) = f(&) stets auch x = & . Dies ist aber genau die Injektivitidt von f.

, <= Sei nun f:A — B injektiv.
Dann ist das Urbild von einelementigen Teilmengen {b} C B leer oder einelementig, denn:
Annahme: Es giibe eine einelementige Teilmenge {b} C B mit f~'({b}) D {a,a}, d.h., a #a,
dann wire f(a) = f(a) und a # a, was im Widerspruch zur Injektivitéit von f stiinde.
Da nun A und B nicht leer waren, konnen wir ein Element a* € A auswéhlen. Somit ist die
Abbildung

a, Jac A : {a}C f1({b})

a*, f7H{}) =0, dh, b ¢ f(A)

wohldefiniert. Fiir diese Abbildung gilt nun (go f)(a) = a fiir alle a € A, wie behauptet.

g:B— A durch g¢g(b) = {

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PrROF. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 3
Korper

e Eine Gruppe ist ein Tupel (M, *) bestehend aus einer nichtleeren Menge M , auf der eine Abbil-
dung x: M x M — M, (m,n) — m*n, definiert ist, welche den folgenden Axiomen geniigt:

(i) Vk,i,me M : kx(lxm)= (kxl)*xm (Assoziativitit)
(il) ImgVme M : mxmog=m=moxm (Existenz eines neutralen Elementes)
(ili) Vme M Ine M : mxn=mg=nx*m (Existenz von Inversen)

e Eine Gruppe (M, *) heit kommutativ oder abelsch,! falls ihre Verkniipfung * zusitzlich
(iv) Ve, leM : kxl=1xk (Kommutativitit)
erfiillt. Beispiele:

o Das Tupel (Np,+) ist KEINE Gruppe, denn es fehlen die Inversen.
o Das Tupel (Z,+) dagegen ist eine Gruppe, die sogar abelsch ist.
o Die Gruppen (R,+) und (R\ {0},-) sind ebenso abelsch.?

e Ein Korper ist ein Tripel (K, +,-) bestehend aus einer nichtleeren Menge K, auf der zwei assozia-
tive Verkniipfungen + : KxK — K, (kj,ka) — k1+ke und -: KxK — K, (ki,ke) — ki-ko
so definiert sind, dass

(1) (K,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element ey ist,
(2) (K\ e4,-) eine abelsche Gruppe ist

und zusétzlich
(3) Va,b,ceK:a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) (Distributivitsit)3
erfiillt wird. Beispiele:

o Die rationalen Zahlen Q, d.h. die Briiche > mit n € Z und m € N (wobei man Briiche
identifiziert, die durch Kiirzen bzw. Erweitern auseinander hervorgehen), bilden einen Kérper,

’

. ! I li ! .
indem man + durch 2 4+ & .= 2mEnm ynq . durch 2 - 2% .= 22 dJefiniert. Das neutrale
m m mm m m mm 1

Element der Addition ist 0 = % , das neutrale Element der Multiplikation ist 1 = 7.

o Auch die reellen Zahlen R bilden mit + und - einen Korper.

o Es gibt auch Korper mit nur endlich vielen Elementen (siehe weiter unten).
Anordnung

e Eine 2-stellige (oder binire) Relation R auf einer nichtleeren Menge M ist eine Teilmenge des
kartesischen Produkts von M mit sich selbst, d.h. R C M x M .

e Eine bindre Relation R auf der Menge M heif3t

(a) reflexiv, falls Ym € M : (m,m) € R.
(b) symmetrisch, falls Vm,n € M : ((m,n) € R = (n,m) € R).

'nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)

’Die Eigenschaften (i)-(iv) entsprechen fiir (R,+) genau den im Forster angegebenen Axiomen (I1.1)-(1.4).

3Dies ist fiir die reellen Zahlen R genau das Axiom III im Forster. Da aus diesem -0 = 0 fiir alle € R folgt
(siehe unten), sind (1),(2) und (3) fiir die reellen Zahlen dquivalent zu den Axiomen LIT und III im Forster.
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(c) antisymmetrisch, falls Vm,n € M : ((m,n) € RA(n,m) € R = m=mn).
(d) transitiv, falls Vk,m,ne M : ((k,m) € RA(m,n) € R = (k,n) € R).
e Eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge M # () ist eine 2-stellige Relation auf M , welche

reflexiv, symmetrisch und transitiv ist (d.h., die Eigenschaften (a),(b) und (d) erfiillt). Statt (z,y) €
R schreibt man in diesem Fall auch haufig z ~ y.

e Eine Ordnungsrelation R auf einer Menge M # () ist eine 2-stellige Relation auf M , welche
reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist (d.h., die Eigenschaften (a),(c) und (d) erfiillt). Statt
(z,y) € R schreibt man in diesem Fall auch hiufig < y.

e Ein angeordneter Korper ist ein Korper (K, +,-) versehen mit einer Ordnungsrelation <, bzgl.
der je zwei Elemente a,b € K vergleichbar sind, d.h. fiir alle a,b € K gilt a <b oder b < a, und
die in folgender Weise mit Addition und Multiplikation vertrsiglich ist:*

o Aus a <b folgt a+ ¢ < b+ c fiir beliebiges ¢ € K.
o Aus ¢ >0 und b >0 folgt ab>0.

e In einem angeordneten Korper definiert man |z| := z, falls z > 0 gilt, und |z| := —z, falls z <0
gilt. Die so entstandene Abbildung heifit Absolutbetrag.

Ny als kleinste induktive Teilmenge der axiomatisch eingefiihrten Menge R

e In der Vorlesung haben wir eine Menge R # () mit zwei Verkniipfungen + : R x R — R und
iR xR — R eingefiihrt, welche die Kérperaxiome und die Anordnungsaxiome erfiillen.”

Eine Teilmenge A dieser axiomatisch eingefithrten Menge R nennen wir nun induktiv genau
dann, wenn 0 € A und aus z € A stets auch x +1 € A folgt, also

A CR induktiv <= 0c€AAVz:(r€eA=z+1€A) . (GL.1)
Nun definieren wir
No = {2€R|VACR: (A induktiv — € 4)}. (G12)
Dann ist Ny die kleinste induktive Menge in R, d.h., es gilt
(i) Np ist induktiv.
(ii) S induktiv A SCNy = S=Np.

Beweis:

(i) Es gilt VA CR: (A induktiv = 0 € A), also ist 0 € Ny nach (G1.2).
Sei nun z € Ny. Nach (Gl.2) gilt dann VA C R : (A induktiv = z € A). Aus der
Induktivitét (GL1) der Mengen A folgt dann VA C R : (A induktiv = z+1 € A),
also x+ 1 € Ny nach (Gl.2). Somit ist Ny induktiv.

(ii) Ist S induktiv und z € Ny, so ist nach Definition (Gl.2) von Ny auch z € S. Demzu-
folge gilt auch Ny C §'. Falls nun auch noch S C Ny erfiillt ist, folgt S = Ny .

Hinweis: Wir hiitten bei (Gl.1) fiir eine induktive Menge auch 1 € A anstelle von 0 € A fordern
konnen, die rechte Seite von (Gl.2) ergébe dann N und die obigen Aussagen wiirden dann in
gleicher Weise fiir N anstelle von Ny folgen.b

e Sei A(n) eine Eigenschaft der Zahl n € Ny. Angenommen A(0) gilt und
Vn € Ny : (A(n) gilt = A(n+ 1) gilt) .
Dann gilt A(n) fir alle n € Np.

Beweis:

4Man beachte, dass dies dquivalent zu den Anordnungsaxiomen (A.1)-(A.3) im Forster ist, bei denen die Menge
der positiven x vorgegeben wird, indem man x positiv nennt, wenn —z < 0 und z # 0 gilt. Ganz analog definiert
man z <0 und = >0.

Svgl. Forster, Kérperaxiome (1.1)-(1.4), (I1.1)-(IL.4) sowie (III) und Anordnungsaxiome (A.1)-(A.3)

SHier sieht man wiederum die Notwendigkeit, sich auf eine gemeinsame Definition zu einigen.
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Wir betrachten die Menge S = {n € Ny | A(n) gilt} . Nach Definition ist S C Ny und nach
Voraussetzung ist S auch induktiv, da 0 € S ist und aus n € S, d.h. A(n) gilt, auch die
Giiltigkeit von A(n+ 1) folgt, also n+1 € S. Wie zuvor gezeigt, folgt nun aus S C Ny und
S induktiv bereits S = Np. Also muss A(n) tatséchlich fir alle n € Ny gelten.

Dies nennt man das Beweisprinzip mittels vollstidndiger Induktion.

n

e Sei K ein Korper, n € Ny mit n > 1 und seien aq,...,a, € K. Die Summe _ a; definieren wir
k=1
rekursiv durch
1 m—+1 m
Zak = a, Zak = <Zak> +amp1 (n—1>m>1). (GL3)
k=1 k=1 k=1

n
Analog definieren wir das Produkt [] ax rekursiv durch
k=1

m+1

1 m
H ap = ai, H ap = <H ak> came1 (m—=1>m>1). (Gl4)
k=1 k=1 k=1

Zusatzaufgabe 3.1: Beweisen Sie fiir (Gl.2) mit dem Beweisprinzip der vollsténgigen Induktion:

(a) YneNy : (n=0Vvn—1€Np).
(b) VneNgVmeNy : (m—neNygVn—meNy).
(¢) VneNovme Ny : n+m e Np.
(d) VneNgvm €Ny : n-m e Ny.

Lésung zu Zusatzaufgabe 3.1:

(a) Induktionsanfang: Fiir n =0 gilt offenbar (n=0Vvn—1€eNy). (A(0))
Induktionsschluss:

Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Ny gelte (n=0Vvn-—1¢eNy). (A(n))

Induktionsbehauptung: Dann gilt auch (n+1=0VneNy). (A(n+1))

Beweis: Nach Induktionsvoraussetzung gilt n = 0 oder n — 1 € Ny, dann folgt fiir jeden
der beiden Fille aus der Induktivitdt von Ny offenbar n € Ng, denn im ersten Fall ist
n =0 € Ny und im zweiten Fall wegen n—1 € Ny auch n = (n—1)+1 € Ny, wobei wir hier
die Korperaxiome verwendet haben.

(b) Induktionsanfang: Fiir n =0 gilt wegen m — 0 = m offenbar Vm € Ny : m — 0 € Ny und somit
dann auch
VYm € Ny (m—OENo\/O—MENo) (A(O))

Induktionsschluss: Sei n € Ny .

Induktionsvoraussetzung: VmeNy : (m—neNgVn—meNy). (A(n))
Induktionsbehauptung: VmeNy : (m—(n+1)eNgVvV(n+1)—meNy). (An+1))
Beweis: Sei nun m € Ny beliebig.

Fall 1: Ist m =0, dann ist (n+1)—0=n+1 € Ny, da nach Voraussetzung n € Ny und Ny
induktiv. Also gilt auch (0 —(n+1) e NgvVn+1—0 € Np)

Fall 2: Ist m # 0, dann folgt m — 1 € Ny nach Aufgabenteil (a). Nach Induktionsvoraus-
setzung folgt nun aber ((m —1) —n € NgVn — (m —1) € Ny) . Nach den Koérperaxiomen gilt
jedoch (m—-1)—n=m—(n+1) und n— (m —1) = (n 4+ 1) — m. Somit ist dann auch
(m—(n+1)eNgV(n+1)—meNy) erfiillt.

Aus den beiden Fillen folgt nun tatséchlich Vm € Ng : (m—(n+1) e NgV (n+1) —m € Np).
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(c¢) Induktionsanfang: Fiir n =0 gilt wegen m +0 =m offenbar Vm e Ny : m+0e€Ny. (A(0))

Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Ny gelte VmeNy : n+meNp. (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch VmeNy : (n+1)+meNy. (A(n+1))

Beweis: Sei nun m € Ny beliebig. Da Ny induktiv, ist somit auch m + 1 € Ngy. Nach
Induktionsvoraussetzung folgt nun aber n 4+ (m + 1) € Np. Nach den Kérperaxiomen gilt
jedoch n+(m+1) = (n+1)+m, also gilt auch (n+1)+m € Ny. Da m € Ny beliebig war,
folgt daraus Vm € Ny : (n+1)+m € Ny.

(d) Induktionsanfang: Fiir n =0 gilt wegen m -0 =0 offenbar VmeNy : m-0eNp. (A(0))

Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Ny gelte VméeNy : n-meNy. (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch VmeNy : (n+1)-meNg. (A(n+1))

Beweis: Sei nun m € Ny beliebig. Da (n4+1)-m =n-m+1-m = n-m+ m nach den
Korperaxiomen und neben m € Ny nach Induktionsvoraussetzung auch n-m € Ny gilt, folgt
aus Aufgabenteil (c¢) auch (n-m + m) € Ny und somit (n + 1) -m € Ny. Aufgrund der
Beliebigkeit von m € Ny folgt daraus Ym € Ny : (n+1)-m € Ny.

Zusatzaufgabe 3.2:

Auf der Menge Ny sei die Verkniipfung @ : Ng x Ng — Ny durch

n, fallsm<n

n & m = max{n,m} = { (GL5)

m, fallsn <m

gegeben. Uberpriifen Sie, ob (Np,®) eine Gruppe ist.
Lésung zu Zusatzaufgabe 3.2:

Zunéchst einmal ist die Verkniipfung wohldefiniert, da Ny Teilmenge (mindestens) eines ange-
ordneten Korpers ist (also fiir zwei Elemente immer m < n An < m gilt) und da im Fall
m < nAn < m sofort n = m aufgrund des ersten Anordnungsaxioms bzw. aus der Antisym-
metrie der Ordnungsrelation < folgt. Offenbar ist n = 0 das neutrale Element beziiglich der
Verkniipfung @, denn fiir alle n € Ny gilt 0 < n und somit max{0,n} = n. Kommutativ ist die
Verkniipfung auch, da fiir die Mengen {n,m} = {m,n} gilt und somit fiir alle n,m € Ny dann
auch n®m = max{n,m} = max{m,n} = m @ n gilt. Dariiber hinaus ist @ assoziativ, d.h, es gilt
Vm,n,p €Ny : m@& (n@®p)=(m&n)®p. Dies sechen wir so:

Fall 1: m <n Am < p: Dann gilt auch m < max(n,p) und damit

m® (n®p) = max(m,max(n,p)) = max(n,p) = max(max(m,n),p) = (MSn)dp .
Fall 2: n <m und n <p: Es gilt dann

m® (n®p) = max(m,max(n,p)) = max(m,p) = max(max(m,n),p) = (mdn)dp .
Fall 3: p <m und p < n: Es gilt dann

m® (n®p) = max(m,max(n,p)) = max(m,n) = max(max(m,n),p) = (MSn)Sp.
In jedem Fall gilt also m @& (n@®p) = (m@n) G p.

Dennoch ist (Np, @) keine Gruppe, denn mit ((n, m € NgAmax(n,m) =0) = (n=0Am = 0)>
folgt, dass nur 0 ein Inverses beziiglich & besitzt.

Zusatzaufgabe 3.3: Zeigen Sie:
(a) Sei K ein Korper. Fiir gegebene a,b € K ist eine Losung x der Gleichung b = x + a eindeutig.

(b) In einem Korper K gilt: Die Multiplikation mit dem neutralen Element der Addition ergibt stets
das neutrale Element der Addition, d.h., VreK:0-2=0.
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(¢) Ein Korper ist nullteilerfrei: Aus zy = 0 folgt zwingend, dass x =0 oder y = 0 ist.
Lésung zu Zusatzaufgabe 3.3:
(a) Dies ist wahr, denn sind z,2’ zwei Losungen, dann gilt

a+(—a)=0 assoziativ b=z+a
o ) -

b+ (—a) E (2 1 a) + (—a)

'+ (a+ (—a)) =0

z+ (a+ (— (x +a)+ (—a)

assoziativ

(b) Esgilt 0+0=0 (da 0 neutrales Element der Addition). Daher gilt auch

0-2=(0+0) 22"V 0. 2402
Andererseits gilt auch 0-x =0+ 0- 2. Da wir nach (a) wissen, dass fiir gegebene a,b eine Losung
x der Gleichung b = x + a eindeutig ist, konnen wir 0-x = 0 folgern.

(c) Sei zy =0 und angenommen z # 0. Dann besitzt x ein Inverses x~!, und mit diesem gilt

1 ne_utral T~ 1;'1::1 -1 assoziativ. 1 kommutativ (b)
=Ly = (@ )y ="

zy)=x"1-0 = 0-z71=0.
Also folgt aus xy =0 und z # 0 automatisch y = 0, wodurch die Aussage bewiesen ist.
Zusatzaufgabe 3.4:

Eine Verkniipfung * : M x M — M auf einer endlichen Menge M # () kann durch eine sogenannte
Verkniipfungtabelle angegeben werden (vergleiche Wertetabellen fiir Funktionen). Gegeben sei nun
die Menge M = {0,1} mit zwei Verkniipfungen +: M x M — M und -: M x M — M , welche
durch die Verkniipfungstabellen

+]o 1 041 = 1 0 1 P
0/0 1 dh B und 0/0 0 dh B
110 L0 =1 1o 1 10 = 0
1+1 = 0 1-1 1
definiert seien.
(a) Ist (M,+) eine Gruppe? Ist sie abelsch? Ist (M, -) eine Gruppe?
(b) Aus wieviel Elementen besteht die kleinste existierende Gruppe?
(c) Ist (M,+,-) ein Korper? Welche Aussage lisst sich iiber den minimalen Kérper ableiten?
)

(d) Kann man (M, +,-) anordnen?
Lésung zu Zusatzaufgabe 3.4:
(a) Ja, (M,+) ist eine Gruppe, die sogar abelsch ist, denn es gilt
e Das neutrale Element ist 0, denn 0+0=0 und 1+0=1=0+1.
e Die Kommutativitét gilt offenbar wegen 0 +1=1=1+4+0.

e Wegen 0+ 0 = 0 ist 0 zu sich selbst invers, genauso wie 1 zu sich selbst invers ist wegen
1+1=0.

e Die Assoziativitit gilt wegen

0+0)+1 = 041 = 1 = 0+1 = 0+ (0+1),
O0O+1)40 = 140 = 1 = 140 = 0+(140),
O+1)+1 = 141 = 0 = 1+1 = 0+ (1+1),
(140)40 = 140 = 1 = 140 = 1+4(040),
(1+0)+1 = 141 = 0 = 1+1 = 1+(0+1),
(1+1)+0 = 040 = 0 = 1+1 = 1+4(140)

und trivialerweise (0+0)+0 =0+ (04 0) sowie (1+1)+1 =1+ (1+1) (aufgrund der
Kommutativitét).
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(b)

(d)

Die kleinste existierende Gruppe enthélt nur ein Element, denn definieren wir auf M = {g} die
Verkniipfung * : M x M — M durch g% g = g, dann ist ¢ das neutrale Element, zu sich selbst
invers und offenbar ist die Assoziativitit auch erfiillt. Dariiber hinaus ist dann (M, %) auch noch
abelsch.

Ja, (M,+,-) ist ein Korper, denn nach Aufgabenteil (a) ist (M, +) eine abelsche Gruppe mit
neutralem Element 0 und aus Aufgabenteil (b) erkennen wir, dass (M \ {0},-) ein Beispiel fiir
eine minimale und sogar abelsche Gruppe darstellt. Desweiteren ist auch die Distributivitéit erfiillt,
denn es gilt

0-(040) =0-0=0=10-0=10+0-0=0-0+0-0,
0-(0+1) =0-1=0=0-1=0+0-1=0-0+0-1,
0-(140) =01 =0=10-0=10+0-0=0-1+0-0,
0-(141) =00 =0=10-0=0+0-1=0-1+0-1,
1-(040) =10 =0=0+0 =04+1-0 =1-0+1-0,
1-(041) =11 =1=0+1=041-1=1-0+1-1,
1-(140) =11 =1 =140 =141-0 =1-1+1-0,
1-141) =1-0=0=1+41=1+1-1=1-1+1-1.

Dies ist tibrigens der kleinste Korper, der nur aus den beiden neutralen Elementen der beiden
Verkniipfungen besteht.”

Nein, denn wéire 0 < 1, dann wiirde 1 =041 <14+ 1 = 0 gelten, also nach der Antisymmetrie
1 =0, Widerspruch. Also kann man diesen Kérper nicht anordnen.

Zusatzaufgabe 3.5:

(a)

(b)

Ist die Menge F), :={0,1,2,...,p— 1} mit der Addition 2@y :=x+y mod p und der Multipli-
kation x ® y := x -y mod p fiir eine Primzahl p € N ein Korper?

Finden Sie fiir ein n # 1 ein Beispiel, so dass F,, mit den obigen Verkniipfungen kein Korper ist.

Lésung zu Zusatzaufgabe 3.5:

(a)

Ja, denn Modulo-Rechnung ist auf Z mit 4+ und - vertauschbar, also gelten Assoziativitiat, Kom-
mutativitdt und Distributivitédt. Offensichtlich sind 0 und 1 die neutralen Elemente. Dariiber hin-
aus ist zu x € F), das additive Inverse durch p —x (bzw. 0 bei z = 0) gegeben, denn z+ (p — z)
mod p = p mod p = 0. Beziiglich der Modulo-Rechnung ist desweiteren x € F, genau dann in-
vertierbar, wenn es ein y € Z mit zy mod p = 1 gibt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass es ein
n € 7Z gibt mit 1 = zy+np 8. Dies bedeutet aber, dass = und p teilerfremd sind. Jedoch ist jedes
x € F, nur genau dann teilerfremd zu p, wenn p eine Primzahl ist.

Nach den Bemerkungen aus Aufgabenteil (a) konnen wir n als die kleinste natiirliche Zahl ungleich
1 wéhlen, welche keine Primzahl ist. Die Menge {0, 1, 2,3} bildet mit den aus der Modulo-Rechnung
resultierenden Verkniipfungen & und ® keinen Korper, denn beispielsweise besitzt 2 mod 4 kein
Inverses.

Es gilt 2®2 = 2-2 mod4 = 0 mod 4 und

S Ty oo e e efof1]2]3 @]ol1]2]3
= : m = m n mi
- (2 -3) mo od 4 und so 0fo0[L1]2]3 0fo0l0]o0]0
sind weder 2 mod 4 noch 3 mod 4 invers zu 2
. . . : 111(2](3]0 10]112]3
mod 4 . Dagegen ist beispielsweise 3 mod 4 inver-
. . 21213]0]|1 2101202
tierbar mit Inversem 3 mod 4 wegen 3®3 = (3-3)
_ 313[0|1|2 30101321
mod 4 =1 mod 4.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

"Dies ist das einfachste Beispiel fiir einen endlichen Kérper. Er wird manchmal Fy genannt, da er ein Zah-
lenkorper (engl. number field) mit 2 Elementen ist. Man kann die Elemente von Fo als (Rest-)Klassen auffassen.
Identifiziert man beispielsweise die Klasse aller geraden ganzen Zahlen mit 0 und mit 1 dementsprechend die
Klasse der ungeraden ganzen Zahlen, dann kénnen wir also 141 = 0 in der Weise interpretieren, dass die Addition
zweier ungerader ganzer Zahlen eine gerade ganze Zahl ergibt.

8 Angenommen, x und p hiitten einen gemeinsamen Teiler ¢, dann wiirde ¢ auch die gewichtete Summe auf
der rechten Seite und somit auch 1 teilen; daher kann ¢ nur 1 selbst sein, d.h.  und p sind teilerfremd
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Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 4

Archimedisches Axiom

e Erfiillt ein angeordneter Kérper (siehe Zusatzmaterial zu Serie 3) das Archimedische Axiom!

Ve,y e R : ((:c>0/\y>0):>EInEN0 : n:c>y),

dann sprechen wir von einem archimedisch angeordneten Korper. Ein Beispiel dafiir ist
der angeordnete Korper der reellen Zahlen ((R, +,4), < )

Konvergenz/Divergenz/Beschrinktheit /bestimmte Divergenz von Folgen

e Sei (an)nen eine reelle Zahlenfolge, d.h. a, € R fir n € N. Dann heifit die Zahlenfolge a,
konvergent, falls es ein @ € R mit der folgenden Eigenschaft gibt:

V€>03N:N(£)ENVnEN:(nZN(s):>\an—a]<5>.

Andernfalls heifit die Folge divergent.

Die Zahl a ist bei Existenz eindeutig bestimmt und heifit der Grenzwert der Folge a,, . Schreib-
weise: lim a, =a.
n—oo

e Folgen, die gegen die reelle Zahl 0 konvergieren, nennen wir kurz Nullfolgen.

e Sei (ap)nen eine reelle Zahlenfolge. Dann heifit die Zahlenfolge a, nach oben beschrinkt,
falls es ein M € R gibt, so dass Vn € N : a, < M. Analog nennen wir die Zahlenfolge a,,
nach unten beschrinkt, falls es ein M € R gibt, so dass Vn € N : a, > M . Ist eine Folge
sowohl nach oben als auch nach unten beschriankt, so nennen wir sie beschrinkt.

e Mittels Dreiecksungleichung haben wir in der Vorlesung gezeigt, dass jede konvergente Folge
beschrinkt ist (also jede unbeschriankte Folge divergent sein muss).

Achtung: Die Umkehrung gilt jedoch im Allgemeinen nicht, z.B. ist die alternierende Folge
ap = (—1)" beschrénkt, besitzt jedoch keinen Grenzwert.

e Hine Folge a, heifit bestimmt divergent gegen +o0, falls
VEERIN=NK)eNVneN: (nZN(K):>an>K>.
Analog nennen wir eine Folge a,, bestimmt divergent gegen —oo, falls

VKEREIN:N(K)ENVnGN:(nZN(K):>an<K>.

Zusatzaufgabe 4.1: Seien Ny und Z wie in Ubungsserie 3 definiert. Zeigen Sie:
(a) VeoneZ @ (k<n=k<n-—1).
(b) Gilt ) # M C Ny und ist M nach oben beschrinkt, dann besitzt M ein grofites Element.

(¢) Gilt 0 # M C Z und ist M nach oben (bzw. unten) beschrinkt, dann besitzt M ein grofites
(bzw. kleinstes) Element.

(d) VeeR3ImeZ : n<z<n+1.

!Diese Formulierung ist wegen des Anordnungsaxiom Va,b,c : (a >bAc> 0= ac > bc) dquivalent zu
VeeRdIneNy : z<n.
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Loésung zu Zusatzaufgabe 4.1:

(a)

Nach Definition von Z ist mit k € Z auch —k € Z. Nach Ubungsaufgabe 3.1 und den
Korperaxiomen ist somit auch n — k = n + (—k) € Z. Nach den Anordnungsaxiomen gilt
weiterhin n — k > 0. Nach Ubungsaufgabe 3.2 (a) ist somit n — k € Ny und wegen n — k # 0
folgt auch n — k — 1 € Ny nach Zusatzaufgabe 3.1 (a). Wiederum nach Ubungsaufgabe 3.2 (a)
ergibt sich n — k — 1> 0, so dass nach den Anordnungsaxiomen n — 1 > k wie behauptet.

Wie betrachten die Menge A := {n € Ny | Ym € M : m < n}. Da die Menge M nach
Voraussetzung nach oben beschrénkt ist, existiert ein x € R Vm € M : m < x. Nach dem
Archimedischen Axiom finden wir ein n € Ny : x < n. Fiir dieses gilt n € A, also insbesondere
A+ (). Da ebenfalls M # () ist, existiert ein m € M ¥n € A:n > m > 0 nach Ubungsaufgabe
3.2 (a), also insbesondere gilt ¥n € A :n > 0. Zusammen mit Ubungsaufgabe 3.2 (b) ergibt sich
daraus, dass die nichtleere Menge A ein kleinstes Element ng > 0 enthélt. Aus Zusatzaufgabe
3.1 (a) ergibt sich damit np — 1 € Ny. Da ng aber kleinstes Element in A war, ist auch
no—1 ¢ A . Nach Definition von A gibt es somit ein mg € M mit ng—1 < mg . Auf der anderen
Seite gilt wegen ng € A auch Vk € M : k < ngp, woraus wegen Ny C Z mit Aufgabenteil (a)
insgesamt die Giiltigkeit von Vk € M : k < ng—1 < myg folgt, d.h. jedoch genau, dass
mo ein groftes Element von M ist. (Die Eindeutigkeit folgt nun aus der Antisymmetrie der
vollstéindigen Ordnungsrelation <).

Sei M zunichst nach oben beschrankt.

Fall 1: M NNy # (). Dann ist M NNy als Teilmenge von M ebenso nach oben beschrinkt und
besitzt (da auch Teilmenge von Ny ) ein grofites Element. Dieses ist dann auch grofites Element
von M, da aus Ubungsaufgabe 3.2 (a) folgt, dass alle Elemente in M N (Z\ Ng) negativ und
somit kleiner als jedes Element aus Ny sind.

Fall 2: M NNy = (0. Nach Definition von Z muss dann —M C Ny gelten. Aus Ubungsaufgabe
3.2(b) wissen wir aber, dass —M = {m € Z : —m € M} C Ny als nichtleere Menge
ein kleinstes Element —mg € —M besitzt, also Vm € M : — m > —mg und nach den
Anordnungsaxiomen demnach Ym € M : mg > m gilt. Wegen —mg € —M gilt auch mg € M,
also ist dies genau ein grofites Element. (Die Eindeutigkeit folgt wieder aus der Antisymmetrie
der vollstéandigen Ordnungsrelation <).

Sei nun M nach unten beschrinkt. Dann ist —M nach oben beschrankt und wir erhalten
aus dem bisher Bewiesenen, dass —M ein grofites Element —mg € —M enthélt, also Vm €
M : —m < —myg gilt. Nach den Anordnungsaxiomen folgt nun auch Vm € M : mg < m, also
wegen —myg € —M und somit mg € M wie gewlinscht die Existenz eines kleinsten Elementes.

Sei = € R beliebig. Wir betrachten die Menge A :={m € Z : = < m}. Wegen Ny C Z ist
diese Menge nach dem Archimedischen Axiom nicht leer und ebenso nach unten beschrénkt.
Somit folgt aus Aufgabenteil (c) die Existenz eines kleinsten Elementes mg € A C Z, so dass
nach Ubungsaufgabe 3.1 dann auch mg — 1 € Z gilt. Da mg kleinstes Element von A ist,
muss mo—1 € Z\ A und nach Definition von A insgesamt schliefllich mo—1 < x < myg gelten.
Fiir n:=mp — 1 gilt nun wie gewiinscht n€ ZAn <z <n+1.

Um die Eindeutigkeit zu zeigen nehmen wir an, es gébe eine weitere Zahl m € Z mit m <z <
m+1. Insbesondere folgt daraus dann die Giiltigkeit von n < x < m+1 und m <z <n-+1, also
insgesamt n < m+1 und m < n+1. Aus Aufgabenteil (a) folgt nun auch, dass n < (m+1)—1
und m < (n+ 1) — 1, also nach den Koérperaxiomen n < m Am < n. Aus der Antisymmetrie
der Ordnungsrelation < erhalten wir nun m = n, womit die Eindeutigkeit gezeigt ist.

Zusatzaufgabe 4.2: Zeigen Sie mit Hilfe der Korperaxiome:

(a)
(b)

VeeR : —z=(-1)z.

Ve,ye R : (—x)(—y) =ay.

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.2:

(a)

Sei x € R beliebig. Da R ein Korper ist und es additive Inverse gibt, besitzt die Gleichung
0 = y+x eine Losung y, die nach Zusatzaufgabe 3.3 (a) eindeutig ist. Wegen der Eindeutigkeit
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bezeichnen wir diese Losung als —z, da es sich um das additive Inverse handelt.
Unter Verwendung des Distributivgesetzes und unter Verwendung von Zusatzaufgabe 3.3 (b)
ergibt sich nun auch

0=0z=((-D+1)2z=(-lz+1l-z = (-l)z+z,
also (—1)x als Losung y der Gleichung 0 = y + . Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung

folgt nun wie gewiinscht (—1)x = —x.

Zunéchst halten wir fest, dass nach Definition des additiven Inversen von x und —x wegen
0=z+(—z) und 0 = (—(—=x)) + (—z) sowohl z als auch (—(—z)) Losungen der Gleichung
0 = y+ (—z) sind. Wiederum wegen der aus Zusatzaufgabe 3.3 (a) folgenden Eindeutigkeit
der Losung muss nun = = (—(—=z)) gelten. Mit Aufgabenteil (a) und der Assoziativitdt und
Kommutativitat ergibt sich nun

(2)(=y) = (=2)((=Dy) = (=2)(=1))y = (-D)(=x)y = (=(-2))y = vy

wie behauptet.

Zusatzaufgabe 4.3:

(a)
(b)
()
(d)
()

(f)

Zeigen Sie: Fiir jedes z € R\ {0} gilt 22 > 0.

Sei x # 0. Zeigen Sie: Ist & > 0 (bzw. x < 0), so ist auch 27! >0 (bzw. 271 <0).
Zeigen Sie: < yAz>0= zz <yz.
Zeigen Sie: Aus 0 < x <y folgt 27! >y~ L.

Sei b€ R mit b > 1. Zeigen Sie: Dann gibt es zu jedem K >0 ein n € Ny mit " > K .
Hinweis: Verwenden Sie die in einer fritheren Aufgabe bewiesene Bernoulli-Ungleichung

Ve > —-1Vn e Ng\ {0} : (1+2)" > 1+4+nx.

Sei 0 <b< 1. Zeigen Sie: Dann gibt es zu jedem € > 0 ein n € Ny mit " < ¢.

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.3:

(a)

Aus dem Anordnungsaxiom a > 0Ab > 0 = ab > 0 erhalten wir im Fall > 0 somit z? > 0.
Wissen wir zusétzlich x # 0, dann kann der Fall der Gleichheit aufgrund der Nullteilerfreiheit
eines Korpers nicht eintreten, also ist dann z? > 0.

Ist nun = <0, so muss —x > 0 gelten und es folgt 22 = x -2 = (—z) - (—) > 0 mit Hilfe der
Korperaxiome. Ist zusitzlich = # 0 folgt nun wiederum aus der Nullteilerfreiheit 22 > 0.

Da die Multiplikation mit 0 stets 0 ergibt und z 'z = 1, muss auch = # 0 gelten. Nach
Aufgabenteil (a) wissen wir somit auch (z71)2 > 0. Ist nun = > 0, so kénnen wir aus dem
Anordnungsaxiom a > 0 A b > 0 = ab > 0 schlussfolgern, dass auch x(x*1)2 > 0. Wegen
der Nullteilerfreiheit eines Korpers kann die Gleichheit wiederum nicht eintreten. Da aufgrund
der Koérperaxiome x(x™1)? = (zz~l)a™t = 1.271 = 271 gilt, ist dies die Behauptung fiir
x> 0. (Im Fall x < 0, verwenden wir analog die —z > 0 und dass aus den Koérperaxiomen
—z = (—1) -z folgt.)

Aus dem Axiom Va,b,c: (a<b=a+c<b+c) folgt aus x <y mit ¢ = —z dann sofort
0=z+(—2) <y+ (—z). Mit dem Axiom a > 0Ab > 0 = ab > 0 folgt daraus auch
0<(y+(—x))z = yz+(—(zz)). Wiederum aus dem Axiom Va,b,c:(a <b=a+c<b+c)
folgt mit ¢ = xz dann wie gewiinscht zz < (yz+(—(22)))+xz = yz+(—(22)+z2) = yz+0 = yz.

Aus der Positivitdt von z und y folgt nach Aufgabenteil (b) auch die Positivitit von z~! und

y‘l und demnach mit dem Anordnungsaxiom a > 0Ab > 0 = ab > 0 und der Nullteiler-
freiheit eines Kérpers dann auch x='y~! > 0. Analog Aufgabenteil (c) folgt mit = < y dann
r(r 7y~ < y(z7'y~!) und zusammen mit den Kérperaxiomen

Neutrales Existenz asso— kom—
—1 Element —1 Inverser -1y, —1 ziativ -1 -1 -1 -1 mutativ -1 _ -1
=" 1y = (w2 )y = a@y) <wly) TET oyl
asso— I Neutrales
iati — — nverse —_ —
Zlglv (yy ]_)x 1 Vel 1 o 1 Elegent T 1
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(e) Sei K > 0 beliebig. Im Fall K <1 kénnen wir wegen b > 1 sofort n = 1 wihlen und erhalten
b' > K . Andernfalls ist K > 1 und somit y:= K —1>0.Mit b>1 istauch z:=b—1>0,
so dass einerseits b = (14 z)™ > 1 4+ ma fiir jedes m € Ny nach der Bernoulli-Ungleichung
gilt und wir auflerdem ein n € Ny mit nz > y nach dem Archimedischen Axiom finden. Also
folgt insgesamt

" = 1+B-1)" = 14+2)" > 1+nx > 14y = 1+(K-1) = K
und somit b > K wie behauptet.

(f) Wegen 1-1 =1 ist 17! = 1 und somit folgt nach Aufgabenteil d aus 0 < b < 1 sofort auch
b=! > 171 = 1. Nach Aufgabenteil (b) ist mit ¢ > 0 auch e~! > 0. Somit finden wir nach
Aufgabenteil (e) ein n € N mit (b71)" > ¢7!. Nach dem Anordnungsaxiom a >0Ab > 0=
ab > 0 folgt nun mit der Nullteilerfreiheit und per Induktion aus b > 0 und € > 0 auch 0" > 0
und weiter b"¢ > 0. Verwenden wir nun noch 2™ = (™)™ fiir beliebige ganze Zahlen n,m,
so folgt aus (b~1)" > e~! analog Aufgabenteil (c) und unter Verwendung der Korperaxiome

e = e ®)YH = (M) = )b H" > (Ve)e ! = (e ) = b7

Zusatzaufgabe 4.4:

Beweisen Sie fiir die nachstehend definierten Folgen (ay,)nen reeller Zahlen die Konvergenz
gegen den vorgegebenen Grenzwert a € R, indem Sie zu jedem ¢ > 0 ein N(e) € N angeben,
mit dem Vn > N(¢): |ap, —a|] < e gilt.

(a) a,:= ni I konvergiert gegen a :=1
-2
(b) a,:= 3Z 10 konvergiert gegen a := %
2
(¢) ap:= ni 1~ n konvergiert gegen a := —1

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.4:

(a) Sei € > 0. Offenbar gilt

n 1
lan, —a| = n+1_1 = < e
genau dann, wenn 1 —1 < n gilt. Also kénnen wir N(e) := [2—1] + 1 wihlen, wobei

[z] :==min{n € Z : 2 < n} ist. Denn dann gilt fiir jedes n > N(e) auch 1 <n+1 und somit
Vn>N(e): |lap—a| <e.

(b) Sei € > 0. Zunéchst gilt

3n+10 3

n—2 1| 16
9n +30

lan —a| =

1

Sei nun n > 1. Wegen 9n + 30 > In <— % > erhalten wir dann weiter

9n+30
| < 16
ap —al < — .
" 9In
16 16 P . . T16 .
Wegen 5, < ¢ <= 5 < n kénnen wir nun N(g) := [%1 wihlen, denn dann folgt aus
n > N(e) auch {& <n und wie oben hergeleitet dann auch |a, —a| <¢.
(c) Sei € > 0. Offenbar gilt
2 2
n n“—nn+1)—(-1)(n+1 1
‘an_a| — —n—(—l) — ( ) ( )( ) _ )
n+1 n+1 n+1

Demzufolge konnen wir wie bei (a) etwa N(e) := [ —1] 41 wihlen, denn dann gilt wiederum
fiir jedes n > N(e) auch 1 <n+1 und somit Vn > N(e) : |a, —a| <e.
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1
Zusatzaufgabe 4.5: Sei (a,) die durch a; ;=1 und a,41 := 0n + 1 rekursiv definierte Folge.
(a) Zeigen Sie fiir alle n € N, dass |a, — 2| = & .

(b) Zeigen Sie nun, dass (a,) gegen a = 2 konvergiert, indem Sie zu beliebigem ¢ > 0 eine
natiirliche Zahl N(e) bestimmen, so dass Yn € N : (n > N(e) = |a, — a| < &) gilt.

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.5:

(a) Wir zeigen zunéchst per Induktion, dass |a, — 2| = & :
Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt offenbar lay —2|=1-2|=1= 2% : (A(1))
Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > 1 gelte lan — 2| = & (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch |an1 — a| = 557 (A(n+1))
Beweis: Mit der Rekursionsvorschrift und der Induktionsvoraussetzung erhalten wir
Rekursion 1 1 1 Lv. 1 2 2

wie behauptet.

(b) Da wir aus (a) wissen, dass |a, — 2| = & , miissen wir noch zeigen, dass 2 eine Nullfolge ist.
Bereits in Zusatzaufgabe 1.3 (d) zeigten wir fiir n > 1 per Induktion 2" > n, also folgt fiir
n > 1 die Ungleichungskette

2
|6Ln—2|:27n< Sg,

< ¢ und wie oben hergeleitet dann auch

3\[03“\3

falls n > N(g) := [2] (denn dann gilt 2 <n <
VneN : (n>N() = |a, —a| <e)).

Zusatzaufgabe 4.6: Zeigen Sie direkt mittels der Definition des Grenzwertes:
. 1 _
(a) nan;O 2 =0.

(b) Es sei {a,}%, eine gegen a € R konvergente Folge reeller Zahlen und {b,}5°; eine gegen
b € R konvergente Folge reeller Zahlen.

Dann konvergiert die Folge {c¢,}0%, mit ¢, = 3a, — 5b,, gegen den Grenzwert 3a — 5b.

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.6:

(a) Essei € >0 beliebig und fest. Als N(g) wihlen wir irgendeine natiirliche Zahl N(¢) € N, fiir
die N(g) > ﬁ gilt.

( Warum gibt es ein solches N(¢) e N? R erfiillt das Archimedische Axiom! )
Essei n € N mit n > N(g). Aus n > -= > 0 folgt dann n? > % > 0 und schliefllich

NG
1 1
ﬁ—0:?<€

(b) Es ist zu zeigen:
Ve>03IN=N() eNVneN:(n>N(e) = |c, — (3a — 5b)| < ¢)

Sei nun ¢ > 0 beliebig, n:=§ und v := 5.
Nach Voraussetzung existiert ein M , so dass Vn > M die Bedingung |a, —a| <n = § gilt.
Weiter existiert nach Vor. ein K, so dass Vn > K die Bedingung |b, —b| <v = {5 gilt.
Wir setzen nun N(¢) := max(M, K). Essei n € N mit n > N(e).

Da n > M, folgt |a, —al <7 = ¢ und ebenso auch |b, —b| <n = {; wegen n > K .
Insgesamt folgt nun:

|(3an — 5by) — (3a — 5b)| = |3(an — a) — 5(by, — b)| < 3|a, — a|] + 5|b, — b < 3% +51€—0 =e.
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Zusatzaufgabe 4.7: Zeigen Sie direkt mittels der Definition des Grenzwertes:
(a) Die Folge (%)20:1 konvergiert nicht gegen 1.
(b) Die Folge ((—1)")92, ist nicht konvergent.
() lim fr—py = 0.

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.7:

(a) Wir verwenden die Beweismethode mit Widerspruch:
1

Annahme: o= 1.
Dann gilt: Ve>03IN=N()eNVneN: (n>N()=|L -1 <e).
Insbesondere géibe es dann ein N (%) , so dass fiir alle n € N mit n > N (%) : % — 1‘ < % .

Es sei nun n := max (N(%), 3) . Dann gilt n > N (%) , also ‘% — 1‘ < % . Andererseits gilt aber
auch n > 3, also % < % . Es folgt somit
1 1 1
<l——=|—-— 1’ < = Widerspruch.
n n 2

[SVIN )

(b) Wir verwenden die Beweismethode mit Widerspruch:

Annahme: da € R mit lim (—-1)" =a
Dann gilt: Ve>03IN=N(E)eNVneN:(n>N()=|(-1)"—a| <e¢)

Insbesondere giibe es ein N (%) , so dass fiir alle n € N mit n > N (%) (=) —a| < % .
1. Fall: N (%) ist gerade. Dann ist auch n := N (%) gerade und es gilt
1
lan, —al = |(-1)"—a] = [1—a| < 3

Weiterhin ist dann n’ := N (%) + 1 ungerade und somit

/ 1
jaw —al = (-1 ~a] = [~1—a| = [l+a] < .
Dreiecksungleichung
Es folgt insgesamt 2 = |1 —a + (1 + a)| < l1—a|+|14+a < +4+3=1.
Widerspruch!

2. Fall: N (%) ist ungerade. Dann ist n := N (%) + 1 gerade und n’ := N (%) + 2 ungerade, so

dass analog ein Widerspruch konstruiert werden kann.

(c) Essei € >0 beliebig und fest. Als N(g) wihlen wir ein N(e) € N mit N(e) > max (ﬂ, %) .

(Dieses existiert nach dem Archimedischen Axiom.)

Es sei n € N mit n > N(g). Dann gilt n>ﬁ = #<5.
Aus n > /2> 0 folgt n?>2 und n* —n? +1=n%(n*> - 1)+ 1 >n? und somit
——
>1
1 1 - 1 -
——— 0= —F—5——< 5 <e¢.
nt—n?+1 nt—n?24+1 " n?

Bemerkung: Wir brauchen nur irgendein N(g), nicht zwingend das kleinstmogliche.
Zusatzaufgabe 4.8:

Untersuchen Sie fiir ein festes z € R das Konvergenzverhalten der Folge a, := z" . Betrachten
Sie dabei die Fille |z| <1,z =1,2=—1 und |z| > 1.
Hinweis: Zusatzaufgabe 4.3 (e) und (f).

Loésung zu Zusatzaufgabe 4.8:

siehe Forster, Analysis 1, S.31, Beispiel (4.7).
Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PrROF. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 5

Rechenregeln fiir konvergente Folgen'

e Seien a,, b, konvergente Folgen in R mit lim a, =a und lim b, = b. Dann gelten
n—oo n—oo

lim (a, +b,) =a+0b, lim (a, —b,)=a—0b, lim (a,b,)=ab.

n—oo n—oo n—oo

Im Fall b # 0 gilt auBlerdem: es gibt ein N € N mit b, # 0 fir n > N, und es gilt

an a

lim B =%

n—0o0

e Seien a,, b, konvergente Folgen in R mit lim a, =a und lim b, = b. Existiert ein IV, so
n—oo n—oo

dass a, > b, fiuralle n > N, sogilt a>b.
Insbesondere folgt aus A < a, < B fiir alle n > N auch A < lim a, < B.

n—oo
o Gilt a, > 0 fiir alle n € N (bzw. a, < 0 fir alle n € N) und ist a, eine Nullfolge, so
divergiert die Folge i bestimmt gegen +oo (bzw. gegen —o0 ).
e Divergiert a, bestimmt gegen 400 (bzw. gegen —oc ), dann gibt es ein N, so dass a,, # 0
fiir alle n > N, und die fiir n > N definierte Folge a% ist dann eine Nullfolge.

Cauchy-Folge, Vollstindigkeitsaxiom, Satz von Bolzano-Weierstraf}

e Eine Folge a, in R heiit Cauchy-Folge, falls

Ve>03IN=N(E)eNVnmeN: (n,m>N() = |ay, — an| < ¢)

e Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.? Die Umkehrung heifit

e Vollstiindigkeitsaxiom:? In R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Achtung: Eine Cauchy-Folge a,, € Q braucht dagegen keinen Grenzwert in Q (dem Korper
der rationalen Zahlen) zu besitzen. Eine Konsequenz aus der Vollsténdigkeit ist der

e Satz von Bolzano-Weierstraf3:*
Jede beschrinkte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. gilt |a,| < M fir alle n, dann

gibt es Indizes ny < ne <nz < ..., so dass klim ap, existiert.
— 00

e Die Grenzwerte von Teilfolgen nennt man auch Haufungspunkte der Folge.

e Aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl folgt, dass jede monoton wachsende und nach oben
beschriankte Folge konvergiert. Ebenso konvergiert jede monoton fallende und nach unten be-
schriinkte Folge.”

e Insbesondere kann man reelle Zahlen in b-adische Briiche entwickeln, welche man als Reihen

auffassen kann. Dabei ist eine Reihe die zu einer Folge aj zugehorige Folge der Partialsummen
n o0

Sp =Y aj . Im Fall der Existenz nennen wir den Grenzwert abkiirzend » ay .
k=1 k=1
e Genauso kann man aufgrund der Folgerung aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafi Wurzeln von
positiven reellen Zahlen bilden (siehe unten).

lygl. Forster, §4, Sitze 3,4,5 sowie 8,9

2vgl. Forster, §5, Satz 1

3vgl. Forster, §5, S. 44

4ygl. Forster, §5, Satz 6 benannt nach den Mathematikern Bernardus Placidus Johann Nepomuk Bolzano
(1781-1848) und Karl Theodor Wilhelm Weierstrafl (1815-1897)

Svgl. Forster, §5, Satz 7

23



Zusatzaufgabe 5.1: Bestimmen Sie durch Anwendung der Rechenregeln fiir Folgen die Grenzwerte
o on?246n+1 . n%+1 nd+1 . n? . 6" grn-1
@ Jm 1 ) <2n—|—3 T on? - 1) (c) Jim Tr (4 lim (4n +1 on— 1)

Losung zu Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Es gilt
. n?+6n+1 ot (1+ 84+ %) 14584 4 14040
hmziz lim B ~ = lim ; T = =
n—oon® —6n —1 n—>oon2(1_ﬁ+p) "—’001—5+F 1-04+0

(b) Da die einzelnen Summanden gegen +o0o bestimmt divergieren, miissen wir hier zunédchst zu-
sammenfassen und erhalten dann

.on?+1 P4l . 2+ D(2n% 1) — (n®+1)(2n +3)
lim — = lim
n—oo2n+3 2n?—1 n—o0 (2n+3)(2n% —1)
. =3n®+n?—2n—4 -3+l _ 4 3
= lim 3 7 5 3 = lim 5 5 3 = — 1
n—oo 4An° 4+ 6n4 — 2n — Nn—00 4+ﬁ_ﬁ_$
n? n? n? n?
. - . <M o < 1im o< s ‘
(c¢) Fiiralle n > 3 gilt 0 < ol S nn =D —2) und somit nh—{goo_nh—{go oy _nhi& Y P Ty
2 1
) _ . n L - B 0 _
Da nun nlg)goo = 0 und nh—%on(n—l)(n—2) = nh_}rgol_%_F% = 1 0+0 0, folgt
n2
Iim — =0
n—oo n!

(d) Wiederum divergieren die einzelnen Summanden bestimmt gegen +oo. Wegen

6" 3t 12m—6r—4.1277t o3t 12771 (12 = 6351 — 4 — 1)

g1 on—1 8n _4n yon ] N _ 2\n—1 1 1 1
+ + 1271 <8' (3) _43%1 +26”*1 B 12n71>

sehen wir, dass in der Klammer des Nenners nur Nullfolgen stehen, wihrend in der Klammer des
Zdhlers eine gegen 8 konvergente Folge steht. Demzufolge handelt es sich um eine unbeschrankte,
also in keinem Fall konvergente Folge, so dass kein Grenzwert existiert.

Zusatzaufgabe 5.2:

(a) Sei a > 0 eine reelle und k£ > 2 eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert
xo > 0 die rekursiv durch

1 a

definierte Folge gegen die (d.h. eindeutige) positive Losung der Gleichung z¥ = a konvergiert.

Diese bezeichnet man mit {/a und nennt sie die (positive) k-te Wurzel von a.

(b) Sei k > 2 eine beliebige natiirliche Zahl und a,, eine konvergente Folge nicht-negativer reeller
Zahlen mit Grenzwert a > 0. Zeigen Sie, dass dann die durch b, := ¥a, gegebene Folge gegen
den Grenzwert b:= {/a konvergiert.

NOTE. 2
(c) Bestimmen Sie die Grenzwerte  lim 't nttyn und lim (\/n2 +1-—+vn2- 1) .
n—oo  nyn+n+1 n—o0
Lésung zu Zusatzaufgabe 5.2:
(a) Wie gehen in mehreren Schritten vor:

(i) Es gilt Vn e Ng : x, >0:

Induktionsanfang: Nach Voraussetzung gilt x9 > 0. (A(0))
Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Ny gelte zn > 0. (A(n))
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Induktionsbehauptung: Dann gilt auch Zpt1 > 0. (A(n+1))
Beweis: Aus x, > 0 folgt
1 a
Tyl = %((k—l) T -l-ﬁ) > 0.

>1 >0 2

>0

(ii) Esgilt ¥n € N : zF > a, denn fiir beliebiges n 4+ 1 > 1 folgt aus (i) sofort
k . k—1 a k
I G

- a—xk k B 1 a_.%'k k Bern>0ulli k 1 a—xﬁ B
= Ty + kkl —ac +kxk > Ty, +':U’II?L = a

wobei wir im vorletzten Schritt die Bernoulli-Ungleichung (1+y)* > 1+ky benutzt haben

ok ,
(was wegen “—= = ¢ (x% - 1) > —1 auch erlaubt ist).

(iii) Die Folge x, ist monoton fallend, denn

1 a

n

1 a 1 a

wegen xF > a (wie in (ii) gezeigt) und x, > 0 (wie in (i) gezeigt).

Also ist die Folge x, nach unten beschrinkt (durch 0) und monoton fallend, konvergiert also
(Folgerung aus dem Satz von Bolzano-Weierstra$}, vgl. Forster, §5, Satz 7). Aus den Rechenregeln
fiir konvergente Folgen ergibt sich, dass der Grenzwert x dann

n—o0

. .1 a 1 a
T = Jirgoa:nJrl = lim k((k—l)xn—i—xﬁ_l) = %<(k—1)x+ﬁ>

erfiillt und daher auch kz = (k — 1)z + %, d.h. ¢ =a.

AuBlerdem ist die positive Losung dieser Gleichung eindeutig, denn aus
0= af b = -y S 21y = (z—y) (xk—1 a2y oyt +yk—1)

(vgl. Ubungsaufgabe 1.2 (b)) folgt wegen der Positivitit der Klammer sofort x =y .
(b) Wie in Ubungsaufgabe 1.2 (b) bereits per Induktion bewiesen wurde, gilt

k—
an—a = bk = (by—b)S 0k~ (b —b) (bﬁ—lb%bﬁ—?bl+---+b;bk—2+bgbk—1) .
=0

H

.

Die zweite Klammer ist in jedem Fall nicht negativ.

e Ist a =0 (und also auch b = 0), dann erhiilt man |a,| = |b,|*. Sei nun ¢ > 0 beliebig,
dann gibt es zu €* ein N mit |a,| < ¥ fiir n > N, und mit diesem N gilt dann auch
|bp| < e fir n>N.

e Ist a >0, also auch b > 0, dann gibt es aufgrund der Konvergenz der Folge a, gegen a

ein N
M =M <a(2 - D)
2k ’

so dass a, > éik > 0 und somit b, > g > 0 fiir alle n > M . Also kann man ohne
Bedenken durch die zweite Klammer dividieren und anschlieflend auf beiden Seiten den

Betrag nehmen. Damit ergibt sich
|an — al

(BA7100 + BE 24 4 bbb 2 4 b1

|bn—b‘ = <
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Sei nun & > 0 beliebig, dann gibt es zu diesem ¢ > 0 ein N mit |a, — a| < bF~le fiir
n > N, und mit diesem N gilt dann auch |b, —b| <e fir n > N.

Dies beweist in beiden Féllen die Konvergenz von b,, gegen b.

(c) Unter Verwendung von Aufgabenteil (b) und den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich

Vot i+ yn v°’2+ +6r_m+0_g@
V i”ﬁ 1+0+0

fiir den ersten Grenzwert. Da beim zweiten Grenzwert die beiden Terme vn2 +1 und vn? —1
gegen 400 bestimmt divergieren, darf man beim Subtrahieren keine Rechenregeln fiir Folgen
anwenden!

Stattdessen erweitern wir fiir n > 2 geschickt mittels dritter Binomischer Formel und erhalten

\/ \/ (\/n2+1—\/n2—1)(\/n2+1—|—\/n2—1)
lim( n2+4+1-— n2—1) = lim
n—00 n—o0 Vn2+1++vn?—1
2 1) — 2__1
_ g D) 2 ~ 0
n-’OO\/n2+1+\/n2—1 n—00\/n2 +1+4+vn? —1

lim =
oo nyntn+ 1 s 1+

< L <L < L -1 < 1_
wegen 0 < o 7oy < Zamy S v = Wndsomit 0. < lim oo s < lim 5= 0.

Zusatzaufgabe 5.3: Berechnen Sie die N -te Partialsumme und den Grenzwert von

> 2 = 2
sy b D T
. ( .
= An® =9 = n(n*—1)
Losung zu Zusatzaufgabe 5.3:
(a) Partialbruchzerlegung liefert die Identitéit Z 4n2 5 2:: 3 <2n i wary 3> .
Also ergibt sich fiir die N -te Partialsumme
5 1Y < 1 1 ) et p—nt2 1\~ 1 Nif 1
N = — — = — — B ———
3n:1 2n—-3 2n+3 3l:02l+1 )—3 3k:32(k‘—2)+3
1 /N N+2
= 3 ( 51 Z T 1) (Riicksubstitution n = [ = k)
n=0 n=3
1 1414 1 1 1 1
-3 3 2N—-1 2(N+1)—-1 2(N+2)-1
Daher gilt
[e.e]
2 1
I i
2 g7 g = A S =g
n=1

[e.9] o0

2 2 1 1
(b) Partialbruchzerlegung liefert Z —— = Z = Z ( — > .
n(n?-1)  “Znmr-1Hr+1) “\n(rn-1) nr+1)

Also ergibt sich fiir die NV -te Partialsumme

N 1 1 = 1 N 1 1
v = Z(n(n—l)_n(n+1)>zz(n+1)((n+1)—1 ;anﬂ) ~ 2 NN+

n=2 n=1

und als Grenzwert somit
> 2 1
% lim Sy = -
n§:2 n(n?—1) Nose TN 2

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

26



Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PrROF. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 6

Supremum, Infimum, Teilfolgen, Haufungspunkte, Limes superior, Limes inferior

(a) Sei 0 # A C R beschriankt. Dann heifit K das Supremum von A genau dann, wenn
(i) Vee A : 2 <K (d.h. K ist eine obere Schranke fiir A) und
(i) VK €R ((Vm €A 2<K)=K< f() (d.h. K ist kleinstmoglich)
Wir schreiben sup(A) = K . Entsprechend heifit K das Infimum von A genau dann, wenn
(i) Vee A : 2> K (d.h. K ist eine untere Schranke fiir A) und
(i) VK R ((vx €A:2>K)=K> f() (dh. K ist groBtmoglich)

Wir schreiben inf(A) = K . Jede nichtleere beschréinkte Teilmenge aus R besitzt sowohl ein Infimum
als auch ein Supremum.! Fiir nach oben unbeschrinkte Mengen B setzen wir sup(B) := +oc . Fiir

nach unten unbeschréinkte Mengen B setzen wir entsprechend inf(B) := —oco.
Ist A eine indizierte Menge, d.h. gibt es eine beliebige Indexmenge I # (), so dass A = |J{a;}, so
1€l
schreiben wir auch sup a; anstelle von sup(A) und entsprechend in§ a; anstelle von inf(A).
il 1€

(b) Besitzt eine Folge (an)nen eine konvergente Teilfolge (ay, ),y mit Grenzwert a (d.h. dann also
klim an, = @), so nennen wir a einen Haufungspunkt der Folge (an)nen -
—00

Eine konvergente Folge besitzt genau einen Haufungspunkt, d.h. aus lim a, = a € R folgt auch
n—oo

klim an, = a fiir jede Teilfolge (an,)pey von (an)nen . Insbesondere kénnen wir die Konvergenz
—00

einer jeden Teilfolge aus der Konvergenz von (a,)nen schliefen.

(c) Sei (ap)nen eine Folge reeller Zahlen. Der Limes superior und der Limes inferior werden dann
definiert durch
limsupa, := lim supay und liminfa, := lim inf ag
n—o00 n—00 >p n— 00 n—oo k>n
Insbesondere fillt der Limes superior mit dem grofiten und der Limes inferior mit dem kleinsten
Haufungspunkt zusammen. Fiir konvergente Folgen gilt somit

limsupa, = liminfa, = lim a, .
A n—o0 n—00

Reihen

(a) Zu jeder Folge {aj}72, bezeichnet S, := ) a; die n-te Partialsumme von {a;}72, .

k=1 n o0
(b) Die Reihe einer zugehorigen Folge {ax}?o, ist die Folge {Sn}zozl = {Z ak} der n-ten
n=1

Partialsummen.

(c) Eine Reihe heift konvergent, wenn fiir die Folge {Sn}:): der Partialsummen eine Zahl S € R

mit lim S5, =S existiert. &
n—oo Bezeichnung: S = > aj.
k=1

1

[e.e]
ACHTUNG: Hiufig ist mit »_ aj auch die Reihe selbst gemeint, unabhéngig davon, ob sie kon-
k=1

vergent ist oder nicht.

oo o0
(d) Eine Reihe ) a, heiBt absolut konvergent, wenn die Reihe ) |a,| konvergiert.
n=1

n=1

Lvgl. Forster, §9, Satz 3
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Hinreichende Konvergenzkriterien fiir Reihen

e CaucHysches Konvergenzkriterium: (vgl. Forster, § 7 Satz 1)
o0
Die Reihe > aj konvergiert genau dann, wenn gilt:
k=1
n
Zu jedem e > 0 existiert ein N(e) € N, so dass ‘ > ak’ < ¢ firalle n>m > N(e).
k=m

e LEiBNIZ-Kriterium: (vgl. Forster, § 7 Satz 4)

Sei {ax}32, eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit klim ar = 0. Dann

—00
o0
konvergiert die Reihe Y (—1)ay, .
k=1
e Majorantenkriterium: (vgl. Forster, § 7 Satz 6)
[e.@]
Sei ) ¢ eine konvergente Reihe mit ¢, > 0 fiir alle k € N. Weiter sei {a}3°, eine Folge
k=1
o0
mit |ag| < ¢ fiir alle £ € N. Dann konvergiert die Reihe Y aj absolut.
k=1

¢ Quotientenkriterium: (Folgerung aus dem Majorantenkriterium) (vgl. Forster, § 7 Satz 7)

Sei > aj eine Reihe mit ay # 0 fiir alle k > ko . Weiterhin gebe es eine reelle Zahl 6 mit

k=1
00

< @ fiir alle k > ko. Dann konvergiert die Reihe ) aj absolut.
k=1

0 <0 <1,sodass

Ak+1
ag

Wurzelkriterium: (Folgerung aus dem Majorantenkriterium)
oo
Sei 0 < ¢ <1 eine feste Zahl und Y aj eine Reihe mit {/|ax| < ¢ fiir alle & > kp mit einem
k=1

o0
ko € N. Dann konvergiert die Reihe ) a; absolut.
k=1

Bemerkungen:

(a) Beim Quotienten- und Wurzelkriterium geniigt es offenbar bereits, ein 6 < 1 zu finden, fiir
<0 bzw. limsup {/]ax| <0 gilt.
k—o0

(b) Das CAaucHY’sche Konvergenzkriterium ist auch eine notwendige Bedingung fiir die Konver-
genz einer Reihe.

welches lim sup

Ap41
ak
k—o0

(&)

¢) Eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ap ist lim ajp = 0. Diese
g gung g B
kzl —00
Bedingung ist aber nicht hinreichend.
o
( Bsp.: klim % =0, aber % = +o00 ... harmonische Reihe. )
—00 k=1
(vgl. Forster, § 7 Satz 2 und Beispiel (7.1))
oo
d) Eine weitere hinreichende Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe ay, ist die absolute
gung g
k=1

Konvergenz. Sie ist jedoch nicht notwendig.

oo
( Beispiel: > (—1)¥% ist konvergent nach dem Leibniz-Kriterium, jedoch nicht absolut kon-
k=1

[e.e]
vergent, denn wie eben erwihnt ist > % bestimmt divergent gegen oo . )
k=1
(vgl. Forster, § 7 Satz 5 und Beispiele (7.3) und (7.1))

(e) Das sogenannte Minorantenkriterium ist ein Kriterium fiir die Divergenz einer Reihe.
o0
Sei ) ¢, eine bestimmt divergente Reihe mit ¢ > 0 fiir alle k € N. Weiter sei {a;}7

k=1
00

eine Folge mit ay > ¢ fiir alle k& € N. Dann divergiert die Reihe ) ay .
k=1
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Zusatzaufgabe 6.1:
Zeigen Sie, dass die k-te Wurzel streng monoton wachsend ist.

Loésung zu Zusatzaufgabe 6.1:

Eine Funktion f: A C R — R ist streng monoton :<—=- (Vm,y cA: (y > = f(y) > f(x))) :

k=1 ‘
In Aufgabe 1.2 (b) haben wir per Induktion gezeigt, dass a® —b* = (a—b) 3 a/b¥~17 fiir beliebige
j=0
reelle Zahlen a,b gilt. Demnach ergibt sich fiir die k-te Wurzel aus y > x > 0 somit auch

Vy—Ve = 1 — >0
> (Vo) ()=t

Jj=0

da der Nenner aus nichtnegativen Summanden besteht und mit (/z)°(y/y)* 1% = (y/y)*! min-
destens ein Term echt positiv ist. Aus y > 2 folgt demnach {/y > {/x, was die strenge Monotonie
der Wurzel bedeutet.

Zusatzaufgabe 6.2: Berechnen Sie mittels Rechenregeln fiir konvergente Folgen die Grenzwerte

i;%t b I vVn+1—+n—1

(a) (c) lim Yn(n-—1)

im
n—oo /n + 10 \f n—00
(d) lim Yn+7 (e) lim (\3/n3 +2n2+1— n) (Hinweis: a® — b3 = (a — b)(a® + ab + b))

Lésung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a) Da fiir n > 2 die Abschitzung 3" = (1+2)" > (5)2% = 2n(n — 1) erfiillt ist, erhalten wir
0< lm® < lim—2" = 3w L g,
n—oo 3N n—00 Qn(n — 1) 2n—ocon — 1

also insgesamt hm g—ﬁ =0.

(b) Unter zusétzlicher Verwendung der Zusatzaufgabe 5.2 (b) erhalten wir insgesamt

i <\/n+1—\/n—1> oy ((x/n+1—x/n—1 (\/n+10+\/ﬁ))

)
Vn+10—/n (Vn+10—/n) (Vn+10+ /n)

_ o (VAFT Ve T) (Ve T4 V=) (Ve 10+ i)
(n+10) —n) (Vn+1+Vn—1)

n—o0 n—o0

C o (D) - (1) (VA+TO+ V)
e 10 (Vn+14+vn—1)
_o2 (AR ) 2 viwoer 2

10 n—oo \/1+l+\/1_1 10 \/1+0+\/1—O 10
n

(c) Fiir alle n > 2 gilt 1 < Y1 < ¢n(n—1) < VYn2 = Yn-{Yn.Danmm lim 1 = 1 und
n—oo
lim (Yn-Yn) = (hm {L/ﬁ) (lim {L/ﬁ) = 1-1 = 1 nach Aufgabe 5.4 (b), folgt auch
n—oo n—oo n—oo
lim {/nn—1) = 1.
n—oo
(d) Firalle n € N gilt 1 < ¥1 < ¢Yn+7 < V8 = V8- {¢n.Danun lim1 = 1 und
n—oo

lim (¥8-{¢n) = 1-1 = 1 nach Aufgabe 5.4 (a) und (b), folgt auch lim {n+7 = 1.
n—00 n—0o0
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(s _ (n®+2n%+1) —n?
(e) lim (\/n3—|—2n2+1—n) = lim <{’/( [ )

n—oo n— o0 n3+2n2—|—1)2—|—n\3/n3+2n2—|—1—|—n2
. 2+ L 240 2
== 11 = —

Zusatzaufgabe 6.3: Priifen Sie mittels Konvergenzkriterien, ob die folgenden Reihen konvergieren:

Nt k > k k3 = 2
(a) Z(—l)km (b) (—1)km (c) 227 (d) ;k?’_k Zk+ PR

k=1 k=1 k=1
Lésung zu Zusatzaufgabe 6.3:

k
(a) Bei a; = Pl handelt es sich wegen
1
im (") = lim b - Y
k—oo \ k2 +1 k—oo \ 1+ 77 1+0
und

kE+1 k

B+ 1)(k+1 k(k+ 1) +k
kr12+1 ~ K1l (B4 Dk +1) < k(k+1)"+

<
— B+ +k+1 < k2 + 2K+ 2k
— 1 < K2 +k

um eine monotone (hier monoton fallende) Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium ist demnach
o0

k
die alternierende Reihe Z(_l)km konvergent.

k=1
(b) Die Reihe io:(—l)kL divergiert, da die Folge (—1)’“L wegen
e Th— 4 & g T Vs

lim 716 lim ! 71 1
1 = = = —
n—oo \ Tk — 4 n—00 77% 7—0 7

keine Nullfolge ist (notwendiges Kriterium verletzt!), sondern nur die beiden Haufungspunkte :l:%

besitzt.
(k+1)3 3 2
Af+1 . . ok+1 1 . k?+ 3k +3k+1 . 1
(c) Wegen lggo o | kl;ﬁ( ]2{72 ) leirgo( 13 =5< 1
k1 | 1
oder wegen 11rnsup var hm /= = =|( lim V& =-.13=2 <1
2k 2 \k—oo 2 2
k3
konvergiert die Reihe Z oF nach Quotienten- oder Wurzelkriterium.
k=1
> 2
(d) Die Reihe Z k37% konvergiert nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt
k=1
limsup {/|ax| = hm oz <hm > (lim W) =0-1=0.
k—00 k—oo 3 k—o0

1
(e) Die Reihe Z m divergiert nach dem Minorantenkriterium mit der harmonischen Reihe

als divergente Minorante, denn wegen 0 < k + (—1)**! < k41 fiir alle £ € N erhalten wir

0o 1 . oo 1
n=
Zk+ 1)k kzzllm = D, = e

n=2
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Zusatzaufgabe 6.4: Priifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

=1
Zﬁ (c)

k=1 k=1

PP

2

P k*+4

Lésung zu Zusatzaufgabe 6.4:
=~k

(a) Die Reihe Z m
k=1
k2+4

o
k
Minorante der Reihe z_: P
divergiert.
o

k=1
1 1 1

<< —
2 k(k—1) k-1 k&

nﬂoozk —1 -

> 1
Zk(TZ

k=2

lim

L k+1
Die Reihe Z ]&L

Aquivalenz zu k3 +k% < 2k3+2 gilt, ist 2 Z 2 eine konvergente Majorante der Reihe Z

k+1
k3 +1

. 0
k> Q—Ik fir £ > 2 aufgrund der Aquivalenz zu 2k% > k% 4+ 4 gilt, ist % > %

1
— — wegen k%> k? —

konvergiert (sogar absolut), denn da

37 fiir gerade k
57%  fir ungerade k

[e.¢]
Zak mit  ap = {
k=1

divergiert (bestimmt gegen +o0o) nach dem Minorantenkriterium, denn da

eine divergente
k=2

, welche somit nach dem Minorantenkriterium bestimmt gegen +oc0

1
Die Reihe Z — konvergiert nach dem Majorantenkriterium, denn fiir alle k& > 2 erhalten wir

k und als Majorante die konvergente Teleskopreihe

n—1 n
1 1
pu— 1‘ —_— — —
) nho (Z k k)
k=1 k=2

. 1
lim <1—> =1
n—oo n

ol =

Y

k+1 2
K1~ k2 fir k > 1 aufgrund der
kE+1
k3417

k=1 k=1

welche somit nach dem Majorantenkriterium konvergiert.

k=1
absolut), denn es gilt

11
Vlag| < max
3’5

o0
Die Reihe Zak mit ay := 37 fiir gerade k und aj := 5% fiir ungerade k konvergiert (sogar

<1,

1
3

also konvergiert die Reihe nach dem Wurzelkriterium. Man bemerke, dass das Quotientenkriterium

. . . a
hier nicht anwendbar ist, denn ==

% (%)k 1 (fir k£ > 3) hin und her.

wechselt immer zwischen

5—(k+1) 1 /3\k 3—(k+1)
3=k =5 (g) < 1 und %

Hinweis: Dies ist ein Beispiel dafiir, dass das Quotientenkriterium kein notwendiges, sondern nur

ein hinreichendes Kriterium ist.

Zusatzaufgabe 6.5: Priifen Sie, ob die folgenden Reihen konvergieren:

- b =

Lésung zu Zusatzaufgabe 6.5:

(a)

n=1

© 4

2

© ()

n=1

(a) Die Reihe Z g—n konvergiert (sogar absolut) nach dem Quotientenkriterium, denn es gilt

n=1
(n+1)*
. An+1 . InF1 .
lim sup = lim — = lim
N—00 [e7% n—00 gLT n—00

1( , n+1>4
— | lim
3 \n—oc n

1
5



Somit gibt es ein N (wéhle beispielsweise ein N (%) zur obigen konvergenten Folge), so dass

An+41
an

1
Yn > N : - .
= =9

Damit haben wir ¢ = % < 1 wie fiir das Quotientenkriterium bendttigt gefunden.

(b) Zunéchst halten wir fest, dass sich aus der Bernoulli-Ungleichung die Abschéitzung

1\" 1
<1+> > 14n-— =2 (6.1b)

ergibt. Demnach ist das Quotientenkriterium mit g := 2 < 1 anwendbar, denn fiir alle n € N gilt

+1)!
i1 P (4D et an _ 1
an | 2 (n+)™ ol (n+ D (14" T 20

o0
|
Also konvergiert die Reihe E % (sogar absolut).
n

n=1

0o n2

(c) Die Reihe Z < Z 1) konvergiert (sogar absolut) nach dem Wurzelkriterium, denn mit (6.1b)
n

folgt fiir alle n € N wiederum sofort

Vian| = { n VT nn—;<1<1
nl = n+1 - \n+1 o+ Hr T2 '

n

—_

Zusatzaufgabe 6.6: Bestimmen Sie mittels geometrischer Reihe/Exponentialreihe die Grenzwerte:

i 52k (b) o 15+ 9(=T7)k (b) 7+ 5F 2 (—1)k23k
11k k! k: +1)!
- k=0 k=0 =0

Lésung zu Zusatzaufgabe 6.6:

= /1\* 1 1
(a) Mittels geometrischer Reihe erhalten wir Z 372k Z 97F = (Z <9> ) —-1= ! -1= 3

k=1 k=1 k=0

1
die triadische Entwicklung von 3 lautet also 0.010101... .

(b) Mittels geometrischer Reihen erhalten wir

15+ 9(— > (—7)’“ 1 9 33 11
== 15 + —) =15 + = 2 4 = =22,
k k 1 7
];0 11 Z 11 kzzo 11 1-4&  1+4& 2 2
7+5 1 =5k
(c) 7ZH+ZE:7eXp(1)+exp(5):7e+e5z167,4411...
k=0 k=0
(d) Mittels Exponentialreihe erhalten wir
et k 3k co k oo k
2 (—8) 1 ( (—8) ) 1 1 1 1 4 1
= = —= +- = ——exp(-8)+=- = ——e 4=
| >
— k+1 — (k+ 1)! 8 \i= W 8 8 8 8 8
~ 0.1249

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
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Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 7

Endliche/Unendliche Mengen, Abzihlbarkeit, Uberabzihlbarkeit

Seien X und Y Mengen. Dann heifit X gleichméichtig zu Y genau dann, wenn es eine bi-
jektive Abbildung f : X — Y gibt. Offenbar ist X genau dann gleichméchtig zu Y, wenn Y
gleichméchtig zu X ist. Wir schreiben |X|=|Y].

Eine Menge X heifit endlich genau dann, wenn es ein n € Ny gibt, so dass X gleichméchtig zur
Menge {k€Ng : k<n}={0,1,...,n— 1} ist. Andernfalls heifit X unendlich.

Satz 7.1(z): Im Fall der Endlichkeit ist die obige Zahl n eindeutig bestimmt (Anzahl der Elemente
von X ). Wir schreiben |X| = n und nennen dies die Michtigkeit der Menge X . Insbesondere
ist () endlich mit || =0.

Satz 7.2(z): Die Menge der natiirlichen Zahlen ist unendlich.
FEine Menge X heifit abzidhlbar unendlich genau dann, wenn X gleichméchtig zu N ist.

Eine Menge X heifit abzéhlbar, falls X endlich oder abzihlbar unendlich ist. Andernfalls heif3t
X tiiberabzihlbar.

Satz 7.3(z): Die Menge X # () ist abzihlbar <=  3f:N — X surjektiv

Satz 7.4(z): Sei A C N. Dann ist A genau dann endlich, wenn A beschriankt ist. Insbesondere
heifit dies, dass A genau dann unendlich ist, wenn A unbeschrinkt ist.

Satz 7.5(z): Ist Y endlich und X C Y, dann ist auch X endlich mit |X| < |Y].
Satz 7.6(z): Ist Y abzdhlbar und X C Y, dann ist auch X abzéhlbar.
Beispiele:

o Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist abzidhlbar.
o Die Vereinigung abzéhlbar vieler abzéhlbarer Mengen ist abzéhlbar (vgl. Forster §9, Satz 1).
o Die Menge Q der rationalen Zahlen ist abzihlbar (vgl. Forster §9, Corollar 1 zu Satz 1).

o Die Menge R aller reellen Zahlen ist iiberabzihlbar (vgl. Forster §9, Satz 2). Insbesondere ist
10, 1[ und daher auch jedes nichtleere offene Intervall |a, b[ iiberabzéhlbar.

o Die Menge R\ Q der irrationalen Zahlen ist iiberabzéhlbar (Forster §9, Corollar zu Satz 2).

Intervalle als Teilmengen von R

Intervalle der Gestalt [a,b] := {z € R|a < x < b} fiir reellen Zahlen a < b heiflen abgeschlossen.
Intervalle der Gestalt Ja,b[:= {x € R|a < x < b} fiir reelle Zahlen a < b heifien offen.

Intervalle der Form [a,b[:= {z € R|a < x < b} sowie |a,b] := {z € R|a < x < b} fiir reelle Zahlen
a < b nennt man halboffen.

Uneigentliche Intervalle sind fiir beliebiges a € R Intervalle der Gestalt

[a,+o0] = {zeR|z>a}, | —o00,a] = {zeR|z<a},
la,+oo[ = {ze€R|z > a}, | —o0,a] = {xeR|z<a}l.
Die Menge der reellen Zahlen wird manchmal auch als | — oo, 00| dargestellt.
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Grenzwerte in R := | —o00,00] U{£oo}, Grenzwerte/Stetigkeit von Funktionen

e Sei (ay)nen eine numerische Folge, d.h. Vn € N : a, € R, und sei a € R.

(a) Ist a € R, so definieren wir lim a, =a <=
n—oo

(HnOGNVnGN:(n2n0:>anER))/\<V€>OE|N€NVTLGN: (nZN:>]an—a|<E))

(b) Ist a = oo, so definieren wir

lim a, =a <= VK € RINeNVneN : (n>N = a, > K)

n—00
(¢) Ist a = —o0, so definieren wir
lim a, =a <= VK eRINeNneN : (n>N = a, < K)
n—oo

e Sei D C R und seien a,c € R. Weiterhin betrachten wir eine numerische Funktion f: D — R.

(a) Alsden Grenzwert einer Funktion an der Stelle a definieren wir nun ¢ = lim f(z) <
r—a

<E|(£n)n aus D : nh_)ngo &n = a)/\(V Folge (x)n aus D : <(nh_>rgo Ty = a) = (nh_)r{.lo flzy) = c)))

Bemerkung: Dies ist der Grenzwertbegriff fiir eine Funktion nach Dieudonné bzw. Bourbaki.
Insbesondere im Fall isolierter Punkte des Definitionsbereiches D wird hier die Existenz eines
Grenzwertes der Funktion sichergestellt.

(b) Bezeichne nun P(z) eine Eigenschaft von z und E = {z € D | P(z)} sowie f|, : E — R
die Einschrankung der Funktion f auf die Menge F . Dann definieren wir

lim f(x) = ¢ = lim f|, (z) = ¢

P(z)

Somit lassen sich die einseitigen Grenzwerte definieren durch

il{r;f(x) = lim f(x) und il}%f(x) = lim f(x)

T—a T—a

r>a z<a
Bemerkung: Der klassische Grenzwertbegriff fiir eine Funktion nach Weierstraf ist
“c = lim f(x)” = c = lim f(z).
r—a r—a
rH#a
e Sei f: D — R eine Funktion und a € D. Die Funktion f heiflit stetig im Punkt a, falls

lim f(z) = f(a). Die Funktion f heifit stetig in D, falls f in jedem Punkt von D stetig ist.
r—a

Zusatzaufgabe 7.1:

Konvergiert die Reihe 1 — % + % — % + ... gegen denselben Grenzwert wie die Reihe
1114_1114_111+ 1 1+1+7
2 4 3 6 8 5 10 12 n+2 4dn+4 2n+3
Lésung zu Zusatzaufgabe 7.1:
o0
Nein, denn die Reihe 1 — % + % - % +... ldsst sich als ) % darstellen und ist konvergent nach
k=0
[e.9]
dem LEIBNIZ-Kriterium, aber wegen > % = oo nicht absolut konvergent. Sei S ihr Grenzwert.
k=1

Die zweite Reihe ist eine Umordnung der ersten, und da fiir die Partialsummen S,, bzw. T, der
ersten bzw. zweiten Reihe wegen
1 1 1 8k—4k—(4k—-2) 1 1 1 1
(21<; -1 2/-c>

o%k—1 4k—2 4k (4k —2)(4k)  ~ (2k—1)(4k) 2
fir alle n € N die Gleichung T3, = %Sgn gilt und auBerdem die Einzelglieder gegen Null konver-
gieren, man also zu jedem € >0 ein N mit |T3,—1 — T3,| < 55 |T3p—2 — T3] < 5 fiir alle n > N

findet, gilt lim 7, = lim 73, = lim %Sgn = %S . Also konvergiert auch die Umordnung, aber nur
n—oo n—oo n—oo

gegen den halben Grenzwert %S .

Bemerkung: Solche Kuriositéten treten bei absolut konvergenten Reihen nicht auf.
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Zusatzaufgabe 7.2: Begriinden Sie Thre Antworten auf die folgenden Fragen:

(a) Sei k > 2 eine natiirliche Zahl. Ist die Menge kN :={n € N | k teilt n} abzdhlbar unendlich?
(b) Ist das kartesische Produkt A x B abzihlbarer Mengen A, B selbst wieder abzéhlbar?

(c) Ist die Menge {a + bv/2|a,b € Q} eine abzihlbare Teilmenge von R ?

(d) Sind alle irrationalen Zahlen (bis auf abzéhlbar viele) Wurzeln aus rationalen Zahlen?

(e) Sind je zwei abgeschlossene (nicht entartete, also keine Punkt-) Intervalle gleichméchtig 7

Lésung zu Zusatzaufgabe 7.2:

(a) Ja, denn die Abbildung N — kN, n — kn , ist sowohl surjektiv (denn ist a € kN, dann ist a durch
k teilbar, so dass eine natiirliche Zahl b mit a = bk existiert) als auch injektiv (denn sind a,b € kN
mit a = b, dann existieren ¢,d € N mit a = ke, b = kd, woraus sofort 0 =a — b = k(c—d), also
¢ =d aus der Nullteilerfreiheit von R folgt).

(b) Ja, seien a,b:N — A, B Abzihlungen von A, B, dann ist die Diagonalfolge

(a/b bl)’(aly b2)7 (G/Qa bl)‘(ai’n bl)a (CLQ, b2)7 (ah b3)’(a17 b4)7 se.
eine Abziahlung von A X B.

(c) Ja, sei Q@ x Q abgezihlt durch a = (aj,as) : N — Q x Q, dann ist by, := an1 + a,2V2 eine
surjektive Abbildung von N auf die gegebene Menge.

(d) Nein, denn die Menge {\/a | a € Q} der Wurzeln aus rationalen Zahlen ist abzihlbar, die Menge
aller irrationalen Zahlen aber ist {iberabzéhlbar.

(e) Ja, denn sind [a,b] und [c,d] Intervalle, dann ist beispielsweise f : 2 — ¢+ £=S(z — a) eine
Bijektion von [a,b] auf [c,d]. Denn f(z) =y ist dquivalent zu = = a+ 2=2(y — ¢) und daher gibt
es zu jedem z € [a,b] genau ein y € [¢,d] mit f(x)=1y.

Zusatzaufgabe 7.3:
(a) Sei (an)nen eine beschrinkte Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie: Der Limes superior ist genau das

Supremum der Haufungspunkte der Folge (ay)nen, der Limes inferior entsprechend das Infimum
der Hiaufungspunkte von (a,)nen -

(b) Geben Sie fiir die folgenden Mengen My, jeweils das Supremum sup M und das Infimum inf My, ,
das Maximum max M und das Minimum min My an, falls diese existieren:

M; =N, My :={(-1)" : neN}, Ms:={1+21 : neN},
My = Z, Ms := {(=2)" : n e N}, Mg:={n+21 : neN},
M7 :=Z\N, Mg:={1+1:2€[1,2)}, My:={xeQ : |z[<|z—2}.
(c) Bestimmen Sie zu M = {(W) ‘ n e N} das Supremum und das Infimum.
Lésung zu Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Nach Voraussetzung ist die Folge (a,) beschrinkt, so dass sie nach dem Satz von Bolzano-Weierstrafl
konvergente Teilfolgen besitzt, deren Grenzwerte genau die Haufungspunkte der Folge (a,) sind.
Insbesondere ist die Menge A der Haufungspunkte nicht leer.

Sei K :=sup(A). Es gilt K € R (denn andernfalls liele sich ein Widerspruch zur Beschréinktheit
der Folge konstruieren).

Angenommen K > M :=limsupa,, .

n—oo
Dann existiert eine Zahl € > 0 mit K := 3¢+ M . Da K Supremum aller Haufungspunkte ist, gibt
es mindestens einen Haufungspunkt P mit 0 < K—P < e, also K —¢ < P. Da P Haufungspunkt
der Folge a,, ist, gibt es eine Teilfolge a,, mit klim an, = P und zu dieser Teilfolge ein Np(e),

— 00
so dass

Vk e N (nkZNp(s) = —€<P—ank<6.)

Da M = limsupa, , existiert ein Nps(e), so dass
n—oo

VneN(nzNM(s) — an<M+5.)
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Somit folgt insgesamt fiir N := max (Ny(g), Np(e)), dass
Vk € N (nk >N = ap, <M+e=K-2e<P—-e< ank> Widerspruch!

Angenommen K < M :=limsupa,, .
Dann existiert eine Zahl ¢ > 0 mit M := 3¢+ K , und ganz analog wie zuvor folgt ein Widerspruch.

(b) Wir erhalten ’ My, H sup My, ‘ inf M, ‘ max M, | min My,
N +00 1 — 1
{(=D)" | neN} 1 —1 1 1
{1+ :neN} 1 2 —
Z +00 —00 — —
{(=2)" : ne N} +00 —00 — —
{n+2 : neN} +00 2 — 2
Z\ N 0 —00 0 —
{1+1:2€1,2)} 2 3 2 —
{reQ:lz|<|z-2[}={reQ : z<1} 1 —00 — —

(c) Offenbar ist M = {0,1}, denn fiir alle n € N gilt die Gleichungskette

L ((25)5 — (=5 "t () — () n:<5”(1—(—1)”)>”:(1—(—1)”>”
! 2-(25)2 2. (v/25) 25" 2 '

(
Somit folgt sup(M) =1 und inf(M)=0.

Zusatzaufgabe 7.4: Zeigen Sie:
(a) Die konstanten Funktionen f.:R— R, z+ ¢ (¢ €R) sind in R stetig.
(b) Monome my(z) = z* (k € N) sind stetig.
(c) Die Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen iibertragen sich sinngemés.
Lésung zu Zusatzaufgabe 7.4:

(a) Sei c€ R und f.(z) =c fir alle x € R. Sei a € R beliebig, fest und {a,}neny C R eine beliebige

Folge mit lim a, = a. Dann ist die Folge (f.(an)), ¢y identisch mit der konstanten Folge (c¢)nen,
n—oo

welche — wegen |f.(an) —c| =|c—¢| =0 < ¢ fiir alle ¢ und fiir alle n € N — gegen ¢ konvergiert.
Da ebenfalls f.(a) = ¢ gilt, ist f. in a stetig. Da a € R beliebig war, ist f. in ganz R stetig.
(b) Sei a € R beliebig, fest und {ay, }nen C R eine beliebige Folge mit lim a, = a.

n—0o0

k

Ist @ = 0, so existiert zu jedem e €]0,1[ ein N(g), so dass |af| = |a,|F < €F < e fiir alle

n > N(e), also lim mg(a,) =0 =mg(a).

Ist a # 0, dann gibt es ein ng € N mit |a, —a| < %‘ fiir alle n > ng. Mit Aufgabe 1.2 (b) folgt
k—1 o
5=0

fiir alle n > N := max {no, N (&>} und somit lim my(a,) = af = my(a).

(Bla)*~1k n—o0

= lap, —al-

k—1 ) ) 3|CL| k—1
< o=l Yl et < fan—alok (1) <
=0

|

(¢c) Sind f und ¢ in x stetig, dann folgt nach Definition fiir jede Folge (x,) mit lim z, = x auch
n—oo

lim f(z,)= f(z) und lim g(z,) = g(x) und nach Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen auch

Jim (f £9)(zn) = lim (f(zn) £g(2n)) = lim f(z,) + lim g(zn) = f(2) +g(z)
Jim (f-g)(zn) = lim (f(zn) - g(zn)) = lim f(zn)- lim g(zn) = f(z)-g(z) .

Entsprechend sind also Summen, Differenzen und Produkte von stetigen Funktionen wiederum
stetig. (Analog auch Quotienten, falls der Divisor g(z,) nicht gegen Null konvergiert.)

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 8

Stetige Funktionen, Sitze iiber stetige Funktionen, ¢-J-Definition, Gleichm#flige Stetigkeit

e Beispiele fiir stetige Funktionen:

o Konstanten, Identitét, Absolutbetrag, Wurzeln, Exponentialfunktion, floor-Funktion auf [i, %]

o Summen, Produkte, Quotienten (solange definiert), skalare Vielfache und Kompositionen (falls
definiert) stetiger Funktionen sind wiederum stetig (vgl. Sitze 1 und 2, §10 Forster).

o Polynome/rationale Funktionen auf ihrem Definitionsbereich (vgl. Corollar zu Satz 1, §10)
e Zwischenwertsatz: (vgl. Satz 1, §11 Forster)
Sei f:[a,b] — R stetig mit f(a)- f(b) < 0. Dann existiert ein & €la,b] mit f(§)=0.
Corollar 1: (vgl. Corollar 1 zu Satz 1, §11 Forster)

Sei f :]a,b] — R stetig mit f(a) < f(b) bzw. f(b) < f(a) und sei ¢ € |f(a), f(b)] bzw.
c € ]f(b), f(a)[. Dann existiert ein & €la,b] mit f(§) =c.

Corollar 2: (vgl. Corollar 2 zu Satz 1, §11 Forster)

Sei I C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall und f: I — R stetig. Dann ist auch
das Bild f(I) C R ein Intervall.

e Satz vom Minimum/Maximum: (vgl. Satz 2, §11 Forster)

Sei f:[a,b] — R stetig. Dann ist das Bild f([a,b]) beschréinkt und f nimmt sein Minimum
und sein Maximum an, d.h., es gibt &, € [a,b] mit f(&) < f(x) < f(n) fir alle x € [a,b].

Bem.: Wir werden spéter sehen, dass der Satz bereits gilt, wenn der Definitionsbereich von f
beschriankt und abgeschlossen ist (also beispielsweise auch aus einer Vereinigung endlich vieler ggf.
auch entarteter abgeschlossener Intervalle bestehen darf).

e c-J-Definition der Stetigkeit (vgl. Satz 3, §11 Forster)

Sei DCR und a € D sowie f: D — R eine Funktion. Dann gilt:
f stetig in a — Ve > 030 =d(e,a) >0Vx e D : (|x—a|<5 = \f(:r:)—f(a)|<5) :

Corollar: (vgl. Corollar zu Satz 3, §11 Forster)

Sei DCR und f:D — R stetigin a € D mit f(a) # 0. Dann existiert fiir ein 6 > 0 eine
d-Umgebung Us := DN Ja—d,a+ 0] von a, so dass f(x) #0 fir alle x € Us gilt.

e Definition: (gleichméBige Stetigkeit): Eine Funktion f: D — R heiit gleichmé8ig stetig auf D
= Ve>030=0(c)Va,yeD : <|x—y| <5 = |f(z) - f(v)l <5) .
Bem.: Gleichméaflige Stetigkeit impliziert Stetigkeit. Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch.
e Satz: (vgl. Satz 4, §11 Forster)
Ist f:[a,b] — R stetig, soist f auf [a,b] sogar gleichmifig stetig.

Bem.: Abgeschlossenheit und Beschréinktheit des Intervalls sind hier wesentliche Voraussetzungen!
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Monotonie, Umkehrfunktion monotoner Funktionen, natiirlicher Logarithmus

e Definition: Sei D C R und f: D — R. Dann heifit f

monoton wachsend, falls Vz,ye D : (z<y = f(z) < f(y));
streng monoton wachsend, falls Vx,ye D : (z<y = f(z) < f(y));
monoton fallend, falls Vx,ye D : (z <y = f(z)> f(y));
streng monoton fallend, falls Vx,ye D : (2 <y = f(z)> f(y)).

Wir nennen f monoton, falls f eine der vier obigen Eigenschaften besitzt und streng monoton,
falls sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

e Satz: (vgl. Satz 1, §12 Forster)

Sei D C R ein Intervall und f: D — R stetig und streng monoton. Dann existiert genau eine
Funktion g : f(D) — R mit go f =Idp und fog = Idgp). Insbesondere ist g stetig und
besitzt dasselbe Monotonieverhalten wie f.

Bem.: Gelegentlich nennt man g : f(D) — R auch die Umkehrfunktion von f und schreibt f=!.
Die Bijektion besteht jedoch nur zwischen D und f(D). Als eine Anwendung erhalten wir fiir die
stetigen und streng monotonen Monomfunktionen fj, : [0,00[— R, z +— x* wegen f([0,00[) = [0, o0]
die Stetigkeit (und strenge Monotonie) der k-ten Wurzeln gy, : [O oo[— R,z — {z (Satz 2, §12).

e Funktionalgleichung der Exponentialfunktion:! Ve,y e R : exp(x+y) = exp(z)exp(y) .

e Satz/Definition des natiirlichen Logarithmus?

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und bildet R bijektiv auf
]0,00[. Die Umkehrfunktion In :]0,c0[— R heifit natiirlicher Logarithmus und ist stetig,
streng monoton wachsend. Es gilt die Funktionalgleichung Vz,y €]0, co[: In(zy) = In(z)+In(y) .

Zusatzaufgabe 8.1: Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

3x2 —2x —1 _ 22+ 2x — 8

Berechnen Sie - 1 P —
(a) Berechnen Sie xirgo\/ﬁ VT (b) lim B\ 32 -3, -6

z— 2 _
-l 4o +2x — 6
Loésung zu Zusatzaufgabe 8.1:

(a) Esgilt (WVe+1+ Vo) Ve+1l—Va)=xz+1—2=1,also Vo + —ﬁ:mgﬁao
und daher lim vz +1—/x=0.

3x2 —2x—1 —1)Bx+1 3x+1 3+1 2
(b) Offenbar gﬂt hm ST lim (z = 1)@Bz+1) = lim vl ot -
4:(}2—|-2.%'—6 =2l (z—1)(4z +6) a—14x +6 4+6 5

24228 2
(c) Es gilt lim ;;Lix = \/; , denn Wurzeln sind stetige Funktionen und es ist
T— €T

—3x—6

. x?+20-38 . (z—2)(z+4) . x+4 2
hmgi = hn% 5 = lim = —.
2 322 —3x —6 2 (x —2)(3x +3) t—2 3x + 3 3

Zusatzaufgabe 8.2:

(a) In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass aus der ¢ - § -Eigenschaft die Stetigkeit folgt. Zeigen Sie nun
auch, dass aus der Stetigkeit die ¢-J-Eigenschaft folgt.

(b) Beweisen Sie das Corollar zur ¢ - -Charakterisierung der Stetigkeit.

lygl. Satz 4, §8 Forster
2vgl. Satz 3, §12 Forster
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Loésung zu Zusatzaufgabe 8.2:
(a) Sei f:D — R stetigin a € D, d.h., fiir jede Folge (z,), mit lim x, = a gelte lim f(x,) = f(a).
n—oo n—oo

Angenommen, es gibe ein ¢ > 0, so dass zu jedem § > 0 mindestens ein x € D mit |z —al < ¢
und |f(z) — f(a)| > ¢ existiert. Insbesondere gibt es dann zu jedem n € N ein z, € N mit

on—al < und i) - fla)] 2

Folglich ist hm Zn = a und nach Voraussetzung dann auch lim f(z,) = f(a). Dies steht aber im
Wlderspruch zu ]f(xn) — f(a)| > ¢ fiir alle n € N.

(b) Sei DCR und f:D — R stetigin a € D mit f(a) # 0. Dann ist auch ¢ := @ > 0. Aufgrund
der Stetigkeit von f in a € D gibt es ein 0 := d(g,a), so dass fiir alle € D mit |z —a| < ¢ auch
|f(x) — f(a)| < e gilt. Wegen

lr—al|<d <= —-d<zr—a<d <= a-d<zx<a+d <<= =z€ Jla—0da+{|
und

[f(z) = fla)l<e =  —e<fl@)-flo)<e =  flo)—e<f(z)<[fla)+e
ist dies mit der Abkiirzung Us:= DN Ja —d,a+ ]  #quivalent zu

VeeUs : fla)—e < f(z) < f(a)+¢€. (8.1b)
Wegen f(a) # 0 nach Voraussetzung haben wir die beiden Félle f(a) > 0 und f(a) < 0 zu
untersuchen:
e Falls f(a) >0, liefert (8.1b) dann Va € Us : 0 < L& = f(a) — a)—e < f(z).
e Falls f(a) <0, liefert (8.1b) dann Vz € Us : f(z) < f(a)+e = f(a) ‘ )| w <0.

Also folgt aus (8.1b) in jedem Fall Vx € Us : f(z) # 0 wie behauptet.
Zusatzaufgabe 8.3:

. e i 0
(a) Ist die Funktion  f(z) := ©cos (5),  fir s £0, auf ganz R stetig?
0, firz=0

(b) Ist die Funktion f :]1,00[— R definiert durch f(x) := (In(z))® stetig auf |1, 00[?

(c) Sei f:[a,b] — R eine stetige Funktion mit f([a,b]) C [a,b]. Beweisen Sie, dass f mindestens einen
Fixpunkt hat, d.h. dass es ein £ € [a,b] gibt mit F(§) =¢.

(d) Gegeben sei die Funktion f :[a,b] — R definiert durch f(z):= cx +d mit ¢,d € R. Besitzt diese
Funktion ein Minimum oder ein Maximum?

Lo6sung zu Zusatzaufgabe 8.3:

(a) Die Stetigkeit in jedem Punkt der Intervalle | — 00,0 und ]0, 00| ist aufgrund der Stetigkeit von

z und % sowie cos(z) auf R und 1 auf R\ {0} gegeben, denn Produkte und Kompositionen

(solange definiert) stetiger Funktionen sind wiederum stetig. Somit bleibt nur die Stetigkeit in 0 zu
zeigen. Diese folgt jedoch sofort, denn fiir alle x € R mit |z| < e gilt

[f(z) = fO)] = [f(2)] < [z < e.

Somit finden wir zu beliebigem & > 0 ein § ;= > 0, so dass fiir alle x € R mit |z —0| = || < 0
auch |[f(x) — f(0)] < e gilt. Demnach ergibt sich die Stetigkeit in 0 hier mit Hilfe der e-4-
Charakterisierung.

(b) Ja, die Funktion f(z) := (In(z))® ist stetig auf ]1,00[, denn die wiederholte Anwendung der Funk-
tionalgleichung des Logarithmus liefert

In(a®) = In(a-a*) = In(a) +In(a*) = ... = In(a) +1In(a) +In(a) +1n(a) +In(a) = 5In(a)

fiir beliebiges a > 0 und somit (In(x))? ® exp (In ((In(2))?)) = exp(5In(In(x))), womit f eine
Komposition der stetigen Funktionen In, ¢+ 5¢ und exp und als solche selbst wiederum stetig ist.
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Achtung: Wegen In(z) <0 fiir <1 ist die Umformung (%) nur fiir reelle Zahlen x > 1 erlaubt.

(c) Wir halten zunéchst fest, dass wegen f([a,b]) C [a,b] offenbar die Ungleichungskette a < f(x) <b
fir jedes = € [a,b] erfiillt ist. Betrachten wir nun die stetige Funktion ¢g(z) = f(z) — z, dann
gilt g(a) > 0, g(b) < 0. Ist gla) = 0 bzw. g(b) = 0, haben wir wegen f(a) —a = 0 bzw.
f(b) —b =0 unseren Fixpunkt bei a bzw. b gefunden. Andernfalls gilt ¢g(b) < 0 < g(a) und aus
dem Zwischenwertsatz folgt dann, dass es ein & €]a,b[ mit ¢g({) = 0 gibt. Fiir dieses gilt dann

f&)=¢.

(d) Ja, denn als Polynom ersten Grades ist es eine stetige Funktion und das Intervall [a,b] ist abge-
schlossen und beschriankt. Aufgrund der Monotonie konnen wir die Extrema hier sogar angeben:

= >
In[inb] (2) = {f(a) ca+d, fallsc>0, und  max f(z) =
cla,

fla) =ca+d, fallsc<0,
f(b)=cb+d, fallsc<0, z€[a,b]

f(b) =cb+d, fallsc>0.

Zusatzaufgabe 8.4:

(a) Sei a € D und f: D\{a} — R eine stetige Funktion. Dann heifit f im Punkt a stetig fortsetzbar,
falls lim f(z) existiert und endlich ist. Fiir welche Konstanten a,b > 0 ist die Funktion
rH#a

var+b x>0

fla)=1¢ ",

Py <0
stetig in den Punkt 0 fortsetzbar?

(b) Ist die Funktion f(z):= 2 auf [0,b], b > 0, gleichmiBig stetig ? Auch auf [0,00[ ?

(c) Bestimmen Sie zu a,b,c € R, a > 0, die Konstanten «a,3 € R derart, dass fiir die Funktion
f(z) :==Vaz? +bx + ¢ — axr — [ die Konvergenz lim f(z) =0 gilt.
T—00

(d) Zeigen Sie, dass die in (c) ermittelte Funktion f auf [K,oco| gleichméBig stetig ist, wobei K € R
so grof sei, dass f(z) fir x > K wohldefiniert ist.

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.4:

(a) Die in 0 nicht definierte Funktion f ist genau dann stetig in den Punkt 0 fortsetzbar, wenn der
linksseitige Grenzwert li}% f(z) und der rechtseitige Grenzwert li{% f(z) existieren und endlich sind
xT x

und iibereinstimmen (Hausaufgabe). In unserem Fall gilt einerseits li}% flx) = li;% Vazr +b = Vb
€T x

1
und andererseits lim f(x) = lim = — . Also stimmen die beiden Grenzwerte genau bei b = -
2\ 0 2No0a—bxr a a
iiberein, und nur in diesem Fall ist f stetig fortsetzbar in den Punkt 0, indem man f(0) := é =b
definiert.

(b) Die Funktion f(z) = 2? ist stetig auf [0,00[, da nach den Rechenregeln fiir Folgen z,, — a die

Konvergenz x2 — a? impliziert. Also ist f als stetige Funktion auf dem beschréinktem und abge-

schlossenem Intervall [0,b] auch gleichméBig stetig.

Die Funktion f(x) = z? ist aber auf [0, c0[ nicht gleichmiBig stetig, denn:

Angenommen, f wire gleichméBig stetig, dann gébe es zu € > 0 ein 6 > 0 mit |f(x) — f(y)| < e
fir alle z,y >0 mit |z —y| <.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei § < 2v/2e. Wihlen wir nun = = %5 +
(esist y >0 < 25—5 > g <= 8> 6% wegen 0 < § < 2v/2¢), dann gilt

AT
o
)
o,

<
Il
>
|
e,

4e 0

obwohl |z —y| = g < ¢, Widerspruch.
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Mit Hilfe der dritten binomischen Formel ergibt sich

(\/axQ—i—bx—i—c—a:v—ﬁ) . <\/aa:2—|—bm—|—c—|—a1:—|—ﬁ)
lim f(z) = lim
z—00 z—00 Var? +bx+c+ax+
b (a —a®)z? + (b—2aB8)z + (c — £?)
T—00 var? +bx+c+ oz +
(a — a?)x? b—2ap (c— B?)

= lim = + lim + lim =
— — —
r—=00 \ar? +br+c+axr+ [ Too© a+§+x%+a+§ z—o0 \/ax? +bxr +c+ax + 3
(a — a?)x? b—2ap

= lim

+ +0
=00 \/ar2 +br +ct+ax+ B  Vata

Daher ist der Limes genau dann gleich Null, wenn a = o? und b = 2a3 gilt, dh. a = a (—/a
geht nicht! denn sonst wiirde f fiir grofe = gegen oo streben, da dann der Wurzelterm (wegen
a > 0) und der lineare Term in die gleiche Richtung wachsen wiirden) und § = ﬁ gilt.

Die Funktion f aus (c¢) ist fiir die Konstanten o = y/a und (3 = Q—\b/& sogar gleichméfig stetig

auf [K,oco[ (im Fall b?> < 4ac kann man K beliebig klein wihlen, im Fall % > 4ac muss man
K > ZviPodac wiplen).

Denn jede stetige Funktion auf [K,oo[ mit lim f(xz) =0 ist auch gleichméBig stetig:
T—00
Zu ¢ > 0 sei namlich L > K so grof, dass |f(x)| < § fiir # > L gilt, und § > 0 so, dass
|f(x) = f(y)| < § fir 2,y € [K,L] mit |z —y| <4 gilt (ersteres ist wegen lim f(x) = 0 mdoglich,
Tr—00
letzteres wegen der gleichméBigen Stetigkeit der stetigen Funktion f auf dem Kompaktum [K, L]).
Dann gilt aber |f(z) — f(y)] < e auch bei 2 < L <y mit |z —y| < bzw. bei L < z,y, denn

£@) = FW)] < 1F(@) = SO+ D+ @) < S+ +5 =¢

(hierbei wurde |z — L| < § benutzt) bzw.

(@) = f) < 1@+ 1f) < =+ <e

Zusatzaufgabe 8.5:

(a)
(b)

()

Zeigen Sie: Eine streng monotone Funktion ist injektiv.

Sei D C R ein (nicht entartetes) Intervall und f : D — R eine stetige und streng monotone
Funktion. Zeigen Sie, dass f eine Bijektion von D auf E := f(D) ist und auf F eine stetige und
streng monotone Umkehrfunktion besitzt.

Zeigen Sie, dass die Exponentialfunktion streng monoton ist.

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.5:

(a)

Angenommen, es gibe = # y mit f(z) = f(y). Dann gilt entweder < y oder = > y. Der
erste Fall kann nicht eintreten, denn aus der strengen Monotonie von f folgt f(z) < f(y) falls f
monoton wachsend bzw. f(z) > f(y) falls f monoton fallend ist, also insbesondere f(x) # f(y).
Der zweite Fall kann jedoch ebenfalls nicht eintreten, denn wiederum aus der strengen Monotonie
von f folgt f(xz) > f(y) falls f monoton wachsend bzw. f(z) < f(y) falls f monoton fallend ist,
also insbesondere wieder f(x) # f(y). Damit muss die Annahme falsch und somit f injektiv sein.

Nach Corollar 2 zum Zwischenwertsatz ist das Bild f(D) einer stetigen Funktion f : D — R
wiederum ein Intervall, falls D C R ein Intervall ist. Da f : D — R nach Aufgabenteil (a) aufgrund
der strengen Monotonie injektiv ist, bildet f das Intervall D bijektiv auf das Intervall E := f(D)
ab. Die Umkehrfunktion f~!: E — D ist wiederum streng monoton, denn angenommen es gibe
a,b,c,d € E mit a < b,c<d und f~(a) < f71(b) sowie f~1(c) > f~1(d) (Gleichheit ist aufgrund
der Bijektivitit nicht moglich), so folgte einerseits f(f~1(a)) =a < b= f(f~(b)) und andererseits
f(f ) =c<d= f(f~'(d), was ein Widerspruch zur Monotonie von f wire. Weiterhin ist
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f7': E — D in jedem ¢ € E stetig, denn ist a € D derart, dass f(a) = &, dann betrachte

- : . Zinf(D D)—
zu beliebigem ¢ > 0 das Intervall I :=Ja —n,a + n[ mit 7 := min{e, * H;( ),Sup(z) 3 (

bzw.
I :=la,a+n[ mit n = min{e,%} falls a linker Randpunkt von D und I :=Ja — n,a[ mit
n = min{s,%f(m} falls a rechter Randpunkt von D). Nach Wahl von n gilt nun I C D.
Aufgrund der Stetigkeit bildet f das Intervall I bijektiv auf das Intervall f(I) =]inf f(I),sup f(I)[
ab. Dieses Intervall ist beschrinkt, da in allen drei Féllen inf(/) € D und sup(l) € D gilt und
aufgrund der Stetigkeit von f die Werte f(inf(7)) und f(sup(/)) endlich sind und f(I) aufgrund
der Monotonie von f mit |f(inf(I)), f(sup({))[, falls f monoton wachsend ist, und andernfalls
mit |f(sup(])), f(inf(1))][ tbereinstimmt. Sei nun ¢ := min{{ — inf f(I),sup f(I) — &} (bzw. § =
max{{ —inf f(I),sup f(I) — &} falls a einer der Randpunkte war). Dann ist 6 > 0 und das Intervall
1€ =9, + 6] NE eine Teilmenge von f(I), so dass

f71<]§—5a§+5[ﬂE> c I Cla—na+n C Ja—ea+¢e[.

Dies heifit wegen f~1(¢) = a aber, dass fiir alle € E mit |z —&| < § auch [f~1(x)— f71(¢)] <e.
(c¢) Aus der Funktionalgleichung Vz,y € R : exp(z +y) = exp(z)exp(y) sehen wir zunéchst
Ve € R : exp(x) =exp(x + 0) = exp(x) exp(0) = VreR : 0 = exp(z)(l —exp(0))

und da (vgl. Exponentialreihe) die Exponentialfunktion nicht identisch der Nullfunktion ist, haben
wir exp(0) = 1. Desweiteren ergibt sich wiederum aus der Funktionalgleichung
1

Ve €R : exp(0) = exp(z+(—z)) =exp(x)exp(—z) = Ve €R : exp(—z) = op(@)’ (8.2c)

Fiir beliebiges £ > 0 ergibt sich aus der Exponentialreihe mit der Nichtnegativitit der Summanden
[e§) 1
() = Y5 2 8

k=0 k=0

Zusammen mit (8.2c¢) ergibt sich daraus Vo € R : exp(x) > 0. Die strenge Monotonie folgt nun mit
(8.3c) wegen Va,yeR : (y>x = exp(y) =exp(z+ (y —x)) = exp(x) exp(y — z) > exp(x)) .

= 14+¢ > 1. (8.3¢)

?r‘ﬂ‘r
?’r““"‘r

Zusatzaufgabe 8.6:

Beweisen Sie, dass die durch sinh(z) := 5 (e* —e™®) definierte Funktion sinh : R — R eine stetige

1
2
Umkehrabbildung arsinh : R — R besitzt.

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.6:

e Einerseits kann man explizit die Umkehrabbildung durch Auflésen von y = sinh(z) ermitteln:

Zu y € R gibt es ein x € R mit y = sinh(z) genau dann, wenn es ein € R mit e* —2y —e ¥ =0
gibt. Diese Gleichung léiﬁt sich aber wie folgt nach x auflésen: Multiplizieren wir mit e*, dann
geht die Glelchung in e?® —2ye® — 1 = 0 iiber. Substituieren wir nun z = e, dann lautet die
Gleichung 22 —2yz —1 =0, welche z = y + /92 + 1 als einzige positive Losung besitzt. Also ist
x=In(y + /y? + 1) die einzige Losung von y = sinh(zx).

Dies beweist einerseits die Bijektivitit von sinh und andererseits, dass ¢(y) := In(y++/y% + 1) iden-
tisch mit der Umkehrfunktion arsinh von sinh ist. Da aber ¢ als Komposition stetiger Funktionen
selbst wieder stetig ist, ist somit arsinh stetig.

e Alternativ kénnen wir argumentieren, dass sinh auf jedem Intervall [a,b] stetig und streng monoton
wachsend ist, da einerseits sinh als Komposition stetiger Funktionen selbst stetig ist und andererseits
aus x <y auch sinh(z) < sinh(y) wegen e* < eV und —e™* < —e™¥ folgt.

Somit ist sinh nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen streng monotoner stetiger Funktionen eine
Bijektion von [a, b] auf [sinh(a),sinh(b)] mit stetiger und streng monotoner Umkehrfunktion arsinh .

Da lim sinh(z) = —oo und lim sinh(z) = 400 gilt, ist dann aber sinh auch auf ganz R bijektiv

mit stetiger Umkehrabbildung.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis I Wintersemester 2009/2010, Universitdt Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA IHSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 9

Allgemeine Potenz

e Definition: Fiir a > 0 sei die Funktion exp, : R — R definiert durch ’ exp,(z) := exp(z - In(a)) . ‘

e Satz: (vgl. Satz 4, §12 Forster) Die Funktion exp, : R — R ist stetig und es gilt:

(i) Vz,y €eR : exp,(z+y) = exp,(z)exp,(y)

(i) Vn €Z : exp,(n) = a” (ili) Vp € Z Vg €N, ¢>2 : exp, (g) = VaP
e Satz [Rechenregeln fiir Potenzen]: (vgl. Satz 5, §12) Fiir alle a,b,z,y € R mit a > 0,b> 0 gilt

(i) a*a¥ = a*t¥ (ii) (a®)¥ = a™ (iii) a®b* = (ab)”® iv) ()" = a®
e Satz [Funktionalgleichung]: (vgl. Satz 6, §12 Forster) Sei F': R — R eine stetige Funktion mit

Vo,y « Fle+y) = F(x)F(y) .
Dann ist entweder F' =0 oder a:=F(1) >0 und Vz € R : F(z) =a".

Korper der komplexen Zahlen, Betrag sowie Konvergenz und Cauchy-Folgen in C

o Mit (z1,y1)+ (72,92) := (21 + 22,91 +y2) und (x1,91)-

: . z+w
(z2,1y2) := (122 — Y1Y2, T1Y2 + x2y1) bildet die Menge "
R x R =: R? einen Kérper, den man mit C bezeich- RIS
net und den Korper der komplexen Zahlen nennt. g ¢ ;
Identifizieren wir € R mit (z,0) € C, so wird R C C.
e Mit der imaginéren Einheit ¢ := (0,1) lésst sich jede
komplexe Zahl wegen (x,y) = z-(1,0)+(0,1)-y als x+i-y z
mit x,y € R darstellen. Mit (0, ilt . .
weiter ?2 =_1. OD-0H)=(10 ¢ Addition Konjugation

e Fiir z = x+1iy bezeichnet z = x—1y die konjugiert komplexe Zahl von z . Mit deren Hilfe erhalten

wir fiir z den Realteil als Re(z) = 2% = x, den Imaginérteil als Im(z) = %7 = y. Desweiteren
heiBt |z] := v/2Z = /22 + y2 der Betrag von z.
e Satz [Eigenschaften des Betrages]: (vgl. Satz 1, §13 Forster)
(a) V2€C : |2/ >0 und Vz € C : <|z| =0 <= z= 0) (Definitheit)
(b) Vz1,220 € C : |z122] = |21] - |22 (Multiplikativitét)
(¢) Vz1,20 € C : |21+ 22| < |2z1] + |22 (Dreiecksungleichung)

e Analog zu R nennt man eine Folge z, in C konvergent gegen z € C, wenn es zu jedem ¢ > 0
ein N = N(e) gibt mit |z, — 2| < ¢ fiir alle n > N . Dies ist dquivalent zur Konvergenz von Re(z,)
gegen Re(z) und Im(z,) gegen Im(z) (vgl. Satz 2, §13 Forster). Weiterhin konvergiert dann die Folge
Zn wegen Re(Z) = Re(z) und Im(z) = —Im(z) genau dann, falls die Folge z, konvergent ist (vgl.
Corollar zu Satz 2, §13 Forster). Offenbar gilt dann

lim z, = lim z, . (9.1c)
n—oo n—oo
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Ebenso analog definiert man z, als eine Cauchy-Folge in C, wenn es zu jedem £ > 0 ein N = N(¢)
gibt mit |z, — 2zy,| < € fiir alle m > n > N . Dies ist wiederum &quivalent dazu, dass Re(z,) und
Im(z,) Cauchy-Folgen sind (vgl. Satz 3, §13 Forster). Auflerdem konvergiert jede Cauchy-Folge in C,
d.h. C ist vollstiandig (vgl. Satz 4, §13 Forster).

Achtung: Der Kérper C ist nicht angeordent!

Analog sind Summen, Produkte und Quotienten (falls die Divisor-Folge keine Nullfolge ist) in C kon-
vergenter Folgen wiederum konvergent, es gelten die bekannten Rechenregeln (vgl. Satz 5, §13).

Reihen komplexer Zahlenfolgen, Exponentialreihe in C

Analog zu R definieren wir die Reihe » 77, z; zu einer komplexen Zahlenfolge z, als Folge der
zugehorigen Partialsummen S, := "), 2, so dass die Konvergenz der Reihe wieder genau die Kon-
vergenz der Folge (S,) bedeutet. Die Reihe heiit absolut konvergent, falls ) 7°, |z;| konvergiert.

Majorantenkriterium in C:

Sei a, eine Folge nicht-negativer reeller Zahlen, so dass > -, aj konvergiert. Ist ¢, eine Folge
komplexer Zahlen, so dass Vn € N: |¢,| < a,, gilt, dann konvergiert die Reihe )77, ¢; absolut.

Quotientenkriterium in C:
Sei ¢, eine komplexe Zahlenfolge und es gebe ein ng € N mit ¢, # 0 fir alle n > ng. Existiert
dann ein 6 €]0, 1] mit ‘CZ—:l’ < 0 fiir alle n > ng, so konvergiert die Reihe > 77 ¢ absolut.
Insbesondere konvergiert die Exponentialreihe exp(z) := > 2, %]7 fiir beliebige z € C und erfiillt die
Funktionalgleichung Vz,w € C : exp(z +w) = exp(z) exp(w) (vgl. Sdtze 6 und 7, §13 Forster).

Wiederum analog zu R kénnen wir den Grenzwert einer Funktion f: D C C — C fiir ein a € D und
entsprechend die Stetigkeit von f definieren. Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig.

Trigonometrische Funktionen

Wir definieren fiir jede beliebige reelle Zahl cos(z) := Re(e®) und sin(z) := Im(e'*) . Demnach erhalten

wir die | Eulersche Formel: e = cos(x) + isin(z) | Mit Hilfe der Stetigkeit der Exponentialfunktion
im Komplexen zeigt man die Stetigkeit von cos: R — R und sin: R — R (vgl. Satz 2, §14 Forster).

Mittels Funktionalgleichung und Eulerscher Formel ergeben sich aus el@%) = %l die bekannten

Additionstheoreme (vgl. Satz 3, §14 Forster) Yy
Vr,y € R : sin(z +y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
Vz,y € R : cos(z +y) = cos(z) cos(y) — sin(z) sin(y) 1
Satz (vgl. Satz 4, §14 Forster) Fiir alle z € R gilt _ tan o = sin «
. . - ‘na - cosa
2 2 4 ‘ @
_ kT 4T -1 cosa 1
cos(z) = Z( 1) on] =1 2!+4!ZF... \
k=0
00 22k -
sin(x Z 2k—|—1) = T — §+*:F 1
k=0
Die Konvergenz der Reihen ist dabei sogar absolut.

In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass cos(x) im Intervall [0,2] streng monoton fallend ist und dort

genau eine Nullstelle besitzt, welche wir mit 7 bezeichnen. Somit erhalten wir die speziellen Werte

el =i, "= 1, T =i, 2" =1 (vgl. Sdtze 6 und 7, §14 Forster).
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Zusatzaufgabe 9.1:
(a) Zeigen Sie (iii) und (iv) der Rechenregeln fiir Potenzen.

(b) Finden Sie alle stetigen Funktionen g : R — R, welche die Gleichung g(z + y) = g(x) - g(y) fiir alle
z,y € R erfiillen.

Lésung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a) Mit Hilfe der Funktionalgleichung des Logarithmus (vgl. Zusatzmaterial zu Serie 8 bzw. Forster §12)
ergibt sich aus der Definition der allgemeinen Potenz zunéchst einmal

(ab)® = exp(xIn(ab)) = exp(z(In(a)+In(b))) = exp(x In(a)+z In(b)) = exp(zIn(a)) exp(z In(b)) = a®b” .

Aus der Funktionalgleichung fiir den Logarithmus folgt weiter In(z) = In(1-z) = In(1) + In(z) und
somit In(1) = 0. Somit folgt 0 =1In(1) =In(a-1) =In(a)+1In (L), also —In(a) =In (1) und so auch

0" = exp(—zIn(a)) = exp(z(—In(a))) = exp <x In (i)) - (1>I .

a

(b) Wir unterscheiden die beiden Félle:

e Ist g(0) =0, so gilt g(z) =g(0+x) =g(0)g(x) =0 fiiralle x € R, also g =0 .
e Ist g(0) #0,soist g(1) >0 und g(x) = g(1)* fiir alle x € R, denn:
o Zunichst ist g(1) # 0, denn wire g(1) = 0, so folgte ¢g(0) = g(—1)g(1) = g(—1)-0 = 0.
Wir hatten jedoch vorausgesetzt, dass g(0) # 0 gelte.
o Firalle neN und z € R gilt g(nz) =g(z+ ... +2) = g(x)”
~—_——

Insbesondere haben wir damit g(n) = g(1)" fgr rgﬁe natiirlichen Zahlen n € N.
o Weiter gilt fiir alle m,n € N auch g(™)" = g(m) = g(1)" und somit g(*) = g(1)% fiir
alle positiven rationalen Zahlen.
o Wegen g(1) =g(2-1) = g(3)? > 0 erhalten wir zusammen mit dem ersten Punkt g(1) > 0.
o Wegen 0 # g(0) = g(0 + 0) = g(0)? folgt g(0) =1
o Wegen 1= g(0) = g(z — ) = g(x)g(—x) folgt auch g(—z) = g(z)~!.
Mit den vorangegangenen Punkten gilt daher g(gq) = ¢g(1)¢ fiir alle rationalen g € Q.
o Die Stetigkeit von g und die Stetigkeit der allgemeinen Potenz liefern schliellich die Giiltig-
keit von g(x) = g(1)* fiir alle x € R.

Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Zeigen Sie lim ¥ = 1 nur unter Verwendung von lim —%—~ =0.
z\0 a— 00 exp(a)
(b) Ist die Funktion F(z):= (In(z))V? definiert auf ]1, 00| stetig?
Lésung zu Zusatzaufgabe 9.2:
(a) Fir « > 0 gilt nach Definition der allgemeinen Potenz 2% = exp(zln(z)). Wir wissen, dass die

Exponentialfunktion iiberall stetig. Daher geniigt es den Grenzwert

lim x In(x)
T

1

zu betrachten. Sei z,, eine beliebige Nullfolge mit ;,, > 0 fiir alle n € N. Dann ist _- eine bestimmt

gegen —+oo divergente Folge. Aufgrund der Stetigkeit des Logarithmus ist dann auch y, := In ( L )

Tn
bestimmt divergent gegen +oo. Mit lim ﬁw) = 0 ergibt sich demnach

a—0o0
—n (;) B
lim x,In(x,) = lim % = lim Yo _ _ im I = -0
e S () e explyn)
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und aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch

lim 27" = lim exp(zyIn(z,)) = exp(lim z,In(z,)) = exp(—0) = exp(0) = 1.
n—0o0o n—oo n—oo
Da x, eine beliebige Nullfolge positiver reeller Zahlen war, bedeutet dies genau, dass lir% ¥ = 1.
x

(b) Fiir beliebiges x €]1, o[ gilt nach Definition der allgemeinen Potenz F(x) = (ln(aj))‘/g = exp(v/31In(In(x))),
so dass F =expofolnoln mit f:¢— /3t als Komposition stetiger Funktionen wiederum stetig ist.

Achtung: Der Definitionsbereich von In darf zwar |0, oo[ sein, der fiir Inoln jedoch nicht mehr!

Zusatzaufgabe 9.3: Zeigen Sie:

(a) Esgelten (i) V2€C : Zz=2, (i) Vz,weC : z+fw=z+w, (i) Vz,weC : z-w=2z-w

(b) Es gelten (i) Vz€ C : exp(z) #0, (i) V2€ C : exp(z) =exp(z), (iii)) Vz €R : |exp(iz)| =1

(¢c) Mit der Eulerschen Formel gilt: Vz R : cos(z) =3 (e +e7¥) A sin(z) = & (el* — e 1)

(d) Ist der Kosinus eine gerade, der Sinus eine ungerade Funktion? Zeigen Sie: | (cos(z))? + (sin(x))? = 1

(e) Esgilt| Vz,y € R :sin(z) —sin(y) = 2cos (2 sin (552) A cos(z) — cos(y) = —2sin (£3¥) sin (25Y)

Losung zu Zusatzaufgabe 9.3:
(a) Fir z=2+1iy und w = u+ iv gilt offenbar

(i) =z +iy = z—-1y = z+i(—y) = v —i(—y) = x+1iy

(i) Z+%U—(x+1y)+(U+iv)=(l‘+U)+ i(y+0v)=(z+tu)—ily+v) = (z-iy) +(u-iv) =z+w
)
)

—-
|

l\z

(i) z-w = (z+1iy)(u + iv) = (zu — yv) + i(uy + zv) = (zu—yv)—i(uy+av) = (x—iy)-(u—iv) = z-wW

(b) (i) Angenommen, es géibe ein z € C mit exp(z) =0.
Dann wire 1 = exp(0) = exp(z) exp(—z) = 0-exp(z) =0 und somit 1 =0 ein Widerspruch.

(ii) Mittels Gleichung (9.1c) und wiederholter Anwendung von Aufgabenteil (a) ergibt sich

_ = ZF (i) aii 9.10 -

k=0 szo

(iii) Nach Definition des Betrages einer komplexen Zahl, mit (ii) und der Funktionalgleichung folgt

Ve e R : |exp(ix)] = \/exp(ia:) -exp(ir) W \/exp(im) -exp(iz)

= exp(iz) - exp(—iz) = exp(iz —iz) = /exp(0) =

, . — (b)) —

(c) Wegen e = cos(z) +isin(z) und e ¥ = e L) cos(z) +isin(x) = cos(x) —isin(z) ergeben

sich nach Addition bzw. Subtraktion ei* + e~* = 2cos(x) sowie e¥ — e~ = 2isin(z). Nach Division
durch 2 bzw. 2¢ ergeben sich die Behauptungen.

(d) Ja, denn fiir beliebiges 2 € R folgt einerseits cos(z) = 3 (el +e717) =1 (ei(_“’) + 717 = cos(—x)

und andererseits sin(z) = & (¥ — ™) = — L (/=% — ¢71(=?)) = —sin(—x) nach (c).

Mit 1 = exp(0) = exp(i0) = Re(e'’) = cos(0) und dem Additionstheorem fiir den Kosinus folgt nun
1 = cos(z+(—x)) = cos(z) cos(—x)—sin(z) sin(—z) = cos(x) cos(z)+sin(z) sin(z) = (cos(x))?+(sin(x))?
Alternativ liefert auch die Eulersche Formel el = cos(z) + isin(z) zusammen mit (b)(iii) wie zuvor

1=12= |ei"""|2 = el? . elv = (cos(z) +isin(x)) (cos(z) — isin(z)) = (cos(z))* + (sin(z))?
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(e) (Vgl. Corollar zu Satz 3, §14 Forster) Mit dem Additionstheorem fiir den Sinus erhalten wir

~—

sin(z) —sin(y) = sin (%Y + 25Y¥) —sin (25 — 23Y)
— (Sln (ZFY) cos (552) + cos (£3Y) sin (%5Y) ) — (si (Z£Y) cos (—Z5Y) 4 cos (2H2) sin (—25Y) )

n
= sin (% cos (L;y) + cos (xTer) sin (%) — sin (L;y) coS (%) + cos (L;y) sin (%y
X

— 2008 (242)sin (%)
und analog mit dem Additionstheorem fiir den Kosinus

cos(z) —cos(y) = cos (¥ + I5¥) — cos (LFY — )

= (cos (zzﬁ) cos (%5¥) — sin (Zﬂ’) sin (%5%) ) - (cos (%‘W) cos (—%5Y) —sin (IQﬂ) sin (—%5Y) )

= cos (xgﬂ cos (£52) — sin (%) sin (L;y) — cos (“y) cos (x_y) — sin (”iy) sin (;y

Zusatzaufgabe 9.4: (Abschitzung des Restgliedes, vgl. Satz 5, §14 Forster)

k x2k+1

n n
Fiir die Restglieder aus cos(z) = Y (—l)kéi,f)! + ropy2(z) und sin(z) = > (1) Gy T+ r2nt3(@)

gelten die Abschéitzungen

| ‘2n+2 | |2n+3

<2 3 = < —_
lz| < 2n + |Ton42] S Gnran

St o) [Z| <2n+4 = |rongs| <
Loésung zu Zusatzaufgabe 9.4:

Fiir das erste Restglied findet sich der Beweis im Forster Fiir das zweite Restglied gilt offenbar

:L.27L+3 $2 $4
ranss(®) = (1 T ent @it @ntd@ntn@nt6) @) > '

Wegen 72,13(0) = 0 geniigt es, den Fall = # 0 zu untersuchen. Sei also nun z € [-2n —4,2n+4]\ {0}
beliebig, aber fest gewihlt. Betrachten wir dazu die durch bg :=1 und

72

(2n + 2k + 2)(2n + 2k + 3)

b == bp_1 - (k S N)
rekursiv definierte Folge, die wegen by > 0 fiir alle k¥ € N nichtnegativ (wegen 0 # x sogar positiv)
und welche — da nach Voraussetzung x? < (2n +4)? < (2n +4)(2n +5) < (2n + 2k + 2)(2n + 2k + 3)

und somit ) < 1 sehen

5 < 1 gilt — streng monoton fallend ist. Mit 6 := MW

b < x2
oo
PR
k=0

wir weiter, dass die Reihe
absolut konvergiert, also auch konvergiert und daher b, auflerdem eine Nullfolge sein muss. Nach dem
Leibniz-Kriterium konvergiert nun auch die alternierende Reihe

o0

Z(_l)kbkv

k=0
N
wobei die zugehérige Folge der Partialsummen Ty = > (—1)*b; durch die ersten beiden Folgenglieder
k=0
beschrénkt bleibt. Somit folgt 1 = by = Ty > Ty > T1 = by — by > 0 und abschlieend auch
2n+3 & 2n+3 1,2n+3
[Ton+s(z)] = = —— lim Ty <

2n+3' 0 (2n + 3)! N—co (2n+3)! "
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Zusatzaufgabe 9.5:
(a) Skizzieren Sie M; = {z € C | 22—7} M;={z€eC | Re(z) =z} und Mz ={z€C | z+zZ=06}.

1 1 1
. .2 . . .2
=-1 =v-1 === —=V-1= 1=i"= -1 falsch?
(b) Wasist an i = i= = - Vet — V i = i alsc
1—1)3 3
(c) Stellen Sie (1—i) und ' in der Gestalt z = x +iy mit z,y € R dar.

(1+1)4 (1-iv3)?
(d) Lésen Sie die Gleichungen 22 +25 =0 sowie 2> +42+8 =0 und 23+ (i—1)2> = 32 =0 in C.

(e) Existiert fiir 24 + 423 + 622 + (6 — 2i)z +3 — 2i = 0 eine reelle und eine rein imaginire Losung?
Losung zu Zusatzaufgabe 9.5:
(a) (i) Wegen 2z =2 <= 4 =2z = (Re(2))? + (Im(2))? handelt es sich bei M; um alle komplexen
Zahlen, die in der Gaufischen Zahlenebene auf dem Kreis um 0 +1i-0 mit Radius 2 liegen.
(ii)) Wegen Re(z) = z = Re(z) +1i-Im(z) und somit Im(z) = 0 stimmt My genau mit der Menge
der in C eingebetteten reellen Zahlen {iberein, welche durch die reelle Achse repréasentiert wird.
(iii) Aufgrund der Aquivalenz von 242z =6 und 3 = % = Re(z) beschreibt Mj5 diejenige Parallele
zur imagindren Achse, welche die reelle Achse bei 3 schneidet.

(b) Die Wurzel aus negativen Zahlen ist nicht definiert und 22 = —1 besitzt die Losungsmenge {i, —i} .
, L (1-1)? (1-i31-1* ((1-9)2)3(1—1i) (=231 —i) Si(1—i) 1 1,

E 1 = = = = -~z
(c) Einerseits gilt A7)~ TF)iI=i 51 16 16 24—21
i (1+1v3)? -2+2V31 V3 1
und andererseits gilt =—i =—i——=—+-i

. 1-1v3)2  (1-iv32(1 +iv3)? 42 8 '8

(d) (i) Wegen 2%2+25=0 <= 2z? = (5i)? sind hier die Lésungen 25 = +5i
(ii) Esgilt 224+424+8=(2+2)2+4 = (2+2)% - (20)? = (2 + 2+ 2i)(z + 2 — 2i) und somit sind die
Nullstellen genau 219 = —2 £ 2i.

(iii) Wegen (ﬂ)2 = =124 ist die Gleichung dquivalent zu z(z + %)2 = 0, welche die

.-w\._..

2 1 -
Losungen z; =0 und 293 = 1 besitzt.
(e) Angenommen, es gelte z € R. Dann muss z = —1 wegen 2% +423 +6224+62+3= 2i(z+1)
——
€rR €C\R VzeR\{-1}
gelten, da die linke Seite der Gleichung eine reelle Zahl ist. Somit ist z; = —1 einzige reelle Losung.

Angenommen, es gelte z € iR\ {0} . Dann existiert ein y € R\ {0} mit z =iy und es gilt

24627 —2iz+3 = 427 +62 -2 = 2(2(22% +3) — i)
eRrR €i-R

Da die linke Seite eine reelle Zahl ist, muss die rechte Seite Null sein. Dies gilt fiir z = ¢. Somit ist
7o =1 eine rein imagindre Losung. Mittels Polynomdivision erhélt man dann

2t 4423 + 622 + (6 — 2)z +3 —2i
(z+1)(z—1)
Erginzung: Durch Losen der Gleichung 22+ (3 +1i)z+ (24 3i) =0 bzw.

<z+32“>2 . ( \[+\[> ) (\/i\@g

(wie wir auf die Gleichung (%) gelangen, werden wir in der néchsten Woche kennenlernen) erhélt man
z3 = (\/j — 7> —1i <\/>—|— ) und 24 = — <\/§+ %) —1i (—\/%—I— %) als zwei weitere Losungen.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

= 224+ (B3+1)z+ (2430 .
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Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA IHSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 10

Trigonometrische Funktionen (Fortsetzung)

e Die trigonometrischen Funktionen sin(z) und cos(x) sind 27 -periodisch. Weiterhin gilt

cos(z +m) = —cos(x) , sin(x+m) = —sin(z), cos(z)=sin (g - .1‘) , sin(x) = cos (g - iL‘)

fiir beliebiges = € R und (vgl. Corollar 1,2 zu Satz 7, §14) die Mengen ihrer Nullstellen sind

{reR : sin(z) =0} = {kr : k€ Z} und {IEER:COS(JJ):O}:{%-l—kﬂ':kEZ}.

Aus der Eulerschen Formel ergibt sich dariiber hinaus €* =1 <= x=2kr A k€ Z.

e Definition:

(i) Auf R\ {Z+kn : k€ Z} wird durch | tan(z) := i;r;((i)) der Tangens von x | definiert.
cos(z)

(ii) Auf R\ {km : k€ Z} wird durch | cot(x) :=

der Cotangens von z | definiert.

sin(x)

e Satz [Umkehrfunktionen arccos(x), arcsin(z), arctan(z)]: (vgl. Satz 8, §14 Forster)

(a) Der Cosinus bildet das Intervall [0, 7] bijektiv und stetig auf [—1,1] ab und besitzt dort eine
Umkehrfunktion arccos : [—1,1] — [0, 7], die wir den Arcus Cosinus nennen.

(b) Der Sinus bildet das Intervall [—g, g] bijektiv und stetig auf [—1,1] ab und besitzt dort eine

Umkehrfunktion arcsin : [—1,1] — [—g, g] , die wir den Arcus Sinus nennen.
(c) Ebenso bildet der Tangens das offene Intervall ]—g, %[ bijektiv und stetig auf R ab und

besitzt die Umkehrfunktion arctan : R — ]—g, 5 [, die wir den Arcus Tangens nennen.

Bemerkung: Die hier definierten Umkehrfunktionen nennt man auch die Hauptzweige. Ebenso
kann man sich die entsprechenden Funktionen fiir die Nebenzweige iiberlegen.

e Satz [Polarkoordinaten]: (vgl. Satz 9, §14 Forster)

Jedes z € C besitzt die Gestalt | 2 = r-e¥ mit p € R und r:= 2| > 0.

Fiir z # 0 ist ¢ bis auf Addition ganzzahliger Vielfache von 27 eindeutig bestimmt.

Corollar: Fiir n € Nyn > 2 und 2z, # 0 besitzt die Gleichung 2" = 2z, genau n (verschiedene)
komplexe Losungen. Im Fall z, =1 sind dies genau die n-ten komplexen Einheitswurzeln
2km

(e == e’ n k=0,1,....n—1.

Differentiation

e Eine Funktion f: D — R (D C R) heifit im Punkt a € D differenzierbar, falls der Limes des
Differenzenquotienten existiert, d.h. der Grenzwert

f'(a):= lim M bow.,  fla) = lim 20N =f(@)
c€D\{a} a—T *;;g h

Der Grenzwert f’(a) heifit die Ableitung von f im Punkt a.Eine Funktion f: D — R (D CR)
heifit in D differenzierbar, falls f in jedem z € D differenzierbar ist. Ist dariiber hinaus die
Ableitung f’: 2z — f'(x) eine stetige Funktion, so nennt man f stetig differenzierbar.
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Corollar: Ist die Funktion f: D — R in a € D differenzierbar, so ist sie auch stetig in a .

e Ob die auf D C R definierte Funktion f Werte in R oder C hat, macht beim Ableiten keinen
Unterschied, denn: Ist f: D — C und f(z) = u(z) + iv(x) eine Zerlegung in Realteil u: D — R
und Imaginérteil v: D — R, dann ist f'(z) = u/(z) + iv'(x) .

e Satz [Algebraische Differentiationsregeln]: (vgl. Satz 2, §15 Forster)

Seien f,g : D — R differenzierbare Funktionen und A, € R. Dann sind auch die Funktionen
f+g,Af, fg: D — R differenzierbar und fiir alle x € D gelten
(\f+ug)(@) = Af(@)+pg(2)  (Linearitat)
(f9)(x) = f(2)g9(zx)+ f(z)g'(x)  (Produktregel)
!
g

Ist g(x) # 0 fiir alle = € D, so ist auch

f 'x _ 9@)f(x) — g () f(=)
<9> (=) (g(ac))2

e Satz [Ableitung der Umkehrfunktion]: (vgl. Satz 3, §15 Forster)
Ist f: D — R differenzierbar in x mit f’(z) # 0 und besitzt f in der Umgebung von z die
Umkehrfunktion f~!, dann gilt

1 1

-1/ = = also -1’ =
U@ = 55y = Fogay s M VW

e Satz [Kettenregel]: (vgl. Satz 4, §15 Forster)

Sind f: D — R und g: F — R Funktionen mit f(D) C W und ist f differenzierbar in = € D
und g differenzierbar in y := f(x) € E, dann ist die Komposition go f: D — R (sprich: ,, g nach
f %) ebenfalls differenzierbar in = mit

(gof)(x) = ¢ (f(2) f'(x)

e Sei f:D—R mit DCR.In a€ D liegt ein globales Maximum, falls f(z) < f(a) fiir alle
x € D und ein lokales Maximum, wenn f(z) < f(a) fiir alle = aus einer Umgebung U von a
(dh., Fe>0 : Ja—e,a+e[ND C U C D) gilt (analog: globales/lokales Minimum).

: D — R differenzierbar und fiir alle z € D gilt

(Quotientenregel)

i)

Zusatzaufgabe 10.1:
(a) Beweisen Sie fiir z,w € C die negative Parallelogrammgleichung
|z + w|? — |z — w? = 4Re(2w).
(b) Zeigen Sie, dass das Dreieck mit den Ecken 0, z,w genau dann ein gleichseitiges Dreieck ist, wenn
|22 = |w|* = 2Re(zw) gilt.

¢) Stellen Sie die komplexe Zahl z = —3 — -2=L. in der Form z = z + iy mit z,y € R und in der
2 (1+1)

Form z = 7 (cos(p) +isin(p)) mit » >0, ¢ € 0,27, dar. Berechnen Sie auch z*.
(d) Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichungen
(3+2))z=(6-5i), 2>+42+8=0, P=-1, z'=16i.
(e) Bestimmen Sie die Losungen der Gleichung 24 (1-2iv2)23 —2iv2 = 0 .
Losung zu Zusatzaufgabe 10.1:
(a) Mit z =21 +izo und w = wy + iwy gilt

|z + w|2 — |z - w|2 = (1 + w1)2 + (22 + w2)2 — (21— w1)2 — (29 — w2)2

= 2z1w1 + 229wy — (—2211(/1) — (—QZQZUQ) = 4(21’(01 + Zzwg)

und 4Re(zw) = 4Re((21 + iz2)(wy — iwz)) = 4Re(z1w1 + zowa + i(zowy — z3ws)) . Daraus folgt
sofort die Behauptung.
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(b) Mittels (a) berechnen wir zunéchst

|z —w|* = |2+ w|* — 4Re(2W) = |2|* + |w|? + 221w + 220ws — 4 Re(2W) = |2| + |w|? — 2Re(2w) .

» = “: Angenommen das Dreieck mit den Ecken 0, z,w ist gleichseitig, d.h. alle Seiten |z| = |w| =
|z — w| sind gleichlang. Dann folgt nach unserer Rechnung sofort |z|?> = |w|? = 2 Re(2w) .
» < “: Angenommen, es gilt |z|> = |w|? = 2Re(zw). Dann folgt nach unserer Rechnung auch
|z — w|? = 2Re(2wW) , und somit gilt |z| = |w| = |z — w|, d.h. das Dreieck ist gleichseitig.
(c) Es gilt
3 2-i 3 (2-1)(1-1)?2 3 (2-i)(1-2i—1)
z = — — 5 = —_——_—— = —_——_——
2 (1+i)2 2 ((1+i)(1—1)) 2 22
_6 2eai
I i
sowie z = /2 (cos(2m) +isin(37)) wegen [22] = v2 und da tan(¢) = - = —1 im Bereich

]g’ 3{[ durch ¢ = %w gelost wird.

Insbesondere gilt dann nach der Formel von Moivre z* = (v/2)* (cos(37) + isin(37)) = —4.

(d) o (3+2i)z=(6—5i) besitzt die Losung z = 753 = D020 _ s-am _ 8 21

e 22+ 42+ 8 =0 besitzt die beiden Losungen z19 = -2+ 4 -8 =—-242i

e Natiirlich ist cos(m) +isin(m) = —1 selbst eine Losung. Alle Losungen ergeben sich durch die
Winkel, deren Dreifaches (modulo 27 ) genau 7 ist, denn:

o Mit dem Ansatz z = |z|(cos(a) + isin(a)) fiir eine Losung von 23 = —1 folgt mit der
Formel von Moivre

1-(cos(m) +isin(r)) = —1 = 23 = |2|3 (cos(3a) + isin(3a))

Da —1 den Betrag 1 besitzt, folgt somit auch |z| = /1 = 1. Wegen 35 =7, 3n =7+27
und 3%” =7+ 47 sind die Lésungen demnach

1 3
Z] = COS (g) + isin (%) = 5 + \2[1
zg = cos(m)+isin(m) = -1

5 .. [bm 1 V3,
z3 = cosS| — ) +i1smn| — = - — —1
3 3 2 2

Da es sich hierbei um Wurzelziehen im Komplexen gehandelt hat, befinden sich alle Lésungen
auf einem Kreis in der komplexen Ebene mit Radius 1.

e Wegen 16e2' = 16i ergeben sich die Losungen aus den Winkeln, deren Vierfaches (modulo
27 ) genau 3 ist. Aus 4% = 7, 4%” =35 +2m, 4%” = § + 47 sowie 41%” = 5 + 67 ergeben
sich daher die Losungen

21 =2 (cos (g) +isin (g)) 2 =2 <cos <5§T> +isin (Zr))
(o () s (2)) e () ()

Wiederum liegen hier alle Losungen auf dem Kreis in der komplexen Ebene mit Radius 2.

(e) Durch Umstellen erhilt man 23(z% + (1 — 2iv/2)) = 2iv2.

3

Man sieht, dass z° = —1 eine Losung der Gleichung ist

1 3 1 3
= P2 4l=(+1)(*-2+1)=0 =>Z1:—1,722=2+i\/;, 23 == —1{/=

(wie wir bereits in (d.3) durch komplexes Wurzelziehen gesehen hatten).

ol



Weitere drei Losungen erhélt man dann durch Losen der Gleichung
6 : 3 _ o
1—2iv2)2° — 2iv2
2%+ ( iv2)z 1[223_21\/520
23 +1

Hierbei gilt (23 —i2v/2) = (2 +iv/2) - (22 —iv/22 —2) (erhalten wir beispielsweise mittels Polynom-

division durch (z+41iv/2) ). Weiter folgt daraus z4 = —iv/2 , 25 = \/g—i-i? und zg = —\/g—ki@ .
Zusatzaufgabe 10.2:

(a) Zeigen Sie die Verdopplungsformel des Cotangens: 2 cot(2z) = cot(z) — tan(z) .

(b) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich und den zugehorigen Wertebereich von

f(x) := arcsin (a:;— 1).

X

Loésung zu Zusatzaufgabe 10.2:

__sinz _ 1 2 eF—eiz 1 elz_eTi® 1 elrqeTi® :
(a) Wegen tanz = 3002 = o - 7 - Tre — 1 Biew und cotz = ¢~ =i Fro— folgt insgesamt
eiz 4 e—iz 1 eiz o e—iz eiz + e—iz eiz o e—iz
cotz—tanz = i+—mF— — - ——— = i| — - - -
elZ _ e_IZ 1 elz + e_lz elz — e_lz elZ + e_lz

. (eiz + e—iz)? 4 (eiz o e—iz)2
(eiz _ e—iz)(eiz + e—iz)

o (2424 e72F) 4 (27 — 24 727)
b o2z _ o—i2z =2

(b) Da der Arcussinus nur auf [—1,1] definiert ist, muss

r+1

1 1
—-1< <1l — 2<1+-<2 — -=-3<-<1
2x T T

erfiillt sein. Nun ist eine Fallunterscheidung notwendig:

e Im Fall x > 0 folgt nach Multiplikation einerseits 1 < x und andererseits

1
—3r<1 <— 332—5,

was uns insgesamt einen ersten Definitionsbereich Dy = [1, 00| liefert. Aufgrund der Stetigkeit
von f auf D;p ist der zugehorige Wertebereich demnach

(D) = |lm f@).f1)] = ]arcsin @)g] .

e Im Fall x <0 folgt nach Multiplikation einerseits 1 > 2 und andererseits

Wi

—Br>1 <— < —-

)

was uns insgesamt einen zweiten Definitionsbereich Dy = }—oo, 1

—g] liefert. Aufgrund der
Stetigkeit von f auf Do ist der zugehorige Wertebereich demnach

v = () o] - [ (3]

Da auBerdem die Funktion Ztl —

o = % + i fiir keine reelle Zahl den Wert % annehmen kann, ergibt
sich als Definitions- und Wertebereich wegen arcsin (%) = § demnach

D = D,UDy — ]—oo,—;] U Lo, W =W UW, = [—gg}\{%} .
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Zusatzaufgabe 10.3:

k

(a) Bestimmen Sie mittels der Definition die Ableitung der Funktionen f(z) := " (bei beliebigem

xT

ke N)und g(x) ::e;.

(b) Zeigen Sie, dass die Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion schon aus der Kettenregel folgt, indem
Sie = f~(f(x)) betrachten. Bestimmen Sie anschlieflend die Ableitung von h(z) = In(z).

(¢) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f(x) := In(1—2?) und der Funktion
g(z) := xcos(In(z)) . Ermitteln Sie dann jeweils die Ableitung.

Loésung zu Zusatzaufgabe 10.3:

a) Mit Hilfe des binomischen Lehrsatzes (a + b)" = ™ akpn—k ergibt sich
( ) k g
k=0

kkxk—jj_xk ko b
flx+h) — f(x) (z + h)F — z* <]§0 (5) h ) ) (j)mk 7y

I = lim— T — i
hli% h hli% h hli% h hli% h

k
<k>xk_1+lim <]f>$k—jhj—1 _ <k>xk—1+0 !
1 }HOFQ J 1

und daher ist f(z) differenzierbar in jedem Punkt x € R mit Ableitung f'(z) = ka*~1.
Desweiteren gilt

. gz +h)—gx) 1 femTh e 1 ze™h —(x+h)e® e (weh—1)—h
lim = lim — —— | =lim —- =lim— | ——5F—
h—0 h h—0h \x+h =z h—0 h x(z + h) h—0 h xz(x + h)

I ze® el —1 e” xre® i eh —1 e* et et
= lim - = — | lim - ==
h—o\x(z+h) h xz(z+ h) 22 \h—0 h 2z x?
wegen
h h 0
e —1 e’ —e
l. _ l — x\/ — 0 =1
hoo b B0 (") =0 ¢
x X
Daher ist g(z) in jedem Punkt x € R\ {0} differenzierbar mit Ableitung ¢'(z) = S 6—2 .
r

(b) Zu f sei f~! die Umkehrfunktion und beide seien auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar.
Differenzieren der Gleichung = = f~!(f(z)) ergibt nun mit y = f(f~'(y)) nach Kettenregel

y=f(x)

_ (1Y g —1y/ 1 e=f~1(y) —1y/ _ 1
Fiir den natiirlichen Logarithmus ergibt sich damit
(ln(ey))/ _ (e]z-/), _ eiy y:Tn x) (ln(m))/ _ elnl(x) _ ;

(¢) Der Definitionsbereich von f(z) ist | — 1,1[ und nach Kettenregel erhalten wir

1 T
. (22) = —2
1— 22 (=22) 1— 22

Der Definitionsbereich von g(x) ist ]0, 00 und nach Produkt- und Kettenregel ergibt sich

(zcos(In(x)))" = cos(In(z)) +z (— sin(ln(w))i) = cos(In(z)) — sin(In(x)) .

(In(1 — x2))/ =

Zusatzaufgabe 10.4: Berechnen Sie die 1. Ableitung von

(a) y=yzvz (b) flx)= 1_T_inC:S$ (¢) f(u)=e"In(sinu)
(d) y= cos? (sin3 (e4x)) (e) y=cos (sinx . exz) (f) y= 25

B 22 4 1. eSinc @) B
® 0= W J@=e (9 f(a) = arctan(s?)

23
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Lésung zu Zusatzaufgabe 10.4:

1
N
(a) Wegen y(z) = +xyr = VVa2-x = ((x3)5)2 = 21 und (z%) = k- 21 ergibt sich

(b) Nach Quotientenregel (%)/ = % und mit (cos(z))? + (sin(x))? = 1 ergibt sich
)

cos(z)(1 + cosx) — sin(x)(— sin(x)) 1+ cosz 1

[ = (1 + cosz)? N (1 + cosz)? e cos(x) *

(¢) Nach Produktregel (vw) = v'w + vw’ und Kettenregel (h(g(x))) = h'(g(z)) - ¢'(x) erhalten wir

f'(u) = e“-In(sin(u)) + e“- (In(sin(u))) = e*In(sin(u)) + e*- (1 . Cos(u))

sin(u)
= " (In(sin(u)) + cot(u)) .

(d) Nach fiinffacher Anwendung der Kettenregel
(f (g(n(k(U(m(2)))))))

= fg(h(k(Um(x)))))) - ¢' (h(E(I(m(2))))) - B (k(I(m(x)))) - K (I(m(x))) - I'(m(z)) - m(2)

ergibt sich Yy = 2cos (Sln3 (641:)) (—sin (Sln (e 45‘))) - 3sin? (e4x) - COS (e“) ety
(e) Nach Kettenregel (h(g(x))) = h'(g(x)) - ¢'(x) und Produktregel (vw) = v'w + vw’ ergibt sich
y'(z) = —sin (sin(a:) : ez2> : (cos(x) e 4 sin(x) e 2:6)

(f) Eine Funktion der Form u(z)"®) lisst sich auch als
u(x)v(x) _ eln(u(m)”“”) _ ev(a:)~ln(u(x))

auffassen. Mit Ketten- und Produktregel ergibt sich somit

Y (z) = (xsin(z))/ _ (eln<xsm(z))>/ _ (esin(az)-ln(m)>/

esin(@)In(a) <cos(x) ln(x)—i—sin(x)-l) = @ (cos(a:) ln(x)—l—Sin(x)) .

x T

(g) Hier bietet sich das logarithmische Ableiten (In(f(z))) = I @) an, denn es gilt
1 1
In(f(z)) = 5 In(2? + 1) + sin(z) — 3 In(1 + ) — 2In(z* + 3)

, B ;o ,/1.2_‘_1_esinz T 1 A
f (:17) - f(l‘) . (]H(f(«r))) - \g,/m (1_2_'_3)2 (.%'2—1—1 ‘|‘COS(SU) - 3(1+1‘) - .21?2—|-3> .

(h) Die Funktion ist auf ]0, 00| definiert und differenzierbar mit
x ! T x
(:):(x )) = (exp(z”In(2))) = (2" In(z)) 2" = ((xx)lln(:r) + xxi> (=)
= ((zIn(z))z" In(z) + 2" ) @) = ((In(x) + 1)2" In(x) +2*1) (=)

= 2" Y1 4+ zIn(z) + 21n(z)?)

(k) Die Funktion ist auf ganz R definiert und differenzierbar mit (arctan(mz))/ =1 +( 2)2 20 = % ,
denn nach dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion folgt arctan’(z) = T +12 wegen
ol (tan(y)) — — L — L _ 1 B 1 B 1
arctatiitaniy)) = tan’(y)  (siny)) ~ (cos@)’+(sin(m)® sin(y) \2 1+ (tan(y))2
cos(y) (cos(y))? L+ <cos(y))

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 11

In der Serie 10 haben wir (im Falle der Existenz) die Ableitung einer Funktion f an einer Stelle a iiber den
Differentialquotienten eingefiihrt. Desweiteren haben wir gesehen, dass Ableiten linear ist und algebraische
Differentiationsregeln (Produkt- und Quotientenregel) sowie die Kettenregel kennengelernt. In Zusatzauf-
gabe 10.3 (b) wurde dariiber hinaus gezeigt, wie wir aus der Kettenregel die Ableitung der Umkehrfunktion
gewinnen.

Aussagen iiber differenzierbare Funktionen (vgl. Weihnachtsvorlesung)

e [Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema]: Besitzt die Funktion f :]a,b[— R in z €]a,b]
ein lokales Extremum und ist f in z differenzierbar, so gilt f'(z) =0.
Hinweis: Dabei sagen wir, in z liegt ein lokales Maximum vor, wenn f(y) < f(z) fiir alle y aus
einer Umgebung U von x (hier ist U ein offenes Intervall, welches = enthilt) gilt (analog: lokales
Minimum) und entsprechend ein strenges lokales Maximum, falls anstelle von < sogar < gilt.

e [Monotonie]: Fiir a <b sei f: [a,b] — R differenzierbar in ]a,b[ und stetig am Rand.

o

Dann gilt: f ist in [a,b] monoton fallend = Vo €la,b] : f(x) <0

o

Dann gilt: f ist in [a,b] monoton wachsend = Vo €la,b] : f'(x) >0

e}

Weiter gilt Vz €]a,b] : f'(z) >0 = [ streng monoton wachsend.

o}

Ebenso gilt Vz €la,b] : f'(x) <0 = [ streng monoton fallend.

e [Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema fiir mind. einmal differenzierbares f]: Sei
f :]a,b|— R eine differenzierbare Funktion und es gebe ein x €]a,b[ mit f'(z) = 0. Gilt dann:

(35>0V§,ne]a,b[ D (r—e<é<r<n<zte = f’({)SOSf’(n)))

bzw.
(35>0V§,ne]a,b[ D (r—e<é<z<n<zte = f’(g)zozf’(n)))

so besitzt f in z ein lokales Minimum bzw. Maximum.

e [Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema fiir mind. zweimal differenzierbares f]: Sei
f :]a,b|— R eine differenzierbare Funktion und = €]a,b| derart, dass f’(z) =0 und f in z zweimal
differenzierbar mit f”(x) > 0 (bzw. f”(z) < 0). Dann besitzt f in z ein strenges lokales Minimum
(bzw. Maximum).

¢ [Hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir Konvexitit]: Sei D C R ein offenes Intervall
und f: D — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann gilt

[ konvex = VeeD : f'(x) >0.

Hinweis: Dabei heifit eine auf einem Intervall D definierte Funktion f : D — R konvex, wenn
die Ungleichung f(Az + (1 — N)y) < Af(z) + (1 — N)f(y) fir alle z,y € I und X € [0,1] gilt (und
konkav, wenn die umgekehrte Ungleichung gilt).

e [Notwendiges Kriterium fiir Wendepunkte]: Besitzt die Funktion f :]a,b[— R in z €]a,b|
einen Wendepunkt und ist f in z zweimal differenzierbar, so gilt f”(z) =0.

Hinweis: Dabei sagen wir, f besitzt in & einen Wendepunkt, wenn die Funktion f links von =z
konkav und rechts von z konvex ist (oder umgekehrt).

e [Satz von Rolle]: Fir a < b sei f : [a,b] — R eine in Ja,b] differenzierbare Funktion mit
f(a) = f(b), welche stetig in den Randpunkten ist. Dann existiert ein £ € ]a,b[ mit f/(§) =0.

e [Mittelwertsatz der Differentialrechnung]: Fiir a < b sei f: [a,b] — R differenzierbar in |]a, b|

J0)-I(a)

und stetig in den Randpunkten. Dann existiert ein £ €Ja,b[ mit f'(§) = =5

%)



e [Bernoulli-L’Hospital’sche Regeln]: Sei a < b und I =]a,b]. Fiir differenzierbare Funktionen
fyg: D — R mit ¢'(x) #0 fir alle x € T gilt bei

lim f(x) =0 = lim g(x oder lim f(x) = oo = lim ¢g(x
m\af( ) x\ag( ) m\af( ) w\ag( )

die Gleichung (falls der Grenzwert auf der rechten Seite — moglicherweise nur uneigentlich — existiert)
/
lim M = lim f/(x) .
Nag(r)  o\ag'(2)

Bemerkung: (1) Im Fall h{n f:g;‘”g = 400 existiert ein & €]a, b[, so dass f'(z) # 0 fiir alle z €]a,{],

und es gilt hm E % = 0, also nach LL’Hospital auch hin fp((r% = 0. Aufgrund der (sogar gleichen)

Monotonie von f und g auf |a,&[ ist auch g% ; > 0 in der Ndhe von a und daher h{n [z ém)) =0

(2) Eine entsprechend giiltige Aussage kann auch fiir die Grenzwerte = b formuliert werden.

Zusatzaufgabe 11.1: Bestimmen Sie mittels Rechenregeln die Ableitung der Funktionen
(a) f(z):=|z| fir z#0 (b) sinh(x) und cosh(x) (c¢) sin(z) und cos(z) (d) arcsin(y)
Lésung zu Zusatzaufgabe 11.1:

(a) Fiir ein beliebiges = > 0 ist f(z) = . Daher (weil insbesondere auch f(y) =y fiir alle y aus einer
e-Umgebung von z ist) gilt f/(z) = 1. Fiir < 0 gilt entsprechend f(x) = —z, womit (wieder
mit dem Umgebungsargument) f’(z) = —1 folgt. Also ist die Ableitung von f auf R\ {0} durch
f'(x) = sign(z) gegeben.

Hinweis: Beachten Sie, dass f(z) = |z| in a := 0 nicht differenzierbar ist, denn wegen

-0 — -0 _
lim L = lim_<© = —1 # 1 = lim L~ lim L existiert hm l21=0 ‘ nicht.
z,/0 x z,/0 T \0 T z\0 x x;&o

(b) Es gilt sinh(z) = 1(e® — e ®) und daher sinh/(z) = 3(e” + e ®) = cosh(z). Ebenso folgt aus

cosh(z) = £(e® +e7?) auch cosh'(z) = 1(e” — e™®) = sinh(z).
(c) Esgilt sin(z) = 5 (e — e71*) und daher sin'(z) = %(16 + 1e_”3) = cos(x) .

Ebenso gilt cos(z) = (e + e7®) und daher cos'(z) = %(iel® —ie™*) = —sin(z) .
(d) Wegen (sin(a))? + (cos(a))® = 1 bzw. mit dem Satz von Pythagoras ergibt sich

() 1 1 1 1
arcsin = — - = . = =
Y sin’(arcsin(y)) cos(arcsin(y)) /1 = (sin(arcsin(y)))? V1-y?

fir y € |—1,1]. Achtung: In den Randpunkten +1 ist arcsin stetig, aber nicht differenzierbar.

Zusatzaufgabe 11.2:

(a) Bestimmen Sie die Ableitung von w(z) = y/z mit Hilfe der Umkehrfunktion.

1
(b) Bestimmen Sie mittels der Bernoulli-L.’Hospital’schen Regeln die Grenzwerte lim n(@) und h{% 227 .
Tr—00 X x

Losung zu Zusatzaufgabe 11.2:

(a) Mit f~1(z) == w(r) = Vo =y und f(y) :=y? = x erhalten wir wegen f'(y) = 2y wie zuvor mittels

Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion dann , / 1 1
(z) (V) (=) 2\/x

(b) Da sowohl In(x) als auch z fiir x — oo bestimmt gegen +oo divergieren und die Ableitung von z
nirgends verschwindet, erhalten wir

_In(z) L'Hospital . =
lim L BRI Jim =
r—oo I T—00
1
Mit z2er = £+ und da sowohl er als auch — fiir x \, 0 bestimmt gegen +oo divergieren und die

Ableitung —x% von m% auf ]0, 0] nie Verschwmdet, ergibt sich nach zweimaliger Anwendung

1 1 1 1
2 er L/Hospital S (_p) 1 eL L/Hospital 1 € (_572) 1 1

lim x ex = hm— = hmi2 fhmT = hmi1 = —limez = 400
z\0 x\O z\,0 -3 2 2\.0 = 2 z\0 —=3 2 2\.0

8
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Zusatzaufgabe 11.3:
Es seien a, b reelle Zahlen. Ermitteln Sie mittels der Bernoulli-L’Hospital’schen Regeln die Grenzwerte

x — arctan(z e — bv L
@ — arctan(z) (b) lim ——— (¢) lim (m cot(21:)) (d) lim (cos(x))=2

x—0 Sin(x) x—0 r—

(a) lim

z—0 .%'3

Loésung zu Zusatzaufgabe 11.3:

(a) Da sowohl Zihler als auch Nenner gegen Null streben, erhalten wir mit der Regel von L’Hospital

1 1 14221
.« —arctan(z) L'Hospital . ~ 1122 . 122 .
a—0 x t—0 3w —0 3w z—0 3(1 + 22) 3

1 1

(b) Da sowohl Zihler als auch Nenner gegen Null streben, erhalten wir mit der Regel von L’Hospital

T _ ebz L’Ho_spital ] et — bebx

= a—>.

lim ——© 5] @ "
ey sin(x) z—0  cos(x)

(¢) Wegen cot(z) = €os(@) - oribt sich diesmal mit der Regel von L’Hospital

sin(x)
X

. . . L’Hospital ) 1
1 2xr) = (1 2 ) lim ——— = 1-lim —— = = .
iy cot(2z) = { lim cos(22) (i“ sm@x)) S cos(2a) 2

(d) Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion erhalten wir

|-

|
=
Il

1 1
. . 1n<(coS(I))?> lim ln<(cos(:r:))z7> lim m(cos(x))
lim (cos(x))=? = lime = e* 0 = ez—0 @ — ¢
z—0 z—0 \/é

denn wegen In(1) = 0 und unter Zuhilfenahme der Regel von L’Hospital gilt

in(z) .
lim 7111 (cos(x)) L Hospital lim _cos(@) igz(x) = | lim ! lim sin(z)
xz—0 22 z—0 2z z—0 COS($) z—0 2z
L'Hospital (—1)-1 cos(x) 1 .
z—0 2 2

Zusatzaufgabe 11.4:

(a) Beweisen Sie, dass eine differenzierbare Funktion f : D — R mit |f(z) — f(y)| < |z —y|?® fiir alle
x,y € D konstant ist.

(b) Zeigen Sie, dass f(t) :=tP fiir ganzzahlige p > 1 auf ]0, co[ konvex ist, indem Sie
(i) einerseits die Definition und (ii) andererseits die zweite Ableitung verwenden.

Loésung zu Zusatzaufgabe 11.4:

(a) Fiir beliebiges « € D ergibt die Definition der Ableitung |f'(z)| = lim % < 21?1121 lz—y| =0.
Ty

Also ist f/(x) =0 fiir beliebiges x € D und somit f konstant.

(b) (i) Fiir beliebige a,b €]0,00] gilt wegen p > 1 offenbar p(a?~* — ~!)(a — b) > 0. Nach dem
Mittelwertsatz existiert nun ein 6 €]0, 1[, so dass dann
a?—b" = pla+0(b—a))’ ' (a—b) = p((a+0(0b—a)’"" —bt"") (a—b) +pt’ '(a—b) > pb’~'(a—b)

>0

Mit den entsprechenden Ersetzungen s,t €]0,00[ und A €]0,1[ erhalten wir nun die beiden
Ungleichungen
sP —(As+ (1= A)t)P
P —(As+ (L= A)t)P

pAs+ (1 =Nt (s — (As+ (1= M)i)) (11.1b)
pAs+ (1 =Nt — (s + (1= \)1)) (11.2b)

Addition des \-fachen von Ungleichung (11.1b) und (1 — A)-fachen von Ungleichung (11.2b)
ergibt dann As? 4+ (1 — A\)t? — (As + (1 — A)t)P > 0 und somit die Behauptung.

>
>
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(i) Fiir p > 1 gilt f'(t) = ptP~! und f"(t) = p(p — 1)tP=2. Also ist wegen p > 1 auch f”(t) >0
(bei p > 2 sogar f”(t) > 0) fiir ¢ >0 und die Funktion f ist somit konvex auf |0, 00| (streng
konvex bei p > 2).

Zusatzaufgabe 11.5:

(a)
(b)

Bestimmen Sie die globalen und lokalen Extrema von f(z) = 223 —322—122+1 im Intervall [—%, %] .

2 —x

Untersuchen Sie g = z=e~* auf Monotonie, Konvexitit /Konkavitit sowie Wendepunkte.

Lésung zu Zusatzaufgabe 11.5:

(a)

Die erste Ableitung f’(x) = 622 — 62 — 12 = 6(2> — 2 — 2) = 6(x — 2)(z + 1) besitzt die Nullstellen

=2 und x = —1, wobei —1 ¢ [—%, g] . Da die Funktion in den Randpunkten die Funktionswerte
1 1 3 5 125 75 33
-] = —=== 1 = d -] = — = —— 1= —-—— = —16.
f< 2> 1 4+6+ 6 un f<2> 1 1 30 + 5 6.5
annimmt sowie f(2) = —19 ist, besitzt f in z = —% mit 6 sein globales Maximum und in z = 2

mit —19 sein globales Minimum. Dariiberhinaus besitzt f wegen

) 75 21

im rechten Randpunkt ein lokales Maximum, da in einer kleinen Umgebung alle Funktionswerte links
kleiner sind.
Monotonieintervalle:

Da die Funktion genau dort monoton wachsend ist, wo die erste Ableitung grofler oder gleich Null ist,
und dementsprechend monoton fallend, wo sie kleiner oder gleich Null ist, bestimmen wir zunéchst
die erste Ableitung

g (x) = 2ze™® — 2% = (2—z)ze T .

Da die Exponentialfunktion stets positiv ist, folgt

gd(x) >0 = 2—x)r >0 = x €10,2],
also ist die Funktion auf ]0,2[ (sogar streng) monoton wachsend, wihrend sie auf den Intervallen
| — 00,0[ und ]2, 00] (sogar streng) monoton fallend ist.

Konvex- und Konkavintervalle:

Da die Funktion genau dort konvex ist, wo die zweite Ableitung grofler oder gleich Null ist, und
dementsprechend konkav, wo sie kleiner oder gleich Null ist, bestimmen wir nun die zweite Ableitung

J'(x) = 2-2x)e - (2—x)ze™® = (2—dax+2%)e® = (ac -2+ \@) (a: -2- \@) e
Da die Exponentialfunktion stets positiv ist, folgt
J(z) <0 < (x—(Q—x/i))(x—(ZJr\/i)) <0 = x6[2—\/§,2+\/§},

also ist die Funktion auf [2 — ﬂ,2+ \/ﬂ konkav und auf den Intervallen ]—00,2 — \@] und
[2 +2, oo[ konvex.

Wendepunkte:

Die Nullstellen der zweiten Ableitungen sind bei dieser Funktion genau die Wendepunkte, wobei f
bei 2 — /2 einen Rechtswendepunkt besitzt, da sich links von ihm ein konvexes und rechts von ihm
ein konkaves Intervall befindet. Analog besitzt f bei 2 + /2 einen Linkswendepunkt, da sich links
von ihm ein konkaves und rechts von ihm ein konvexes Intervall befindet.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA IHSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 12

Treppenfunktionen, Riemann-Integral, Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. §18)

e Definition [Treppenfunktion|: Zum Intervall [a,b] heifit P := {zg,...,x,} eine Unterteilung,
falls a =29 < 21 < ... <z, = b gilt. Die Menge aller Treppenfunktionen zur Unterteilung P
ist dann

Tp = {cp da,b) = R [ VE=1,...,n 3¢, €R : (p}]xk_l,wk[ = ck} (12.1)
Bemerkungen: (1) Tp ist ein Unterraum aller reellen Funktionen f : [a,b] — R, denn es gelten
(i) 0e€Tp (il)) Ye1,02€Tp @ p1+w2 €Tp (iii) YNeRVYpeTp : dpeTp
(2) Sind Py, P, zwei Unterteilungen von [a,b] mit P; C Ps, so gilt auch Tp, C Tp, .

e Fiir ein ¢ € Tp definieren wir die Zahl -
e Ip(p) = > cnlzp — zp1) (12.2)
k=1

Es gelten Ip(0) =0 und VA€ R Vp,p € Tp : Ip(p1+ ¢2) = Ip(e1) +Ip(v2) A Ip(Ap) = Ap(p).

e Lemma: Sind P;, P, zwei Unterteilungen mit Py C P, und ¢ € Tp, , so gilt  Ip (¢) = Ip,(p).
Corollar: Sind Py, Py zwei Unterteilungen und ¢ € Tp, NTp,, so gilt  Ip (p) = Ip,(¢) .

e Definition [Integral einer Treppenfunktion]: Sei ¢ eine Treppenfunktion iiber [a,b], also
¢ €Tla,b] := {¢:[a,b] = R | 3P von [a,b] mit ¢ € Tp} . (12.3)

Dann gibt es eine Unterteilung P von [a,b] mit ¢ € Tp. Wir definieren das Integral von ¢ durch

/gp(x)dw = Ip(y) . (12.4)

Bemerkung: Nach obigem Lemma ist das Integral wohldefiniert, d.h., nicht von der konkreten Wahl
der Unterteilung P abhéngig.

e Satz 1 [Linearitit, Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen]: Das Integral ist ein
lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum 7'[a,b], d.h., es gelten
b

b b
(i) Y\, p e RVp,¢ € Tla,b] : /()\cp—k,m/)) (x)dx = /\/cp(m)dx+u/¢(x)dx,

a
b

b
(ii)) Vo, € Tla,b] : | <1 = /cp(x)dx < /w(x)dx )

wobel ¢ <9 = (V€ a,b] : ¢(x) <P(x)).
e Definition [Oberintegral, Unterintegral]: Sei f : [a,b] — R beschriankt. Dann definieren wir

b

b

b* b

f(z)dx = inf /gp(x)d:z: und /f(a:)dx ‘= sup /gp(m)dx (12.5)
pETa,b] ax @€ET[a,b]

a
(= o<f a

e Definition [Riemann-integrierbar|: Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heiit Riemann-
integrierbar, falls

b* b
f(x)dx = /f(a:)dx

gilt. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral durch f; f(x)dz = f;* f(x)dx.
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e Satz 2 [EinschlieBung zwischen Treppenfunktionen]: Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau
dann Riemann-integrierbar, falls ¢,v € T'[a,b] mit ¢ < f <) existieren, so dass

/abw(x)dx — /ab plx)dr < e (12.6)

e Satz 3/Satz 4: Ist f:[a,b] — R stetig oder monoton, so ist f auch Riemann-integrierbar.

e Satz 5 [Linearitit und Monotonie]: Die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen R]a, ]
bilden einen linearen Unterraum aller Funktionen f : [a,b] — R. Insbesondere ist das Riemann-Integral
ein lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum Rla,b].

e Definition [Positiv-/Negativteil]: Fiir f: D — R (D C R) definieren wir fy, f- : D — R durch
f(x), falls f(z) >0, —f(x), falls f(z) <0,
fi(x) ::{ (z) (@) und f-(z) = (@) (z) (12.7)

0 sonst 0 sonst

Aus der Definition folgen sofort f = fi — f_ und |f| = fy + f—.

e Satz 6: Seien f,g: [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gelten:
b

b
[ fw)da| < JIf|(x)de

a

(a) Die Funktionen fi,f_,|f| sind Riemann-integrierbar mit
(b) Fiir jedes p € [1,00] ist |f|P : D — R Riemann-integrierbar.
(c) Die Funktion fg: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

e Satz 7 [Mittelwertsatz der Integralrechnung] Seien f,g : [a,b] — R stetig mit g > 0. Dann
b

existiert ein & €la, b, so dass [ f(z)g(z)dx = fg Ydz . Falls g =1, gilt ff Ydz = (b—a)f(£).
e Definition [Riemannsche Summen]: Ist P = {zg,...,2,} eine Unterteilung von [a,b] und sind
&k € [zr—1,2%),k = 1,...,n, beliebige sog. Stiitzstellen, so nennen wir das Tupel Z := (P, ({x)1<k<n)

eine Zerlegung von [a,b] und

> F(&) (xn — zpo1) (12.8)

k=1

eine Riemannsche Zwischensumme (welche nur das Integral einer bestimmten Treppenfunktion
ist). Desweiteren bezeichne p(Z2):= max{zy —xp_1 | k=1,...,n} die Feinheit der Zerlegung 7 .

e Satz 8: Sei f:[a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gilt (hgn RS(Z,f) = f flx

e Satz 9: Seien a < b < c. Dannist f:[a,¢] - R genau dann Riemann-integrierbar, wenn fl ] und

f‘ bl Riemann-integrierbar sind. Insbesondere gilt dann ¢ b c
/ f@)de = / f(@)dz + / F@)de . (12.9)
a a b

e Definition: Wir setzen [ f(z)dz := 0 und fabf(m)d = — [ f(x)dz, falls b<a.

Stammfunktionen, Substitutionsregel, Partielle Integration, Partialbruchzerlegung (vgl. §19)

e Definition [Stammfunktion]: Zu f:I — R (I C R Intervall) heifit F': I — R eine Stammfunk-
tion/primitive Funktion von f (auf I), falls F differenzierbar ist und F’ = f auf I gilt.

e Zwei Stammfunktionen F,G : I — R von f:I — R unterscheiden sich héchstens um eine Konstante.
e Hauptsatz [Differential- und Integralrechnung — vgl. Satz 1 u. 3, §19]: Sei I C R ein Intervall.

(1) Ist f:1— R stetig, so besitzt f eine Stammfunktion, z.B., F,(z) := [ f(z)dz zubel. a € I.
(2) Ist f:I — R stetig (Riemann-integrierbar) und F' eine Stammfunktlon von f auf I, so gilt

b b
Va,be Il : / flz)de = F(z)| = F(b)— F(a) . (12.10)
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Bemerkung: Hiufig schreibt man auch einfach nur [ f(z)dx fiir eine Stammfunktion F' von f.
Satz [Substitutionsregel]: Sei f : I — R stetig und ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar mit
¢([a,b]) C I, so gilt
b ) w(b)
| temewi = [ fa)da (12.11)
a ¢(a)
Satz [Partielle Integration]: Sind f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

b b
/ f(@)g (@)dz = - / f(2)g(x)dz (12.12)

Partialbruchzerlegung: Sind P(z),Q(x) normierte, teilerfremde Polynome mit deg(P) < deg(Q),
so ist y eindeutig in eine Summe von Partialbriichen zerlegbar. Die Summanden besitzen die Gestalt

(@)

A A A
! , 2 s e 7kk, falls « eine k-fache Nullstelle von Q(x) ist,
(z—a)t’ (2 —a)? (z —a)
Bz + C Box + Co Bz + Cy, falls p? — 4¢ < 0 und falls (2% + px + q)
(@2 +pr+q)t (22 +pr+q)? 7 (22 +pr+q™ ein m-facher Teiler von Q(x) ist,
wobei die A;j,j =1,...,k, bzw. B,,Cs,5s =1,...,m, jeweils reelle Konstanten sind.

Bemerkung: Die oben angefiihrten Konstanten erhalten wir, indem wir in Abhéngigkeit der Nullstellen
von @Q(z) den passenden Ansatz auswihlen und einen Koeffizientenvergleich ausfiihren.

Zusatzaufgabe 12.1: Zeigen Sie:

(a)

(b)

Vo € Ta,b] / b*cp(x)dx - / igo(a:)dx - / bgo(:z)daz

b b*
Vf :[a,b] = R beschrinkt :/ f(x)dx < f(x)dx

a

Losung zu Zusatzaufgabe 12.1:

(a)

Sei ¢ € T[a,b] beliebig. Dann gibt es eine Unterteilung P von [a,b] mit ¢ € Tp. Weiterhin gilt
sowohl ¢ € {1 € Tla,b] | ¢ > ¢} als auch ¢ € {¢ € Tla,b] | ¥ < ¢}. Aus der Monotonie und der
Linearitdt des Integrals fiir Treppenfunktionen (vgl. Satz 1, §18) und mit obigem Lemma sowie den
Eigenschaften des Infimums bzw. Supremums ergeben sich dann sowohl

b
b
wggb /w —/a p(x)dr = wggb /w dw—/ o(x)dx =w61;1[§b]/(w(x)—so(x))dw=
Y2 a >0€Ta,b]
als auch
) b b
sup / wlade |~ [ o)z = sup / (@)dz — / pa)ds | = sup [ (o) = pla))da =
1/)€T a,b] a 1/)€T a,b] PeT[a,b] ~——
vse a <0€T(a,b]

und somit wie behauptet

/ab*(p(m) wé%ﬁb /¢ /abw(rv) = wsg{gb /w / o(x)dz .

Wiederum aufgrund der Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen (vgl. Satz 1, §18) gilt fiir ein
beliebiges, aber festes 1 € T'[a,b] mit ¢ < f dann auch

pET[a,b]

0

0

b
Vo € Tla,b] : <f§ p = /bdz(az)d:v < /b gp(:v)dx) , also auch /bdz(az)d:v < inf /gp(x)d:c.

f<e
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Somit ist fab* f(z)dz eine (nicht von der Wahl von 1 abhéngige) obere Schranke fiir fabw(x)dm.
Aufgrund der Beliebigkeit von 1 € T'[a,b] mit 1 < f erhalten wir somit

b b b b*

Vi € Tla,b] : (wgf = / P(x)dr < f(x)dm) , also auch  sup / Y(x)dr < f(z)dz
a a UJ'Eng[f}ab] a a

und somit wie behauptet f;*f(a;)d:c < f;*f(a:)da:

Zusatzaufgabe 12.2:
Sei P eine Unterteilung von [a,b] und f: [a,b] — R beschrankt. Dann heiflen

b sup  f(x) firz €eg_q, 2], k=1,...,n,
OS(P,f) = / Op(z)dr mit Pp(x) = < z€lzp_r.ail
a f(x) fir z € P,
b inf  f(z) firz€lag_q,2k], k=1,...,n,
US(P, f) = / Up(x)de mit Up(x) =  r€lzr1al
a f(z) fiir z € P,

Riemannsche Ober- bzw. Untersumme von f beziiglich der Unterteilung P . Zeigen Sie:

(a) Vo, €Tp : (W< f<p = ¢Yp<Up<f<Pp<yp)

(b) ff*f(x)da: = inf {OS(P, f) | P Unterteilung von [a, b]}

(c) f;*f(w)dx = sup {US(P, f) | P Unterteilung von [a,b] }
Losung zu Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Sei P eine beliebige Unterteilung von [a,b] und ¢,9 € Tp mit ¢ < f < ¢. Auf jedem Teilintervall
Iy, :=]xg_1, zx[ gilt dann insbesondere (x) < f(z) < p(z) fiir alle = € I,. Wegen ¢,v € Tp gibt es
auf jedem Teilintervall I}, :=|zy_1, 2] Konstanten c,dy , so dass () = ¢ < f(z) < d = p(z) fir
alle x € I, also insbesondere somit

Ve=1,...,nVz €I : Y(x)=c; < lél]f f(x) < f(z) < sup f(z) < dp = p(x) ,
Tk zel}

was nach Definition von ®p(z) und ¥(x) gleichbedeutend mit

Ve=1,...,nVz el : Y(x)=c, <V(z) < f(z) < P(x) < dp = p(x)
ist. Da die Funktionen ®p(z) und ¥(z) nach Definition zusétzlich in den Randpunkten der Intervalle
I, mit f(z) iibereinstimmen, ergibt sich wie behauptet ¢ < Up < f < Dp < .

(b) Nach Definition ist OS(P, f) das Integral einer Treppenfunktionen, welche > f ist. Da Aufgabenteil
(a) fiir eine beliebige Unterteilung P des Intervalls [a,b] besagt, dass ®p = 1€an ¢ ist, folgt nach den
eTp

p>f
Monotonieeigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen sowie der Eigenschaft des Infimums

b b b
b*
’ f(z)dz = (pelil[gb]/cp(x)dx = 11};f wl‘zrqup/<p(x)dx = 1%f /wleanp o(z)dr | = 1%fOS(P, 1)
f<e g f<e g a f<e

(c) Nach Definition ist US(P, f) das Integral einer Treppenfunktionen, welche < f. Da Aufgabenteil (a)
fiir eine beliebige Unterteilung P des Intervalls [a,b] besagt, dass Wp = sup ® ist, folgt nach den

YeTp
P<f

Monotonieeigenschaften des Integrals fiir Treppenfunktionen sowie der Eigenschaft des Supremums
b b b

b
/ f(z)dz = sup /cp(x)dx = sup | sup /go(:z)da: = sup /sup o(z)dr | = supUS(P, f)
a p€T[a,b] P pETP P peTp P
fze a fze a a fze

Zusatzaufgabe 12.3: Zeigen Sie:

(a) Teil (2) des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung gilt bereits fiir f Riemann-integrierbar.
(b) Potenzen [f|P, 1 <p < oo, Riemann-integrierbarer Funktionen f :[a,b] — R sind R-integrierbar.

(c¢) Produkte Riemann-integrierbarer Funktionen sind wieder Riemann-integrierbar.
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(d) Es gibt eine RIEMANN-integrierbare Funktion f: I — R, die keine Stammfunktion besitzt.
(e) Es gibt eine nicht Riemann-integrierbare Funktion f: I — R, welche eine Stammfunktion besitzt.
Loésung zu Zusatzaufgabe 12.3:

(a) Sei f: I — R Riemann-integrierbar mit Stammfunktion F'. Zun#chst ist f dann auch Riemann-
integrierbar fiir jedes Intervall [a,b] C I'. Fiir eine beliebige Unterteilung P des Intervalls [a,b] (Def.

o0.) liefert der Mittelwertsatz der Differentialrechnung Stiitzstellen & €|xp_1,zx[, K = 1,...,n, mit
F(Cl,’k)—F(dfk_l)
Tp—Tk—1

= f(&), also je eine Zerlegung Z = (P, ({k)1<k<n)- Nach Satz 8, §18 erhalten wir nun

n MWS der

F)=Fla) = Y (Flan) = Flag) "= fok 2 — wpog) 2 / e

k=1

(b) Aufgrund der Linearitét (d.h. insbesondere, dass mit f auch Af RIEMANN-integrierbar ist) und da
mit f auch fi und f_ RIEMANN-integrierbar sind (und somit auch |f| = fi + f_), geniigt es, die
RIEMANN-Integrierbarkeit von |f|P fiir den Fall 0 < f <1 zu beweisen.

Aufgrund der Riemann-Intergrierbarkeit von f finden wir nach Satz 2, §18 zu jedem ¢ > 0 Treppen-
funktionen ¢,y mit 0 < < f < <1 und b

0< [w- P

a

@\m

Es sind weiterhin auch ¢? und ¢? Treppenfunktionen, fiir die aufgrund der strengen Monotonie der
Potenz ebenso 0 < P < fP <P <1 gelten. Wegen (2%)" = pa?~! und max {|pz?~!| |z €[0,1]} =p
folgt nun mit Hilfe des Mittelwertsatzes (angewendet auf 2P eingeschrénkt auf das Intervall [0,1])

< ¢

Y

b b
0 - <) — 0= [W-@dr <p [ W-g) @ < po

also die RIEMANN-Integrierbarkeit von f.

(c) Wegen |f|? = f? und mit Hllfe der Linearitéit des RIEMANN-Integrals folgt fiir RIEMANN-integrierbare
Funktionen f,g, dass fg =1 ((f+9)>— (f — g)?) RIEMANN-integrierbar ist.

(d) Beispielsweise sei f:[—1,1] — R durch f:= (1) g ; 8; definiert. Fiir eine beliebige Untertei-
lung P (Definition s.o.) gilt dann US(P, f) =0 und 0 < OS(P, f) <  max |xk — g1/, also
1 1%
fla)yde = [ f(z)de =
—1x ~1

Angenommen, es existiert eine Stammfunktion F, d.h. Vo € [-1,1] : F'(z) = f(z). Dann gilt auch
T
= [ f(t)dt +C = C (vgl. Hauptsatz), aber in diesem Fall F’'(z) =0 # f(z) bei 2 =0. Wid.
1

0 =0
e) Die Funktion f:[0,1] — R, definiert durch t) = ’ '
(¢) F 0 1) {2ts1n(t12)—fcos(t12), t €0, 1],
sin( L
besitzt offenbar F(t) = ¢*sin ( tlg) als Stammfunktion (wegen %{1(1) t2 = hn(l)tsm( ) =0 (vgl.

ZA 8.3 (a)) gilt F'(0) =0), jedoch ist f aufgrund der Unbeschréinktheit nicht RIEMANN-integrierbar.
Zusatzaufgabe 12.4: Berechnen Sie die folgenen Integrale und fithren Sie ggf. die Probe durch:
[xsin(z) dz, (b) [asin(z?)dz, (c) [(sin(z))?*dx, (d) [e*sin(z)dzr, (e) [tan(z)dr
Lésung zu Zusatzaufgabe 12.4:
(a) Partielle Integration liefert [ zsin(x) dz = —x cos(z) + [ cos(z) dz = sin(z) — z cos(z) + C .

Probe: (sin(z) — z cos(z))" = cos(z) — cos(x) + x sin(x) = x sin(z) .
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2 dh. % =/(z) =2z, ergibt sich

(b) Mit der Substitution z = p(z) =
sin(z cos(z cos(x? cos(x? sin(x?)2x
/acsin(xz)dx:/ 2()d2:— 2()+C=—é)+0 Probe : <— ; )) = (2)2
(c) Partielle Integration mit u'(x) = sin(z),u(z) = — cos(z) und v(z) = sin(x),v'(x) = cos(x) fiithrt zu
= —sin(z) cos(a:)+/(1—(sin(m))2) dz

(sin(z))?dz = [ sin(x)sin(z) dz = —sin(z) cos(z)+ [ (cos(z))? dz
/ / /

x — sin(x) cos(x) e

Umstellen fiithrt zu
/(sin(aj))2 dx = 5
. !/ . . .
Probe: (:):fsm(xZ) cos(m)) _ 17(cos(:r));+(sm(x))2 _ (s1n(x))242,(s1n(m))2 _ (Sin(x))Z ‘
(d) Zweimalige Anwendung von partieller Integration mit jeweils ' = u = e* und v = sin(z), v’ = cos(z)
bzw. v = cos(z), v/ = —sin(x) ergibt

/e’3 sin(z) der = e"sin(x) — /ez cos(z) dr = e"sin(x) — [e’” cos(x) + /em sin(x) dm]

e” (sin(z) — cos(x)) .

und nach Umstellen daher [ e”sin(z) dz = 5
T (gi / e? | (sin(x)—cos(z cos(x)+sin(z
Probe: ( (sm(x);ms(x))> _ e [(sin(@)—cos( >>2+( (@)+sin(@)] o sin(x)

(e) Wegen (Inof) (z) = J;I((f)) erhalten wir [ tan(z) = —J cilsniz) dr = —In(cos(z)).

Zusatzaufgabe 12.5: Berechnen Sie mittels partieller Integration oder Substitution

(a) / (4% — In(z) dz () / 2 cos(dz — 3) dz () / i—zde () / ﬂiix? dz (e) / lnf) do

Lésung zu Zusatzaufgabe 12.5:

(a) Partielle Integration mit v/ =423 — 1, u=2% — 2 und v =In(z), v/ =1 liefert
4 _ 4
L - (334—x)1n(33)—%+:c+0.
¢’ und v = cos(4x — 3),

/ (423 — 1) In(z) dz = (2* — 2)In(z) — / -
— o2 gy = e

(b) Zweimalige Anwendung von partieller Integration mit jeweils v’ = e
v = —4sin(4x — 3) bzw. v =sin(4dx — 3), v' = 4cos(4x — 3) ergibt

2x 4 —
eTeos(dr =3) |, / e sin(dx — 3) dz

/eQ‘T cos(dx —3) dz = 9
2x dr — 3
= =) i —8) -4 [ costte - 3) da

e?® (cos(4x — 3) + 2sin(4x — 3)) '

und nach Umstellen daher [ e**cos(4z —3) dz = 10
dt — /(z) = =22 liefert

(¢) Die Substitution z=+/1—x, dh. = ¢(z) =1— 2% und somit %
2 2 2 5 2 3
/a:\/l—a:da: = —2/(1—22)22 dz = 220 - 2% = 7(\/1—x) —7(\/1—1“) .

5 3 5 3
(d) Substituieren wir x(t) = sinh(¢) mit 2/(¢) = cosh(¢) > 1 und beachten wir 1+ (sinh(t))

=In(z + Va2 +1) (Vgl. ZA 8.6), so ergibt sich
h(t

o8 = dt = 1dt = t = arsinh(z) = In(x 4+ vV22+1).

1
/\/1+$2 VI1+( smh

= In(z), so erhdlt man wegen ch =y (x)

= (cosh(t))?

sowie arsinh(z)

_1
= - genau

(e) Substituiert man y(x)
1

Inx =In(x) 1
—dr U= /y dy = 5y* = S(In(x))”.
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Zusatzaufgabe 12.6:

E F
a) Integrieren Sie _mrr dx , falls 2? + pxr 4+ q keine reelle Nullstelle besitzt.
24 pr+
> +pr+q
E I 1
(b) Warum geniigt es, fiir / @24‘2—;4'(1)[ dz mit p? —4q < 0 die Integrale / m dt zu kennen?

Lésung zu Zusatzaufgabe 12.6:

(a) Da 2% + px + ¢ keine reelle Nullstelle besitzt, ist 22 + pr +q = (z + §)2 4+ D mit D:=q— % > 0.
(Achtung: D ist hier genau das Negative der Diskriminanten % — q, welche im Falle von zwei echt
komplexen Wurzeln ihrerseits negativ sein muss.) Insbesondere gilt dann z? + px + ¢ > 0 fiir alle
r €R. Wegen Ex+ F = FEx+ % — % + F = %(23@ +p) + (F— %) konnen wir das Integral
folgendermafien aufspalten und berechnen

Ex+ F E 20 +p pE 1
proprerl 2 4or o F== )| Gxoprp™
>+ pxr+q x —I—px—i—q 2 (x+5)2+D
pE\ 1 r+5
= l n(z” + pr + F—— ) — arctan 2>+C,
B e 4 pr ) + ( PE) < aetan (2

wobei wir fiir das erste Integral die Substitutionsmethode mit ¢ = ¢(z) = 22 + pxr + ¢ und folglich

g—; = ¢/(x) = 2z + p angewendet haben. Fiir das zweite Integral haben wir verwendet, dass

1 1 1 1
m = ( ) 1'274—1 dor = arctan(ac)

M\"d

O[S

und die Substitutionsmethode mit t = ¢(x) = und folglich 7 dt =¢'(x) =

Sk
o

(b) Offenbar gilt fiir > 1 analog stets

Ex+ F E 2x +p pE)/ 1
T e = — [ T _d F-= d
/<x2+px+q>l ! 2/<x2+px+q>l “( 2)) (@+D2+D) ™
l

B 2<z]i1>'<x2+p;+q>“+(F%11/((3;\75@)2“)_ e

ya
so dass nach Substitution mit ¢ = ¢(x) = x\;% und somit thc =¢'(z) = % nur Integrale der Form
1
dt 12.13b
/ (t2+1)! ( )
zu berechnen sind, fiir die es Rekursionsformeln in [ > 1 gibt (siehe Hausaufgabe).
1
Zusatzaufgabe 12.7: Finden Sie je eine Stammfunktion zu (a) und (b) ————.
xt — 22(z+1)
Loésung zu Zusatzaufgabe 12.7:
1 A B Cx+ D
(a) Mit dem Ansatz r(z) = per Bl + P + ;;i . liefert Ausmultiplizieren
1 A B Cx+D  (A+B)x+(A-B) Cx+D
i1 x—-1 z+1 2241 x?—1 x?+1

(A+ Bz + (A= B)(a2 +1) + (Cz + D)(a? — 1)
x4 —1

(A+B+C)a®+(A-B+D)2>+ (A+B—-C)x+ (A— B - D)
x4 —1 ’

so dass sich aus dem Koeffizientenvergleich

(A+B+C)2*+(A-B+D)2*+ (A+B-C)zr+(A-B-D) = 1
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demnach das Gleichungssystem 11 1 0 A 0
1 -1 0 1 Bl 160
1 1 -1 0 cCl |0
1 -1 0 -1 D 1

ergibt, welches die Losung (A, B, C, D)1 = (%, —%, 0, —%)T besitzt. Eine Stammfunktion ist dann

R(x) / dx 1 / dz / dx 1/ dz 11 z—1 1acta L C
€T = _— = — — —_ = = —In — — ar nxr .
-1 4 x—1 z+1 2) 22+1 4 |x+1| 2
(b) Mit dem Ansatz r(z) = 1 A n B N C %)
Co22(x+1) oz 22 oz +1
erhalten wir zunéchst C', indem wir Gleichung (x) mit (x4 1) multiplizieren und x = —1 einsetzen

(dabei fallen die Terme mit A und B weg, so dass auf der rechten Seite nur C stehen bleibt):
. . 1
¢ = [lim(z+ Dre = sz = 1
Genauso erhalten wir B, indem wir die Gleichung (x) mit z? multiplizieren und anschliefend z = 0
einsetzen (dabei fallen auf der rechte Seite die Terme mit A und C weg, so dass nur B stehen bleibt):

1
B = hmxr@: lim =1
z—0 w—>0 .TU +1
Da Gleichung (%) zu r(z) — % = - Z(xil) = £ + - +1 aquivalent ist, erhalten wir A, wenn wir

dies mit x multiplizieren und wiederum x = 0 elnsetzen (da dann der Term mit C' wegfillt und auf
der rechten Seite tatséchlich nur noch A stehenbleibt):

B -1
A = limx(rﬁ—> = lim = —1.

T— 2 z2—0x + 1

Somit ergibt sich die Stammfunktion

dz 1 z+1 1

o) = /332(96+1 a / / /:v+1 = ~hfal =g +njz ] = x ’_x
1 z—(z+1) 1 —x+ (x+1) 1

P e ST _ _ e,

robe: R(x ) IT—H 2 +$2 ($+1)x +x2 @+ )22 @1 D)2 r(x)

Zusatzaufgabe 12.8:

(a) Sei R(t) eine rationale Funktion. Fiihren Sie durch eine geeignete Substitution das Integral [ R(e™*)dx
auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢ zuriick.

Wenden Sie dies auf das Integral [ Hﬁetﬁ% dx an.

(b) Sei R(t,s) eine rationale Funktion zweier Variablen. Fiihren Sie durch die Substitution ¢ = tan § fiir
—7m <z <7 das Integral [ R(sinz,cosz)dz auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢ zuriick.

Losung zu Zusatzaufgabe 12.8:

(a) Die einfache Substitution ¢ = e liefert wegen 9t = at sofort [ R(e®)dzr = [R(t)Ldt
Die rechte Seite ist ein Integral einer rationalen Funktlon die wir berelts integrieren kénnen.
Fiir unser Beispielintegral folgt / 1+ o® + o2 ; / T4+t4+£2 1

TP dr = —rere -
1+ ebe 1+t ¢

(b) Die Substitution liefert zunéchst = = 2arctan(t) sowie dx = dt (siehe Satz iiber die Ableitung

1+t2 -
der Umkehrfunktion). Mit  sin(2a) = 2sin(a)cos(a) und wegen tana = S2S  sowie
(cosa)? = (cos a)? 1 1
(cosa)? + (sin a)2 1+ (i) 1 (tan «r)?
(cos a)?
i 2 2 1—¢?
folgt weiter cosy — 2<cos§) T N Rl
2 1+ ¢2 1+¢2
2 2t
sinz = 2sincos . = 2tan§<cos§) =
2 2 2 2 1+¢2

und somit

. 2t 1—t*\ 2
/R(smx,cosm)dx—/R<1+t271+t2> 1+t2dt'

Die rechte Seite ist ein Integral einer rationalen Funktion, die wir bereits integrieren kénnen.

66



Analysis I Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA IHSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 13

Uneigentliche Integrale, Punktweise/Gleichmiflige Konvergenz, Potenzreihen, Taylor-Formel

e Definition [Uneigentliches Integral]:

(a) Ist die Funktion f : [a,4+o0o[— R fiir jedes u > a iiber das Intervall [a,u] RIEMANN-integrierbar

und existiert der Grenzwert "

c:= lim f(z) dx (c e R),

—
U— 00 a

so heifit der Grenzwert das uneigentliche Riemann-Integral und wir bezeichnen es mit

7]"(1‘) dx .

(b) Ist die Funktion f :]a,b] — R iiber jedes Intervall [u,b] mit a < u < b Riemann-integrierbar und
existiert der Grenzwert

b
¢im lim/f(t)dt (cER),

u\.a b

sprechen wir auch hier vom uneigentlichen RIEMANN-Integral und schreiben auch / f(z) dx.

a

(c) Analog kann man auch uneigentliche Integrale fiir auf | — oo,b] und [a,b] definierte Funktionen
betrachten. Den Fall einer auf |a,b| definierten Funktion fithrt man durch Wahl eines ¢ €|a, b auf
die Félle |a,c] und [¢,b] zuriick.

e Definition [punktweise/gleichméflige Konvergenz|: Durch f, : D — R sei eine Folge (fy)neny von
Funktionen gegeben.

o Die Folge (fn)nen heiBft punktweise konvergent gegen f, wenn fiir jedes x € D stets gilt, dass
lim f,(z) = f(x).
n—oo

Aquivalent: Vx e DVe>03dN =N(g,2) e NVneN : (n >N = |fulz) — f(z)] < 5)
o Die Folge f, heifit gleichméflig konvergent gegen f, falls

lim sup | f(2) — f(@)] = 0.

n—= zeD

Aquivalent: Ve>03N=N()eNVae DVneN : (n >N = |ful@) — f(z)| < 5)

oo
Eine Reihe > fr(x) beziiglich einer Folge von Funktionen f; : D — R heifit punktweise bzw.
k=0

gleichmiBig konvergent, wenn die Folge (Sp)nen der Partialsummenfunktionen S, (z) := > fi(x)

punktweise bzw. gleichméafig auf D konvergiert.

e Satz [§21, Satz 1 u. 4]: Ist (f,)nen eine Folge stetiger Funktionen f, auf D, die gleichméfig gegen
ein f konvergiert, dann ist die Grenzfunktion f auch stetig. Bei D = [a,b] gilt dariiber hinaus

b

b
/ f@)de = tim [ fu(x)de .

n—~oo
a

e Satz [§21, Satz 5]: Ist (f,)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen f,, auf D, die punktweise
gegen f konvergiert und deren Ableitungen gleichméfig konvergieren, dann ist die Grenzfunktion f auch
stetig differenzierbar, und fiir jedes = € D gilt dann f'(z) = lim f(x).

n—oo
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Satz [Konvergenzkriterium von Weierstrafl]: Fiir K # (),n € N seien f, : K — C Funktionen mit

o0
Z | frlloox < o0 (Dabei ist [|g|loo,x == su};;|g(x)| fiir ein g : K — (C) .
- ze

o0
Dann konvergiert die Reihe > f,, absolut und gleichmifig auf K gegen eine Funktion f: K — C.

n=1

Definition [Potenzreihe] Der punktweise Grenzwert der Polynomfunktionen S, : C — C gegeben

&)
durch Sy ( ch z —a)® wird Potenzreihe 3 ci(z — a)® mit Koeffizienten ¢, € C und
k=0
Entw1cklungspunkt a € C genannt.
o0
Satz [§21, Satz 3]: Konvergiert eine Potenzreihe > cp(z — a)* fiir ein z; # a, dann konvergiert fiir

k=0
jedes ¥ € R mit 0 < r < |21 — a|] sowohl die Potenzreihe selbst als auch die gliedweise differenzierte

Potenzreihe Y kcp(z — a)*~! absolut und gleichméBig auf der abgeschlossenen Kugel
k=0

K(r,a) = {z€C : |z—a|<r}.

(e8]

Definition [Konvergenzradius]: Zu einer Potenzreihe Y ¢i(z — a)* heiBt die durch
o k=0
R = sup<|z—a| : ch(z — a)* konvergiert
zeC k=0

definierte Zahl R € RU{+oo} der Konvergenzradius der Potenzreihe.
Bemerkungen:
(a) Satz 3 besagt, dass die Potenzreihe fiir alle z € C mit |z — a] < R konvergiert und fiir alle z € C
mit |z —a|] > R divergiert. Uber die Konvergenz auf dem Kreisrand |z — a] = R existiert keine
allgemeingiiltige Konvergenzaussage. Die Potenzreihe ist jedoch im Inneren von K(R,a) stetig.

ag
A1

(falls existiert).

(b) Bestimmen kénnen wir R durch R = ———— bzw. R = klim

lim sup ¥/|ck|

k—o0
(c) Ableitungen bzw. Integrale reellwertiger Potenzreihen kénnen auf dem jeweiligen Konvergenzinter-
vall |xg — R, 29 + R| durch Ableiten bzw. Integrieren der einzelnen Monome ermittelt werden:

[ee] / [ee] [e.e] oo
k) _ k—1 k _ Ak k+1
(kzzoak(x—xo) ) = kzzokzak(x—xo) , /kzzoak(x—xo) dr = kZ:()k+1(x—$o)

Satz [Taylor’sche Formel — vgl. Satz 1, §22 Forster|: Sei I C R ein Intervall und f: 7 — R eine
(n + 1) -mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir alle 2,29 € I die TAYLORsche Formel

" k)
flz) = Z fk('xo)(x —xo)k + Rpii1(x) mit dem Restglied R,y1(x) = / nf(n+1)( t) di
k=0 '
_ n+1 1
oder Rpy1(z) = ( $'0) / (1-— 0)"f("+1) (xo + 0(x — zg)) db.
n. 0

k

Definition: Es heifit | T),(z) = Z (m — x9)" |das n-te Taylorpolynom von f an der Stelle .

Satz [Lagrange’sche Form des Restgliedes — vgl. Satz 2, §22]: Sei f : [a,b] — R. Fir n > 0
existiere die n-te Ableitung f™ : [a,b] — R, welche stetig sei. Weiterhin existiere die (n + 1)-te
Ableitung f(**1) :]a,b[— R im Inneren. Dann existiert fiir beliebige z,zo € [a,b] mit 2 # ¢ ein &
zwischen = und zy (oder alternativ ein 6 €10, 1[), so dass die TAYLORsche Formel

F(e)

(n+1)! ™

n k)
Z fk('l“o)(w —20)® + Rny1(z) mit dem Restglied Ryyi(z) = (x — x

FOH) (20 + 0(x — x0))
oder R,y1(x) := CE]

der TAYLORschen Formel.

n+1

(x—x0) gilt. Dabei heifit R,,+; Lagrange’sches Restglied

68



e Definition [Taylor-Reihe]: Ist eine Funktion f : [a,b] — R beliebig oft stetig differenzierbar und
xo € |a,b], dann heiBt die Potenzreihe

- f
Ta0(x Z (z _xO)k

k=0

die Taylor-Reihe oder Taylor-Entwicklung von f um den Entwicklungspunkt zy. Der Konver-
genzradius muss nicht > 0 sein und auf dem Konvergenzintervall muss 7' ;, auch nicht unbedingt gegen
f konvergieren, sondern tut dies nur dann, wenn das Restglied fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

Zusatzaufgabe 13.1: Berechnen Sie die folgenden uneigentlichen Integrale:

9 1 o] T [e%s)
1 1 cos(x /
— dx b In(x)dz C — dx d ex ) dz fir a <0.
[Fa o) [nee @ [ o [ e e
0 0 1 0
Lésung zu Zusatzaufgabe 13.1:
9 . 9 »
a) Nach Definition folgt —dr = lim | —= dx = hm = lim2(3 —+/s) =
( ) & O/\/E 8\0 f s\, < s) s\.0 ( \[)

(b) Die Funktion In(z) hat die Stammfunktion zIn(z) — x, und somit gilt nach L"Hospital

1
s\O =

1 1
. . . In(s)
In(z)de = 1 In(z)dr = 0—-1—-1 1 —-s) = —1-1
/ n(z)dz SI\I-‘I(l)/ n(z)dx 0 81\1,1(1) (sln(s) —s) 51{% 1
0 s

Tr=s 1
) = lim (1 — ) =1 existiert das uneigentliche

§—00 S

(o9} S
1 1 1
(c) Wegen / dr = lim [ —dr = lim (—
§—00 €T §—00 b P

RIEMANN-Integral / dxz und besitzt den Wert 1.
1

(d) Wir wéhlen als unkritischen Zwischenwert 7§ und betrachten die Aufspaltung

jus

/ cos(z _cos(x) [ cos(ac) — lim cos(x) d + lim [ cos(z) i

\/sm \/sin(x sin(z 8\0 \/sin(x u/m ) \/sin(z)
2

Es geniigt hier lediglich die Existenz und Endlichkeit eines dieser beiden uneigentlichen Integrale zu
iiberpriifen, denn im Falle der Existenz besédflen sie aufgrund der Symmetrien

wo(er3)=en(e-3). () = (G5

bis auf das Vorzeichen denselben Grenzwert. Die Endlichkeit folgt jedoch aus

us

2
) cos(x) . - 5 ) -
lim dx = lim | 2+/sin(x ‘ = 21— lim 24/sin(s) =
8\0 \/sin(z s\0 < (@) s > s\.0 (s)

und somit haben wir als Grenzwert 0.
;i 1 1
(e) Fiir alle a € R\ {0} gilt /exp(am)dm = Zexp(az)|l! = = (exp(aR) —1) , die rechte Seite
a a

0
konvergiert aber fiir R — oo nur bei ¢ < 0 und gegen den Wert —é . Fir a > 0 ist der Grenzwert +oo .

Zusatzaufgabe 13.2:
(a) Geben Sie fiir eine monoton fallende Funktion f:[0,m] — R die Untersumme zur dquidistanten Unter-

teilung P ={0,1,2,3,...,m — 1, m} des Intervalls [0,m] an.
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(b) Beweisen Sie das Integralvergleichskriterium: Sei f : [1,00[— R monoton fallend und nichtnegativ.

o0 o0
Dann existiert das uneigentliche Integral / f(x)dz genau dann, wenn die Reihe Z f(k) konvergiert.
1 k=1

Lésung zu Zusatzaufgabe 13.2:
(a) Wegen xp =k, k=0,...,m ist und da f monoton fillt, gilt

inf x)= inf r) = f(k), k=1,...,m.
ze}xk,l,zk[f( ) xe]k—l,k[f( ) = f(k)

Mit k& — (k—1) =1 lautet somit die Untersumme US({0,...,m —1,m},P)= > f(k).
k=1

o0
(b) Da f nichtnegativ ist, konvergiert die Reihe >  f(k) genau dann, wenn Sie beschrinkt ist.
00 k=1
<= Sei > f(k) beschrinkt, etwa durch die reelle Konstante K < oo. Fiir m > 2 betrachten wir
k=1

nun das Intervall [1,m]. Als monotone Funktion ist f iiber [1,m] Riemann-integrierbar und jede
Obersumme eine obere Schranke des entsprechenden Riemann-Integrals, insbesondere gilt dann
(aufgrund der Nichtnegativitét von f und der Monotonie des Integrals) auch

m—1

0 < /f(a:) dr < 0S({1,2,...,m—1Lmhf) = 3 fk) < S f(k) < K < oo
1

k=1 k=1

m
Da die fiir jedes m > 2 existierenden Riemann-Integrale [ f(z) dz wiederum aufgrund der Nicht-
1

negativitdt von f(x) eine monotone und — wie eben gesehen durch K — nach oben beschrinkte
reelle Zahlenfolge darstellen, existiert somit auch der (endliche!) Grenzwert

/Oof(x)da: = lim [ fx)dz < lim Y f(k) < K < oo,
0 m—0o0

[ee]
, = “: Es existiere das uneigentliche Integral / f(z) dx, also (wieder aufgrund der Monotonie von f)
1

insbesondere ein K < oo mit

/ f(x)dr < K fiir alle m > 2.
1

Da das Riemann-Integral eine obere Schranke fiir jede Untersumme US(P, f) ist, folgt mit (a) nun

DofkR) = f)+ lim Y f(k) < f()+ lim [ flz)de < f(1)+ K < oo
und somit wie gewiinscht die Beschranktheit von > f(k).
k=1
Zusatzaufgabe 13.3: 0. v o< 1- %
(a) Konvergiert die Folge f, : [0,1] — R der durch fa(z) == (nz—1)+2, 1-2 <2 <1-1
1, 1-1 <z

definierten Funktionen punktweise auf [0,1] ? Konvergiert die Folge (f,)nen auch gleichméBig auf [0, 1] ?
(b) Konvergiert die durch g,(z) := e~ = definierte Folge (gn)nen punktweise auf |0, oo ?

(¢) Sei b> 0. Konvergiert die in (b) definierte Folge (g, )nen gleichmifBig auf ]0,56] 7 Und auf ]0,0c0[?
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Loésung zu Zusatzaufgabe 13.3:

(a)

Da es einerseits zu jedem z <1 ein N € N mit # < 1— % gibt und da f,(z) =0 fiir alle n > N mit
diesem N gilt sowie andererseits wegen f,(1) =1 fiir alle n € N auch lim f,(1) =1 gilt, konvergiert
n—oo

die Funktionenfolge (fy)nen auf [0,1] punktweise gegen die Funktion f :[0,1] — R mit f(x) =0 fir
alle z <1 und f(1) =1, also erhalten wir den punktweisen Grenzwert

lim fu(z) = f(x) =

n—oo

Falls eine Funktionenfolge gleichméfig gegen eine Funktion konvergiert, muss diese auch mit dem punkt-
weisen Grenzwert iibereinstimmen. Da die Funktion f unstetig ist, die f,, aber stetig sind, kann die
Folge (fn)nen auf [0,1] nicht gleichmifBlig gegen f konvergieren, denn dann miisste f auf [0, 1] stetig
sein (vgl. Satz 1, §21).

Die Funktionenfolge (gn)nen besitzt als punktweisen Grenzwert die Nullfunktion, d.h. f :]0,c0[— R mit
f =0, denn fiir jedes x €]0,00[ gilt

lim g,(z) = lime = = 0.
n—o0 n—0o0

Die Funktionenfolge (gn)nen konvergiert auch gleichméfiig auf dem Intervall ]0,b], b > 0, gegen die
Nullfunktion, denn es gilt

n

lim sup |gn(z) —0] = lime ¢ = 0.
00 2€]0,b] n—ee
Da jedoch fiir ein festes n stets lim ez = 1 und somit auch sup lgn(x) — 0] = 1 gilt, liegt auf
T=00 x€]0,00]

10, 0] keine gleichméfige Konvergenz vor.

Zusatzaufgabe 13.4:

(a)

(b)
(c)

[e.9] o0
: : . . n+1 1 2n
— = ?
Wo konvergieren die Potenzreihen (i) go T 1 (x —1)" und ( g G +1)
Berechnen Sie den Wert der Reihe Z = - Betrachten Sie dazu Z nx"
n=1
Zeigen Sie: Eine auf dem Intervall I := Ja—R, a+R[ konvergente Potenzreihe mit Koeffizienten ¢, um den

Entwicklungspunkt e mit Grenzfunktion f: 1 — R ist auf dem Intervall I beliebig oft differenzierbar

und fiir die Koeffizienten gilt
1
Cp = ﬁ (n) (a) .

Loésung zu Zusatzaufgabe 13.4:

(a)

(i) Die Potenzreihe konvergiert auf dem Intervall |0, 2] und divergiert fiir z € ] —o00,0[ und x €]2, 00,
denn fiir den Konvergenzradius ergibt sich

n+1 2
2 on+3 2+ +
R o= lim 220 = gy o EORES g, ST TRy
n—oo T3 n—oo 2n% + bn + 2 n—oo 2 + +
In den Randpunkten z =0 und x =2 divergiert sie auch, denn 2”111 und 27;‘:11( 1)" sind keine

Nullfolgen, womit das notwendige Kriterium fiir die Konvergenz einer Reihe verletzt ist.

(ii) Wegen nh—>nolo Yn =1 besitzt {/|a,| fir die durch ag := 0, agpt1 := 0 und ag, := % fir n e N

1
gegebene Folge die Haufungspunkte 0 und 1. Somit ergibt sich R = ———— =1 fiir den
lim sup {/|a,|
n—oo
Konvergenzradius. Also konvergiert die Potenzreihe auf | — 2,0[. In den Randpunkten divergiert

die Reihe, da die harmonische Reihe ) >° , -+ 1" divergiert, und auBerhalb von [—2,0] divergiert sie

aufgrund der Eigenschaften des Konvergenzradlus.
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(b) Der Konvergenzradius der Potenzreihe ist R = 1% =1, fir |z| <1 gilt somit
imsup ¥n

n—oo

o0 o0 o0 4 1 / T
E _ E -1 _ E _ _
n=1 n=1 n=0

o0
. 1 . n _ 5
Fiir = ¢ bedeutet dies genau ) ) 5% = 15 -
n—

(c) Wiederholte Anwendung von Satz 3 (bzw. gliedweises Differenzieren) liefert

00 k—1 k—1
B () = Z <H(n - r)) en(z —a)" " und somit ) = (H(k - r)) cr = kleg

n=k \r=0 r=0

Zusatzaufgabe 13.5:

(a) Geben Sie das Taylorpolynom ersten und zweiten Grades der Funktion f(z) = /z um den Entwick-

lungspunkt zp := 1 an. Bestimmen Sie das Lagrangesche Restglied zum Taylorpolynom ersten Grades,

und schéitzen Sie ab, wie weit dieses Taylorpolynom auf dem Intervall [1%, %] von f maximal abweicht.

b) Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion f:]—2,2[— R, f(z):= -2=2_  um den Entwicklungs-
= —5x+6

punkt zg:= 0 und iiberpriifen Sie, ob die Taylorreihe auf | — 2,2[ gegen f konvergiert.

Lésung zu Zusatzaufgabe 13.5:

(a) Die Funktion f(z) = /z besitzt die Ableitungen f'(z) = ﬁ und f"(x) = _W\Bﬁ’ so dass wir fiir
zo =1 die Werte f(1) =1, f'(1) =3 und f”(1) = —-% erhalten. Damit sind
T(a:)—l—i—l(a:—l) T(ar:)—1—1—1(37—1)—3(3;—1)2
BTy ’ B 32

die Taylorpolynome ersten und zweiten Grades. Das Restglied zu T} lautet in der Lagrangeschen Form
——3_ (2 —1)? mit einem ¢ zwischen 1 und z. Also ist die Abweichung von Ty zu f in 2 maximal

323/€7

3 2 _ 3 2 :

51;1[211’};} 32W(x —1)° = H(r-1) bei z > 1,
3 12 — _3 12 :

celo] 32‘{/57(56 2 mya (@~ D7 beiw <l

Der maximale Fehler auf [1, 1] ist somit 2 -1i5 , und derjenige auf [55,1] ist %~(%)7/4-ﬁ ~ 0,001127.
0 4y

Der zweite Wert ist grofier, also eine Abschétzung fiir den maximalen Fehler auf dem Intervall [ﬁ, 10
(b) Zunéchst bietet sich eine Partialbruchzerlegung an:

dr —9 4r —9 A B
22 -5246 (z—2)(z—23) x—2+g;_3 z—9 (#—3)+ Bz -2)

<~ 4=A+BAN9=3A+2B «<— A=1AB=3.

Demzufolge lésst sich f schreiben als f(z) = ﬁ + % und weiter als
11 1 1 & -n,.n - -n,n - —(n+1) -n\ ,.n
2 3 n=0 n=0 n=0

und dies ist genau die Taylor-Entwicklung von f um den Punkt 0. Insbesondere konvergiert die Taylor-
reihe auf | — 2,2[, da dort die verwendeten geometrischen Reihen konvergieren.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis I Wintersemester 2009/2010, Universitit Rostock
PROF. RYBAKOWSKI KATJA IHSBERNER, AXEL JANIG, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis I — Ubung zu Serie 14

Zusatzaufgabe 14.1:

3
(a) Zeigen Sie mittels Definition des Grenzwertes, dass die durch a,, := 55 definierte Folge konvergiert.
2n n= —on
1
(b) Zeigen Sie, dass die durch a,, := Z z definierte Folge konvergiert.
k=n

(c) Uberpriifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
e 1 o= s = (7 4+ 2) cos(n)
(i) z:()sm <<n + 2> 7r> (ii) 2:1 47" In(n) (iii) z:l BT

Losung zu Zusatzaufgabe 14.1:

(a) Es ist zu zeigen, dass zu jedem ¢ > 0 ein N. € N existiert, so dass fiir alle n € N mit n > N, die
Ungleichung |a, — 0| < ¢ erfiillt ist. Fiir alle n > 3 gilt zunichst n?> —5 > 4 > 1 und somit auch
n3 —5n = n(n? — 5) > n, was dquivalent ist zu

3 3

nd—5n n

Nach dem Archimedischen Axiom kénnen wir nun eine natiirliche Zahl N, > max {%, 3} finden. Fiir alle
n > N folgt nun tatséchlich wie gewiinscht

an — 0] =

= — < < < €.
n(n? —5) - ©

3 3.3 _ 3

n3 — 5n n N,

(b) Die Folge ist nach unten beschrénkte Folge, da offenbar a,, > "2—21 > & fiir alle n € N erfiillt ist.
Sie ist auch streng monoton fallend, denn fiir alle n € N ergibt sich

1 1 1 2n+1)2n+2) —n(2n+2) —n(2n+1) 3n+2

n 2n4+1 2n+2 n(2n 4 1)(2n + 2) T n(2n+1)(2n+2)

Ap — Ap41 =

und daher a, — an,41 > 0. Somit ist a, als nach unten beschriankte, monoton fallende Folge konvergent.

(¢) (i) Da sin((n+3)m) = (—1)" keine Nullfolge ist, kann die Reihe aufgrund der Verletzung des not-
wendigen Kriteriums nicht konvergieren.

(ii) Die Reihe konvergiert nach dem Quotientenkriterium, denn mit Hilfe von L’Hospital folgt

. In(n+1) . n 1
= lim —— = lim — = —-<1.
n—oo 4ln(n) n—oo 4(n + 1) 4

lim
n—oo

47" Ln(n +1)
4="1n(n)

(iii) Fiir n > 2 gilt offenbar |(n+22l$(")\ < ”7’1—*;2 < Z—Z , und da nach dem Wurzelkriterium wegen

2 V23 1-1
T AN I A AT =0 <1
n—00 nn n—00 n lim n
(o] n—oo o
die Reihe )’ 2—? konvergiert, konvergiert nach Majorantenkriterium auch die Reihe > w*m) .
n=1 n=1

Zusatzaufgabe 14.2:

(a) In welchen Punkten z € R sind die Funktionen fi(z) :=/z, fo(x):= % differenzierbar? Bestimmen
Sie dies und in diesen Punkten die Ableitung mit Hilfe der Definition des Differentialquotienten!

(b) Ist die Funktion f(z) = xsin (1) fir « # 0, f(0):= 0, differenzierbar? Ist sie stetig?
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(c) Ist die folgende Funktion stetig bzw. differenzierbar:

o) = {exp( ! )cos (l), falls a:7é0?
0 falls z =0

Loésung zu Zusatzaufgabe 14.2:

- —_ 0 ; ; : . f1(04+h)—f1(0) s Vh o _ _
(a) Fir = = 0 ist der Differentialquotient wegen }IL{% 7 = fllli% o= }ng%) TR = X unbe

schrinkt und daher existiert in diesem Punkt die Ableitung von fi(z) := \/z nicht.
Fiir alle « > 0 gilt wegen der Stetigkeit der Funktion /- nun ’llln% Vo +h=+r+0=/z und damit

b D@ W = H@) L VETR-VE L @b e !

= lim = .
=0 h h=0 h O(Wrthtyh o he0VethtE o 2V

h#£0

Fiir alle z > 0 gilt

11 —
lim falz +h) — fo(@) = Jim Y&th VT Ve lim VI th
h—0 h h—0 h h—0 (vo + h-\/z)h

r+h—yx -1 1 1

—1
h=0\/x +h-\/x h=0 h VT 2y 223

:

)

(b) Fir alle x # 0 ist die Funktion f differenzierbar (Komposition, Kettenregel, Produktregel anwendbar)
und somit auch stetig. Jedoch in Null ist die Funktion g nicht differenzierbar, denn der Grenzwert

(0 + h)sin <0+h) £(0) (1)
lim = limsin|( —
h—0 h h—0 h

h#0 h#£0

existiert aufgrund der Periodizitdt des Sinus nicht. Sie ist jedoch noch stetig in Null, denn es gilt
!xsm( ) =0 < |z[—0 fir 2 —0.

(c) Es gilt ’exp (—x%) cos( ) - 0| < ‘eXp( )} — 0 fiir z — 0, also ist g stetig in 0.
exp(fh—2> cos(%)fo

Desweiteren gilt }m% i =0, da cos (%) beschrinkt ist und nach L’Hospital sowohl
h0
1
. oexp(—gz) N x 1 B
fm = = Jdme(mate = lim ey = M @)
als auch
1
_oexp(—q2) o z 1 B
ilz% h B wgrflooexp(—x Jo = mEIPoo exp(z?) xErEloo 2z exp(r?) 0

gilt. Also ist g auch differenzierbar in 0. In allen anderen Punkten ist die Funktion ebenfalls differen-
zierbar (Komposition, Kettenregel, Produktregel anwendbar), also auch stetig.

Zusatzaufgabe 14.3: Gegeben sei die Funktion f(x) = mit a > 0 beliebig.

(x+a)?’
(a) Welche Nullstelle besitzt f 7 In welchen Intervallen ist f monoton wachsend/fallend, konvex/konkav?

(b) Bestimmen Sie lim f(z) und lirin f(z) sowie die lokalen Extrema von f. Gibt es globale Extrema?
r——a T— 00

Lésung zu Zusatzaufgabe 14.3:

2
_9 _

(a) Die Nullstelle liegt bei = = 0. Es gilt f'(z) = (z+ az:p " a()f +a)z = (;+ iR . Somit ist f'(x) >0 fiir

x €] —a,a] (d.h. monoton wachsend) und f'(z) <0 fiir > a,2 < —a (d.h. monoton fallend).

— 3 2(a — 2(x — 2

Weiterhin gilt f/(z) = —o+ @ —3@ta)fa=z) _ 2Azr=20)
(z+a)° (z +a)*
konvex ist und auf den Intervallen | — oo, —a[ und | — a,2a] konkav ist.

womit die Funktion fiir > 2a
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. . _ . s . . _ . 1 _
(b) Es ist wlgr_laf(x) = —oo und mit L’Hospital folgt xgrinoof(a:) rgrfoo Sty = 0-

Somit liegt das einzige lokale Extremum in der Nullstelle x = a von f’.Da f in a stetig und links von
a monoton wachsend und rechts von a monoton fallend ist, liegt hier ein lokales Maximum vor, welches
aufgrund des Verhaltens am Rand und an der Polstelle sowie der Monotonie auch das globale Maximum
ist. Ein globales Minimum kann es aufgrund des Verhaltens bei der Polstelle nicht geben.

Zusatzaufgabe 14.4: Berechnen Sie:

(a) <ln <sin (3"”2“)))/ (b) (arsinh (exp(va))  (c) / S sin(2)dzr (d) / %d@«

T

Loésung zu Zusatzaufgabe 14.4:

(a) Die Kettenregel liefert

o (32241 ' 1 3224+ 1\ 622 — 322 -1 32241\ 322 -1
In { sin = cos 5 = cot 5
x sin (3x2+1> T x x x

(b) Wegen (cosh(x))? = 1+ (sinh(x))? erhalten wir durch Ableiten von ¢ = arsinh(sinh(¢)) nach Kettenregel
1 = sinh’(arsinh(¢)) - arsinh’(¢) und daher

arsinh’(t) = ! = 1 — 1 - 1
sinh’(arsinh(t)) cosh(arsinh(t)) \/1_|_ (sinh (arsinh(t)))? Vit

Demzufolge ergibt sich nun wiederum nach Kettenregel

exp(v/'z)

. / 1
(arsinh (exp(v/7))) RN z + x (exp(v/z))”

-exp(v/z)

1
V14 (exp(yva)?

(c) Mit der Substitution z =27, d.h. 2/ = % =1In(2)2”, und 4* = 2% - 27 folgt

/4:;: sin(2%)dz = /zsin(Z)d -~ _zcos(z)+/ cos(z)d —2zcos(z) + sin(z2) sin(2%) — 2% cos(2%)

me2) T (2 m2) * In(2) - In(2)
- 1 - 1
(d) Es gilt 3 +5§aj2_ +05x = x(a:ff ;a: 2 5) wobei 22+ 2x+5 die nicht-reellen Nullstellen —14-2i besitzt.
Somit verwenden wir fiir die Partialbruchzerlegung den Ansatz —5x + 10 A Bz +C

2(z2 + 2z +5) ;+m2+2x+5 ’
aus dem wir z.B. durch Koeffizientenvergleich in (A+ B)z?+(2A+C)x+5A = —52+10 die Konstanten

A=2, B=-2, C = -9 erhalten. Wegen (z2+2z+5) =22+2,d.h. In(2?+22+5) = x22f5;2+5 gilt

— 1 2 2 =
[aames e = [(2- 2200 e = 2m) -+ 2045 -7 [

—— dx,
x3 + 222 + b r x224+2x+5 2 4+2x+5 v

und aufgrund von 22 42z +5 = (z+1)? +4 = 4((%52)% + 1) gilt mit der Substitution ¢(z) = - und
t'(z) =4 =1 die Gleichung

T odr
1 1 1 1 1 1
/ dr = / dt = —arctan(t) = — arctan T .
x2+2x+5 2/ 2+1 2 2 2

_ 1 1
Also erhalten wir insgesamt / QM dr = 2In(z) —In(z? + 22+ 5) — ;arctan (:1;—21—> .

Zusatzaufgabe 14.5:

(a) Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung die Trapezregel:
Fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f : [a,b] — R existiert ein { € [a,b] mit

b _a o)
[ 1@ = 50 @+ o) - 190
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1 1 <1
(b) Existieren die uneigentlichen Integrale (i) / —dx (ii) / — dx (iii) / 22 dz 7
e 1 —o0o Z

12

(¢) Essei (fn)nen eine Folge stetiger Funktionen, die gleichméBig auf [0,1] gegen f konvergiere. Beweisen
Sie die gleichmiiBige Konvergenz der Folge f2 — f2.

Lésung zu Zusatzaufgabe 14.5:

(a) Sei p(z) = S(xz—a)(b—2z). Mit ¢p(z) >0 fiir alle z € [a,b] sowie ¢'(z) = ‘”‘b —z und ¢"(z) = —1 ist

b

b
+/s0’(w)f’(x)dl‘ = b_a(f(a)+f(b))—/ p(z)f" (x)d

b
/ f(@)dz = — / (@) fx)dr = —¢' () f(x)

a 2
Nach dem Mittelwertsatz existiert nun ein £ € [a, b] mit ff o(z) f"(x)dx = (¢ f o(x)dx = f”(f)%.
1 1 1
(b) (i) Existiert nicht,da/ de = lim In(n)—In(e) = . (ii) / ﬁdx = — lim ﬁ—i-l =1.
e n—0oo 1 n—oo
(iii) Aufgrund der Symmetrie des Integranden folgt
/OO ! d —27 ! d 2 i [ dr = 2 lim (arctan(n) — arctan(0)) =
T2l = 2t =2 Im [ o——5dr = 2 lim (arctan(n rctan = 7.
—00 0 0
(c) Mit den Rechenregeln fiir Grenzwerte folgt lim (f,(x))? = (lim f,(z))(lim fu(z)) = f(z)? fiir

beliebiges, jedoch festes = € [0,1]. Damit konvergiert f2 — f? punktweise gegen 0. Wegen

sup |(fu(2))? = (f())*] = sup (Ifale) = f2)| - |fulz) + f2)])

z€[0,1] z€[0,1]
< (sw [ful@) = £@)]) ( sup |ful@) + F@)]) |
z€(0,1] z€[0,1]
der gleichmifBigen Konvergenz von f, gegen f (also sup |fn(z) — f(z)] =3 0) sowie der fiir alle

z€[0,1]
n > N(1) giiltigen Abschitzung

sup [fn(2) + f(z)| = sup [(fu(z) = f(2)) + f(2) + f(2)] < sup [fu(2) = f(2)]+2 sup |f(z)|

z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1] z€[0,1]

< 142 max |f(z)] = C < o©
x€(0,1]

(f ist stetig, also nimmt sie ihr Maximum auf dem beschrinkten und abgeschlossenen Intervall [0, 1] an!)

folgt somit insgesamt sup |(fn(z))? — (f(z))?| — 0 fiir n — oo, also die gleichmiBige Konvergenz.
z€[0,1]

Zusatzaufgabe 14.6:
Zeigen Sie: Ist f : [a,b] — R dreimal stetig differenzierbar, so gilt fiir jedes zy €]a,b[ die Beziehung

R

h#0

Losung zu Zusatzaufgabe 14.6:

Verwenden wir die Lagrange-Darstellung der Taylor-Formel fiir n = 2 am Entwicklungspunkt zg mit
x=x9+h und x =x9— h und Zwischenstellen &, €]z, xo + h[ und & €|xo — h,zo[, so ergibt sich

fl@o+h) = f(xo>if(1f°)hl+f ;TO)hQi;f’”(fi)h?’

Unter Verwendung, dass f”/ nach Voraussetzung auf [a,b] stetig ist und somit seine globalen Extrema
annimmt, erhalten wir nach Addition der beiden Gleichungen und anschliefendem Umstellen somit

h " h—0
— 0.
< 3;2[33;]# (z)] —

flxo+h) — 2f}(50) + f(zo — h) ~ (o) = % |f”/(f+) _ f”/(f—)}

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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