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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 1

Vollstindige Induktion

e Nach dem Induktionsprinzip gilt eine Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen n € N bereits dann, wenn A(1)
gilt und wenn fiir jedes n € N aus der Aussage A(n) die Aussage A(n + 1) folgt.

e Der Beweis von A(1) heifit Induktionsanfang, und der Beweis von Vn € N : (A(n) = A(n + 1)) Induktions-
schluss oder Induktionsschritt. Im Induktionsschritt hat man also fiir jedes n € N zu zeigen, dass aus der als
wahr angenommenen Aussage A(n) (die man Induktionsvoraussetzung nennt) die Aussage A(n + 1) (die man
Induktionsbehauptung nennt) folgt.

Abbildungen

e Unter einer Abbildung f: X — Y von der (nichtleeren) Menge X in die Menge Y versteht man eine Vorschrift,
die jedem Element x € X ein eindeutiges Element f(x) € Y zuordnet.

e Priziser ist eine Abbildung iiber ihren Graphen definiert, d.h. eine Abbildung ist eine Teilmenge G C X X Y mit
der Eigenschaft, dass es zu jedem = € X genau ein y € Y mit (x,y) € G gibt. Man schreibt dann y = f(x)
und kann G mit dem Graphen graph(f) := {(z, f(z)) € X x Y |2 € X} von [ identifizieren.

Korper

e Ein Tupel (M,x*) mit einer nichtleeren Menge M , auf der eine Abbildung *: M x M — M, (m,n) — mx*n,
definiert ist, heiflt Gruppe, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) VE,JImeM : kx(lxm)=(k*xl)sxm (Assoziativitit)
(i) ImoVYme M : m*xmo=m=mo*m (Existenz eines neutralen Elementes)
(ili) VmeM 3IneM : m*xn=mo=n*m (Existenz von Inversen)

e Eine Gruppe (M, *) heiit kommutativ oder abelsch,' falls ihre Verkniipfung * zusitzlich
(iv) Ve, leM : kxl=1xk (Kommutativitét)
erfiillt. Beispiele:
o Das Tupel (Ng,+) ist KEINE Gruppe, denn es fehlen die Inversen.
o Das Tupel (Z,+) dagegen ist eine Gruppe, die sogar abelsch ist.
o Die Gruppen (R,+) und (R\ {0},-) sind ebenso abelsch.?

e Ein Korper ist ein Tripel (K,+,:) bestehend aus einer nichtleeren Menge K, auf der zwei assoziative Ver-
kniipfungen +:KxK—K, (ki,k2)— ki +ks und -:KxK-—K, (ki,k2)— ki -ks so definiert sind,
dass

(1) (K,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e ist,

(2) (K\ e+,-) eine abelsche Gruppe ist
und zusétzlich

(3) Va,b,ceK:a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c) (Distributivitit)®
erfiillt wird. Beispiele:

o Die rationalen Zahlen Q, d.h. die Briiche * mit n € Z und m € N (wobei man Briiche identifiziert,
die durch Kiirzen bzw. Erweitern auseinander hervorgehen), bilden einen Kérper, indem man + durch

’ ’ ’ ’ ’ . . .
nopon . nmdnm o ynd . durch 2 - 25 = 2% definiert. Das neutrale Element der Addition ist 0 = 2,
m m mm m  m mm 1

das neutrale Element der Multiplikation ist 1 =1 .

o Auch die reellen Zahlen R bilden mit + und - einen Korper.
o Es gibt auch Kérper mit nur endlich vielen Elementen (siehe weiter unten).
Zusatzaufgabe 1.1: Es bezeichne No = NU {0} .

(a) Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion, dass die folgende Summenformel gilt

n _ n+l
VneNg Ve #1 : Z a* = 11# (geometrische Summenformel).
-
k=0

Inach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)

2Die Eigenschaften (i)-(iv) entsprechen fiir (R,+) genau den im Forster angegebenen Axiomen (I.1)-(1.4).

3Dies ist fiir die reellen Zahlen R genau das Axiom III im Forster. Da aus diesem x-0 =0 fiir alle € R folgt (siche unten),
sind (1),(2) und (3) fiir die reellen Zahlen dquivalent zu den Axiomen LII und IIT im Forster.



(b) Beweisen Sie die Summenformel aus (a) direkt.

(c) Wie viel Geld hat man nach 7 Jahren angespart, wenn man jéhrlich 100 EUR auf ein Konto einzahlt und darauf
2,5% Zinsen bekommt?

Losung zu Zusatzaufgabe 1.1: Sei =z # 1.

0
(a) Induktionsanfang: Es gilt > 2" = 2% =1 = 1= .
_—° =

= (4(0))

Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Es gelte > zF = 171{;“ fiir ein n € N (A(n))
k=0

Induktionsbehauptung: Dann gilt auch Y755 2% = 1*1”51;2 . (A(n+1))

Beweis: Es gilt

n+1 n n+1 n+1 n+1
An) 1—=x 11—z + (1 —x)x
ka _ xk+$n+1 (n) 4 = ( )
1—=x 1—=x
k=0 k=0
B 1— xn+1 + xn-&-l _ an-&-l B 1— $$n+1 B 1— xn+2
1—=z 1—=z 1—=z ’
was zU zeigen war.
n
(b) Definieren wir die Summe s:= ) , so gilt
k=0
_ 0 1 n
s = + + + + x
—x-8 -zt = 2?2 - — " = gt
1-xz)s = 2a° R B |

Mit = # 1 und z° =1 folgt nach Division demnach s = 1*117”:1 , was zu zeigen war.

(c) Zahlt man jahrlich 100 € auf ein Konto ein, welches mit 2,5% verzinst wird, so befinden sich auf dem Konto

100q 102.50 € nach einem Jahr,
(100 4 100g)g = 207.56 € nach zwei Jahren,
(100 4 (100 + 100q)q)g = 315.25 € mnach drei Jahren

und allgemein

100 (1—|—q+q2—|—...+qn_l)q £
nach n Jahren, wobei ¢ = 1.025 ist. Mit der zuvor bewiesenen Summenformel erhalten wir demnach

71 -
k) 1—q" 0.18868575
100q (kz_oq ) = 100g—— . 100+ 1.025 - ==~ =773, 61159,

In unserem Fall wurde also ca. 773,61 € angespart.
Zusatzaufgabe 1.2:

(a) Zeigen Sie, dass () = (727) + (") fir 1 <k <n gil.
(b) Beweisen Sie den Binomischen Lehrsatz.

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.2:
(a) Fiir k=n ist offenbar ()

n—1 n—1 _ (n—1)! (n—1)!
(k:—1>+< k ) = D=k T Hm—k-1)

_ k(=14 (n—k)(n—1)! n <n>

Kl(n — k)! ~ Kl(n—k)! k

Diese Beziehung kénnen wir mit Hilfe des PAscALschen Dreiecks

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

veranschaulichen. Jedes Element entsteht als Summe der beiden dariiberstehenden.



(b) Wir beweisen den Binomischen Lehrsatz mittels vollsténdiger Induktion:

0
Induktionsanfang: Esgilt Y (})z° *y* = (0)2° %" =1 = (z+7y)°. (A(0))
Induktionsschluss: B
Induktionsvoraussetzung: Es gelte (z+1y)" = > (Z):r”fkyk (A(n))
k=0
n+41
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch (z +y)"™ = 3 ("zl)x"H*kyk . (A(n+1))
k=0

Beweis: Es ist

I=k+1 n+1 - N\ n+i-k k - n n—(1—1) 1 n+1
N +z<k)x ) +z(l_l>m Sty

n n+1
1=k n+1\) .11 n n ntl—k k n+1) 11 (@ n+1\) 41k &
= = a
( 0 ) " Z[(k>+<k—1)] S B )

Zusatzaufgabe 1.3:
(a) Was ist an folgendem ,, Induktionsbeweis“ fiir die Behauptung Vn € Ny : 4n = 0 falsch?
Induktionsanfang: 4-0=0.

Induktionsschluss: Gilt 4k = 0 fiir alle k£ < n, so gilt auch 4n = 0. Denn es gibt ki, ks € No mit n = ki + ko
und k1, ke < n, also gilt 4n = 4k; +4k2 =0.

(b) Ab welcher Zahl n € No := NU {0} gilt n! > 2" ? Fiihren Sie einen Induktionsbeweis.

(c) Fiir welche n € Ny := NU {0} ist M wieder in Ny 7 Fiihren Sie einen Induktionsbeweis.
(d) Was ldsst sich aus dem Beweis von (c) fiir die Summe der n ersten Kubikzahlen ablesen?
Lésung zu Zusatzaufgabe 1.3:

(a) Fiir n =1 gibt es keine zwei ki,k2 € Ng mit ki,k2 <1 und 1 = k1 + ko, denn ki,k2 < 1 und ki,k2 € Ny
impliziert k1 = 0 = k2 und somit ki + ko =0# 1.

(b) Fiir n =0 gilt 00 =1 >1 =2 Aber fir n = 1 gilt 1! = 1 < 2 = 2' | und ebenso 2! = 2 < 4 = 2% fiir
n=2 bzw. 3! =6 < 8 = 2% fiir n = 3. Tatsiichlich gilt die Formel erst ab n = 4 allgemein, wie der folgende
Induktionsbeweis zeigt.

Induktionsanfang: Offenbar gilt 41=1-2-3-4=24>16=2" (A(4))
Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > 4 gelte n! > 2™ . (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch (n + 1)! > 2"*!. (A(n+1))

Beweis: Es gilt
v n>1 L
m+D=mn+1)-n > n+1)2" > 2.2"=2""
fiir n > 1, was wegen n > 4 der Fall ist.

Beachten Sie: Beim Induktionsschluss haben wir n > 1 bendtigt. Daher muss der Induktionsanfang mindestens
bei n = 1 liegen. Wie wir aber gesehen haben, ist die Ungleichung fiir n = 1,2,3 falsch. Deswegen konnte die
Induktion erst bei n =4 verankert werden, die Ungleichung n! > 2" gilt somit nur fiir alle n >4 (und n=0).

(¢) Fiir alle Zahlen n € Ny ist M wieder eine Zahl in Ny nach folgendem Induktionsbeweis:

. . n2 n 2 2, 2
Induktionsanfang: Offenbar gilt ( 4*1) =0 <04+1) =0¢€ Np. (A(0))
Induktionsschluss:
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € Ny gelte M € Np. (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch w € No. (A(n+1))

Beweis: Es ist

2 2 20,2 2 2 2 2 2

(n+1)*(n+2) _ (n+1)°(n° +4n +4) _ n“(n+1) Jr(nJrl) 4(n+1) _ n“(n+1) it 1)
4 4 4 4 4

Da nun der erste Summand nach Induktionsvoraussetzung in Ng liegt und n + 1 eine natiirliche Zahl

ist und da das Produkt sowie die Summe von Zahlen aus Ny nicht aus Ny herausfiithren, ist damit die

Induktionsbehauptung gezeigt.




(d) Offenbar haben wir einen expliziten Ausdruck fiir die n-te Partialsumme der n ersten Kubikzahlen gefunden,

d.h., es gilt
Zn:k?’ _ (41’ (n(n+1))’
B 4 B 2 '
k=1
1
fir alle n € N, denn fiir n = 1 ist der Induktionsanfang durch > k* = 1 = % = M gemacht. Gilt
k=1
nun S k® = M fiir ein n € N (IV), dann auch die Induktionsbehauptung
k=1
n+1 n 2 2 2 2
3 3 3 av) n°(n+1) 3 _ (n+1)°(n+2)
;k = kzzlk +n+1)? = (1) = 1

Zusatzaufgabe 1.4: Sei (K, +,-) ein Kérper. Zeigen Sie:
(a) Fiir gegebene a,b € K ist eine Losung x der Gleichung b = x 4 a eindeutig.

(b) Neutrale Elemente, Negative und Inverse sind eindeutig.
(c) Esgilt —(—z)==z.
(d) Multiplikation mit dem neutralen Element der Addition ergibt stets das neutrale Element der Addition: 0-z =0.
(e) Ein K ist nullteilerfrei: Aus z -y =0 folgt zwingend, dass x =0 oder y =0 ist.
Losung zu Zusatzaufgabe 1.4:
(a) Dies ist wahr, denn sind z,2" zwei Losungen, dann gilt
 AH(Z9=0

assoziativ b=z+a

(z+a)+ (—a) b+ (—a) =" (2" +a)+ (—a)
)) a+(;<l):0 .

z+(a+(-a))
asso;iativ :El + (CL+ (701
(b) (i) Sind 0,0 zwei neutrale Elemente der Addition, d.h. gilt #+0=2 und z +0 =z fiir alle z € K, so gilt

o’ neutral / kommutativ 0 neutral 0/

0 0+0 0'+0

(ii) Die Eindeutigkeit des neutralen Elements 1 der Multiplikation - zeigt man analog.
(iii) Sind y,y" zwei Negative zu z, d.h. gilt * +y =0 und = + 3y =0, dann gilt auch

z+y_’:() assoziativ ( / kommutativ ( r r+y=0

y+(z+y) y+z)+y r+y)+y Y.

(iv) Analog zeigt man die Existenz multiplikativer Inverser fiir = # 0.

(c) Da —z das Negative von z bezeichnet, gilt = + (—z) = 0. Andererseits bezeichnet —(—z) das Negative von
—x , daher gilt (—z)+ (—(—z)) = 0. Somit sind sowohl z als auch —(—z) Negative von —z , aufgrund der zuvor
bewiesenen Eindeutigkeit Negativer gilt also x = —(—x) .

(d) Esgilt 04+0=0 (da 0 neutrales Element der Addition). Daher gilt auch

distributiv

0-z=(040) -z 0-z40-x.

Andererseits gilt auch 0-z = 0+0-2 . Da wir nach (a) wissen, dass fiir gegebene a,b eine Losung x der Gleichung
b= x + a eindeutig ist, konnen wir 0-x =0 folgern.

1

(e) Sei zy =0 und angenommen z # 0. Dann hat = ein Inverses z~ =, und mit diesem gilt

1

1 neutral 7 z=1 —1 assoziativ. 1 _1 (ad)
= 1y = (@ oy = x|

0-z~~ =0.

kommutativ

zy)=x "0

Also folgt aus zy =0 und z # 0 automatisch y = 0, wodurch die Aussage bewiesen ist.

Zusatzaufgabe 1.5:
Ist Fp:={0,1,2,...,p—1} mit der Addition @y := z+y mod p und der Multiplikation z®y :=z-y mod p
fiir eine Primzahl p € N ein Korper?

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.5:
Ja, denn Modulo-Rechnung vertauscht mit + und - auf Z, also gelten Assoziativitdt, Kommutativitdt und
Distributivitit. Offensichtlich sind 0 und 1 die neutralen Elemente.
Dariiberhinaus ist zu z € F,, das additive Inverse durch p —« (bzw. 0 bei « = 0) gegeben, denn z + (p — x)
mod p =p mod p = 0. Beziiglich Modulo-Rechnung ist desweiteren = € F, genau dann invertierbar, wenn es ein
y € Z mit xy mod p =1 gibt. Dies ist gleichbedeutend damit, dass es ein n € Z gibt mit 1 = xy 4+ np *. Dies
bedeutet aber, dass = und p teilerfremd sind. Jedoch ist jedes = € Fp, \ {0} nur genau dann teilerfremd zu p,
wenn p eine Primzahl ist.

Alle Zusatzaufgaben sind verfligbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

4Angenommen, = # 0 und p hitten einen gemeinsamen Teiler t, dann wiirde ¢ auch die gewichtete Summe auf der rechten
Seite und somit auch 1 teilen; daher kann ¢ nur 1 selbst sein, d.h.  und p sind teilerfremd
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Anordnung — vgl. §3, Analysis I, Otto Forster

e Fine 2-stellige (oder binidre) Relation R auf einer nichtleeren Menge M ist eine Teilmenge des
kartesischen Produkts von M mit sich selbst, dh. R C M x M .

e Fine bindre Relation R auf der Menge M heifit
a) reflexiv, falls Vm € M : (m,m) € R.

b)
¢) antisymmetrisch, falls Vm,n € M : ((m,n) € RA(n,m) € R = m=n).
d) transitiv, falls Vk,m,n € M : (k,m) € RA(m,n) € R = (k,n) € R).

—~ o~

symmetrisch, falls Vm,n € M : (m,n) € R = (n,m) € R).

—~ o~

e Eine Aquivalenzrelation R auf einer Menge M # () ist eine 2 -stellige Relation auf M , welche reflexiv,
symmetrisch und transitiv ist (d.h., die Eigenschaften (a),(b) und (d) erfiillt). Statt (z,y) € R schreibt
man in diesem Fall auch hiufig = ~y.

e Eine Ordnungsrelation R auf einer Menge M # () ist eine 2 -stellige Relation auf M , welche reflexiv,
antisymmetrisch und transitiv ist (d.h., die Eigenschaften (a),(c) und (d) erfiillt). Statt (z,y) € R schreibt
man in diesem Fall auch hiufig = <y.

e Ein angeordneter Korper ist ein Korper (K, +,-) versehen mit einer Ordnungsrelation <, bzgl. der
je zwei Elemente a,b € K vergleichbar sind, (d.h. Va,b € K : a <bVb<a (totale Ordnung)), und die
in folgender Weise mit Addition und Multiplikation vertriglich ist:!

o Aus a <b folgt a+ c<b+ c fiir beliebiges c € K.
o Aus a>0 und b>0 folgt ab>0.

e In einem angeordneten Korper definiert man |z| := x, falls = > 0 gilt, und |z| := —z, falls <0 gilt.
Die so entstandene Abbildung heifit Absolutbetrag.

e Satz 1(Eigenschaften des Betrages, Forster §3):

(a) Ve eR : || >0A(Jz] =0<=2=0). (Definitheit)
(b) Ve,y eR : |x-y|=|z||y|. (Multiplikativitéit)
(c) Vo,y €R : |z +y| < |z|+|yl|. (Dreiecksungleichung)

e Wir sprechen von einem archimedisch angeordneten Korper, falls in einem angeordneten Korper das
ARCHIMEDISCHE AXIOM?

Ve,y € R : ((:c>0/\y>0):>3n6N0 : na:>y),

erfiilllt ist. Beispiele dafiir sind der angeordnete Korper der reellen Zahlen ((R, +,:), < ) oder der ange-

ordnete Korper der rationalen Zahlen ((Q, +,), < ) .
e Folgerung & Definition:
(3.15) VeeR3MmeZ : n <z <n+1.Daher definieren wir floor(z) := |z] := max{ne€Z : n<zx}.

Ve R3Im eZ : m—1 < x <m.Daher definieren wir ceil(z) := [z] := min{m € Z : x <m}.

(316) Ve>03neN : L <¢
e Satz 2(Bernoullische Ungleichung, Forster, §3): Fiir alle > —1 und alle n € Ny gilt (1+2)" > 1+nz.
e Satz 3(Wachstum von Potenzen, Forster, §3): Sei b eine positive reelle Zahl. Dann gelten

(a) b>1 = VKeR3IneN: " >K
(b) b<l = Ve>03IneN : D" <e

!Dies ist dquivalent zu den Anordnungsaxiomen (0O.1)-(0.3) im Forster, bei denen die Menge der positiven z vorge-
geben wird, indem man x positiv nennt, wenn —z <0 und z # 0 gilt. Analog definiert man = <0 und = > 0.
2Wegen des Anordnungsaxioms Ya, b, ¢ : (a>bAc>0= ac> bc) ist dies dquivalent zu Ve e RIn €Ny : x <n.



Grenzwert einer Folge — vgl. §4, Analysis I, Otto Forster

e Eine reelle Zahlenfolge (a,) heiit konvergent gegen a (in Zeichen lim a, = a) genau dann, wenn

Ve>03dN=N.eNVneN: (n>N = |a, —a|<e) .

In diesem Fall nennen wir a den Grenzwert der Folge (a,,) .

e Eine reelle Zahlenfolge (a,) heiit nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt genau dann, wenn
dJK eRVneN : aq, <K (bzw.HKeRVneN:an>K).

Eine reelle Zahlenfolge (a,) heifit beschridnkt, wenn sie nach oben und nach unten beschriinkt ist.
e Satz 1(Beschrinktheit von konvergenten Folgen, Forster, §4): (a,) konvergent = (a,) beschréinkt.

e Satz 2(Eindeutigkeit des Limes, Forster, §4): Konvergiert (a,) sowohl gegen « als auch gegen b, ist
a=hb.

Zusatzaufgabe 2.1: Zeigen Sie:
(a) Fiir reelle Zahlen a,b,c,d mit b# 0, d # 0 ist die Ungleichung ¢ > § équivalent zu (ad—bc)-(bd) > 0.
(b) Satz 2 (§3): Fir alle x > —1 und n € N gilt die Ungleichung (14 z)" > 1+ nz.
(¢c) Satz3 (§3): (a) b>1 = VK eRIneN : " > K.

Lésung zu Zusatzaufgabe 2.1:

(a) Es gelten die folgenden Aquivalenzen:

a c a ¢ ad — be
g>* = - —=>0 = —

pi b o >0 < (ad—bc)-(bd) >0 .

Im letzten Schritt ist dabei auf beiden Seiten mit der positiven Zahl (bd)? multipliziert worden.

(b) Wer zeigen die Aussage per Induktion:

e Induktionsanfang: Es gilt (1+2)! =1+1-2 (A(1)).
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte (1 +z)" > 1+ nx (A(n)).
e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch (1+2)"*' > 1+ (n+ 1)z (A(n+1)).

e Beweis: Mit 1+ >0 und 22 > 0 und Anordnungsaxiomen ergibt sich

(142)" " = (1+2)1+2)" g (14+2)1+nz) =1+ 0+ Dz +nz? > 1+ (n+ 1)z (A(n+1)).

(c) Sei K >0 beliebig. Im Fall K <1 kénnen wir wegen b > 1 sofort n =1 wihlen und erhalten b' > K .
Andernfalls ist K > 1 und somit y:= K —1>0.Mit b>1 ist auch z:=b—1> 0, so dass einerseits
b™ = (14 2)™ > 14 ma fiir jedes m € Ny nach der Bernoulli-Ungleichung gilt und wir auerdem ein
n € Ng mit nz >y nach dem Archimedischen Axiom finden. Also folgt insgesamt

= (1+0-1))" = 1+2)" > 14nx > 1+y = 1+(K-1) = K

und somit b" > K wie behauptet.
Zusatzaufgabe 2.2:

(a) Sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass C eine Ordnungsrelation in P(M) darstellt.
Ist C im Allgemeinen auf P(M) eine totale Ordnungsrelation?

(b) Sei X :=Np\{0} CR und sei R die Relation auf X , fiir die (z,y) € R genau dann gilt, wenn x € X
die Zahl y € X teilt (d.h., falls In € X : nz =y gilt).

Beweisen oder widerlegen Sie, dass R eine Ordnungsrelation auf X ist.
(c) Sei ~ die Relation auf R x R definiert durch (z,y) ~ (@,y) <= 2@@—-2")=3y—-Yy).
Beweisen oder widerlegen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf R x R ist.
L6sung zu Zusatzaufgabe 2.2:

(a) Es ist zu zeigen, dass C reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.



e Da jede Menge A Teilmenge von sich selbst ist, haben wir Reflexivitét.
Genauer: ACA < Va:(a€ A= a€ A), wobei die letzte Implikation trivial ist.

e Ist AC B und B C A, so gelten nach Definition Vo : (rt € A= 2 € B) und Va: (t € B=z €
A) . Das ist aber zusammengefasst Vz : (r € A <= = € B). Dies wiederum heifit nichts anderes
als, dass die Mengen A und B gleich sind. Damit folgt die Antisymmetrie.

e Ist ACB und BC (', soist auch A C (', so dass auch Transitivitdt vorliegt.
Genauer: Es gilt dann Vo : (r € A=z € B) und V2 : (x € B =z € C), was zusammengefasst
Vo :(r € A=z € B= x € C) ergibt. Daraus folgt aber direkt, dass Vz : (z € A = z € C)
gilt, was nach Definition mit A C C' iibereinstimmt.

Fiir mindestens zweielementige Mengen M ist C keine totale Ordnung, denn fiir M > a # b € M gilt
einerseits {a} € P(M) und {b} € P(M), jedoch andererseits weder {a} C {b} noch {b} C {a}.

(b) Es handelt sich um eine Ordnungsrelation, denn:

e Jede Zahl x teilt sich selbst, also ist R reflexiv.

e Teilt z die Zahl y, d.h., gibt es ein n mit y = nx, und teilt y auch z, d.h., gibt es ein n’ mit
x=n'y,dann gilt x =y (wegen y =nx =nn'y, also nn’ =1 und damit n =1 =n'). Daher ist
R anti-symmetrisch.

e Teilt x die Zahl y, d.h. gibt es ein n mit y = nx, und teilt y die Zahl z, d.h., gibt es ein n’
mit z = n'y, dann teilt auch x die Zahl z wegen z = n'nx. Also ist R transitiv.

(c) Sei R C R? x R? die Relation, welche definiert ist durch
(z,y),(z",y) €ER = 2(x—2") =3y —¥) .
Es ist nun zu iiberpriifen, ob dies eine Aquivalenzrelation ist.

e Wegen z —x =0 und y —y = 0 fiir beliebige z,y € R gilt 2(z —2) = 0 = 3(y — y) und somit
((z,y), (z,y)) € R, wonach R reflexiv ist.

o Ist ((z,y),(2',y')) € R, also 2(xz — ') = 3(y —y') , dann gilt mit den Folgerungen aus den Korpe-
raxiomen auch

20" —2) = —20@-2") = =3@y—y) =30 —v),
also ((«/,y'),(x,y)) € R, wonach R symmetrisch ist.
e Gelten ((z,y),(2',y")) € R,also 2(z—2') =3(y—y'),und ((a',y), (z",y")) € R, also 2(z'—2z") =
3(y’ —y"), dann gilt mit den Folgerungen aus den Korperaxiomen auch
2@ —a") = 2w —2a')+ 20" —2") = 3y—-y)+30 —v") = 3—y"),
also ((x,y),(z",y"”)) € R, wonach R transitiv ist.

Somit haben wir gezeigt, dass R eine reflexive, symmetrische und transitive Relation auf M := R? =
R x R ist. Dies sind aber genau die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation.

Zusatzaufgabe 2.3:

Beweisen Sie fiir die nachstehend definierten Folgen (a,),en reeller Zahlen die Konvergenz gegen den
vorgegebenen Grenzwert a € R, indem Sie zu jedem ¢ > 0 ein N(e) € N angeben, mit dem Vn >
N(e): |ap —a| < e gilt.

a) an = " konvergiert gegen a := 1
+1
n

(b) no2 iert L (c) "’ k iert 1

n = nvergier noa:=z n = — nvergier na:=—

a 3 1 10 onvergiert gegen a := 3 c) a Y n konvergiert gegen a

Losung zu Zusatzaufgabe 2.3:
(a) Sei € > 0. Offenbar gilt
1
la, —al = i -1 = < ¢
n+1 n+1

genau dann, wenn 1 —1 < n gilt. Also kénnen wir N(e) := [1 — 1] 4+ 1 wihlen, wobei [z] :=min{n €
Z : x <n} ist. Denn dann gilt fiir jedes n > N () auch 1 <n-+1 und somit Vn > N(¢) : |a, —al <e.



(b) Sei € > 0. Zunichst gilt

n—2 1 16
lap, —a| = |7/ —<| = .

3n+10 3 9n + 30
Sei nun n > 1. Wegen 9n + 30 > 9n <— 9% > m erhalten wir dann weiter

| < 16

an —al < — .

9n
Wegen 38 <e <= 15 <n konnen wir nun N(e) := [§2] wihlen, denn dann folgt aus n > N(e) auch
+8 <n und wie oben hergeleitet dann auch |a, —a| <¢.
(¢) Sei € > 0. Offenbar gilt
2 2 — 1) — (-1 1 1
ool - |7 | _ [P DDy 1
n+1 n+1 n+1

Demzufolge kénnen wir wie bei (a) etwa N(e) := [L — 1] +1 wiihlen, denn dann gilt wiederum fiir jedes
n> N(e) auch 1 <n+1 und somit Vn > N(e): [a, —a| <e.

Zusatzaufgabe 2.4: Zeigen Sie:
(a) Satz 2 (§4): Der Grenzwert a einer Folge (a,) ist eindeutig.

eben Sie ein Beispiel dafiir an, dass beschrankte Folgen nicht konvergieren miissen.
b) Geben Sie ein Beispiel daf dass beschréankte Fol icht k i
1
(¢) Die durch aq:=1 und ap4q := 0n + 1 rekursiv definierte Folge (a,) konvergiert gegen 2.

Loésung zu Zusatzaufgabe 2.4:

(a) Wir verwenden die Methode ,,Beweis durch Widerspruch“. Angenommen, es gébe a # b mit
Ve>0dN=N(E)eNVneN : (n>N = la, —a|] <e) .

und
Ve>0dM =M(e)eNVReN : (n>M = |a, —b] <e¢) .

Dann wihle € := @ . Dann gilt nach Voraussetzung fiir alle n > K := max{N(e), M(e)} die Unglei-
chungskette

la —b] = [(a—an)+ (ap —b)| < |a—an|+|an —b <e+e=|a—1D
und somit |a — b| < |a — b|, Widerspruch. Somit muss die Annahme falsch sein und es folgt a =b.

(b) Die Folge a, = (—1)™ ist durch 1 beschrinkt, denn es gilt —1 < a, < 1 = |a,| < 1. Sie ist jedoch
nicht konvergent, denn fiir zwei aufeinander folgende Glieder gilt stets |a, —a,+1| = 2. Angenommen, es
gibe einen Grenzwert a, so gédbe es beispielsweise fiir € = % eine natiirliche Zahl N (%) , so dass fiir alle
n>N (%) die Ungleichung |a, — a| < % erfiillt wire. Nach Dreiecksungleichung folgte dann fiir jedes

n > N(1) aber auch

1 1 2
2 = |ap —any1| = |(anfa)+(afan+1)| < lap —al+la— apy1| < 3 + F = 5
also auch 2 < % , Widerspruch. Also kann die Folge a,, keinen Grenzwert besitzen.
(c) Wir zeigen zuniichst per Induktion, dass fiir alle n € N die Gleichung |a, —2| = 2 erfiillt wird:
e Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt [a; —2| =1 -2[=1= 2% . (A(1))
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte |a, —2| = 5% fiirein n €N (A(n))
e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch |a,11 — 2| = 52+ (A(n+1))
e Beweis: Es gilt
v
=2 = [Jont1-2] = [Hon-2] = oo -2 ¥} 2 = 5o

Wir zeigen nun die Konvergenz. Es ist zu zeigen, dass zu beliebigem & > 0 eine natiirliche Zahl N = N (¢)
existiert, so dass fiir alle n > N(¢) die Ungleichung |a, — 2| < ¢ erfiillt ist.

Mit Satz 3(b) finden wir zu beliebigem & > 0 eine natiirliche Zahl M = M(e), fiir welche 5 < e gilt.
Aus den Anordnungsaxiomen ergibt sich fiir jedes m € Ny auch % < 1. Somit gilt

1 1 1

VE>03M:M(E)VTLEN : (’I’LZM(E> — |an+1—2|:2n:2M2nN[§€1§E> s

und wihlen wir nun N(e) = M(g) + 1, dann ist dies nach Definition genau lim a, = 2.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 3

Konvergenz, Divergenz, Bestimmte Divergenz

e Sei (ap)nen eine reelle Zahlenfolge, d.h. a, € R fir n € N. Dann heifit die Zahlenfolge a,
konvergent, falls es ein ¢ € R mit der folgenden Eigenschaft gibt:

Ve>03IN=N()eNVneN: (n>N()= |a, —a| <e).
Andernfalls heifit die Folge divergent.
e Kine Folge a, heifit bestimmt divergent gegen 400, falls
VKeRIN=NK)eNVneN: (nZN(K):>an>K).
Analog nennen wir eine Folge a, bestimmt divergent gegen —oo, falls

VKEER3IN=NK)eNVneN: (n>NK)= a, < K).

Rechenregeln fiir konvergente Folgen (vgl. Forster, §4, Sitze 3,4,5 sowie 8,9)

e Seien a,, b, konvergente Folgen in R mit lim a, =a und lim b, = b. Dann gelten
n—oo n—oo

lim (a, +b,) =a+b, lim (a, —b,)=a—>b, lim (a,b,)=ab .

n—0o0 n—0o0 n—o0

Im Fall b # 0 gilt auBerdem: es gibt ein N € N mit b, # 0 fir n > N, und es gilt

an — a

lim ) = %

n—oo

e Seien a,, b, konvergente Folgen in R mit lim a, =a und lim b, = b. Existiert ein IV, so
n—oo n—oo

dass a, > b, firalle n> N, ,sogilt a>b.
Insbesondere folgt aus A < a, < B fiir alle n > N auch A < lim a, < B.

n—oo
o Gilt a, > 0 fiir alle n € N (bzw. a, < 0 fir alle n € N) und ist a, eine Nullfolge, so
divergiert die Folge i bestimmt gegen +o0o (bzw. gegen —o0 ).
e Divergiert a, bestimmt gegen +oo (bzw. gegen —oo ), dann gibt es ein N, so dass a, # 0
fiir alle n > N, und die fiir n > N definierte Folge é ist dann eine Nullfolge.

Cauchy-Folge, Vollstidndigkeitsaxiom

e FKine Folge a, in R heifit Cauchy-Folge, falls
Ve>03IN=N()eNVnmeN: (n,m>N() = |a, —an| <é¢)

e Jede konvergente Folge ist eine Cauchy-Folge.! Die Umkehrung heifit

e Vollstéindigkeitsaxiom (vgl. Forster, §5, S. 44): In R konvergiert jede Cauchy-Folge.

Achtung: Eine Cauchy-Folge a,, € Q braucht dagegen keinen Grenzwert in Q (dem Korper
der rationalen Zahlen) zu besitzen.

e Insbesondere kann man reelle Zahlen in b-adische Briiche entwickeln, welche man als Reihen
auffassen kann. Dabei ist eine Reihe die zu einer Folge a; zugehorige Folge der Partialsummen
n (e.]
Sp := > aj . Im Fall der Existenz nennen wir den Grenzwert abkiirzend > ay .
k=1 k=1

Lvgl. Forster, §5, Satz 1



Zusatzaufgabe 3.1: Zeigen Sie direkt mittels der Definition:

(a)
(b)

()

(d)

Die Folge a,, := %7”_7 konvergiert gegen a := 0.

2n

Es sei {a,}52, eine gegen a € R konvergente Folge reeller Zahlen und {b,}>°; eine gegen
b € R konvergente Folge reeller Zahlen.

Dann konvergiert die Folge {c,}7%; mit ¢, = 3a, — 5b, gegen den Grenzwert 3a — 5b.

Zeigen Sie, dass die durch a,, := n? — 3n fiir n € N definierte Folge (a,) bestimmt divergent
gegen oo ist, indem Sie zu jedem K € R ein N(K) bestimmen, so dass

VneN:(n>N(K)=a, > K) .

Zeigen Sie: Falls (ay) den Grenzwert a € R mit a > 0 besitzt und (b,) bestimmt divergent
gegen oo ist, dann ist auch die Folge (a,b,) bestimmt divergent gegen oo .

Loésung zu Zusatzaufgabe 3.1:

(a)

Sei € > 0 beliebig, jedoch fest. Da nun fiir alle n > 2 einerseits n® > 7 sowie n? > n und
somit die Ungleichungskette

| | 3n 0 3n - 3n 3 - 3

a —Q = —_— = -———-----_ _—= — —

" 2n3 — 7 n3 + (n3 —7) n3 n? n

erfiillt und andererseits % < ¢ aquivalent zu g < n ist, folgt fir alle n > N, := max{[g],Z}
dann |a, —al < e. Da & > 0 beliebig war, ist damit die Konvergenz von a,, := 27?_7 gegen
a:= 0 gezeigt.

Es ist zu zeigen:

Ve>03IN=N() eNVneN:(n>N(s) = |c, — (3a — 5b)| < ¢)

Sei nun ¢ > 0 beliebig, n:=§ und v := 5.
Nach Voraussetzung existiert ein M , so dass Vn > M die Bedingung |a, —a| <7 = § gilt.
Weiter existiert nach Vor. ein K, so dass Vn > K die Bedingung |b, —b| <v = {5 gilt.
Wir setzen nun N(¢) := max(M, K). Essei n € N mit n > N(e).

Da n > M, folgt |a, —a| <n = § und ebenso auch |b, —b| <7 = {; wegen n > K.
Insgesamt folgt nun:

3a, — 5b,) — (3a — 5b)| = |3(a, — a) — 5(by, — b)| < 3la, — al + 5lb, — b| < 35 +5-— —¢.
I( 6 ' 10

Es ist zu zeigen, dass fiir jede Zahl K € R ein Index N = N(K) € N existiert, so dass a,, > K
fiir alle n € N mit n > N(K) gilt.

Sei K > 0 beliebig. Wihle ein N(K) € N mit N(K) > max{K + 1,4}. Es sei n > N(K)
beliebig. Dann gilt n —3 > 1 und n > K und somit a, =n(n—3) > K.

Fiir K <0 verwende, dass die Behauptung fiir K = 1 gilt und der Rest aus K > 0 > K folgt.

Nach Voraussetzung ist einerseits a der Grenzwert der Folge (ay), also
Ve>03IM=M()eNVneN: (n>M(E) = |la, —a| <e),
und andererseits (b,) bestimmt divergent gegen oo, also
VLeERIK=K(L)eNVneN:(n>K(L) = a, > L)
Es ist nun zu zeigen, dass dann auch (a,b,) bestimmt divergent gegen oo ist, also

VLERIN=N(L)ENVneN: (n> N(L) = anby, > L)

10



Sei L € R beliebig. Wir setzen nun N (L) = max {M (9).K <@> ,1} €eN.
Es sei n € N mit n > N(L). Wegen n > M (%) folgt

lan —a| < § = -5 < ap—a < 3

und somit 0 < § < a,. Wegen n> K (%) ist b, > % > 0. Es folgt nun insgesamt

a 2L _
) anbn>§'|a = |L| > L,
was zu zeigen war.

Zusatzaufgabe 3.2: Bestimmen Sie mittels Rechenregeln fiir konvergente Folgen die Grenzwerte

n2+6n+1 on 4 3n

" 10"
. ey . . 2 . - . -V
(&) nh—r}olo n?—6n—1 (b) nh—I>noo 2n — 3n (c) nh—{go (n <2> > (d) nh—rgo n!

Lésung zu Zusatzaufgabe 3.2:

2 2 6, 1 6, 1
6n + 1 n?(1+ 8+ 5 1+8+L 14040
(a) Bs gilt lim =000 gy ( n nf) S Y AR ek
n—oon® —6n — 1 ”_’00712(1—54—?) n—oo | E—i_ﬁ 1-04+0
(243 ()" +1 0+1
W g (i) = (@_1 o1 - !
n2 n2
(¢) Wegen 0 < —— < —— fiiralle n >3 sowie wegen
(14+1)" 3)

gilt dann auch

n
< < — =
O My < O
und somit . )
1
lim (n?- (= = lim n =0
(d) Fir alle n > 12 gilt
10" 109 10 10 10 10 ot 1
0 < — = — - — - — ... — < — -
- nl 100 11 12 n—1n — 100 n
<1
. . . 1om ot 1
Nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen gilt dann 0 < Iim — < —— lim -— = 0
n—oo n! 10! n—oo n

1 7
und somit auch lim <O) = 0.

Zusatzaufgabe 3.3:  (unbestimmte Ausdriicke der Form 0 - oo ):

Falls {a,}52; und {b,}>; Folgen reeller Zahlen mit lim a, = 0 und lim b, = oo sind,
n—oo n—oo

dann kann iiber das Konvergenzverhalten von {a,b,}5°; keine allgemeine Aussage getroffen
werden. Geben Sie jeweils ein Beispiel an, bei dem

(a) nh_)rglo an, =0 und nlgglo b, = oo und nli_)rgo(anbn) =c¢, ce€R\{0} beliebig,
(b) TLILII;O anp =0 und nlLHgO b, = oo und nllngo(anbn) =00,

(c) nh_)rglo an, =0 und nh_}rgo b, = oo und nlirgo(anbn) = —00,

(d) 71113010 an =0 und nan;O b, = oo und nlLIEo(a”b”) =0,



(e) lim a, =0 und lim b, = co und lim (a,b,) existiert nicht, d.h. unbestimmt divergent
n—oo n—oo n—oo

Lésung zu Zusatzaufgabe 3.3:

(a) ap :% und b, = cn, oder a, = n—lg, und b, = cn3.
(b) an:%und bn:TLQ,oderan:n—l3 und b, = nS.
(¢) an = —% und b, =n?, oder a, = —n—14 und b, = nd.

(d) an:# und b, = n, oder an:# und b, =n?.

(e) an=(-1)"% und b, =n, oder a, = (—1)"7%3 und b, =n*.
Zusatzaufgabe 3.4: (unbestimmte Ausdriicke der Form oo — o0 ):
Falls {a,}2%; und {b,}>2, Folgen reeller Zahlen mit lim a,, = oo und lim b, = —oo sind,

n—oo n—oo
dann kann iiber das Konvergenzverhalten von {a, +b,}22; keine allgemeine Aussage getroffen

werden. Geben Sie jeweils ein Beispiel an, bei dem

(a) nh—{go a, = oo und nlLH;o b, = —oco und hm (an +b,) =c¢, ceR\{0} beliebig,

(b) nh_)ngo a, = oo und nan;O b, = —oo und hm (an +b,) =00,

(c) nh—{go a, = oo und nlLIrolo b, = —oo und hm (an +b,) =

(d) TLILII;O ap, = oo und Jirrolo b, = —0 und hm (an + by,) existiert nicht, d.h. unbestimmt
divergent

Loésung zu Zusatzaufgabe 3.4:

(a) a, =n% und b, = —n%+c,oder a, =n und b, = -—n-+c.
(b) an, =n? und b, = —n, oder a, =n> und b, = —n.
(¢) an=mn und b, = —n?, oder a, =n> und b, = —n’.

(d) an =n und b, = —n+ (—1)", oder a, =n3 und b, = —n3 + (—1)"
Zusatzaufgabe 3.5:

(o]
(a) Berechnen Sie den Grenzwert der geometrischen Reihe >~ ¢* bei |q| < 1.
n k=0
(b) Zeigen Sie, dass die Folge S, := >’ ‘;—2 fiir beliebige ay € {0,1,2,3,4,5,6} eine Cauchy-Folge
k=1
ist, indem Sie zu € > 0 ein N(eg) ermitteln, mit dem |S,, —S,,| < e bei n,m > N(e) gilt.

(c) Wieso konvergiert jeder b-adische Bruch?

Loésung zu Zusatzaufgabe 3.5:

(a) Nach ZA 1.1 (a) und Satz 3(b), §3, ergibt sich Z ¢® = lim <Z qk> = lim =%
k=0

—
=0 n—oo

(b) Fiir n > m gilt die Ungleichung

n n
ay 1
Su=Sul = 3 B S6 Y S e = aeriT = o
k=m+1 k=m+1 k: 7

Also kénnen wir zu € > 0 ein N mit € > 7% wihlen (nach Satz 3(b), §3, wegen 0 < 1 < 1).
Mit diesem N gilt dann |S,, — S,,| < ¢ fiir alle n,m > N . Daher ist S,, eine Cauchy-Folge.
Bemerkung: Wiirden wir den natiirlichen Logarithmus schon kennen, dann kénnten wir N durch
N = max ([ h(l(f)l +1 1) noch genauer angeben.

(¢c) Wie in (b) kann man fiir eine beliebige ganzzahlige Basis b > 2 zeigen, dass ein b-adischer Bruch eine
Cauchy-Folge ist, welche nach dem Vollstandigkeitsaxiom konvergiert.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 4

Cauchy-Folge, Vollstédndigkeit, Wurzeln

e Eine Folge a, in R heifit Cauchy-Folge,' falls
Ve>03IN=N(E) eENVnmeN : (n,m>N() = |an—am|<¢)
Mittels Dreiecksungleichung folgt sofort, dass jede konvergente Folge eine Cauchy-Folge ist.?
e In R gilt die Umkehrung auch und wird Vollstéindigkeitsaxiom genannt:
Jede Cauchy-Folge in R konvergiert.?
e Eine direkte Konsequenz ist der Satz von Bolzano-Weierstraf3 (Satz 6, §5 Forster I):

Jede beschriankte Folge besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h.:

Existiert ein M € N, so dass fiir alle n die Ungleichung |a,| < M erfiillt ist, dann gibt es Indizes ni1 < na <
n3 < ... (genauer eine unendliche Teilmenge von N), so dass der Grenzwert klim an, existiert.
:— 00

Die Grenzwerte von Teilfolgen nennt man Haufungspunkte der Folge.

e Aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl ergibt sich das Corollar (vgl. Satz 7, §5 Forster I):

Jede monoton wachsende und nach oben beschriankte Folge konvergiert. Ebenso konvergiert jede monoton fallende
und nach unten beschrinkte Folge.

Eine direkte Konsequenz daraus ist die Existenz der ( k .ten) Wurzeln positiver reeller Zahlen.*

Supremum, Infimum, Limes superior, Limes inferior

e Fiir beschréinkte Mengen A # () bezeichnet sup(A) die kleinste obere Schranke und inf(A) die grofite untere Schranke
von A.Ist A unbeschrinkt, setzen wir sup(A4) := +oo und inf(A4) := —oc0.

e Der Limes superior bzw. der Limes inferior einer beschrinkten Folge (a,) ist definiert durch

limsupa, := lim supag und liminfa, := lim inf ax
N— 00 N—00 >y n—oo n—oo k>n

Somit féllt der Limes superior mit dem grofiten und der Limes inferior mit dem kleinsten Haufungspunkt zusammen.

Fiir konvergente Folgen gilt  limsupa, = liminfa, = lim a,.
n—oo n—00 n— oo

Fiir nach oben/unten unbeschrinkte Folgen setzen wir limsup a, := +o0o0 bzw. liminfa, := —co.

n—oo n—00
Reihen o
. . . . oo n . n
e Fiir eine Folge (ar)iZ, bezeichnen wir die Folge {Sn}nfl = { > ak} der n-ten Partialsummen S, := Y ax

- k=1 n=1 k=1

als eine Reihe.

e FEine Reihe heifit konvergent, wenn fiir die Folge {Sn}f; der Partialsummen eine Zahl S € R mit lim S, =S5

1 n—o0
existiert. ) S
Bezeichnung: S =3 ax.

0 k=1
Achtung: Hiufig ist mit > ax auch die Reihe selbst gemeint, unabhéngig davon, ob sie konvergent ist oder nicht.
k=1

e Eine Reihe ) a, heifit absolut konvergent, wenn die Reihe Y |a,| konvergiert.
n=1 n=1

Notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen

e (Satz 2, §7, Forster I): Konvergiert die Reithe > ay, so gilt lim a, = 0.

k=1
e}

Achtung: Die Umkehrung gilt nicht. Bsp.: > % = 400 ... harmonische Reihe.
k=1

Hinreichendes und notwendiges Konvergenzkriterium fiir Reihen

e CaucHysches Konvergenzkriterium: (vgl. Forster, § 7 Satz 1)

o0
Die Reihe Y ax konvergiert genau dann, wenn gilt:
k=1

Zu jedem e > 0 existiert ein N(e) € N, sodass | ), ak’ < e fiiralle n >m > N(e).
k=m

ISowohl Konvergenz als auch Cauchy-Eigenschaft lassen sich analog auch in metrischen Rdumen definieren.
2Satz 1, §5 Forster I, beweist diese Aussage fiir reelle Zahlenfolgen. Jedoch gilt sie in jedem metrischen Raum.
3Eine Cauchy-Folge a, € Q braucht dagegen keinen Grenzwert in Q zu besitzen.

4ygl. §6 Forster 1.
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Hinreichende Konvergenzkriterien fiir Reihen

e LeiBNIz-Kriterium: (vgl. Forster, § 7 Satz 4)
Sei {ar}rz: eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen mit klim ar = 0. Dann konvergiert die
— 00
Reihe Y (=1)*ay .
k=1
e Majorantenkriterium: (vgl. Forster, § 7 Satz 6)

o=}
Sei > ¢ eine konvergente Reihe mit ¢ > 0 fiir alle k € N. Weiter sei {ay}p2; eine Folge mit |ax| < ¢ fiir

k=1
alle kK € N. Dann konvergiert die Reihe Z ar absolut.
k=1
e Quotientenkriterium: (Folgerung aus dem Majorantenkriterium) (vgl. Forster, § 7 Satz 7)

Ist > ar eine Reihe mit aj # 0 fiir alle k¥ > ko und gibt es eine reelle Zahl 6 mit 0 < 6 < 1, so dass
k=1

< @ fiir alle k > ko, dann konvergiert die Reihe > ax absolut.

Ap41
a
k k=1

e Wurzelkriterium: (Folgerung aus dem Majorantenkriterium, siche ZA 4.5(a))
Sei 0 < g <1 eine feste Zahl und Y a; eine Reihe mit {/|ax| < ¢ fiir alle k > ko mit einem ko € N. Dann
k=1

o0
konvergiert die Reihe Y ajr absolut.
k=1

Bemerkungen:
<4é

(a) Beim Quotienten- und Wurzelkriterium geniigt es bereits, ein <1 zu finden, fiir welches lim sup

k— o0
bzw. limsup {/]ax| < 0 gilt (siche ZA 4.5(b)).
k— o0

QK41
k

(b) (Satz 5, §7 Forster I): Aus der absoluten Konvergenz folgt die Konvergenz einer Reihe.
Achtung: Die Umkehrung gilt nicht, denn beispielsweise konvergiert die Reihe (—l)k% nach dem Leibniz-
k=1
Kriterium, jedoch nicht absolut (siehe harmonische Reihe).

Hinreichendes Divergenzkriterium fiir Reihen

e Minorantenkriterium:
o0
Sei > c¢p eine bestimmt divergente Reihe mit ¢, > 0 fiir alle & € N. Weiter sei {ax}j2, eine Folge mit
k=1

ar > ¢ fir alle kK € N. Dann divergiert die Reihe Z ag .
k=1

Zusatzaufgabe 4.1: (Wurzeln)
n—1
(a) Seien a,b € R beliebig. Zeigen Sie: ¥n € N : a" —b" = (a—b) > a" ' 7Fb*.
k=0
(b) Sei a > 0 eine reelle und k > 2 eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert zo > 0 die rekursiv
durch

1
Tp41 1= % ((k — 1)£n + %)

n

definierte Folge gegen die (d.h. eindeutige) positive Losung der Gleichung z* = a konvergiert.
Diese bezeichnet man mit {/a und nennt sie die (positive) k-te Wurzel von a .

(c) Sei k> 2 eine beliebige natiirliche Zahl und a,, eine konvergente Folge nicht-negativer reeller Zahlen mit Grenzwert
a > 0. Zeigen Sie, dass dann die durch b, := ¥/a, gegebene Folge gegen den Grenzwert b:= ¥/a konvergiert.

(d) Zeigen Sie, dass die k-te Wurzel streng monoton wachsend ist.

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.1:

1-1
(a) Induktionsanfang: Fiir n =1 gilt a' —b' =a—b=(a—b)a' 7% = 3 a' 1 7Fp" .

k=0
n—1
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n > 1 gelte a" —b" = (a—b) 3 a" 1 7FpF.
k=0
n
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch o"™' — "™ = (a —b) 3 a"Fb*.
k=0

Beweis der IB:

n—1 n—1
Gilt a® —b" = (a—0b) 3 a™'7*b"  dann auch a™ = b" 4 (a —b) 3 a" *7Fb* und weiter
k=0 k=0

n—1
a" =" = ad" b0 = a- (b”—l—(a—b)Zan_l_kbk) —b-b"
k=0

n—1 no1 "
= ala=b) Y a" ' + (a—b)" = (a—D) (Z a" "y 4 aob”) = (a—b)Y a" ",
k=0 o —
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(b) Wie gehen in mehreren Schritten vor:

e Esgilt Vn € Ng : x, > 0, denn aus xo > 0 folgt der Induktionsanfang (A(0)) und falls x, > 0 fiir ein
n € Ny gelte (A(n)), dann ergibt sich sofort auch

1 a
Tt = E((k—l) n +F) > 0.  (An+1)
>1 >0 Ne——
>0

e Esgilt V¥neN : zF >a, denn fiir beliebiges n+ 1> 1 folgt aus Punkt 1 sofort

k N\ K AN k
L k—1 a a—x, k a—x, BU. . a—x,
= (St i) = () = (e 0m) FA (e 5R) = o

wobei wir die Bernoulli-Ungleichung (1 4 y)* > 1 4 ky benutzt haben (was wegen

auch erlaubt ist).

e Die Folge x, ist monoton fallend, denn

1 a 1 a 1 a
%((k_l)wn'i‘F)_xn :(1—%)%—%4-?5;1 = %wn(E—QSO

wegen zF > a (wie in Punkt 2 gezeigt) und z, > 0 (wie in Punkt 1 gezeigt).

Tn+l — Tn =

Also ist die Folge z, nach unten beschrénkt (durch 0) und monoton fallend, konvergiert also (Folgerung aus dem
Satz von Bolzano-Weierstraf}, vgl. Forster, §5, Satz 7). Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergibt sich, dass
der Grenzwert z dann

. .1 a 1 a
z = lim xp41 = lim % ((k—l)xn—kﬁ) = ((k—l)x+ mkfl)

n—o0o n—o0

erfiilllt und daher auch kx = (k — 1)z + —=7 , d.h z® = a. AuBerdem ist die positive Losung dieser Gleichung
eindeutig, denn aus

(vgl. Aufgabenteil (a)) folgt wegen der Positivitdt der Klammer sofort = =1y .
Aus Aufgabenteil (a) folgt an —a = by —b* = (by —b) (b "0+ 65720  + -+ + bpb" 2+ bOH* ") . Die zweite

Klammer ist in jedem Fall nicht negativ.

e Ist a =0 (und also auch b = 0), dann erhilt man |a,| = |bs|¥. Sei nun € > 0 beliebig, dann gibt es zu &*
ein N mit |a,| <& fiir n> N, also auch |b,| <& fiir n> N .

e Ist a >0, also auch b > 0, dann gibt es aufgrund der Konvergenz der Folge a, gegen a ein
a2k —1)
so dass a, > 2% > 0 und somit b, > % > 0 fiir alle n > M . Also kann man ohne Bedenken durch die zweite

Klammer dividieren und anschlieBend auf beiden Seiten den Betrag nehmen. Damit ergibt sich

jan — af jan — al

<
e T e e A

|bn _b| =

Sei nun e > 0 beliebig, dann gibt es zu diesem £ > 0 ein N mit |a, —a| < b*=1e fiir n > N, und mit diesem
N gilt dann auch |b, —b| < e fir n > max{M,N}.

Dies beweist in beiden Féllen die Konvergenz von b, gegen b.
Eine Funktion f: A CR — R ist streng monoton wachsend <= (Vm,y ceA:(y>z= f(y) > f(x))) .
Wiederum mit Aufgabenteil (a) ergibt sich fiir die k-te Wurzel aus y > x > 0 somit auch

\kf_%: k-1 e >0
5 (Y2 (g

da der Nenner aus nichtnegativen Summanden besteht und mit ({/)°(&/)* "% = ({/)"~' mindestens ein Term
echt positiv ist. Aus y > x folgt demnach &y > ¥/, was die strenge Monotonie der Wurzel bedeutet.

Zusatzaufgabe 4.2: Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte, falls diese existieren:

(a)

39nd - n2
lim Vonl 4t vn (b) lim (vVn*+5n2 —n?) (c) lim /a bei a >0 (d) lim {/n

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.2:
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(a) Unter Verwendung von ZA 4.1(c) und den Rechenregeln fiir Grenzwerte ergibt sich

1 1
N T VR, V2t et g ¥240+0 _ o5
n—oo nyn+n+1 n—oo 14 50 4 5 1+0+0 '

(b) Wegen vn? +5n2 —n? = Wrntsn) —(n)” niisnd)?o(n?)? 5n? = 5
/4502 4n2 V/nt 4502402 \/1+n%+1

Grenzwert lim (\/n4 +5n2 — n2) = g .
(¢) Esgilt lim {/a=1, denn:

n—oo

und ZA 4.1(c) ergibt sich hier als

o Ist a > 1, gilt fir z, := a—1 > 0 mit der Bernoulli-Ungleichung « = (1+ z,)" > 1+ nz, und
demzufolge z, < “;1 fiir alle n € N. Nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen ergibt sich daraus nun

0 < lImaz, < lim an;l = 0, d.h. lim z, = 0 und daraus wiederum mittels der Rechenregeln fiir
n— oo n— o0 n—oo

konvergente Folgen lim {/a=1.

n—0o0

e Ist 0 < @ < 1. Dann gilt nach den Folgerungen aus den Kérperaxiomen o ' > 1 und wie eben bewiesen
lim ¥a~! = 1. Nach den Rechenregeln fiir Folgen folgt nun wiederum lim ¥a = —2— = 1 und

n—oo n—oo lim a—1
n—oo

somit auch in diesem Fall lim /a=1.

(d) Wir verwenden fiir x, := {/n—1 >0 und n > 2 die aus dem Binomischen Lehrsatz folgende Ungleichungskette

n=(¥n)" = (1+z,)"

n
> (Z) 2RI P > 14 (g)x% ,waszu n— 1> wmi #quivalent ist, um auf z2 < % zu
k=0 N——

>0

schliefen. Also gilt 0 < z,, < \/g fiir alle n > 2 und demzufolge mittels der Rechenregeln fiir konvergente Folgen

2 ZA 4.1(c)
n -

auch 0 < lim =z, < lim 0, also lim z, = 0. Wiederum nach den Rechenregeln fiir konvergente

n—oo n— 00 n—00
Folgen folgt lim ¥/n=1.
n—oo

Zusatzaufgabe 4.3:

(a) Geben Sie fiir die folgenden Mengen M)y, jeweils das Supremum sup My und das Infimum inf My , das Maximum
max My und das Minimum min M}, an, falls diese existieren:

M; :=N, M, :={(-1)" : ne N}, Ms:={1+1 : neN},
My =7, Ms := {(-2)" : neN}, Mg :={n+< : neN},
Mr:=Z\N, Mg:={1+21 : z€[1,2)}, Mo:={z€Q : |[z[]<|z—2|}.
3+ L, fiir n =3k,
(b) Bestimmen Sie limsupa, und liminfa, fiir die Folge an := < 3 — "TH, firn=3k+1,
e e 3+ W/n, fiirn=3k+2.
Losung zu Zusatzaufgabe 4.3:

(a) Wir erhalten l M, “ M; l M, l M [ My [ M [ M [ M [ Mg [ My ‘
sup My, +00 1 2 +00 | +o0o | +oo 0 2 1
inf M 1 -1 1 —00 | —0o0 2 —00 % —00
max M - 1 2 - - - 0 2 -
min Mg 1 -1 — — — 2 — — —

(b) Die Folge a, besitzt beispielsweise die konvergenten Teilfolgen aay, asri1,aspr2 mit klin;o ask = klggo (3+15) =3,
lim agesr = Jim (3 CEE) = 2 sowie mit lim ageer = lim (34 “Y3E+2) = 4. Also ist {2,3,4} die
k— o0 k— o0 k— oo k—oo
Menge aller Haufungspunkte der Folge a,, , denn:

Aufgrund der Konvergenz der drei betrachteten Teilfolgen existieren zu jedem ¢ > 0 Zahlen K., L., M. € N so
dass fiir alle n > max{nk_,nr.,nu.} jedes Folgenglied a, in (mindestens) einer der drei e-Umgebungen um
2,3 oder 4 liegt. Angenommen, es gébe noch einen weiteren Haufungspunkt a ¢ {2, 3,4} , also eine Teilfolge an,
mit klirlgo an,, = a.Dann gibt es zu ¢ :=  min{|a—2|, |[a—3|,|a—4[,1} ein N.,sodass Vk > N : |an, —a| <e.

Jedoch liegt fiir jedes k > max{K., L., M., N.} das jeweilige Folgenglied an, wegen & < % in genau einer
der drei e¢-Umgebungen um p € {2,3,4}, da diese dann paarweise disjunkt sind. Mit diesem eindeutigen p
gelangen wir nun wie beim Beweis der Eindeutigkeit des Grenzwertes zum Widerspruch |p—a| < %|p7 al wegen

2 . 2
Ip—al S|p—ank|+|ank—a|<2<€:gmln{|a—2|7\a—3\,|a—4|,1}S §|p—a|.
Damit ergeben sich liminfa, =2 und limsupa, =4.

n— oo n—oo

Zusatzaufgabe 4.4: Beweisen oder widerlegen Sie:

e} o0
(a) Ist die Reihe Y ai konvergent, dann konvergiert die Reihe Y aj absolut.
k=1 k=1

16



(b) Konvergiert die Reihe 3 aj absolut, dann ist die Reihe Y af konvergent.
k=1 k=1

(c) Gegeben sei eine Reihe " ap mit ap > 0 fir alle £ € N und % > 1 fiir unendlich viele k € N. Dann ist die
k=1

Reihe > aj nicht konvergent.
k=1
Lésung zu Zusatzaufgabe 4.4:

a) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch, denn wegen ——— = —— — L fiir n > 2 gilt beispielsweise
g g & n(n—1) n—1 n g

8

2 = o . N . N .
() =+Y 5 S Y qmop = I lim Y ooy = 1+ lim 3 (ﬁ*%): I+ lim (1-5) =2
k=2 k=2 O n=2 TP n=2 e

k=1

18

also nach dem Majorantenkriterium die absolute Konvergenz und somit die Konvergenz von n—lz . Jedoch wissen

k=1

o0

wir aus der Vorlesung, dass die harmonische Reihe % bestimmt gegen +oo divergiert, also nicht konvergent und
k=1

schon gar nicht absolut konvergent ist.

e OO

(b) Die Aussage ist richtig, denn konvergiert die Reihe )" aj absolut, so konvergiert die Reihe ) |ax|. Insbesondere
k=1 k=1

muss als notwendiges Kriterium die Folge |ax| eine Nullfolge sein, also existiert zu e := 1 ein Index N(1), so dass

fiir alle k > N(1) die Folgenglieder |aj| < 1 erfiillen. Insbesondere folgt dann V& > N (1) : ai = |ax|® < 1-|ax| mit

den Anordnungsaxiomen und aus der Nichtnegativitdt von Quadraten somit

<, N(1)—1 9 oo 5 oo =)
> ak = >, a 2 4 <O+ Y a] <O+ Y a] < Fo0
k=1 k=1 k=N (1) k=N (1) k=1

—_———

=:C<+oc da

endlich viele Summanden o
und schlieBlich mit dem Majorantenkriterium die Konvergenz der Reihe Y ai .
(c) Die Aussage ist im Allgemeinen falsch, denn beispielsweise die Reihe k=1

. 27% Lk ungerade,
Ak mit ar = &
4% |k gerade

18

k

1

5 —(2m+1) 2m
erfiillt sowohl ar > 0 als auch Vm e N ; 22m+l — 2 T = 2§m+1 =

a2m

unendlich viele k£ € N. Jedoch erhalten wir aus dem Wurzelkriterium mit ¢ :

VkeN : {/]ax] < max{\/k 2-k \k/4fk} =1

o0
die absolute Konvergenz und somit auch im iiblichen Sinne die Konvergenz der Reihe > ay .
k=1

-22™ > 9 und damit G”;—:l > 1 fiir

% < 1 wegen

” N =

Zusatzaufgabe 4.5:
(a) Beweisen Sie das Wurzelkriterium.

(b) Wieso geniigt es beim Wurzelkriterium, lediglich die Bedingung limsup {/|a,| < ¢ < 1 zu iiberpriifen?

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.5:
(a) Angenommen, es gibt ein kg € N und ein 0 < ¢ < 1, so dass {/|ax| < ¢ fiir alle k > ko erfiillt ist. Dann

o0 o0 » OO
gilt auch |ag| < ¢* und wegen > ¢" = ¢* 3 ¢" = % konvergiert dann der Reihenrest Y ax nach dem
k=Fkq k=0 k=ko
Majorantenkriterium absolut, d.h., 3S € R : S= > l|ax|. Da die Summe endlich vieler endlicher Zahlen wiederum
k=Fko
ay, absolut.

ko—1
endlich ist, folgt die Existenz eines '€ R mit 7'= S+ > |ax|. Also konvergiert auch die Reihe
k=0 k=1

(b) Der Limes Superior einer beschrénkten Folge b, ist die kleinste Zahl b, so dass mit jedem ¢ > 0 fiir alle bis auf
endlich viele Folgenglieder (d.h., fiir alle b, mit n > n. fiir ein n. € N) die Ungleichung b, < b+ ¢ erfiillt bleibt.
Da wir 0 < ¢ < 1 fordern, finden wir zu ¢ := 12;(1 >0 ein n.,sodass Vn>n. : Van| <qg+e= %1 < 1. Daher

konnen wir §:= %1 im Beweis von (a) verwenden, um auf die absolute Konvergenz der Reihe Y aj zu schliefien.

k=1
Zusatzaufgabe 4.6: Uberpriifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
o o 0 n o ny2 o 3 2 o 4
n! n 1+ (-1) (n™) n® —2n°+1 n
(a) ; — B ; a7 © ; S C) n; o © ; 7 O n; o
Lésung zu Zusatzaufgabe 4.6:
(a) Die Reihe divergiert nach dem Minorantenkriterium bestimmt gegen oo, denn fiir n > 2 gilt 2—2' > "(251) , und
die Reihe > % divergiert, da das notwendige Kriterium verletzt ist wegen
n=2
i n(n—1) I 1-3%
T T SO



(b) Die Reihe konvergiert nach dem Majorantenkriterium sogar absolut, denn fiir alle n € N gilt n%_H <5 = n% und

o0
die Reihe Y~ - konvergiert wie in ZA 4.4 (a) argumentiert.
n=1
14(=1)%n 1 1-1 I o G A B G

= =0 und as, = ———~2— = == = = handelt es sich um die harmonische Reihe
2n—1 2n—1 2n 2n n

(c) Wegen agn—1 =
> % , welche bekanntlich divergiert.

n=1

(d) Die Reihe konvergiert (sogar absolut) nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt

ol (n™)? . n? . n?
limsup V/|a,| = limsup (n") = limsup— < lim — = 0=:1¢<1.

n—oo n—oo n(n?) n—oo MN™ = n—oonmn

(e) Die Reihe konvergiert nach dem Wurzelkriterium, denn fiir alle n € N gilt n® > 2n> — 1 > 0 und aufgrund der
Monotonie der Wurzel folgt

—2n2+1 ZA 4.2(c,d) 1

fhm %)Blim% =77 =q<1.

li
m 2 i s 2

li
m 2” — 1 n—oo

n—oo

lim

n—oo

(f) Die Reihe konvergiert (sogar absolut) nach dem Wurzelkriterium, denn es gilt
n/n? 1/ .. 4 . 1
limsup V/|an| = lim ;L—n =3 < lim %) ZA L2 2 g<1.
Das Quotientenkriterium liefert ebenso die (absolute) Konvergenz mit

(n+1)* 4 an 4 4
= lim 25T = nmﬁﬁiil-i,:Jimn(n+1) - %(hm,n+1) N %::q<1.

An+1
Qn

limsu
ni,oop n— oo n—oo 3ntl n4 3 n—oo

377,

Zusatzaufgabe 4.7: Uberpriifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

oo 2

WS T 0 () @ e o Sy

n=1 n=1 n=

L6sung zu Zusatzaufgabe 4.7:

(a) Die Reihe divergiert nach dem Minorantenkriterium, denn fiir alle n € N gilt

n+4 > n > n _ 11
n24n+1 = n24n+1 = n24n24n2 = 3n

und jedes Vielfache der harmonischen Reihe > L divergiert ebenfalls.

n=1
(b) Zunéchst halten wir fest, dass sich aus der Bernoulli-Ungleichung die Abschitzung (14 2)" > 1+4+n-1 = 2
ergibt. Demnach ist das Quotientenkriterium mit ¢ := % < 1 anwendbar, denn fiir alle n € N gilt
n4+1)!
An+1 (n(+1)n)+1 o (’I’L+1)' ﬁ - n" - 1 < 1
an | ol (et (n+ 1) (144" T 27

2L (sogar absolut).

18

Also konvergiert die Reihe

n=1

%) n?
(c) Die Reihe ) <HL+1) konvergiert (sogar absolut) nach dem Wurzelkriterium, denn wie in (b) folgt fiir alle n € N
n=1
wiederum sofort

- ) - () < <

n+1 n+1 14+ 1)

3

24 3
— = nlLH;o ;:"%2 =2#0 kann (—-1)" 222_'},:2 keine mehr Nullfolge sein,

(d) Die Reihe divergiert, denn wegen lim 222+3

n—oo

womit das notwendige Konvergenzkriterium verletzt ist.

(e) Die Reihe konvergiert nach dem Leibniz-Kriterium, denn bei a, = handelt es sich wegen

k
k241
1
n P 0
I — 1 n - -
ninéo(n2+1) ninio(1+ng> it0 ~°

— @+Dn+1) <nn+1)’+n = PPHn’+nt+l < nP+20°+2n

und

n+1 - n
(n+1)241 n%+1

<= 1 < nl+n

um eine monotone (hier monoton fallende) Nullfolge. Nach dem Leibnizkriterium ist demnach die alternierende

Reihe io: (="

n=1

n
= konvergent.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 5

Umordnung von Reihen
e Fiir konvergente Reihen gilt das (unendliche) Assoziativgesetz, d.h. man darf beliebig Klammern. Genauer:

Ist > an konvergent und k — nj eine streng monotone Abbildung N — N mit n; =1, dann gilt

n=1 oo [rry1—1

Zan = Z Z aj | - (1.1)

k=1 Jj=ny

e Dagegen gilt das (unendliche) Kommutativgesetz nur fiir absolut konvergente Reihen, d.h. jede Umordnung
einer absolut konvergenten Reihe hat denselben Grenzwert (vgl. Satz 8, §7 Forster I) Genauer:

Ist Z an absolut konvergent und ¢ : N — N eine Bijektion, so gilt Z an = Zaw(n)
= n=1 k=1
e Das Produkt zweier absolut konvergenter Reihen ist gleich dem Grenzwert der durch (beliebiges) Ausmultiplizieren
der Partialsummen entstandenen Reihe. Insbesondere gilt

() () = Z(Ee)

fiir absolut konvergente Reihen, wobei man die Reihe auf der rechten Seite das Cauchy-Produkt der beiden Reihen
nennt, welches auch absolut konvergent ist (vgl. Satz 3, §8 Forster I).

Exponentialreihe
n+1
e Wegen Vn € N : 0" = 0 und, da mit limsup ("“)' = lim % =0< 1 fir alle z € R, x # 0 das
n—oo ? n—00

Quotientenkriterium anwendbar ist, konvergiert die Exponentialreihe

o0 mn
exp(z) = ZF
n=0

fiir jedes € R absolut.! Die so definierte Funktion exp : R — R heifit Exponentialfunktion.
e Insbesondere gilt exp(0) =1 und mittels des Cauchy-Produktes folgt

Va,y € R : exp(z+y) = exp(z)exp(y) , (Funktionalgleichung der Exponentialfunktion)

mit welcher sich exp(—z) = und weiter exp(x) > 0 fiir alle © € R ergibt.?

Abzihlbarkeit

e Eine nichtleere Menge D ist abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung N — D gibt, d.h. wenn eine Folge
(zn)neny mit D = {z, | n € N} existiert. Beispiele:

1
=p(@)

o Endliche und unendliche Teilmengen von N sowie @Q sind abzdhlbar (Corollar zu Satz 1, §9 Forster I).
o Die Vereinigung abzihlbar vieler abzihlbarer Mengen ist abzidhlbar (Diagonalargument, Satz 1, §9 Forster I).
e Eine nichtleere Menge D heifit iiberabzihlbar, wenn sie nicht abzihlbar ist. Beispiele:
o Sowohl R und das Intervall ]0,1[ als auch R\ @ sind iiberabzihlbar (Satz 2 und Corollar, §9 Forster I).
o P(R)={A|A C R} ist iiberabzihlbar aufgrund der Bijektion 7: R — {A € P(R) | Ire R : A= {r}}.
e Wir nennen eine nichtleere Menge D abzihlbar unendlich, falls es eine bijektive Abbildung N — D gibt (in
diesem Fall ist D also gleichméchtig zu N).

Zusatzaufgabe 5.1: Gegeben sei die Reihe 5 2(-D"~—"

n=1
(a) Ist die Reihe nach dem Quotientenkriterium konvergent?
(b) Ist die Reihe nach dem Wurzelkriterium konvergent?
Lésung zu Zusatzaufgabe 5.1:
(a) Das Quotientenkriterium ist nicht auf die Reihe anwendbar wegen
9(=1)" 1 —(n+1)
—~ro—

2(71)2<"+1)72(n+1) 9l—2(n+1)
< lim

n—oo

= lim

n—oo

lim

fimsup = e

n—o0

1—2(nd+1)+1+(2n+1)|
2P nD) 2 2= h

(b) Die Reihe konvergiert nach dem Wurzelkriterium wegen

n . n . n . n 1 .2(c), 1 1
limsup V2(-D"-7 < lim V2-7 = lim ¥2. lim on ZA 43 4 2 _ 5 =4 <1.

n— o0 n— oo n— oo n— o0 2

Lvgl. Satz 1, §8 Forster I
2vgl. Satz 4 und Corollar, §8 Forster I
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Zusatzaufgabe 5.2: Es sei (an)nen eine Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie:
(a) Genau dann konvergiert die Folge (an)nen , wenn die Teilfolgen (ask)ren, (a2x+1)ren und (ask)ren konvergieren.
(b) Die Aussage (a) wird falsch, wenn man eine der Teilfolgen (ak)ren, (a2r+1)rken oder (ask)wen wegléisst.
Losung zu Zusatzaufgabe 5.2:
(a) ,, = “: Sei (an)nen konvergent gegen a . Dann konvergiert — wie in der Losung von Aufgabe 4.1(b) gezeigt — auch
jede Teilfolge gegen a, also auch (ask)ken, (G2rt1)ren und (ask)ren -
, <% Seien (azk)ken, (a2k+1)ken und (ask)ren konvergent. Dann existieren a,b,c € R, so dass klin;o ask = a,
klglolo azk+1 = b und kl;n;@ asr, = c. Da (aek)ren eine Teilfolge von (azi)ken ist, gilt len;o asr = a . Ebenso ist
(ask)ken eine Teilfolge von (ask)ken , so dass klingo aer = c. Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes einer
konvergenten Folge muss demnach a = ¢ sein. Da (agr+3)ken eine gemeinsame Teilfolge von (aszk4+1)ken und
(ask)ren ist, folgt hier auch analog b = c. Somit ist insgesamt a = b = c. Es gilt somit
Ve>03Ni(e) VEEN : (k> Ni(e) = |aak —a|<e)
Ve>03 Nao(e) VEEN @ (k> Na(e) = |azkt1 — al = |azk+1 — b < ¢)

Sei nun £ > 0 beliebig. Dann folgt mit N(g) := max{2N;(g),2N2(¢) + 1} fiir alle n € N mit n > N(¢) und
e n gerade, d.h. n =2k, dass |a, —a| = |aak —a|] <€ (wegen n > 2Ni(e) = k> Ni(e)),
e n ungerade, d.h. n=2k+1, dass |an, —a| = |azkt1 —a| <& (wegen n > 2N3(e) +1 = k > Na(e)).

Demnach ist (an)nen konvergent mit lim an =a.
n—oo

(b) Keine der Teilfolgen auf der rechten Seite kann weggelassen werden, denn:

1, = 2mod 6
(i) Ein Gegenbeispiel, dass (a2r) nicht weggelassen werden kann, ist (an)nen mit a, = {O " . e
, sons
(ii) Ein Gegenbeispiel, dass (asr) nicht weggelassen werden kann, ist (an)nen mit an, = (—=1)".

1, n = 1mod 6

(iii) Ein Gegenbeispiel, dass (azx+1) nicht weggelassen werden kann, ist (an)nen mit a, = {O .
, sons

Zusatzaufgabe 5.3:

3

Sei o € R. Fiir n € N bezeichne (Z) =11 D‘*T’“H den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten. (Dabei lassen wir
k=1
auch (g‘) :=1 zu.) Beweisen Sie fiir n € N und beliebige a,3 € R die Formel

Z @ <"€k> - <a2ﬁ> ' (3.2)

e Gleichung (3.2) gilt fiir «,3 € N, denn nach Satz von Binomi, Potenzgesetzen und Ausmultiplizieren ergibt sich

S0 - - (SEPHER)) - EE)

und nach Koeflizientenvergleich sofort die Behauptung.

Loésung zu Zusatzaufgabe 5.3:

e Gleichung (3.2) gilt fiir o € R, 8 € N, denn auf beiden Seiten von Gleichung (3.2) stehen in diesem Fall jeweils
ein Polynom in a vom Grad n und beide stimmen fiir alle a € N nach Punkt 1 iiberein. Somit hat das Diffe-
renzpolynom unendlich viele Nullstellen und muss demnach mit dem Nullpolynom iibereinstimmen. Dies bedeutet
jedoch genau, dass die beiden Polynome gleich sind, also in allen a € R {ibereinstimmen.

e Gleichung (3.2) gilt fir «,8 € R, denn: Betrachten wir ein festes a € R, dann sind beide Seiten der Gleichung
(3.2) Polynome in S vom Grad n, welche nach Punkt 2 fiir alle 3 € N iibereinstimmen. Somit besitzt das
Differenzpolynom unendlich viele Nullstellen, muss also wieder mit dem Nullpolynom zusammenfallen, wonach die
beiden Polynome gleich sind und daher in allen 8 € R {ibereinstimmen.

Zusatzaufgabe 5.4:

(a) Zeigen Sie: Es gilt lim (:)nik = % und VEeNVnceN : <n2k — (Z);g;)

(b) Zeigen Sie das unendliche Assoziativgesetz (1.1) fiir konvergente Reihen.

(c) Berechnen Sie fiir |z| <1 das Cauchy-Produkt von (Z xk) (Z (fl)kxk> und (Z (fl)kxk> (Z (fl)kxk> .
k=0 k=0 k=0 k=0

[ee]

1
(d) Zeigen Sie, dass die Reihe Z(—l)’C 7 konvergiert, jedoch nicht absolut konvergiert. Beweisen Sie weiter, dass das
k=1

Cauchy-Produkt der Reihe mit sich selbst divergiert.
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Lésung zu Zusatzaufgabe 5.4:

(a) Die zweite Behauptung folgt mit n > k sofort aus

k k
n 1 n—j+1 1 1 n—j+1 1 j—1 1
<k) nt < J ) nk k!j:1 n k! ( n k!

j=1

Nach Grenzwertgesetzen ergibt sich weiterhin
n) 1 1L j—1 14 j—1 1 1
i — 1 el I | _J = - = I I _ L — - — .1 = =
nlgvlmoo <k> kT nlgnoo (k! (1 n )) Tk gt (1 nlﬁur;o n ) k! v = k!

(b) Bezeichnet (Sn)nen die Folge der Partialsummen Sy := ) an, so entspricht die rechte Seite von (1.1) genau
n=1

dem Grenzwert der Teilfolge Sy, mit Nk :=ngy1 — 1. Konvergiert die linke Seite von (1.1) gegen ein S € R,

so bedeutet dies die Konvergenz der Folge Sy gegen S. Wie im Beweis von Aufgabe 4.1(b) gezeigt, muss dann

auch jede Teilfolge von Sy gegen S konvergieren, also

K np41—1 npy1—1

0o N [eS)
Do = i Sta = timsv =8 = g s = Jm S| D w) = (Y e

k=1 j=ng k=1 j=ny

(c) Das Cauchy-Produkt ist (vgl. Satz 3, §8 Forster) die Reihe ) ¢, mit
k=0

- - .1 firn=2k dh.n=0 d 2
P Zwk(_l)n—kxn—kz S Z(_l)n—k _ l“n %f n ) n mo )
= = " -0 firn=2k+1, dh.n=1 mod 2.

n

fiir das erste Produkt und ¢, = . (=1)*z"(—=1)""Fz"* = (=1)"z"

b
L0

1 = (=1)™"(n+1)z" fiir das zweite

=

=0
Produkt. Demnach erhalten wir fiir |z| <1 die Cauchy-Produkte

(Zﬁ) (Z(—l)kxk> = > 2 und (Z(—l)kxk> <z<_1>w> = > (-D)"(n+1)a" .
k=0 k=0 n=0 k=0 k=0 n=0

(d) Die Reihe konvergiert nach Leibniz-Kriterium, denn nach ZA 4.1 (c),(d) ist ﬁ = \/% eine monoton fallende

o0
Nullfolge, jedoch nicht absolut, da kz::l ﬁ mit ﬁ > % die harmonische Reihe g::l L als divergente Minorante

besitzt. Mit der Indexverschiebung > (—1)’“% = > (—1)iH! ﬁ ist das Cauchy-Produkt der Reihe mit sich
k=1

C- gyt L - kL (v IR I RN O] LI
<;0( 2 \/j+1> <kz_0( D \/k:+1> - nz_o(kz_o( R/ A (n—k)+1>
NN | 1 R VRN = | 1
SR vEive e - AV R v
R 1 S, el
B N e N P PP P e

und wegen ﬁ\/ﬁ > 1 (denn n® > k(n—k) wegen n® —kn+k*>>n® —2kn+k*>=(n—k)>>0) gilt

B .
n— 00 \/E n—k n—oo N

also ist das notwendige Kriterium fiir Konvergenz verletzt, und daher divergiert das Cauchy-Produkt.
Zusatzaufgabe 5.5:
(a) Sei k> 2 eine natiirliche Zahl. Ist die Menge kN := {n € N | k teilt n} abzdhlbar unendlich?
(b) Ist das kartesische Produkt A x B abzihlbarer Mengen A, B selbst wieder abzihlbar?
(c) Ist die Menge {a + bv/2|a,b € Q} eine abzihlbare Teilmenge von R ?
(d) Sind je zwei offene (nicht entartete) Intervalle gleichméchtig ?
Losung zu Zusatzaufgabe 5.5:

(a) Ja, denn die Abbildung N — kN, n +— kn , ist sowohl surjektiv (denn ist a € kN, dann ist a durch k teilbar, so
dass eine natiirliche Zahl b mit a = bk existiert) als auch injektiv (denn sind a,b € kN mit a = b, dann existieren
¢,d € N mit a = kc,b=kd, woraus sofort 0 =a —b=k(c—d), also ¢ =4d folgt).
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(b) Ja, seien a,b: N — A, B Abzihlungen von A, B, dann ist eine Abzihlung von A x B die Diagonalfolge
(a1,b1)[(a1, b2), (az,b1)|(as, b1), (a2, b2), (a1, bs)|(a1,ba), ...
(c) Ja, sei Q x Q abgezdhlt durch a = (a1,a2) : N — Q x Q, dann ist b, := an,1 + an,zﬁ eine surjektive Abbildung
von N auf die gegebene Menge.
(d) Ja, denn sind Ja,b[ und ]c,d[ Intervalle, dann ist f:z +— c+ £=(xz—a) eine Bijektion von ]a,b[ auf Jc,d[ wegen
flz)=y < z=a+2%(y —c) und daher gibt es zu jedem z €]a,b[ genau ein y €lc,d[ mit f(z)=1y.

N N
Zusatzaufgabe 5.6: Fiir a, = (71?_1 , n €N, seien (Sn)nen = <Z an> und (Tn)nven = (Z CLT(n)> .
n=1 NEN n=1 NeN
%(271 +1) wennn=1 mod 3,
Es sei weiter eine Abbildung 7: N — N definiert durch 7(n) = %(Qn —1) wennn =2 mod 3,
4 =0 d3
(a) Berechnen Sie den Vektor 3" wemt =1 mod 9.

(1), 72), 7(3), 7(4),7(6),7(6), 7(7), 7(8), 7(9), 7(10), 7(11), 7(12), 7(18), 7(14),7(15), 7(16), 7(17), 7(13))
sowie Si2 und Tis und Tis — $S12 auf 8 Stellen nach dem Komma.
(b) Zeigen Sie:
(i) 7 ist eine Bijektion N — N. Folglich ist (T%) eine Umordnung von (Sn) .
(ii) Fiir alle N € N gilt Tsny = %SQN

(iii) lim Tn = %S # S ,wobei S > 0 den nach dem LEIBN1Z-Kriterium existierende Grenzwert von Sx bezeichne.
n—oo

Loésung zu Zusatzaufgabe 5.6:
a S S1N 12 — U. ) 18 = U. U1 12 — 5418 = sowle
(a) Essind S 0.65321068 , T 0.32660534 und S éT 0 i
(r(1),7(2),7(3), 7(4),7(5),7(6), 7(7), 7(8), 7(9), 7(10), 7(11), 7(12), 7(13), 7(14), 7(15), 7(16), 7(17), 7(18))
= (1,2,4,3,6,8,5,10,12,7,14, 16,9, 18,20, 11,22, 24),
(b) (i) Jede natiirliche Zahl m hat auch genau eine der Darstellungen 3k —2, 3k — 1 und 3k mit k£ € N und in
jeder solchen Darstellung ist k& durch m eindeutig bestimmt. Es gilt fiir alle £ € N
T(B3k—2)=2k—1, 7(3k — 1) = 4k — 2, 7(3k) = 4k .
Eine natiirliche n Zahl hat genau eine der Darstellungen n = 2k — 1 (d.h. n ungerade), 4k —2 (d.h. n

gerade aber nicht durch 4 teilbar) und 4k (durch 4 teilbar) mit & € N und in jeder solchen Darstellung ist
k durch n eindeutig bestimmt. Es folgt, dass 7 eine Bijektion N — N ist.

(ii) Es gelten fiir an, = (—1)""'1 die Darstellungen

Ar(3n—2) = (A2Bn-2)+1 = Q-1 = 5
3
Grn-1) = G2e@n_n-n = Gn-2 = =T
_ _ _ 1
Qr(3n) = a% = Q4n = T in
und
. u e L1 1 (4n=2)(n) + (8 +2)@n-1) _ 1
TEn=2) B TG T on 1 T dn—2  4n (2n — 1)(4n — 2)(4n) T @2n—1)(4n)
R L S
2\2n—1 2n T tEmmtmame
Folglich gilt
3N N N 2N
Tszn = Zar(k) = Z(GT(Sn—2)+aT(3n—1)+a‘r(3n)) = Zi(a2nfl+a2n) = Zak = Son .
k=1 n=1 n=1 k=1
-
(iii) Aus der Definition sehen wir, dass fiir alle n die Ungleichung 7(n) > %" und somit |a, )| = ‘( li(n)) ! < %

gilt. Wegen Sy Noge g (nach Leibnizkriterium) konvergiert auch die Teilfolge San N2 S Somit gibt es
zu beliebigem ¢ > 0 ein K (= K (%) , so dass fiir alle N > K gilt
S o SQN S . 1 13
5‘_ 2 2‘_2‘3‘” Sh< 3
Setzen wir nun L = {3K,[5-] + 1,1} und betrachten v > L, dann gilt wegen v > 2= <= £ > 2 und
folglich |a,()| < 2 in jedem der 3 Fille v = 1 mod 3, = 2 mod 3,v = 0 mod 3 die Ungleichung
|T, — Tsrz1| <2+ 52 < 2- % und mit der Dreiecksungleichung schlieflich

3 v
S

T, -2
2

Tsn —

[\]

1
+ = €.

< i
3

T3[%] — <

s
5‘ + T =Ty <

S
Ts(g} —5’ + 2.

w| M
w| m

Alle Zusatzaufgaben sind verfligbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2010/2011, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC K. THSBERNER, DR. J. MERKER

Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 6

Grenzwerte einer Funktion, Stetigkeit, gleichmiflige Stetigkeit, Lipschitz-Stetigkeit

e Sei D C R :=RU{0o, —oc} und a,c € R. Weiter giibe es eine numerische Funktion f: D — R.

1

(a) Als den Grenzwert einer Funktion an der Stelle a definieren” wir ¢ = lim f(z) <=

<3(§n)n aus D : nh_)ngo &n = a)/\<v Folge (xy)n aus D : ((nh_{go Ty = a) — (nh_)ngo flay) = C)>>

(b) Bezeichne nun P(z) eine Eigenschaft von # und E = {z € D | P(z)} sowie f,: E —R
die Einschréinkung der Funktion f auf die Menge E . Dann definieren? wir

lim f(z) = ¢ = lim fi, (z) = ¢
r—a r—a
P(2)

Somit lassen sich die einseitigen Grenzwerte definieren durch

lim f(z) := lim f(z) und lim f(z) = lim f(x)
z\a v>a z/a 2<a

e Def.: (Stetigkeit) Sei f: D — R eine Funktion, a € D. Dann heifit f stetig im Punkt a,
falls lim f(x) = f(a). Die Funktion f heifit stetig in D, falls f in jedem a € D stetig ist.
r—a

e - §-Definition der Stetigkeit (vgl. Satz 3, §11 Forster)

Sei D CR und a € D sowie f: D — R eine Funktion. Dann gilt:
f stetig in a = Ve>030 =0, >0V €D : <|x—a|<(5 = |f(ac)—f(a)]<5>.

Corollar: (vgl. Corollar zu Satz 3, §11 Forster)

Sei D CR und f:D — R stetigin a € D mit f(a) # 0. Dann existiert fiir ein § > 0
eine 0-Umgebung Us := DN Ja—d,a+ 6] von a, so dass f(x) # 0 fiir alle z € Uy gilt.

Beispiele fiir stetige Funktionen:

o Konstanten, Identitit, Absolutbetrag, Wurzeln, Exponentialfunktion

o Summen, Produkte, Quotienten (solange definiert), skalare Vielfache und Kompositionen
(falls definiert) stetiger Funktionen sind wiederum stetig (vgl. Sétze 1 und 2, §10 Forster).

o Polynome/rationale Funktionen auf ihrem Definitionsbereich (vgl. Corollar zu Satz 1, §10)

e Def.: (gleichméBige Stetigkeit) Eine Funktion f: D — R heifit gleichmifig stetig auf D

= Ve >030=0.Ve,ye D : (|o:—y|<5:>|f(:c)—f(y)|<e).

e Def.: (Lipschitz-Stetigkeit) Eine Funktion f: D — R, D C R, heifit Lipschitz-stetig auf D,

= JL>0Va,yeD : [flz)—fly)l < L-z—yl.

!Dies ist der Grenzwertbegriff fiir eine Funktion nach Dieudonné bzw. Bourbaki. Insbesondere im Fall isolierter
Punkte des Definitionsbereiches D wird hier die Existenz eines Grenzwertes der Funktion sichergestellt.
*Der klassische Grenzwertbegriff fiir eine Funktion nach WeierstraB ist “c = lim f(z)" = c¢= lim f(x).

Tr—a
T#a
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Sitze iiber stetige Funktionen

e Zwischenwertsatz: (vgl. Satz 1, §11 Forster)
Sei f:a,b] — R stetig mit f(a)- f(b) < 0. Dann existiert ein & €la,b] mit f(§) =0.
Corollar 1: (vgl. Corollar 1 zu Satz 1, §11 Forster)

Sei f:[a,b] — R stetig mit f(a) < f(b) bzw. f(b) < f(a) und sei ¢ € ]f(a), f(b)] bzw.
c € |f(b), f(a)[. Dann existiert ein & €la,b] mit f(§) =c.

Corollar 2: (vgl. Corollar 2 zu Satz 1, §11 Forster)

Sei I C R ein (eigentliches oder uneigentliches) Intervall und f : I — R stetig. Dann ist
auch das Bild f(/) C R ein Intervall.

e Satz vom Minimum/Maximum: (vgl. Satz 2, §11 Forster)

Sei f:[a,b] — R stetig. Dann ist das Bild f([a,b]) beschrénkt und f nimmt sein Minimum
und sein Maximum an, d.h., es gibt &, n € [a,b] mit f(§) < f(z) < f(n) fir alle = € [a,b].

Bem.: Wir werden spéter sehen, dass der Satz bereits gilt, wenn der Definitionsbereich von f
beschrankt und abgeschlossen ist (also beispielsweise auch aus einer Vereinigung endlich vieler
ggf. auch entarteter abgeschlossener Intervalle bestehen darf).

e Satz: (vgl. Satz 4, §11 Forster)
Ist f:[a,b] — R stetig, soist f auf [a,b] sogar gleichmiBig stetig.
Bem.: Abgeschlossenheit und Beschréinktheit des Intervalls sind wesentliche Voraussetzungen!
Zusatzaufgabe 6.1: Zeigen Sie:
(a) Die konstanten Funktionen f.:R+— R, z+> ¢ (c€R)sind in R stetig.

(b) Aus der Definition des Grenzwertes einer Funktion folgt lin% |t —7]=0.
T—

(¢) Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen vererben sich sinngeméf fiir Grenzwerte von Funktionen.
Lésung zu Zusatzaufgabe 6.1:

(a) Fir ¢ € R sei f.(x) = ¢ fir alle z € R. Sei a € R beliebig und (ay),en eine Folge mit

lim a, = a. Dann ist die Folge (f.(an)),cy identisch mit der konstanten Folge (c),en , welche
n—oo

— wegen |fe(an) —c¢| =|c—¢| =0 < e fiir alle ¢ und fiir alle n € N — gegen ¢ konvergiert. Da
ebenfalls f.(a) = c gilt, ist f. in a stetig. Da a € R beliebig war, ist f. in ganz R stetig.

(b) Sei () eine Folge mit z, — 7 fiir n — oo. Dann gibt es zu jedem ¢ > 0 ein N € N mit
|z, — 7| < € fiir alle n > N . Dies bedeutet aber zugleich auch | |z, — 7| =0 | = |z, — 7| < & fiir
alle n > N . Somit konvergiert die Folge (|z,, — 7|)nen fiir n — oo gegen Null. Also folgt aus
xn — 7 sogleich auch |z, — 7| — 0, wie behauptet.

(¢) Sind f und ¢ in x stetig, dann folgt nach Definition fiir jede Folge (x,) mit lim z, =z auch
n—oo

lim f(z,)= f(z) und lim g(x,) = g(x) und nach Rechenregeln fiir Grenzwerte von Folgen
n—oo n—oo

Jim (f+g)(zn) = lim (f(zn) £9(zn)) = lim fzn) £ lim g(zn) = f(z)+g(2)
Jim (f-g)(wa) = lim (f(zn)-g(zn)) = lm fzn)- lim g(z,) = f(z)-g(z).

Entsprechend sind also Summen, Differenzen und Produkte von stetigen Funktionen wiederum
stetig. (Analog auch Quotienten, falls der Divisor g¢(z,) nicht gegen Null konvergiert.)
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Zusatzaufgabe 6.2: Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte:

, 322 — 2z — 1 _ 2%+ 2z — 8 , 3
@) Jmvetl-ve O e O BV osoe @ E”M

Lésung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a) Bsgilt (Vo +1+vVa)(Va+1-va)=z+l-z=1, a0 Vot 1-Vo= zrr <5z =0
und daher lim vz +1—z=0.

2 _ 9. _ —
(b) Offenbar gilt lim w = lim (z-1Bz+1) im serl sl g
e—1 422 4+ 22 — 6 v—1 (x — 1)(4z + 6) z—14x 46 446 5
x#£1 r#1
2422 -8 2
(c) Esgilt lim 3:;#73: = f , denn Wurzeln sind stetige Funktionen und es ist
23 34 -3 —6 3
. 22 +2r-8 . (x—=2)(x+4) . r+4 2
M3 306 M- 2)Batd) | eB3i3 3
22 3w% — 3w — o2 (r —2)(3x+3) x—2 3x +

(d) Wegen der EinschlieBung % -1< L%J < % gilt fiir > 0 demzufolge auch die Einschlieung
3—|z|=3-2z <3| <3 und fiir 2 <0 die Einschlieung 3+ |z| =3 —z > z[2| > 3.
Somit folgt aus |z| < e schon |z[2] — 3| < e. Also gilt fiir jede Folge x, # 0 mit 2, — 0, dass

Tn L%j gegen 3 konvergiert, was zu beweisen war.

Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Sei € > 0. Ist die Funktion ¢ : [—¢,e] — R beschrénkt, so ist =+ z - g(z) in 0 stetig.

(b) Zeigen Sie: f(x) = ﬁ ist in allen z €]0, 1] stetig, aber nicht gleichmé&Big stetig auf 0, 1].
(c) Sei a < b < ¢ < oo. Ist eine auf [a,c[ stetige und auf [a,b] und [b,c| gleichméBig stetige
Funktion auch auf [a,c[ gleichméBig stetig?
(d) Die Funktionen g, : R — R, n € N, seien definiert durch g,(x) := 1 ﬁfm' . Beweisen Sie, daf} alle
Funktionen g, stetig sind, und iiberpriifen Sie, fiir welche = € R die Funktion g(z) = lim g,(z)
n—oo

definiert bzw. stetig ist.
(e) Zeigen Sie, dass Lipschitz-Stetigkeit gleichméBige Stetigkeit (und somit Stetigkeit) impliziert.
Lésung zu Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Da g eine beschrinkte Funktion auf [—e,¢] ist, existiert eine Konstante S < co mit |g(x)| < S
fir alle x| <e.Da —Szx < z-g(z) < Sz gilt, folgt dann aus lin})(—Sx) =0= lin%) Sz auch
T— T—s

lir%x -g(z) =0 (vgl. Satz 5, §4 Forster I).
r—

(b) Da f eine durch rationale Operationen stetiger Funktionen und in allen Punkten z € |0, 1]
definierte Funktion ist, ist sie (nach Satz 1, §10 Forster I) ebenfalls stetig in jedem z € 0,1].
Jedoch ist f auf ]0, 1] nicht gleichm#Big stetig, denn es gibt beispielsweise zu € := 1 kein § > 0,
so dass Vz,y €]0,1] : (lz—y| <d = |f(z) — f(y)| < 1) gilt. Zu solch einem ¢ > 0 gébe

es namlich nach dem Archimedischen Axiom ein n € N mit n > max {, / %, 1} , so dass wir fiir

m::#, y:zﬁ trotz |$—y|:%<5 nur |f(x)—f(y)|:‘%—ﬁ‘:|n—2n|:n>l

erhalten, Widerspruch.

(c) Ja, denn zu beliebigem ¢ > 0 finden wir auf [a,b] ein J1(¢) > 0 und analog auf [b,c[ ein
d2(g) > 0 und aufgrund der Stetigkeit ein d3(/2,b), so dass 0 := min{d1, 2,93} das Gewiinschte
leistet.
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(d)

Die g, sind Kompositionen bzw. durch rationale Operationen von stetigen Funktionen erzeugte

Funktionen mit natiirlichem Definitionsbereich R, also stetig. Fiir « > 0 ist g,(z) =1 — Hﬁ ,
also gn(z) — 1. Fiir 2 < 0 ist g,(z) = =14 ==, also gn(z) — —1. Fiir = 0 ergibt sich
—1 falls x <0,
gn(x) =0 fiir alle n. Alsoist g(z) = <1 falls > 0, stetig in jedem z € R\ {0}.
0 falls z = 0,

Es ist zu zeigen: Ve > 036 =6, Vo,y € D : ([z—y| <d = |f(z) - f(y)| <e).

Da f: D — R Lipschitz-stetig, existiert ein L > 0, so dass fiir alle z,y € D die Ungleichung
|f(x) = f(y)| < Llz —y| gilt. Sei € > 0. Setzen wir nun ¢ := 77 > 0, dann folgt fiir beliebige
z,y € D mit |z —y| < § nach Voraussetzung dann auch |f(y) — f(z)] < L|lz —y| < L6 =

13
Lm<5

Zusatzaufgabe 6.4:

(a)

(b)

()

Sei f:]a,b] — R eine stetige Funktion mit f([a,b]) C [a,b]. Beweisen Sie, dass f mindestens
einen Fixpunkt hat, d.h. dass es ein £ € [a,b] gibt mit F(§) =¢.

Gegeben sei die Funktion f : [a,b] — R definiert durch f(x) := cx +d mit ¢,d € R. Besitzt
diese Funktion ein Minimum oder ein Maximum?

Ist die Funktion f(z):= 2% auf [0,b], b > 0, gleichm#Big stetig ? Auch auf [0,00[ ?

Losung zu Zusatzaufgabe 6.4:

(a)

Wir halten zunéchst fest, dass wegen f([a,b]) C [a,b] offenbar die Ungleichungskette a < f(x) <
b fiir jedes x € [a,b] erfiillt ist. Betrachten wir nun die stetige Funktion ¢(x) = f(z) —«, dann
gilt g(a) > 0, g(b) < 0.Ist g(a) = 0 bzw. g(b) = 0, haben wir wegen f(a) —a = 0 bzw.
f(b) —b =0 unseren Fixpunkt bei a bzw. b gefunden. Anderenfalls gilt g(b) < 0 < g(a) und
aus dem Zwischenwertsatz (Satz 1, §11 Forster I) folgt dann, dass es ein £ €]a,b[ mit g(§) =0
gibt. Fiir dieses gilt dann f(§) =¢.

Ja, denn als Polynom ersten Grades ist es eine stetige Funktion und das Intervall [a,b] ist abge-
schlossen und beschrankt. Aufgrund der Monotonie kénnen wir die Extrema hier sogar angeben:

fla) =ca+d, fallsc <0,

= falls ¢ >
min f(z) = fla)=catd, fallsc20, und max f(x) =
€la,b] f(b) =cb+d, fallsc>0.

f(b) =cb+d, fallsc<0, z€la,b]

Die Funktion f(z) = 2? ist stetig auf [0,00[, da nach den Rechenregeln fiir Folgen z, — a
die Konvergenz z2 — a? impliziert. Also ist f als stetige Funktion auf dem beschrinktem und

abgeschlossenem Intervall [0,b] (nach Satz 4, §11 Forster I) auch gleichméiflig stetig.
Die Funktion f(z) = x? ist aber auf [0, c0[ nicht gleichmé#Big stetig, denn:

Angenommen, f wire gleichméfig stetig, dann gébe es zu ¢ > 0 ein § > 0, so dass fiir alle
z,y >0 mit |z —y| < dann auch |f(z) — f(y)| < e folgt.

Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit sei § < 2v/2¢ (sonst nehme dy := min{d, v/2¢} ). Wihlen
wir nun xz%—e—kg und y:%—s—g (esist y >0 < %>g <= 8¢ > 6% wegen
0 <6 <2v2¢), dann gilt

4e

@) = fwl =" =l =lo+yl- o -yl =55 =2>e |

N S

obwohl |z —y| = g < ¢, Widerspruch.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 7

Monotonie, Umkehrfunktion monotoner Funktionen, natiirlicher Logarithmus

e Definition: Sei D C R und f: D — R. Dann heifit f

monoton wachsend, falls Vx,ye D : (z<y = f(z) < f(y));
streng monoton wachsend, falls Vz,ye D : (z<y = f(z) < f(y));
monoton fallend, falls Ve,ye D : (z <y = f(z)> f(y));
streng monoton fallend, falls Ve,ye D : (z <y = f(z)> f(y)).

Wir nennen f monoton, falls f eine der vier obigen Eigenschaften besitzt und streng mono-
ton, falls sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.

e Satz: (vgl. Satz 1, §12 Forster)

Sei D C R ein Intervall und f: D — R stetig und streng monoton. Dann existiert genau
eine Funktion g : f(D) — R mit go f =1Idp und fog = Idy(p). Insbesondere ist g stetig
und besitzt dasselbe Monotonieverhalten wie f .

Bemerkungen:

(a) Gelegentlich nennt man g : f(D) — R auch die Umkehrfunktion von f und schreibt f—!.
Die Bijektion besteht jedoch nur zwischen D und f(D).

(b) Als eine Anwendung erhalten wir fiir die stetigen und streng monotonen Monomfunktionen
fr 1 [0,00[— R, x> 2F wegen f([0,00]) = [0,00[ die Stetigkeit (und strenge Monotonie)
der k-ten Wurzeln g : [0,00[— R,z — {/z (Satz 2, §12).

(c) Fiir ungerades k, also k =2n — 1 fiir ein n € N, ist auch die Fortsetzung der fo,—; auf
R =] — 00,00 stetig und streng monoton wachsend mit fo,—1(R) = R, d.h., es existiert
sogar eine Umkehrabbildung ¢o,—1 : R — R mit go f = f o g = Idr . Diese erweiterte
Umkehrfunktion bezeichnen wir jedoch nicht als (2n — 1) -te Wurzel.

e Funktionalgleichung der Exponentialfunktion: ’ Ve,y € R ¢ exp(x +y) = exp(z)exp(y) . ‘

e Satz/Definition des natiirlichen Logarithmus:(vgl. Satz 3, §12 Forster)

Die Exponentialfunktion exp : R — R ist streng monoton wachsend und bildet R bijektiv
auf ]0,00[. Die Umkehrfunktion In :]0,c0[— R heiit natiirlicher Logarithmus und ist
stetig, streng monoton wachsend.

e Funktionalgleichung des natiirlichen Logarithmus: ’ Vz,y €]0,00] : In(zy) = In(z)+In(y). ‘

Allgemeine Potenz

e Definition: Fiir a > 0 sei die Funktion exp, : R — R definiert durch ’ exp,(z) := exp(z - In(a)) . ‘

e Satz: (vgl. Satz 4, §12 Forster) Die Funktion exp, : R — R ist stetig und es gilt:

(1) V:Evy eER : eXpa('x + y) = expa(x) eXpa(y)

(ii) Vn€Z : expy(n) = a" (ii) Vpe ZVqgeN, ¢ >2 : exp, (%) = aP

e Satz [Rechenregeln fiir Potenzen]: (Satz 5, §12) Fiir alle a,b,z,y € R mit a > 0,b > 0 gilt

(i) a®a¥ = a*tv (ii) (a®)¥ = a™¥ (iii) a®b® = (ab)* (iv) (é)az — 4
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e Satz [Funktionalgleichung]: (Satz 6, §12 Forster) Sei F': R — R eine stetige Funktion mit
Yo,y o Flety) = Fa)F(y) .
Dann ist entweder F' =0 oder a:=F(1) >0 und Yz € R : F(z) =a" = exp(z-In(a)).
Zusatzaufgabe 7.1:
(a) Untersuchen Sie die Folge a, := (1+ n%)n auf Konvergenz.
(b) Zeigen Sie (iii) und (iv) der Rechenregeln fiir Potenzen.
Lésung zu Zusatzaufgabe 7.1:

(a) Variante (1): Nach ZA 5.4(a) wissen wir einerseits, dass fiir alle m > k die Ungleichung <

1
)
% gilt, und andererseits konnen wir per Induktion fiir alle k& > 2 die Ungleichung k! > 2F1
zeigen.! Also gilt fiir jede natiirliche Zahl m € N nach dem Binomischen Lehrsatz

1 m m m 1 m m 1 m1 mfll 1
1+—) = — = 141 — <2 — <2 — < 242 _ = 3.
< +m> Z<k>mk T +kZ_2<k>mk = +Z_:kg <24 ok = +1_% 3

k=0

Verwenden wir nun, dass die Wurzeln nach ZA 4.1(d) streng monoton sind und lim /3 = 1
n—oo

nach ZA 4.2(c) gilt, dann ergibt sich zusammen mit Satz 5, §4 Forster I die Konvergenz iiber

n—oo n—oo TL2 n—o0 n—oo n—oo

2
. 1 n 1 n
1 = lim V3 > lim (1+> = lim <1+2> = lima, > lim 1" = 1.
n

Variante (2): Wegen lim 2 =0 und Aufgabe 5.2 gilt
n—oo

1\" Oook
lima, = lim (1+2 = — = 1.
n

k=0

(b) Mit Hilfe der Funktionalgleichung des Logarithmus (s.o0.) ergibt sich aus der Definition der allge-
meinen Potenz und mittels Funktionalgleichung der Exponentialfunktion

(ab)* = exp(zIn(adb)) = exp(z(In(a)+In(b))) = exp(xIn(a)+xIn(b)) = exp(zIn(a)) exp(z In(b)) =

Aus der Funktionalgleichung fiir den Logarithmus folgt weiter In(z) = In(1 - z) = In(1) + In(x)
und somit In(1) = 0. Daher ist 0 = In(1) =In(a- 1) = In(a) + In (1), also —In(a) = In (1)

und so auch
4" = exp(—zn(a)) = exp(z(—In(a))) = exp (g; In <i>> - <i)x .

Zusatzaufgabe 7.2:
(a) Ist die Funktion F(z):= (ln(as))\/g definiert auf ]1,00[ stetig?
(b) Warum ist die Funktion F(z):= z® auf |0,00[ stetig? Ist sie auch stetig in 0 fortsetzbar?

(c) Finden Sie alle stetigen Funktionen g: R — R, welche die Gleichung g(z +y) = g(x) - g(y) fiir
alle z,y € R erfiillen (Beweis von Satz 6, §12 Forster).

Lésung zu Zusatzaufgabe 7.2:

(a) Fiir belichiges  €]1,00[ gilt F(z) = (In(z))Y3 = exp(v/3In(In(z))) nach Definition der allge-
meinen Potenz, so dass F' = expofolnoln mit f: ¢~ /3t als Komposition stetiger Funktionen
wiederum stetig ist.

Achtung: Der Definitionsbereich von In darf zwar ]0, oo sein, der fiir Inoln jedoch nicht mehr!

Es gilt 2! =2>2=22"1 (LA.) und falls k! > 2¥~! fiir ein k > 2 erfiillt ist (I.V.), dann ergibt sich auch
(k+D! =k (k+1)>2F1 (E+1)>2F1.2=2F (IB.).
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(b) Da z* = exp(zln(z)) gilt, ist F(x) als Komposition F' = expoP o (I,In) o Iy der stetigen
Funktionen zweifache Identitidt I : R — R xR, definiert durch Iy : t — (¢,t), einfache Identitéit
I : R — R und Logarithmus In :]0,00[— R, Produkt P : R x R — R, definiert durch P :
(s,t) — st, und Exponentialfunktion exp : R — R selbst wieder stetig auf ]0,00].

Ja, sie ist auch stetig in 0 fortsetzbar, denn es gilt li{r(l) x® =1 wegen folgender Argumentation:
x

Sei z, eine beliebige Nullfolge mit x,, > 0 fiir alle n € N. Dann ist ﬁ eine bestimmt gegen

Tn,

+o0o divergente Folge. Aufgrund der Stetigkeit des Logarithmus ist dann auch y, := In (i)

bestimmt divergent gegen +oc. Mit lim exgﬁ =0 (vgl. Beispiel (12.2), Forster I) ergibt sich
a—00
—1In (i) _
lim z,In(z,) = lim fzn = lim — " = — lim = —0
A, R e oxp(yn) o exp(yn)

und aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch

lim z;" = lim exp(zyIn(zy,)) = exp(lim z,In(z,)) = exp(—0) = exp(0) = 1.
n—oo n—oo n—oo
Da z,, eine beliebige Nullfolge positiver reeller Zahlen war, bedeutet dies genau, dass li{r(l) ¥ = 1.
X

(c) Wir unterscheiden die beiden Fille:

e Ist g(0) =0, sogilt g(z) =g(0+z) = g(0)g(z) =0 fiir alle z € R, also g =0 .
e Ist g(0) #0,soist g(1) >0 und g(z) = g(1)* fiir alle z € R, denn:
o Zunéchst ist g(1) # 0, denn wire g(1) = 0, so folgte ¢(0) = g(—1)g(1) = g(—1)-0=0.
Wir hatten jedoch vorausgesetzt, dass g(0) # 0 gelte.
o Firalle n e N und z € R gilt g(nz) =g (z+ ...+ z) = g(x)"
—_—

n—mal
Insbesondere haben wir damit g(n) = ¢g(1)" fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.
o Weiter gilt fiir alle m,n € N auch g(*)" = g(m) = g(1)™ und somit g(7*) = g(1)
fiir alle positiven rationalen Zahlen.

m
n

o Wegen g(1) = g(2- %) = g(3)*> > 0 erhalten wir zusammen mit dem ersten Punkt
g(1) >0.

o Wegen 0 # g(0) = g(0 +0) = g(0)? folgt g(0) =1

o Wegen 1= g(0) =g(z — ) = g(z)g(—x) folgt auch g(—z) = g(z)~*.
Mit den vorangegangenen Punkten gilt daher g(q) = ¢g(1)? fiir alle rationalen ¢ € Q.

o Die Stetigkeit von ¢ und die Stetigkeit der allgemeinen Potenz liefern schliefflich die
Giiltigkeit von g(z) = g(1)* fir alle z € R.

Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Beweisen Sie mittels Definition der Stetigkeit, dass die Umkehrfunktion jeder stetigen bijektiven
Funktion f:R — I auf dem Intervall I := f(R) stetig ist.

(b) Zeigen Sie: Eine streng monotone Funktion ist injektiv.
Lésung zu Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Eine stetige Bijektion f : R — I ist automatisch streng monoton 2. Ohne Einschrinkung sei
angenommen, dass f streng monoton wachsend ist. Sei g : I — R die Umkehrfunktion, y € I
ein beliebiger, fest gewidhlter Punkt und € > 0 beliebig. Es ist nun die Existenz eines 6., > 0
zu zeigen, so dass

viel: (ly=3l < oy = low) — 9@ < <) M

2Denn es kann keine Punkte = <y < z mit f(z) < f(z) < f(y) oder f(x)> f(z) > f(y) geben, da es dann
nach dem Zwischenwertsatz einen Punkt £ € [z,y] mit f(£) = f(z) geben miisste, was der Bijektivitit von f
widerspricht.

29



erfiillt wird. Bezeichnen wir nun mit = € R den eindeutig bestimmten Punkt mit f(z) =y und
betrachten wir das Intervall J. :=|f(x—¢), f(z+¢)[, dann gilt wegen g(f(z)) = x, der strengen
Monotonie und dem Zwischenwertsatz fiir alle Punkte ¢ aus dem Intervall J. die Ungleichung
x—e < g(§) < z+e,und wegen z = g(y) somit |g(7) — g(y)| < e fiir alle § € J. Wihlen
wir nun

dey = min{y — f(z —¢), f(x+¢) —y} >0,
so folgt |y — d,y + 0[C J. und daher wie behauptet (1). Dies beweist die Stetigkeit von ¢ in y.
(b) Angenommen, es gibe z # y mit f(x) = f(y). Dann gilt entweder x < y oder x > y. Der
erste Fall kann nicht eintreten, denn aus der strengen Monotonie von f folgt f(z) < f(y) falls f
monoton wachsend bzw. f(z) > f(y) falls f monoton fallend ist, also insbesondere f(x) # f(y).
Der zweite Fall kann jedoch ebenfalls nicht eintreten, denn wiederum aus der strengen Monotonie

von f folgt f(z)> f(y) falls f monoton wachsend bzw. f(x) < f(y) falls f monoton fallend
ist, also insbesondere wieder f(x) # f(y). Damit muss die Annahme falsch und f injektiv sein.

Zusatzaufgabe 7.4:

Seien f(z) =2x+3 und g(x) = 2% — 22 — 24 Funktionen auf R. Ermitteln Sie die Funktionen
(fog)(x) sowie (go f)(z) und bestimmen Sie den Wertebereich von f,g,fog und go f.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.4:
Wegen lim (22+3) = oo und lim (22+3) sowie mittels der Stetigkeit und dem Zwischenwert-
T—00 T——00
satz ergibt sich f(R) = R. Analog ergibt sich wegen g(r) = 2% -2z —24 = (z —1)?2 - 25 > —25

fir alle x € R und g(1) = —25 sowie lirin ((z—1)2—25) = +oo wiederum aufgrund
T— 00
der Stetigkeit von Polynomen und dem Zwischenwertsatz g(R) = [—25,00[. Desweiteren ist

(fog)(x) = 2g(x) +3 = 222 —4x — 45 = 2(z — 1)?> — 47 und daher folgt analog zuvor
(fog)(R) = [—47,00[ fiir den Wertebereich. SchlieBllich ergibt sich (go f)(R) = [—25, co[ wegen

[~
(go f)(z) = (f(x)* —2f(x) — 24 = (20 +3)* — 42 — 30 = 42> + 8z — 21 = 4(x +1)® — 25 > —25.

Zusatzaufgabe 7.5:

Beweisen Sie, dass die durch sinh(z) := % (e” —e™®) definierte Funktion sinh : R — R eine

stetige Umkehrabbildung arsinh : R — R besitzt.
Lésung zu Zusatzaufgabe 7.5:

e Einerseits kann man explizit die Umkehrabbildung durch Auflésen von y = sinh(z) ermitteln:
Zu y € R gibtesein € R mit y = sinh(z) genau dann, wenn es ein x € R mit e*—2y—e™* =0
gibt. Diese Gleichung léiﬁt sich aber wie folgt nach x auflésen: Multiplizieren wir mit e*, dann
geht die Glelchung in e?* — 2ye® — 1 = 0 iiber. Substituieren wir nun z = e*, dann lautet die
Gleichung 22 —2yz —1 =0, welche z = y + \/y2 + 1 als einzige positive Losung besitzt. Also
ist z=In(y +1/y?+ 1) die einzige Losung von y = sinh(z) .

Dies beweist einerseits die Bijektivitit von sinh und andererseits, dass ¢(y) := In(y + \/y? + 1)
identisch mit der Umkehrfunktion arsinh von sinh ist. Da aber g als Komposition stetiger
Funktionen selbst wieder stetig ist, ist somit arsinh stetig.

e Alternativ kénnen wir argumentieren, dass sinh auf jedem Intervall [a,b] stetig und streng
monoton wachsend ist, da einerseits sinh = 3 - (exp(z) — expo(—1Id)) als Linearkombination
und Komposition stetiger Funktionen (nach Satz 1 und 2, §10 Forster I) selbst stetig ist und
andererseits aus x < y auch sinh(z) < sinh(y) wegen e < e¥ und —e™ < —e™¥ folgt, denn

o Zunéchst gilt wegen 1 = exp(0) = exp(x)exp(—=z) fiir alle x € R auch exp(z) > 0. Ist
[e.e]
y > x,s0ist £:=y—ax >0 und daher exp(y —z) = exp(§) = >, %l: >14¢&>1, also
k=0
auch exp(y) = exp(z)exp(y — x) > exp(z) .

Somit ist sinh nach dem Satz iiber Umkehrfunktionen streng monotoner stetiger Funktionen
(Satz 1, §12 Forster I) eine Bijektion von [a,b] auf [sinh(a),sinh(b)] mit stetiger und streng

monotoner Umkehrfunktion arsinh. Da lim sinh(z) = —oo und ebenso lim sinh(z) = 400
T——00 T—00

(warum ?) gilt, ist dann aber sinh auch auf ganz R bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Korper der komplexen Zahlen, Betrag sowie Konvergenz und Cauchy-Folgen in C

Mit (21,91) + (2, 92) := (21 + 22,51 +y2) und (z1,91)-
(x2,y2) := (122 — Y1Y2, T1Y2 + w2y1) bildet die Menge
R x R =: R? einen Korper, den man mit C bezeich- , \
net und den Korper der komplexen Zahlen nennt.
Identifizieren wir € R mit (z,0) € C, so wird R C C.

Mit der imaginiren Einheit i := (0,1) lisst sich jede

komplexe Zahl wegen (x,y) = z-(1,0)+(0,1)-y als x+i-y z
mit z,y € R darstellen. Mit (0,1)-(0,1) = (—1,0) gilt o Koniugati
weiter i2 = —1. Der Kérper C ist nicht angeordent! Addition onjugation

Fiir z = 241y bezeichnet z = x —iy die konjugiert komplexe Zahl von z. Mit deren Hilfe erhalten

wir fiir z den Realteil als Re(z) = 2% = z, den Imaginérteil als Im(z) = 2% = y. Desweiteren

heifit |2| := 2z = \/Slﬁy2 der Betrag von z.

Satz [Eigenschaften des Betrages]|: (vgl. Satz 1, §13 Forster)
(a) V2ze€C : [2|>0und V2€C : ([2|=0 < 2=0) (Definitheit)
(b) Vz1,20 € C : |2122] = |z1] |22 (Multiplikativitét)
(¢) Vz1,20 € C : |21 4 22| < |z1] + |22 (Dreiecksungleichung)

Definition [Konvergenz in C]: Analog zu R nennt man eine Folge z, in C konvergent gegen
z € C, wenn es zu jedem ¢ >0 ein N = N(g) gibt mit |z, — z| < e fiir alle n > N .
Satz: (vgl. Satz 2, §13 Forster) Sei z, eine Folge komplexer Zahlen. Dann gilt
lim 2z, = z = lim Re(z,) = Re(z) A lim Im(z,) = Im(2) .
n—oo

n—oo n—oo

Weiterhin konvergiert die Folge Z, wegen Re(Z) = Re(z) und Im(zZ) = —Im(z) genau dann, falls die

Folge z, konvergent ist (vgl. Corollar zu Satz 2, §13 Forster). Offenbar gilt dann lim z, = lim z,.
n—oo n—oo

Definition [Cauchy-Folge in C]: Eine Folge z, heifit Cauchy-Folge in C, wenn es zu jedem € > 0
ein N = N(e) gibt, so dass fiir alle m >n > N die Ungleichung |z, — z;,| < & gilt.

Satz: (vgl. Satz 3, §13 Forster) z, ist Cauchy-Folge <= Re(z,) und Im(z,) sind Cauchy-Folgen.
Satz: (vgl. Satz 4, §13 Forster) Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent, d.h. C ist mit |.| vollstéindig.

Satz: (vgl. Satz 5, §13) Summen, Produkte und Quotienten (falls die Divisor-Folge keine Nullfolge ist)
in C konvergenter Folgen sind wiederum konvergent, es gelten die aus R bekannten Rechenregeln.

Reihen komplexer Zahlenfolgen, Exponentialreihe in C

Analog zu R definieren wir die Reihe ) 7, z; zu einer komplexen Zahlenfolge z, als Folge der
zugehorigen Partialsummen S, := > }_, 2, so dass die Konvergenz der Reihe wieder genau die Kon-
vergenz der Folge (S,) bedeutet. Die Reihe heifit absolut konvergent, falls » 7, |z;| konvergiert.

Majorantenkriterium in C:
Konvergiert » 7, a, fiir eine Folge a,, > 0 reeller Zahlen und gilt Vn € N : |¢,| < a,, fiir eine
Folge ¢, komplexer Zahlen, dann konvergiert die Reihe ) °° , ¢, absolut.
Quotientenkriterium in C:
Sei ¢, eine komplexe Zahlenfolge und es gebe ein ng € N mit ¢, # 0 fiir alle n > ngy. Existiert

dann ein 60 €]0, 1] mit ‘%‘ < 0 fiir alle n > ng, so konvergiert die Reihe > 77, ¢, absolut.

31



e Satz (vgl. Satz 6,7 und Corollar, §13 Forster) Die Exponentialreihe exp(z) := Y 72, %I: konvergiert fiir

beliebiges z € C absolut und erfiillt die Funktionalgleichung’ Vz,weC :

exp(z + w) = exp(z) exp(w) ‘

Insbesondere folgt wiederum mit der Nullteilerfreiheit eines Korpers Vz € C

exp(z) #0.

e Wiederum analog zu R konnen wir den Grenzwert einer Funktion f: D C C — C fiir ein a € D und
entsprechend die Stetigkeit von f definieren. Die Exponentialfunktion exp : C — C ist stetig.

Trigonometrische Funktionen

e Wir definieren fiir jede beliebige reelle Zahl cos(z) := Re(e!®) und sin(z) := Im(e*) . Demnach erhalten

wir die

Eulersche Formel: ¢ = cos(z) + isin(x) | Mit Hilfe der Stetigkeit der Exponentialfunktion

im Komplexen zeigt man die Stetigkeit von cos: R — R und sin: R — R (vgl. Satz 2, §14 Forster).

Mittels Funktionalgleichung und Eulerscher Formel ergeben sich aus e!(*1%) = ¢i%el¥ die bekannten

Additionstheoreme (vgl. Satz 3, §14 Forster) Y
Vez,y € R : sin(z +y) = sin(x) cos(y) + cos(z) sin(y)
Vz,y € R : cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) !
Satz (vgl. Satz 4, §14 Forster) Fiir alle z € R gilt tana — sin «
1 ‘n @ ) cos «
@ = Sl T | cosa 1
COS(T — — = _ — + J— :F L —
| | |
Pt (2k)! 20 4l \ /
. - g2+l 3 2
sin(z) = ;;)(_1) @k ) = o T .
Die Konvergenz der Reihen ist dabei sogar absolut.

Satz [Konstruktion von 7 mittels Nullstelle von cos(x) auf [0,2]]: (vgl. Satz 6,7, §14 Forster)
Auf dem Intervall [0,2] ist cos(x) streng monoton fallend und besitzt dort eine Nullstelle, welche wir

mit § bezeichnen. Somit erhalten wir die speziellen Werte ez = i, ™= —1, el = —i, el2m =1,
Definition [Tangens, Cotangens]: Auf R\ {5 +kr : k€ Z} wird durch | tan(z) := zg;g)) der
Tangens von = und auf R\ {kr : k€ Z} durch| cot(x) := ;Ons—((z)) der Cotangens von z definiert.

Satz [Umkehrfunktionen arccos(x), arcsin(x), arctan(z)]: (vgl. Satz 8, §14 Forster)

(a) Der Cosinus bildet das Intervall [0,7] bijektiv und stetig auf [—1,1] ab und besitzt dort eine
Umkehrfunktion arccos : [-1,1] — [0, 7], die wir den Arcus Cosinus nennen.

(b) Der Sinus bildet das Intervall [—7%,%] bijektiv und stetig auf [—1,1] ab und besitzt dort eine
Umkehrfunktion arcsin : [-1,1] — [~75, 3], die wir den Arcus Sinus nennen.

(c) Ebenso bildet der Tangens das offene Intervall ]f%, g[ bijektiv und stetig auf R ab und besitzt
die Umkehrfunktion arctan:R — ] — 515 [, die wir den Arcus Tangens nennen.

v

Bemerkung: Die hier definierten Umkehrfunktionen nennt man auch die Hauptzweige. Ebenso kann
man sich die entsprechenden Funktionen fiir die Nebenzweige iiberlegen.

Satz [Polarkoordinaten]: (vgl. Satz 9, §14 Forster) ’ V2eCIr>03peR : 2z = r-e?. ‘
Fir z # 0 ist das Argument ¢ bis auf Addition ganzzahliger Vielfache von 27 eindeutig bestimmt.

Corollar: Fiir n € Nyn > 2 und 2z, # 0 besitzt die Gleichung 2" = 2z, genau n (verschiedene)
komplexe Losungen. Im Fall z, =1 sind dies genau die n-ten komplexen Einheitswurzeln

k=0,1,...,n—1.
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Zusatzaufgabe 8.1: Zeigen Sie:
Die Menge R x R mit den Verkniipfungen @&, ® : (R x R) x (R x R) — R x R, welche durch

()() = 61 ()e() = ()

definiert seien, ist in der Tat ein Korper.! Berechnen Sie (?) ® <(1)> .

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.1: Das Tripel (R?, @, ®) ist ein Kérper, denn:

<

)

(R%, @) ist eine abelsche Gruppe, denn fiir alle (u) , (Zj) , (Z) € R? folgt (da (R,+) abelsch):
e Es gilt die Kommutativitidt wegen ( ) &) (y) = (w + y> = (y + w) ( ) ( )
z T+ z z+x
e Es existiert ein neutrales Element eg := (8) € R?, wegen (Z) S < ) = < ( )
e Es existieren additive Inverse (a) = ( ) , wegen <u> @ (—u) <u B u) (0)
b —v v —v v—v
e Desweiteren ist die Assoziativitét erfiillt, denn es gilt
u w y\ _ (u+tw y\ _ [((u+w)+y\ (u w+y\
C)e (e ()= C)e (@)= (€50 == ()= () = ()= 1) = ()]
(R2 \ (8),@) ist eine abelsche Gruppe, denn fiir alle < ) ( >

(¢
yw—=zz\ _ (Y} (v
z wz + xy xw+yr)  \z x)’
e Es existiert ein neutrales Element eg := (é) € R? wegen (v) ® <(1)> = <Z (1) _T_ Z (1)) = (Z) .

a el U i Urytoy — Vgy 1
e Es existieren Inverse (b) = (“_*v” ) wegen ( ) ® (“j}’ > = ( utv uttv ) = (O) .
w202 v o2 Urrz TV

e Desweiteren ist die Assoziativitat erfiillt, denn es gelten
W oo (W] o (V) = (v ) o (V) = (vw —vx)y — (ux +vw)z\ [(uwy —urz —vwz —vxy
v x z)  \uz+ow z)  \(uw—vx)z+ (ux+ovw)y)  \wwz+uzy+vwy —vrz) ’
Wl (Yo (V)] = (%) o (wy— ) uw(wy —xzz) —v(wz+zy)\ (uwy —urz —vwz — vy
v T 2] \w wz+zy)  \u(wz+zy) +o(wy—2z2))  \wwz+ury +owy —vzz)
Es gilt das Distributivgesetz wegen
u w y u+w Yy (u+w)y — (v+2x)z (uy —vz) + (wy — x2)
53] & = X = =
v x z v+ z (u+w)z+ (v+2z)y (uz +vy) + (wz + zy)
_ ((uy —wz) (wy —xz)\ _ | (u y w y
B ((uz + vy) © (wz+zy))  |[\w 2P \e) 2
. {0\ _ [0y _ [0-0-1-1\ _ (-1 (S
Desweiteren gilt (1> ® (1) = <O 141 0) = < 0 ) , d.h., mit i:= <1> gilt i =—1.

'Die Verkniipfung ® kann als eine spezielle Matrix-Vektor-Multiplikation aufgefasst werden, denn es ist
ac —bd a —b\ (c ¢ —d\ (a . a —b a b a® + b2 0 .
(ad+bc> = (b a) (d) = (d C) <b> , wobei wegen (b a) (—b a) = < 0 a2+b2> die auftre-
tenden Matrizen bis auf einen positiven Faktor orthogonal sind und daher die Multiplikation mit einer komplexen Zahl
als eine Drehstreckung bzw. Drehstauchung interpretiert werden kann (siehe auch Polarkoordinatendarstellung).

y) € R? folgt analog:
e Es gilt die Kommutativitit wegen (z;;) ® <y> = <wy e
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Zusatzaufgabe 8.2: Zeigen Sie:

(a) Esgelten (i) V2 C : Z=2, (i) V2,weC : z+w=Z+w, (iii) Vz,weC : Z

gl

w=2z:

(b) Es gelten (i) Vz€ C : exp(z) #0, (ii) V2€ C : exp(z) =exp(z), (iii) Ve €R : |exp(iz)|=1.
(c) Ist p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten, dann gilt: VzeC: (p(z) =0 <= p(z) = 0) .
Lésung zu Zusatzaufgabe 8.2:

(a) Fir z=2+1iy und w =u+iv gilt offenbar

(i
(ii

(iii

+iy = z—-iy = z+i(~y) = z—i(~y) = x+1iy
z+w—(Jc+1y)+(u+iv):(x+u)+i(y+v):(a:+u)fi(y+v):(ﬂc—iy)+(u—iv)22+ﬁ
z-w = (z+1iy)(u+iv) = (zu — yv) +i(uy + zv) = (zu—yv) —i(uy+zv) = (r—iy)-(u—iv) = Z-w

I

) %
)
)
(b) (i) Angenommen, es gibe ein z € C mit exp(z) =0.

Dann wére 1 = exp(0) = exp(z) exp(—z) = 0-exp(z) =0 und somit 1 =0 ein Widerspruch.

(ii) Mittels Corollar zu Satz 2, §13 und wiederholter Anwendung von Aufgabenteil (a) ergibt sich

k Corollar n

(a.ii 111) Zik (a.ii) > Satz 2
rec am) =t 35 i ST a3 32—
k=0 " k=0 " k=0

(iii) Nach Definition des Betrages einer komplexen Zahl, mit (ii) und der Funktionalgleichung folgt

VeeR : |exp(iz)| = \/exp(ix)-exp(ix) o \/exp(ix)-exp(ﬁ)
= exp(iz) - exp(—iz) = /exp(iz —iz) = /exp(0) = V1 = 1

n
(c) Sei p(z) ein Polynom, etwa p(z) = 3 az2z* mit Koeffizienten aj € R. Insbesondere gilt dann @y, = ay,
k=0
wegen Im(ag) = 0. Fiir beliebige z € C gilt nach Aufgabenteil (a) nun die Aquivalenz

n n n
p(z) =0 < p(z) = Zakz Z Z zk—Zakzk—p ) =0=0
k=0 k= k= =
Zusatzangabe 8'3: Teimengen der komplesen Zahlken
(a) Wie sehen die folgenden Teilmengen M C C der komplexen | o -
Ebene aus? Fertigen Sie eine Skizze an und begriinden Sie
diese. 2t
My :={2€C||z] <3} My:={zeC|lz—1-2i<1} §'[ __ .
={ze€Clz—z=1i} My:={z€C||z| =Re(z) + 1} EU'
]
(b) Stellen Sie sin(yp) und cos(y) mit Hilfe der komplexen Ex- "
ponentialfunktion dar. Berechnen Sie mit Hilfe dieser Dar- |- __ m,
stellung die folgenden Additionstheoreme: L
M4
. 2 2 . ™ o 4 -3 -z - 0 1 z 3 4
(sin(p))” + (cos(¢))" = 1, sin(g5—p)= cos(p) . Restiilon z

Losung zu Zusatzaufgabe 8.3:

(a) e M ist der Kreis (inklusive Rand) um den Ursprung mit Radius 3, denn d(z,2') := |z — 2/| =
V(x — /)2 + (y — y/)? ist der Euklidische Abstand der Punkte z = x +iy, 2/ = 2’ + iy’ im RZ2.
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e My ist das Innere des Kreises (ohne Rand) um den Punkt 1+ 2i mit Radius 1.

e Mj ist wegen Im(z) = 4 (2 — z) die Gerade der Punkte mit Imaginéirteil % .

e Die Punkte von M; erfilllen 2z = (i(z+2)+ 1)2 = (22 +2224+ 22 +4(2+2) +4), also
(z—2)2+4(2+2) +4 = 0 und somit, die Beziehung —4y? + 8z +4 = 0 <= z = 3(y> — 1), wobei
z =z +iy mit x,y € R. Die Teilmenge M, ist somit eine Parabel iiber der imaginiren Achse
(mit den Punkten 2y = —3 +0-i und 293 =0=£1).

(b) Aus der Eulerschen Formel e'¥ = cos(¢) + isin(p) und e™'¥ = cos(—p) + isin(—¢) = cos(p) — isin(y)
ergeben sich sofort nach Addition bzw. Multiplikation

1, . : 1, . .
cos(p) = 3 (¥ +e¥) sin(p) = % (e —e™¥) .
i
Die Additionstheoreme ergeben sich unter Verwendung von ez =i und €7 = —1 wie folgt:
1, : 1, . .
(sin(@))’ + (cos(9))® = 7 (e + o) viG e 9)?
1 - . 4
— Z(612@_’_2_’_6 i2¢ (el2<p 2+6712go)) Z - 1
sin (E - go) ! (ei(%_s") - e_i(%_“@)> = lei% (e71% —e me?) = L (e7'* +€¥) = cos(p)
2 2i 2i 2

Zusatzaufgabe 8.4:
1 1 1
(a) Wasistan i2=-1 = i=+—1 = T:\/—771:1/_—1:\/—1:1 — 1=i>=-1 falsch?
1—1i)? i , .
nd ———— in der Gestalt z =2 +iy mit z,y € R dar.

a+r "M a=ivepe

(c) Lésen Sie die Gleichungen 22 +25 =0 sowie 22 +42+8 =0 und 2*+ (i—1)2> = 32 =0 in C.

(b) Stellen Sie

(d) Bestimmen Sie die Losungsmenge von 2% = —27 und z* = 16i und skizzieren Sie sie.

(e) Zeigen Sie, dass das Argument von z1 + 22 bei |21] = 1 = |22| genau der Mittelwert der Argumente von
z1 und zy ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.4:

(a) Die Wurzel aus negativen Zahlen ist nicht wohldefiniert und z? = —1 besitzt die Losungsmenge {i, —i} .
_ L (1-1i)* (-2 -i* (-3 -1 (=231 -1 8i(1-i) 1 1,

(b) Einerseits gi A+1)"  (Q+)M1—i) 91 16 16 SR
i® 1+iy/3)? —2 + 2V/3i 1

und andererseits gilt 1. = —i ( +iv3) - =—i +2 Vi = @ + —i
(1—iv/3)2 (1 —1iv3)2(1 +iv/3)? 4 8 8

(¢) (i) Wegen 22+25=0 <= 2z? = (5i)? sind hier die Losungen z; 2 = £5i

(i) Esgilt 22 +42+8=(2+2)2+4=(2+2)? — (2)? = (2 + 2+ 2i)(2 + 2 — 2i) und somit sind die
Nullstellen genau 212 = —2 £ 2i.

iii) Wegen (15t P2 =2l i et dje Gleichung #quivalent zu z(z 4+ 51)2 = 0, welche die
2 1 2 2
Losungen z1 =0 und 223 = % besitzt.

(d) (i) Mit dem Ansatz z = rpe'¥* erhalten wir wegen —27 = 27-e'™ aus 2® = —27 fiir die drei Losungen
2k, k = 0,1,2 die Bedingung 7“2631(% = zi’ = —27 = 3.7 (k = 0,1,2) und daher
rg =11 =r9 =3 sowie 3¢, = m mod 27 (d.h. 3¢ = 7w+ k-27), also

_ 1 _
vy = §(7r—|—0-27r) = Z,
o1 = §(7T+1'27T) = 7,
g2 = z(m+2-2m) = F
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Somit erhalten wir als Losungen

20 = 3¢5 = 3cos (%) +i3sin (3) = 3 (14+3i) ,
z1 = 3¢ = 3cos(m)+i3sin(m) = -3,
Z9 = 3ei%r = Jcos (%’r) + i3 sin (%’T) = % (1 — \/gl) .

Alle Losungen liegen auf dem Kreis mit Radius 3 um den Nullpunkt mit dquidistanten Winkeln.

(ii) Wegen 16e = 16i besitzen die Losungen Betrag 2 und Winkel, deren Vierfaches (modulo 27 )

genau 7§ ist. Aus 4% = 7, 4%” =5 +2m, 49% = 5 +4m sowie 4135’;7r = § + 67 ergeben sich daher

die Losungen

2 = 2% = 2(cos(Z)+isin(Z)) a = 2% = 2(cos (%) +isin (¥))
29 = 2% = 2(008(9%)4—18111(9%)) z3 = 25" = Q(COS(BTW)+iSin(BTﬂ))'

Wiederum liegen hier alle Losungen auf dem Kreis in der komplexen Ebene mit Radius 2.
. . . . L1+ L1 — L—p1+
(e) Bei z; = €% und zy = €% gilt 21 + 29 = €%l 42 = (e1¢12p2) (e‘m;‘)2 fel s m) . Wegen

jP1—P2 e aa) {P1—¥2 _i¥f1—¥2 — .
(el 2 4 3 ) = (el 7 e T2 ) = 2cos (%) € R besitzt 21+ 29 als Argument %.

Zusatzaufgabe 8.5:

. n 4 n
(a) Priifen Sie, ob die Folgen a,, := <3 ! ) , by = <§ — 15) bzw. ¢, :=|b,| in C konvergieren.
—1i

(b) Uberpriifen Sie die Reihe G—E) auf Konvergenz und absolute Konvergenz.

n=0

Losung zu Zusatzaufgabe 8.5:

(a) (i) Die Folge a, konvergiert in C gegen 0, denn wegen 0 < \/%*o < 1 gilt fiir n — oo somit

()

n
(ii) Die Folge by, liegt auf dem Rand des Einheitskreises wegen |b,| = |2 — i%|n = ( o+ %) =1

n

’ —143i
B-1)B+i)

i

3—1i

—1+3i
10

n ‘

lan =0 = lan] = \

und konvergiert daher nicht, weil sie aufgrund der Abschéatzung

3 4\""t /3 4\"
S (2
5 5 5 5

noch nicht einmal eine Cauchy-Folge ist (da fiir eine Cauchy-Folge b, bei geniigend grofiem n
der Abstand |b,4+1 — by| beliebig klein wird, hier jedoch der Abstand immer grofler als die von n
unabhéngige Zahl % ist).

n

—_

7_'7_1 J— _
5 5 95 T 25~

3 4
= i
5 5

3 4 4 16 4
[brst — bal = ‘ = 5

(iii) Offenbar konvergiert die Folge ¢y, :=|b,| =1 fiir alle n € N

aufgrund ihrer Konstanz gegen 1. 1, n=0 mod 4,
0 AN AN . A\ T . n —1i =1 d4
. . 1-i\" . 1-i\" _ (a-Da-)\" _ (1=2i-1\" _ /_ q1\nin _ L n mod 4,
(b) Die Reihe nz::O(Hi) ist wegen (1+i) = (7(1“)(1_1)) = ( — ) =(-)"" = 1 n=2 modd.
i, n =3 mod 4,
N
identisch mit der Partialsummenfolge Sy = > (—1)"", welche jedoch (nach Satz 2, §13 Forster I) nicht
n=0
N 15
konvergent sein kann, da Re(Sy) := Re (Z (—1)"i”> = (—1)™ divergiert. Somit kann die Reihe
n=0 n=0
> (=1)"" auch nicht absolut konvergent sein. (Wegen |(—1)""| = ... =1 ist hierbei die Reihe der
n=0
[ee]
Absolutglieder identisch mit der bekanntlich bestimmt divergenten arithmetischen Reihe ) 1.)

n=0

Alle Zusatzaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 9

Differentiation

e Eine Funktion f:D — R (D C R) heiit im Punkt a € D differenzierbar, falls der Limes des
Differenzenquotienten existiert, d.h. der Grenzwert

b F@ = @) fa+h) ~ f(a)

f(a) == lim bzw. f'(a) = lim
zeD\{a} a—-x };L;)(()) h

Der Grenzwert f/(a) heifit die Ableitung von f im Punkt a. Eine Funktion f: D — R (D CR)
heifit in D differenzierbar, falls f in jedem z € D differenzierbar ist. Ist dariiber hinaus die
Ableitung f’:x — f'(z) eine stetige Funktion, so nennt man f stetig differenzierbar.

Corollar: Ist die Funktion f: D — R in a € D differenzierbar, so ist sie auch stetig in a.

e Ob die auf D C R definierte Funktion f Werte in R oder C hat, macht beim Ableiten keinen
Unterschied, denn: Ist f: D — C und f(z) = u(z) +iv(x) eine Zerlegung in Realteil u: D — R
und Imaginirteil v: D — R, dann ist f'(x) = u/(z) + v/ (z) .

e Satz [Algebraische Differentiationsregeln|: (vgl. Satz 2, §15 Forster)

Seien f,g : D — R differenzierbare Funktionen und A, € R. Dann sind auch die Funktionen
f+9,Af, fg: D— R differenzierbar und fiir alle x € D gelten
(Af+ng)(z) = Af'(x)+pg'(z)  (Linearitit)
(f9)(z) = fl(z)g(x)+ f(z)d (x) (Produktregel)

Ist g(x) # 0 fiir alle = € D, so ist auch % : D — R differenzierbar und fiir alle z € D gilt

f ’x _ @) f'(z) — g (=) f(2)
(9) (@) (g(a:))2

e Satz [Ableitung der Umkehrfunktion]: (vgl. Satz 3, §15 Forster)

Ist f: D — R differenzierbar in x mit f'(z) # 0 und besitzt f in der Umgebung von z die
Umkehrfunktion f~!, dann gilt
1 1

-1y = = also -1/ =
UV = 5wy = Fogey e M U)W

e Satz [Kettenregel]: (vgl. Satz 4, §15 Forster)

Sind f: D — R und g: F — R Funktionen mit f(D) C E und ist f differenzierbar in = € D
und ¢ differenzierbar in y := f(z) € E', dann ist die Komposition go f : D — R (sprich: ,, g nach
f“) ebenfalls differenzierbar in = mit

(go f)(z) = g'(f(x))- f'(x)

e Ist f: D — R differenzierbar und ist die Ableitung ¢ := f’ selbst eine stetige Funktion g : D — R,
so heifit f stetig differenzierbar. Ist ¢ wiederum in allen Punkten a € D differenzierbar, so
heifit f zweimal differenzierbar. Induktiv definieren auf diese Weise im Falle der Existenz analog

k -mal diﬁ'eretllzierbare und k-mal stetig differenzierbare Funktionen und bezeichnen mit
k)= (f(k_l)) die k-te Ableitung von f, wobei f(© := f vereinbart wird.

(Quotientenregel)

I
f =)

e Sei f: D — R mit DCR.In a€ D liegt ein globales Maximum, falls f(z) < f(a) fiir alle
z € D und ein lokales Maximum, wenn f(z) < f(a) fiir alle  aus einer Umgebung U von a
(dh., Fe>0 : Ja—e,a+e[ND C U C D) gilt (analog: globales/lokales Minimum).
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Zusatzaufgabe 9.1:

(a) Berechnen Sie die exakten Werte von cos(x),sin(z),tan(x) an den Stellen %, 7%, %, {5 . Verwenden
Sie dabei Additionstheoreme.

b) Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung 23 =1 +1.
( g g

Losung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a) (i) Offensichtlich erfiillt z = '3 die Gleichung z° = —1. Dadies zu 0 = 23+1 = (24+1)(2%2—2+1)
dquivalent ist (vgl. ZA 4.1 (a)), folgt wegen z # —1 dann 22 — 2z +1 =0, also

L 4= iz ™
l=z+-=e3+4e 5—2cos<3)
und schlieBlich cos (%) = 5. Aus 1= |el5 |2 = (cos (% )) + (sin (%))2 ergibt sich nun, da der
Sinus auf ]0,7[ positiv 1st weiter sin () = @ sowie tan (3) = /3.

(ii) Mit dem in ZA 8.3 (b) gezeigten Additionstheorem sin (5 — z) = cos(z) ergibt sich zunéchst
sin (§) = cos () . Demnach ist

=T = (oos () + (sn (7)) =2 (s ()

und folglich sin (%) = cos( ) 7 @ sowie tan( ) =1.
(iii) Wiederum mit dem in ZA 8.3 (b) gezeigten Additionstheorem sin (3 —z) = cos(z) ergibt
sich zusammen mit (i) zunéichst cos () = sin (§) = @ und wegen 1 = |e'%| analog zuvor

sin (£) = % sowie tan (%) = 1 _ V3

=r==%.
(iv) Aus dem Additionstheorem (sin(z))? 4 (cos(z))? =1 (vgl. Satz 1, §14) sowie

sin(z) —sin(y) = 2sin <$;ry> cos <x;y>

(vgl. Corollar zu Satz 3, §14) erhalten wir sin (%) = 2sin (12) cos ( ) Wegen der Positivitit
von Sinus und Cosinus auf ]0, 5[ suchen wir positive Lésungen von 5 = 2v1 —wu?u und
erhalten wegen 0 < sin(x) < cos(z) auf |0, [ (strenge Monotonie der Funktionen sowie (b))

1 1/
sin(%) =3 2—\/5, cos(%) =3 2+\/§, tan(%) = 7—4V3 .
(b) Wegen 1+1i = /2e'7 lauten die Losungen von z3 = 1 +1i genau z; = /22 (da 3% = 1)
29 = /21T (da 33T =2 4+ 27) und z3 = $2el s (da 31X =7 4 4m).
Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich und den zugehorigen Wertebereich von

() := arccos (“”2 — ”“’) .

72

1

d
sin(x) .

(b) Uberpriifen Sie direkt mittels der Definition der Ableitung, dass die Funktionen f(z) =
1
g(x) := — fiir ein n € N,n > 2 auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar sind.
T

(c) Zeigen Sie, dass die Regel zur Ableitung der Umkehrfunktion schon aus der Kettenregel folgt, indem
Sie x = f~(f(z)) betrachten. Bestimmen Sie anschliefend die Ableitung von h(z) = In(z) .

(d) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktion f(x) := In(1—2?) und der Funktion
g(z) := xz cos(In(zx)) . Ermitteln Sie dann jeweils die Ableitung.
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Lésung zu Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Da der Arcus Cosinus nur auf [—1,1] definiert ist, muss

2

Tt —x
-1<

<1 — -—1<1-1<1 —= 2<-loyg

x x
erfiillt sein. Also ist f(z) nur fiir > 3 definiert, der Definitionsbereich ist demnach das Intervall
D = [%,oo[. Auf D nimmt 1 —% alle Werte aus [—1,1[ an, also nimmt f alle Werte aus
W :=]0, 7] an, was somit der Wertebereich ist.

(b) (i) Unter Verwendung der aus der Definition der Ableitung folgenden Beziehungen

.cos(h)—1 . cos(0+h)—cos(0) e B
ilzlg%) . = ;llli% o = cos'(0) = sin(0) = 0
sowie
. sin(h) . sin(0 4 h) — sin(0) .
lim — lim Y sin’(0) cos(0)

ergibt sich mit dem Additionstheorem fiir den Sinus nun insgesamt

. flx+h) - f(x) 1 1 1
lim = lim— - [ — — —
h—0 h h—0h \sin(z+h) sinz

sin(x) — sin(z) cos(h) — sin(h) cos(z)

B }lzlg%) hsin(x) (sin(x) cos(h) 4 cos(x) sin(h))
— fm 1 o cos(h) —1  cos(z) o sin(h)
B fIHO sin(x) cos(h) + cos(z) sin(h) <f1H0 h + sin(x) fIHO h >

_ 1 (Mc?séx)_l) _ cos(a)

~ sin(z) - 1 + cos(x) - 0 sin(x) (sin(x))? -

Also ist f in jedem Punkt z € R\ 7Z differenzierbar mit Ableitung f'(x) = — cos(x)

(sin(x))*
(ii) Mit Hilfe des Binomischen Lehrsatzes (a+b)" = > (})a"b" " ergibt sich
k=0 n

T — n hkxn—k
lim g@+h) —g(@) _ lim i1 — 1y lim w — lim kgo (k)
h—0 h  h=0h \(z+h) x7)  hS0 han(x4+h)* k=0  ha"(x 4+ h)"
_ . n hkxn—k‘ _(n xn—l _ . n hk—lxn—k
L Eomet e St
h—0  hz™(z + h)" h—0 " (x + h)" 1) a2n antl
1

und daher ist g(z) in allen 2 € R\ {0} differenzierbar mit Ableitung ¢'(z) = e

(c) Zu f sei f~! die Umkehrfunktion und beide seien auf ihrem Definitionsbereich differenzierbar.
Differenzieren der Gleichung = = f~!(f(z)) ergibt nun mit y = f(f~'(y)) nach Kettenregel

_ —1\/ gl —1\/ o 1 Ii?f(fr()y) —1\/ o 1
Fiir den natiirlichen Logarithmus ergibt sich damit
/ 1 1 yil:ne?jt) ’ 1
@) = oy = & @) = o = 5

(d) Der Definitionsbereich von f(z) ist | —1,1] und nach Kettenregel erhalten wir
2\\/ o 1 - T
(n(1=a®))" = 7= (020 = —2905
Der Definitionsbereich von g(z) ist ]0, 00 und nach Produkt- und Kettenregel ergibt sich

(zcos(In(x))) = cos(In(z)) + = (— Sin(ln(:v))1> = cos(In(x)) — sin(In(z)) .

X

39



Zusatzaufgabe 9.3: Bestimmen Sie die Ableitung und den Definitionsbereich der folgenden Funktionen:
(a) a® bei gegebenem a > 0 (b) a?sinh(x) (¢) tan(z) (d) exp(tan(z)) (cos(z))?
Lésung zu Zusatzaufgabe 9.3:
(a) a® =e""(9) und daher (a*) = e*™® In(a) = In(a)a® . Der Definitionsbereich ist ganz R.

(b) Zunéichst gilt sinh(z) = 3(e” — e *) und daher sinh’(z) = %(e® 4+ e™®) = cosh(z). Aus der
Produktregel folgt damit

(2* sinh(x))/ = 2z sinh(z) + 22 cosh(z)

Der Definitionsbereich ist ganz R.

(¢) Der Definitionsbereich von tan(z) = sin(e) e R\ {nm+ % } n € Z} . Mit der Quotientenregel folgt

cos(z)

an(z))  — sin(z) )’ _ cos(z) cos(x) — sin(x)(—sin(x)) _ 1 _ an(2)2
(tan(z)) (cos(:c)) (cos(ac))2 (cos(x))2 1+ (tan(z)
(d) Mit Hilfe von (c), der Produktregel und der Kettenregel folgt
/ 1 ‘
(exp(tan(x)) (cos(x))2> = <exp(tan(x))(cos($))2> (cos(z))? + exp(tan(z)) - 2 cos(z)(— sin(z))
= exp(tan(z))(1 — 2 cos(z) sin(z))
und der Definitionsbereich ist R\ {mr + 5 | ne Z}

Zusatzaufgabe 9.4: Berechnen Sie die 1. Ableitung von
(a) y = cos® (sin® (64‘”)) (b) y =@ (¢) f(u)=-e"In(sin(u))

B B Va2 + 1. esin(®) B sin(z)
(d) Z'J—\/JU\/5 (e) flz)= S ra (24 3)2 (f) f(x)—m

Lésung zu Zusatzaufgabe 9.4:

(a) Nach fiinffacher Anwendung der Kettenregel ergibt sich

Yy = 2cos (sin3 (6433)) . (— sin (sin3 (e4x))) - 3sin? (645") - cos (e4x) ety

(b) Nach Definition ist u(z)"®) = e?(@)'n(=)) Demnach ergibt sich mit Kettenregel
: ! : / . 1 . i
(xsm(“”)) = (esm(x)'ln(x)) = sin(@)In(z) . <cos(:c) In(x) + sin(z) - x> = 5@ . (COS(:U) In(z) + sm(m)) .

X

(c) Nach Produktregel (vw) =v'w+ vw’ und Kettenregel (h(g(z))) = h'(g(x)) - ¢'(x) erhalten wir

f'(u) = e“-In(sin(u)) + e“- (In(sin(u)))’ = e“-In(sin(u)) + e*- ( - ! -cos(u))

sin(u)

= " (In(sin(u)) + cot(u)) .

(d) Mit y(z) = Vaye = VVa? -z = <( )%) =21 und (2%)" = k-2F1 folgt o/ (2) =

l((;:) an, denn es gilt

8
ST
I

—
=

(e) Hier bietet sich das logarithmische Ableiten (In(f(x))) =

ey

In(f(z)) = %111(.%2 + 1) + sin(z) — éln(l +2) — 2In(z* + 3)

1oy ;o Va4l en@ T 1 4
f(l‘) = f(m)(ln(f(-’ﬁ))) - m'($2+3)2 <x2+1+COS($)_3(1+x) —$2+3> .

(f) Nach Quotientenregel (%)/ = % und mit (cos(z))? + (sin(z))? = 1 ergibt sich
cos(x)(1 4 cos(z)) — sin(x)(— sin(z)) 1+ cos(x) 1

fle) = (L + cos(2)? T [tcos(2)? | L+cos(a)

Alle Zusatzaufgaben sind verfiighbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 1 Wintersemester 2010/2011, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC K. IHSBERNER, DR. J. MERKER

Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 10

Lokale Extrema, Mittelwertsatz, Konvexitit, L’Hospitalsche Regeln (vgl. Forster I, §16)

Def.: Die Funktion f :]a,b— R besitzt in x € ]a, b| ein lokales Maximum, wenn f(y) < f(z) fiir
alle y aus einer Umgebung U von z (U offenes Intervall, welches z enthélt) gilt (analog: lokales
Minimum) und entsprechend ein strenges lokales Maximum, falls anstelle von < sogar < gilt.

Satz 1 [Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema]: Besitzt die Funktion f :]a,b[— R in
x €la,b| ein lokales Extremum und ist f in z differenzierbar, so gilt f'(z) =0.

Satz 2 [Satz von Rolle]: Fiir a <b sei f: [a,b] — R eine in ]a,b| differenzierbare Funktion mit
f(a) = f(b), welche stetig in den Randpunkten ist. Dann existiert ein & €Ja,b] mit f'(§) =0.

Corollar [Mittelwertsatz der Differentialrechnung]: Fiir a < b sei f: [a,b] — R differenzier-
bar in ]a,b[ und stetig in den Randpunkten. Dann existiert ein & € ]a,b[ mit f'(£) = f)=f(a)

b—a

Satz 4 [Monotonie]: Fiir a <b sei f: [a,b] — R differenzierbar in ]a,b[ und stetig am Rand.

o

Dann gilt: f ist in [a,b] monoton fallend = Vo €la,b] : f(x) <0
Dann gilt: f ist in [a,b] monoton wachsend — Vo €la,b[ : f(x) >0

o

@]

Weiter gilt Vz €la,b[ : f'(z) >0 = [ streng monoton wachsend.

o

Ebenso gilt Vo €la,b[ : f'(z) <0 = [ streng monoton fallend.

[Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema fiir mind. einmal differenzierbares f]: Sei
f :]a,b[— R eine differenzierbare Funktion und es gebe ein z €]a,b[ mit f'(z) =0. Gilt

(35>0V§,ne]a,b[ D (r—e<é<r<n<ate = f’(£)§0§f’(n)))

bzw.
(35>0V§,ne]a,b[ t(r—e<é<z<n<z+e = f’(ﬁ)ZOZf/(U)))

so besitzt f in z ein lokales Minimum bzw. Maximum.

[Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema fiir mind. zweimal differenzierbares f]:
Sei f :la,b[— R eine differenzierbare Funktion und z €la,b] derart, dass f/(z) =0 und f in z
zweimal differenzierbar mit f”(x) > 0 (bzw. f”(x) < 0). Dann besitzt f in z ein strenges lokales
Minimum (bzw. Maximum).

Definition: Eine auf einem Intervall D definierte Funktion f : D — R heifit konvex, wenn die
Ungleichung f(Az + (1 — N)y) < Af(x) + (1 — X)f(y) fir alle z,y € I und X € [0,1] gilt (und
konkav, wenn die umgekehrte Ungleichung gilt).

Satz 6 [Hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir Konvexitét]: Sei D C R ein offenes
Intervall und f: D — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann gilt

f konvex — VeeD : f'(2)>0.

[Notwendiges Kriterium fiir Wendepunkte]: Besitzt die Funktion f :]a,b[— R in z €]a,b]
einen Wendepunkt und ist f in z zweimal differenzierbar, so gilt f”(z) =0.

Hinweis: Dabei sagen wir, f besitzt in = einen Wendepunkt, wenn die Funktion f links von =
konkav und rechts von x konvex ist (oder umgekehrt).

Satz [Regel von L’Hospital]: Fiir differenzierbare f, g :]a,b[— R mit ¢'(z) # 0 fiir alle x € |a, b|

gilt bei lim f(z) = 0 = lim g(z) oder lim f(z) = oo = lim g(z) die Gleichung lim f(z) =
z\.a z\.a z\.a r\a

a\a g(z)
!/
li{n f/(($§ , falls der Grenzwert auf der rechten Seite (moglicherweise nur uneigentlich) existiert.
zN\a g \T

41



Zusatzaufgabe 10.1:

(a) Beweisen Sie, dass das logarithmische Ableiten L : f +— L von Funktionen f >0 die Rechenregeln

L(fg) = L(f) + L(g) und L(f*) =aL(f) erfiillt.

2
e —2z—1
(b) Berechnen Sie die lokalen Extrema von f(z) := ———— einerseits direkt und andererseits durch
x

logarithmisches Ableiten.

Lésung zu Zusatzaufgabe 10.1:

(a) Esgilt L(f) = f7/ = (Inof)" und aus In(f(z)g(z)) = In(f(z)) +1In(g(z)) und In(f(x)*) = aln(f(x
folgen daher die behaupteten Rechenregeln L(fg) = (Inofg)’ = (Inof) + (Inog) = L(f) + L(g)
sowie L(f%) = (Inof*) =a(lnof) = aL(f).

(b) Direkt ergibt sich f'(z) = em2_2$_lw, und daher verschwindet f’ in den Punkten mit
202 —2x —4 = 0, dh. in « = —1 und z = 2. Die zweite Ableitung zu berechnen ist noch
langwieriger, sie ergibt aber, dass beide Punkte lokale Minima sind. Logarithmisches Ableiten ist da
wesentlich einfacher: Die Funktion ist offensichtlich in allen Punkten z # 0 definiert und positiv.
Wegen g(z) :=In(f(z)) = —4ln(z)+2?>—22—1 und ¢'(z) = -2 +22—-2=0,dh. 22—2—-2=0,
liefert logarithmisches Ableiten die Punkte z = —1 und z = 2 als Kandidaten fiir Extrema. Wegen
¢"(z) = 25 +2> 0 sind beides lokale Minima.

~—
~—

Zusatzaufgabe 10.2:

(a) Zeigen Sie, dass f(t) := tP fir ganzzahlige p > 1 auf |0,00] konvex ist, indem Sie einerseits die
Definition und andererseits die zweite Ableitung verwenden.

(b) Zeigen Sie mittels MWS: Eine Funktion f:Ja,b] — R mit f’(z) =0 fiir alle x ist konstant.
Lésung zu Zusatzaufgabe 10.2:
(a) Einerseits: Nach dem Mittelwertsatz existiert fiir beliebige a,b €]0,00[ ein 6 €]0, 1], so dass dann

a? =" = pla+60(b—a))P Ha—b) = p((a+9(bfa))p_lfbp_1) (a—b)+pbP~L(a—b) > ptP~L(a—0)

>0

Fiir s,t €]0,00[ und A €]0, 1] erhalten wir mit den Ersetzungen (a,b) = (s,(As + (1 — \)t)) und
(a,b) = (t,(As+ (1 — A\)t)) die beiden Ungleichungen

—As+ (1=t > pAs+ 1 =Nt (s — (As+ (1= N\)i))

> pAs+ 1 - (1= M) (s —t) (3.1a)
—As+ (1 =Nt > p(As+ (1 —=Nt)P"™ 1(t—(As+(1—>\) t))

> pAs+ (1 - NP A(t—s) (3.2a)

Addition des A-fachen von Ungleichung (3.1a) und (1 — \)-fachen von Ungleichung (3.2a) ergibt
dann As? 4 (1 — A\)t? — (As+ (1 — A\)¢)? > 0 und somit die Behauptung,.

Andererseits: Fiir p > 1 gilt f/(t) = pt?~! und f"(t) = p(p — 1)t?~2. Also ist wegen p > 1 auch
f7(t) >0 (bei p>2 sogar f"(t) > 0) fiir ¢t >0 und die Funktion f ist somit konvex auf ]0, oo
(streng konvex bei p > 2).

(b) Sind z,y €]a,b] zwei beliebige Punkte (ohne Einschrinkung sei = < y), dann erfullt f auf [z,y]
die Voraussetzungen des Mittelwertsatzes, so dass ein £ € (z,y) mit fW)=r) = f(§) existiert.

z— y
Nun ist aber f/(£) =0 und somit f(y) = f(z). Also ist f konstant.
Zusatzaufgabe 10.3:

(a) Diskutieren Sie die Funktion f(z) = ze x , indem Sie den Definitonsbereich, Nullstellen, Extrem-
stellen, Wendestellen, Bereiche von Monotonie und Bereiche von Konvexitit/Konkavitéit ermitteln.

Welche Grenzwerte ergeben sich am Rand des Definitionsbereiches 7

Skizzieren Sie die Funktion f aufgrund der gewonnen Informationen.
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(b) Gegeben ist die Funktion f(x) = e?**(2? — 2z —55), x €R.

(i) Bestimmen Sie die Intervalle, in denen die Funktion monoton féllt (bzw. wichst).
(ii) Bestimmen Sie die Intervalle, in denen die Funktion konkav (bzw. konvex) ist.

(iii) Bestimmen Sie gegebenenfalls die lokalen und globalen Maximal-/Minimalstellen und Maxi-
ma/Minima der Funktion sowie ihre Wendepunkte.

Lésung zu Zusatzaufgabe 10.3:

(a) Der Definitionsbereich der Funktion f ist offensichtlich | — 0o,0[ U ]0,00[. Da fir = aus dem
Definitionsbereich z # 0 gilt und e >0 ist, besitzt f keine Nullstelle. Fiir x < 0 ist f(z) <0
und fiir x >0 ist f(x) >0, also ist f negativ auf ]0, —oo[ und positiv auf |0, co].

Die Ableitung von f ist f/(z) = e (1 + %) . Thre einzige Nullstelle ist * = —1 wegen e >0.
Da 1+ % <0 zu —1 <z < 0 dquivalent ist, ist f auf ] —1,0[ streng monoton fallend und auf
| — o0, —1[ und |0, 00| streng monoton wachsend. Aufgrund dieses Monotonieverhaltens ergibt sich
auch, dass in z = —1 ein lokales Maximum vorliegt.

Die zweite Ableitung von f ist f’(x) = ;13675 . Im Definitionsbereich hat sie keine Nullstelle, es
gibt also keinen Wendepunkt. Jedoch ist f”(z) < 0 fir 2 <0 und f”(x) >0 fir > 0, also ist f
konkav auf ] — 0o, 0] und konvex auf ]0,00[. AuBerdem bestitigt f”(—1) = —e~! < 0 noch einmal,
dass bei —1 ein lokales Maximum vorliegt. Als Grenzwerte berechnet man

. _1 R L'Hospital . eV . . 1 ey

lim ze =z =—1lim< = — lim % = —0o0, lim ze =z =Ilim%< = oo
T——00 y\o Y y\0 z—+00 y\O Y

. _1 . vy L’Hospital . y . _1 .

limze ™z =— lim & = - lm & = -oo, limrze s = lim -1 = 0.

z,/0 y——+oo Y y——+00 2\,0 y—-—+oo Y€

Insbesondere springt die Funktion f an der Definitionsliicke = 0 von —oo auf 0, und f hat
kein globales Maximum oder Minimum.

(b) Zunéchst ergeben sich fiir die erste und zweite Ableitung der Funktion
fl(x) = 2% (x —8)(z+7) , f(x) = 262 (222 — 113) .
(i) Esist 2e?* > 0 fiir alle x € R und als nach oben geéffnete Parabel ist

<0 firze[-T,8

(x = 8)(z +7) { >0 firzeR\[-7,8]

Demnach ist f monoton fallend in [—7,8] (denn dort ist die Ableitung nichtpositiv) und
monoton wachsend in | — oo, —7] bzw. in [8,00[ (denn dort ist die Ableitung nichtnegativ).

(i) Wiederum ist 4e** > 0 fiir alle # € R und als nach oben gedffnete Parabel ist

. _/us /u3
, 113 <0 furaze[ 5 2}

xt - — :
. /113 /113
>0 fiir z € R\ |:— R -5 ]
Also ist f konkav in [—\ / %, \/ % } (denn dort ist die zweite Ableitung nichtpositiv) und
konvex in } —00, —y/ 142 ] bzw. in ] s oo[ (denn dort ist die zweite Ableitung nichtnegativ).

(iii) Aus dem Monotonieverhalten der Funktion folgt:

e Bei x = —7 besitzt f ein lokales Maximum mit Wert f(—7) = 8e~!4
e Bei x =8 besitzt f ein lokales Minimum mit Wert f(8) = —7e!®

e Weitere lokale Extremstellen besitzt die Funktion nicht, da alle Punkte des Definitionsin-
tervalls innere Punkte sind und f’(z) = 0 genau dann, wenn x € {-7,8} .

Da lim f(z) = co und lim f(z) = 0 > —7el6 = f£(8) , folgt:

e Die Funktion f besitzt in 8 ein globales Minimum mit Wert f(8) = — 7e!6
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e Die Funktion f besitzt keine weiteren globalen Extremstellen.

Aus dem ,, Wolbungsverhalten* der Funktion folgt:

e Bei — % und % besitzt f Wendepunkte.

e Die Funktion besitzt keine weiteren Wendepunkte, da alle Punkte des Definitionsintervalls

. . _ /113 /113
innere Punkte sind und f”(z) =0 genau dann, wenn x € {— S50/ } )

Zusatzaufgabe 10.4:

(a) Beweisen Sie die folgende Verallgemeinerung des Mittelwertsatzes: Sind f,g : [a,b] — R
differenzierbar im offenen Intervall ]a,b[ und stetig in den Randpunkten a, b, und gilt ¢'(x) # 0 fiir

1)~ f(a) _ J'(€)
g9(b) —g(a)  g'(§)
(b) Beweisen Sie mittels des verallgemeinerten Mittelwertsatzes die Regel von L’Hospital fiir den Fall
lim f(z) =0= lim g(z) .
lim f(2) = 0= lim g(z) »
sin(z?)

1 n
(c) Bestimmen Sie die Grenzwerte lim , lim 2* und lim (cos ()) .
z—0 €T z\,0 n—o0 n

alle z € |a,b[, dann ist g(b) # g(a) und es gibt ein £ € |a, b[ mit

Lésung zu Zusatzaufgabe 10.4:
(a) Wire g(b) = g(a), dann gibe es ein f € (a,b) mit ¢'(¢) = 0, Widerspruch.
Also ist die Funktion F(x) := f(z) — ) ; ((Z)) (9(z) — g(a)) auf [a,b] wohldefiniert, differenzierbar
auf ]a,b[ und stetig in den Randpunkten a,b mit F(b) = f(b) — fEb; f((a)) (9(b) — g(a)) = f(a) und
F(a) = f(a). Wegen F(a) = F(b) lisst sich der Satz von Rolle anwenden und liefert ein £ € (a,b)
mit F'(§) =0, d.h. mit

m g =0 oder dquivalenterweise =

(b) Wegen li{n flz)=0= li{n g(x) kann man f,g durch f(a):=0, g(a):= 0, zu stetigen Funktionen

1) -

auf [a, b] fortsetzen. Wendet man bei x € ]a, b[ den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf ein Intervall
[a,z] an, so ergibt sich die Existenz eines £ € (a, ) mit

@) _ f@) —f@) _ £

g(x)  g(x) —gla)  ¢'E)
Konvergiert in dieser Gleichung x von oben gegen a, dann konvergiert wegen ¢ € (a,x) auch zi

von oben gegen a, und man erhélt
5 @) F)
lim =1i

o g(z) e ¢'(€)

unter der Voraussetzung, dass der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

: 2 PANE 2 1-
(c) (i) Nach der Regel von L’Hospital gilt lim sin(a) = lim cos(z”) -2z _ 1:0 _ 0
z—0 x z—0 1 1
.. . . In(x) .2 .
W T = 1 folgt 1 1 =1 =1 - =lim(—xz) =0
(ii) Wegen z* = exp(xzIn(z)) folgt aus Il{%$ n(z) xl{% 1 xl{% —%2 Il{%( x)

(wobei die Regel von L’Hospital angewendet wurde) aufgrund der Stetigkeit von exp auch

lim 2% = 1i 1 = li 1 = 0)=1
im ml{%exp(:ﬁ n(zx)) exp(wli%w n(x)) = exp(0)

z\,0
(iii) Aus der Stetigkeit von cos(z), In(x), tan(x) sowie mit cos(0) = 1, In(1) =0, tan(0) =0
und nach der Regel von L’Hospital ergibt sich 7Sin<l)
ln(cos(l)) COS(ln) (_#)
lim (nln(cos(1))) = lim ——"% = lim —*——— = — lim tan (1) = 0.

n2

Da auch exp(z) stetig ist, folgt lim (cos (1)) = exp ( lim (n In (cos ( L )))) = exp(0) = 1.

n—oo

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 11

Treppenfunktionen, Riemann-Integral, Mittelwertsatz der Integralrechnung (vgl. §18)

e Definition [Treppenfunktion]: Sei a,b € R mit a < b. Gilt ¢ = 20 < 21 < ... < z, fir
eine Menge P :={xy | k=0,...,n}, so nennen wir P Unterteilung des Intervalls [a,b]. Eine
Funktion ¢ : [a,b] — R heifit Treppenfunktion, falls eine Unterteilung P existiert, so dass

Vk={1,...,n} Jcp €R : (11.1)

Plan_s,anl — F

Die Menge 7 [a,b] := {¢ : [a,b] — R | ¢ Treppenfunktion} ist ein linearer Unterraum des Vektor-
raumes aller Funktionen f :[a,b] — R, denn es gelten (i) 0 € 7[a,b] sowie

(il) Yer1,¢2 € Tla,b] : o1+ p2 € Tla,b] (iii) VAeER VYp € Tla,b] : Ap € Tla,b] .

e Definition [Integral einer Treppenfunktion]: Besitzt ¢ € 7[a,b] eine Unterteilung P und

gilt (11.1), so definieren wir b

/so(w)dw = Y exlwr —wr1) | (11.2)
k=1

a

Bem.: Das Integral einer Treppenfunktion ist wohldefiniert, da unabhéngig von der Wahl von P .

e Satz 1 [Linearitéit, Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen]|: Das Integral ist ein
lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum 7 a,b], d.h., es gelten

b b

() VAueRYeveTlat] [ Op+uw) (@) A/@ d:::+u/¢( )z,
a b

(i) Vo, € Tla,b] @ | <9 = /@(x)d:n < /w(x)dx ,

wobei ¢ <Y = (Vo €a,b] : ¢o(x) <P(x)).
e Definition [Oberintegral, Unterintegral]: Sei f : [a,b] — R beschrinkt. Dann definieren wir

b b

a/ F@)do = wei%gb] / o(z)dr  und / flayde = suwp / o()dr  (11.3)

r= a e<f a

e Definition [Riemann-integrierbar|: Eine beschrénkte Funktion f : [a,b] — R heifit Riemann-
integrierbar, falls b* b
|1
a

gilt. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral durch fab f(z)dz = fab* f(x)dx

e Satz 2 [Einschliefung zwischen Treppenfunktionen]: Eine Funktion f : [a,b] — R ist genau
dann Riemann-integrierbar, wenn ¢, € 7T[a,b] mit ¢ < f <1 existieren, so dass

/abw(m)da;—/abgo(a;)dx < e (11.4)

e Satz 3/Satz 4: Ist f:[a,b] — R stetig oder monoton, so ist f auch Riemann-integrierbar.
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e Satz 5 [Linearitit und Monotonie|: Die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen
Rla,b] bilden einen linearen Unterraum aller Funktionen f : [a,b] — R. Insbesondere ist das
Riemann-Integral ein lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum R]a,b].

e Def. [Positiv-/Negativteil]: Fiir f: D — R (D C R) definieren wir f,,f_ : D — R durch
fola) i {f(:v), Rlls f(2) 20, {—f(m% falls f(2) <0, ) o

0 sonst 0 sonst

Aus der Definition folgen sofort f = fiy — f- und |f| = fy + f-.

e Satz 6: Seien f,g: [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gelten:

b
[ f@)da| < [|fl(@)de

a

(a) Die Funktionen fi,f_,|f| sind Riemann-integrierbar mit

(b) Fiir jedes p € [1,00[ ist |f|P : D — R Riemann-integrierbar.
(c) Die Funktion fg: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

e Definition [Riemann-Summe]: Eine Unterteilung a = 29 < z1 < ... < z,, = b des Intervalls
[a,b] zusammen mit Stiitzstellen & € [xx_1,2k],k =1,...,n nennen wir eine Zerlegung
Z = {(zr)o<k<n (k) 1<k<n} (11.6)

der Feinheit u(Z2) :=  nax (g — xk—1) . Die Riemann-Summe von f bzgl. Z ist dann

=1,..,n

D &) (@ — apn) - (11.7)
k=1

e Satz 7 [Mittelwertsatz der Integralrechnung] Seien f,g:[a,b] = R stetig mit g > 0. Dann
existiert ein £ €la,b[ mit ff x)dx = fg )dx . Falls g =1, gilt ff Ydx = f(§)(b—a).

e Satz 8: Sei f:[a,b] - R Riemann-integrierbar. Dann gilt (h]gn S(Z,f)= f flx
e Satz 9: Seien a < b < ¢. Dann ist f : [a,¢] — R genau dann Riemann-i

und f‘ . Riemann-integrierbar sind. Dann gilt ,c b c
[b:c] /f(az)d:c :/ f(z)dz +/ f(z)dz . (11.8)
a a b

e Definition: Wir setzen [ f(z)dz := 0 und f: f(@)de = — [! f(x)dx, falls b<a.

Stammfunktion, Hauptsatz, Substitution, Partielle Integration, Partialbruchzerlegung (§19)

e Definition [Stammfunktion]: Eine differenzierbare Funktion F : I — R (I C R Intervall)
heifit Stammfunktion/primitive Funktion zu f: I — R (auf I), falls F' = f auf I gilt.

e Satz 2: Die Differenz F'— G zweier Stammfunktionen F,G : I — R von f: I — R ist konstant.
e Hauptsatz [Differential- & Integralrechnung — Satz 1 u. 3]: Sei [ C R ein Intervall, c € I.

(1) Ist f:1— R stetig, so besitzt f eine Stammfunktion, z.B., F.(z) := [ f(=

(2) Ist f:I — R Riemann-integrierbar und F' eine Stammfunktion von f auf 1, so gilt

b
Va,be I : / f(z)de = F(z)| := F(b)— F(a). (11.9)

Bemerkung: Hiufig schreibt man auch einfach nur [ f(z)dx fiir eine Stammfunktion F von f.

e Satz 4 [Substitutionsregel]: Sei f: I — R stetig und ¢ : [a,b] — R stetig differenzierbar mit
W([aa b]) C I’ S0 gllt b »(b)
/ Flo@)¢'(t)dt = /( ) fx)dx (11.10)
a pla
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e Satz 5 [Partielle Integration]: Sind f,g: [a,b] — R stetig differenzierbar, so gilt

b b
| g @y - - [ r@gtwyis (11.11)

e Partialbruchzerlegung: Sind P(x), Q(x) normierte, teilerfremde Polynome mit deg(P) < deg(Q),
P(x)

so ist 0@ eindeutig in eine Summe von Partialbriichen zerlegbar. Diese besitzen die Gestalt

A A A
! , 2 s e 7k, falls « eine k-fache Nullstelle von Q(x) ist,
(—a)l’ (z—a)? (z —a)k
Bix+ C4 Box + Brx + C}, falls p? — 4¢g < 0 und falls (2% + px + q)
(22 +pr+q)t (@2 +pr+q)?2 7 (22 +pr+q)™  ein m-facher Teiler von Q(z) ist,
wobei die Aj,5=1,...,k, bzw. B,,Cs,5s =1,...,m, jeweils reelle Konstanten sind.

Bemerkung: Die oben angefiihrten Konstanten erhalten wir, indem wir in Abhéngigkeit der
Nullstellen von Q(x) den passenden Ansatz auswihlen und einen Koeffizientenvergleich ausfiihren.

Zusatzaufgabe 11.1: Zeigen Sie:

(a) Vo € Tla,b] :/ab*ap(x)dx :/:Lp(:(:)dm :/abgo(x)dx

b b*
(b) Vf:[a,b] — R beschrinkt :/ f(x)dx < f(x)dx

a

Lésung zu Zusatzaufgabe 11.1:

(a) Sei ¢ € Tla,b]. Da sowohl ¢ € {1 € T[a,b] | ¥ > ¢} als auch ¢ € {¢ € T[a,b] | ¢ < ¢} gelten,
folgt aus der Monotonie und Linearitit des Integrals fiir Treppenfunktionen (Satz 1, §18) und mit
den Eigenschaften des Infimums bzw. Supremums

b

inf /1/1 —/(p(af) = inf /w da?—/ (x)dx | = inf (W(x) —p(z))dx= 0

weT a b] 'L/)GT a b] YeT[a,b]
v2¢ a >0€T[a,b]
als auch
b
sup /w —/90(33) — sup /w da:—/ @iz | = sw [ (i) - pla))do = 0
weT a b] YPeT[a,b] YeT[a,b] N ——
) vs vse @ <0eTla)
und somit f;*cp(az)dx = ¢ijr}[f y ff?/}(x)das = ffcp(x)da: = sup f dx = ;ga(x)d:p.
€Ta, $ET[a,b] *
Y>p W<

(b) Wiederum aufgrund der Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen (Satz 1, §18) gilt fiir ein
beliebiges, aber festes 1 € T'[a,b] mit 1 < f dann

b b b b
Vo € Tla,b] : (f <p = / P(x)dr < / w(x)dw) , also / P(x)de < weijr%g b]/ o(r)dx .
a a a fSw’ a

Somit ist f;* f(z)dz eine (nicht von der Wahl von 1 abhingige) obere Schranke fiir fab Y(x)dx .
Aufgrund der Beliebigkeit von 1 € T'[a,b] mit 1 < f erhalten wir somit

b*

weTab

b p*
Vi € Tla,b] : <¢§f = /w(:):)dac < f(x)dx) , also  sup /w )dx < f( )dx

und somit wie behauptet f:*f(:c)dm < fb*f(:c)dx.

a

Zusatzaufgabe 11.2:
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(a) Sei z >1 gegeben. Ermitteln Sie auf dem Intervall [1,z] die Riemann-Summe von f(t) := } zu

der durch xj = x% k=0,...,n, gegebenen Unterteilung und den Stiitzstellen & = zj . Fiihren
Sie anschlieend den Grenzubergang n — oo durch. Welchen Wert besitzt das Integral f St 7

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a) und Satz 8 dann auch nlLrglo Z +k =In(2).

(c) Berechnen Sie die Riemann-Summe fiir f(x) = 22 beziiglich der #quidistanten Unterteilung zj, :=
% , k=0,...,n,von [0,1] und den durch das geometrische Mittel gegebenen Stiitzstellen & :=
V12K, k = 0,...,n. Ermitteln Sie weiter durch Grenziibergang fiir n — oo den Wert des
entsprechenden Integrals.

Lésung zu Zusatzaufgabe 11.2:

k .
”)lgkgn} 1st

s(207) = (") = Ya-ah) = n(1-04)

k:lﬂ”‘ k=1

a) Die Riemann-Summe von 1 beziiglich der Zerlegung Z,, = x% 0<k<n, (T
t <k<

Mit den Regeln von L’Hospital folgt nun nach Grenziibergang

1
1 1—a= 1 -2~
71151;08 (Zn,t> = lim f = il{% " = Qltii]%(m*“ln(m)) = In(x),

so dass sich nach Satz 8 nun [;"1 d¢t = In(z) ergibt.

(b) Mit der Zerlegungsfolge Z,, = ((1 + )0<k<n (1+ %)KK”) des Intervalls [1,2] ergibt sich

2
(a) Satz 8 . 1 k k—1
& - 1 ) o= § j Y (14
In(2) /1 ; dt Jim S (Zn, t) Jim I (( n) < - ))

n

1 1 1 1
= N = 1 S — = i
k k k=0

(c) Die Funktion 22 ist als stetige Funktion auf [0, 1] Riemann-integrierbar. Die zu oben angegebener
Zerlegung Z, = ((xk)o<k<n, (§k)i1<k<n) gehorige Riemannsche Zwischensumme ist

n

Z(k—lkl 3Zk2 Zk— n—|—1(2n+1)_n(n+1):n2_1 ’
n

nZz n n3 2n3 3n?
k=1

und fiir n — oo ergibt sich als Grenzwert % , was nach Satz 8 der Wert des Integrals fol x? dx ist.
Zusatzaufgabe 11.3: Zeigen Sie:
(a) Teil (2) des Hauptsatzes der Differential- und Integralrechnung.
(b) Potenzen |f|P, 1 < p < oo, Riemann-integrierbarer Funktionen f : [a,b] — R sind R-integrierbar.
(c¢) Produkte Riemann-integrierbarer Funktionen sind wieder Riemann-integrierbar.
(d) Es gibt eine Riemann-integrierbare Funktion f: I — R, die keine Stammfunktion besitzt.

(e) Es gibt eine nicht Riemann-integrierbare Funktion f : I — R, welche eine Stammfunktion besitzt.
Losung zu Zusatzaufgabe 11.3:

(a) Ist f : I — R Riemann-integrierbar mit Stammfunktion F', dann ist f fiir jedes Intervall
[a,b] C I Riemann-integrierbar. Fiir eine beliebige Unterteilung P des Intervalls [a,b] (Def. s.0.)
liefert der Mittelwertsatz der Differentialrechnung Stiitzstellen & €|xp_1,2zx[, K = 1,...,n, mit

Flan)-Fler-1) _ f(&k), also je eine Zerlegung Z,, = (P, (&k)1<k<n) - Nach Satz 8, §18 folgt

Tp—Tk—1

b

P~ F@) = 3 (Pl — Fla) =S fee—a) O [ e d

k=1 k=1 2
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(b) Aufgrund der Linearitdt (d.h. insbesondere, dass mit f auch Af Riemann-integrierbar ist) und
da mit f auch fy und f_ Riemann-integrierbar sind (und somit auch |f| = fi + f- ), geniigt
es, die Riemann-Integrierbarkeit von |f[P fiir den Fall 0 < f <1 zu beweisen.

Aufgrund der Riemann-Intergrierbarkeit von f finden wir nach Satz 2, §18 zu jedem & > 0
Treppenfunktionen ¢, ¢ mit 0 < < f <y <1 und b

0< [(w-)a)ds

a

3
p .

Es sind weiterhin auch ¢P und ¢P Treppenfunktionen, fiir die aufgrund der strengen Monotonie
der Potenz ebenso 0 < P < fP < ¢ < 1 gelten. Wegen max {|pz?~!| ‘ z€[0,1]} = p und
(zP) = pxP~! folgt mit Hilfe des Mittelwertsatzes (angewendet auf xP eingeschrinkt auf [0,1])

< e

Y

b b
0 < PP—¢? < p(p—p) = 0 < / (WP — ") (z)dr < p/ (Y =) (z)dr < p-%

also die Riemann-Integrierbarkeit von f.

(c) Wegen |f|? = f? und (b) sowie mit Hilfe der Linearitit des Riemann-Integrals folgt fiir Riemann-
integrierbare Funktionen f, g, dass fg = i (( f+9?—(f— g)2) Riemann-integrierbar ist.

(d) Beispielsweise wird durch f := { (1) Ei ; 8; eine Treppenfunktion f:[—1,1] — R definiert,
1

welche nach ZA 11.1 Riemann-integrierbar ist mit [ f(z)dz = 0, denn es gilt f‘]7 ol = 0 und
1 ’

S =0- Angenommen es existiert eine Stammfunktion F, d.h. Vo € [-1,1] : F'(x) = f(z).

Dann gilt F(x f f(t)dt+C = C (Hauptsatz), aber F'(x) =0 # f(z) bei x = 0. Widerspruch.

t2sin( & t2 . 1 fiir ¢ 0
(e) Wegen P\‘%(ﬂ) = limtsin (;3) =0 (vgl. ZA 6.3 (a)) ist F(t)_{ sin (z)  fiir ¢ #

¢ £\0 0 firt=0
. . , 0, t=0,
eine Stammfunktion von f : [0, 1] — R, definiert durch f(¢) = o ) 1
2tsin () — $cos (%), t€]0,1],

(es gilt F'(0) = 0), jedoch ist f nicht Riemann-integrierbar, da f bei 0 unbeschrinkt ist.
Zusatzaufgabe 11.4: Berechnen Sie die folgenen Integrale und fithren Sie ggf. die Probe durch:
a) [wsin(z?) dz, (b) [tan(z)dx (c¢) [asin(z)dzr, (d) [e*sin(z)dz, (e) [(sin(z))* dz.
Lésung zu Zusatzaufgabe 11.4:
(a) Mit der Substitution z = p(x) = 22, d.h. g—fc = ¢/(x) = 2z, ergibt sich

/xsin(xz) dr — / sin(z)dz _ _cos(z)+c _ cosgx2)+c Probe - (_cosé;ﬁ))’ _ sin(x?)2x '

2 2 2
(b) Wegen (Inof) (z) = J},((xx)) erhalten wir [ tan(z) = —f _Czlsr(lgv) dx — In(cos(z)) .

(c) Partielle Integration liefert [ zsin(z) do = —x cos(x) + [ cos(z) dx = sin(x) — z cos(x) + C'.
Probe: (sin(z) — z cos(z))" = cos(z) — cos(x) + xsin(z) = xsin(z) .

T

(d) Zweimalige Anwendung von partieller Integration mit jeweils v’ = u = e* und v = sin(x),

v' = cos(x) bzw. v = cos(z), v = —sin(x) ergibt

/ex sin(z) de = e"sin(x) — /e"” cos(z) dr = e"sin(x) — [69” cos(x) + /e‘r sin(x) daz]

e” (sin(x) — cos(x))
2

e” (sin(x)—cos(z ! | (sin(z)—cos(x))+(cos(x)+sin(z)) T
Probe: (M) = ° [ o 5 A | = esin(z).

und nach Umstellen daher [e*sin(z) dz =
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(e) Partielle Integration mit u'(x) = sin(z), u(z) = — cos(z) und v(x) = sin(z),v'(z) = cos(x) liefert

/(sin(a:))2 dx = —sin(z) cos(a:)+/(cos(a:))2 dx = —sin(z)cos(z +/ (1 — (sin(x))”) dz

Umstellen fithrt zu

/(sin(x))2 gr = & —sin(;v) cos(x) L C

x—sin(x) cos(x ! —(cos(x))2+(sin(z))? sin(x))2+(sin(z))? .
Probe: ( (@ ()) _ I-(cos(e))Hein(e))? _ (Em)PHEm@) _ (gin ()2

Zusatzaufgabe 11.5:

(a) Integrieren Sie

(b) Finden Sie eine Stammfunktion zu

Ex+ F

—————duz, falls 22 + px + q keine reelle Nullstelle besitzt.
T2+ pxr +q

x4 —1"

Loésung zu Zusatzaufgabe 11.5:

(a) Da 24 px+q keine reelle Nullstelle besitzt, ist 22 +px+q = (z+ g)Q +D mit D :=q— %2 >0.

(Achtung: D ist hier genau das Negative der Diskriminanten % — q, welche im Falle von zwei
echt komplexen Wurzeln ihrerseits negativ sein muss.) Insbesondere gilt dann 22 + px +¢ > 0 fiir

alle z € R. Wegen Ex + F = Eac—i—————i—F = §(2x+p)+(F—%> konnen wir das
Integral folgendermaflen aufspalten und berechnen
Ex+ F E / 2x +p ( pE) / 1
—dxr = dr+ | F — — ————dz
2+ pr+q 22+ pr+q 2 (x+5)2+D

E\ 1 r+5
= —lnm2+ x + +<F—p>arctan< 2>+C,

wobei wir fiir das erste Integral die Substitutionsmethode mit ¢t = ¢(z) = 22 +px + ¢ und folglich
g—i = ¢/(z) = 2z + p angewendet haben. Fiir das zweite Integral haben wir verwendet, dass

1 1 1 1 B
m =5 T und oY dx = arctan(x)

(75) +1

gilt, sowie die Substitutionsmethode mit ¢t = ¢p(z) = gjf/ﬁg und folglich % =¢'(z) = % .
1 A B C D

Mit dem Ansatz r(z) = 1 — 2.1 + 1 + a; i . liefert Ausmultiplizieren

1 A n B Cx+D (A4 B)x+(A—B))(a®+1)+ (Cx+ D)(a? — 1)
-1 x—-1 z+1 2241 zt—1

(A+B+C)a®+(A-B+D)2>+ (A+B—-C)x+ (A—B—D)
x4 —1 ’

so dass sich aus dem Koeffizientenvergleich

(A+B+C)a* +(A-B+D)2*+(A+B—-C)z+(A-B-D) = 1 = 0-2°+0-2°+0-2' +1-2°

demnach das Gleichungssystem 1 1 10 A 0
1 -1 0 1 B| |o
1 1 -1 0 c | |o
1 -1 0 -1 D 1
ergibt, welches die Losung (A4, B,C, D)" = (3,—1,0,—3)7 besitzt. Eine Stammfunktion ist dann

r—1
r+1

dx 1 dx dx 1 dx 1
k(=) = /x4_1 = 4</x_1‘/x+1>‘2/m2+1 =

1
‘ —3 arctanz + C.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 12

Integration rationaler Funktionen

Sind P(x),Q(xz) normierte, teilerfremde Polynome mit deg(P) < deg(Q), so ist die rationale Funktion ggi;

eindeutig in eine Summe von Partialbriichen zerlegbar. Diese besitzen die Gestalt

A A A
! , 2 s e 7k, falls « eine k-fache Nullstelle von Q(z) ist,
G-al G- " @oaF
Bz + C, Byx + Cy By + Cy falls p? — 4¢ < 0 und falls (2% + pz + q)

Y

(22 +pr+q)t’ (22 +pr+q)2” 7 (22 +px+q)m’  ein m-facher Teiler von Q(x) ist,

wobei die A;,7=1,...,k, bazw. B,,Cs,s =1,...,m, jeweils reelle Konstanten sind.

Bemerkung: Die oben angefiihrten Konstanten erhalten wir, indem wir in Abhéngigkeit der Nullstellen von
Q(x) den passenden Ansatz auswihlen und einen Koeffizientenvergleich ausfiihren.

Die in der Partialbruchzerlegung auftretenden Summanden ———— und

Ex+ F (e =)t
m, z? + px + ¢ besitzt keine reelle Nullstelle, (12.1)

lassen sich relativ einfach integrieren (siche Aufgabe 11.3 fiir den schwierigsten Fall (12.1) mit [ > 2).

Ist R(z) = ggg eine rationale Funktion, so heift = — R(e®*) eine rationale Funktion in Exponentialtermen.

Die Integration solcher Funktionen ldsst sich durch die Substitution ¢ := e** auf die Integration rationaler
Funktionen zuriickfiithren.

Ist R(z,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen, so heifit x — R(sin(x), cos(z)) eine rationale Funktion
in Sinus und Cosinus. Die Integration solcher Funktionen lidsst sich durch die Substitution ¢ := tan (%) auf die
Integration rationaler Funktionen zuriickfiihren.

Ist R(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen, so heifit = +— R(z,Vax? + 2bx + ¢) eine rationale
Funktion in = und einer Wurzel aus dem Quadrat von x. Durch quadratische Ergdnzung kénnen wir die
Integration solcher Funktionen auf die Integration von = — R(z,vz? +1), z — R(z,v2? — 1) bzw. von = —
R(z,v/1 — 2?) zuriickfithren, deren Integration wiederum durch Substitution von x = sinh(t), x = =+ cosh(t)
bzw. x = +cos(x) auf die Integration rationaler Funktionen in Exponentialtermen bzw. in Sinus und Cosinus
zuriickgefithrt werden kann.

Uneigentliche Integrale

Definition [Uneigentliches Integral]:
(a) Ist die Funktion f : [a,+oo[— R fiir jedes u > a iiber das Intervall [a,u] RIEMANN-integrierbar und
existiert der Grenzwert w
¢:= lim f(z) dx (c € R),

uU— 00

a o0
so heifit der Grenzwert das uneigentliche Riemann-Integral und wir bezeichnen es mit / f(z) dx .
a

(b) Ist die Funktion f :la,b] — R iiber jedes Intervall [u,b] mit a < uw < b Riemann-integrierbar und
existiert der Grenzwert

b
c:= il{l}l/u f(t)dt (ceR),

b
sprechen wir auch hier vom uneigentlichen RIEMANN-Integral und schreiben auch / f(z) dx .
a

(¢) Analog sind uneigentliche Integrale fiir auf | — oo, b] und [a,b] gegebene Funktionen definiert. Den Fall
einer auf ]a,b[ definierten Funktion fithrt man durch Wahl eines ¢ €]a,b[ auf die Fille ]a,c] und [c,b]
zuriick.

e Satz 1 [Integralvergleichskriterium fiir Reihen]: Sei f :[1,00[— [0,00[ eine monoton fallende Funktion.

o0

[ee]
Die Reihe Y f(n) konvergiert genau dann, wenn das uneigentliche Integral [ f(z)dz konvergiert.
n=1 1

e Eine mittels eines uneigentlichen Integrals definierte spezielle Funktion ist die Gamma-Funktion T :]0, co[—

R, D(z) = [T t*~te~tdt, sie erfilllt ['(1) =1, T'(3) = /7.

e Satz 2 [Funktionalgleichung von I'(z)]:

Fiir alle n € N gilt I'(n+ 1) = n! und fiir alle © > 0 gilt T'(z + 1) = 2T'(x)

o1
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Zusatzaufgabe 12.1: Bestimmen Sie Stammfunktionen von (a) —————— und (b) —/——.
2 —5x+6 3 —x
Loésung zu Zusatzaufgabe 12.1:
—4 2z -1 A B
(a) Fir die Funktion 7% liefert der Ansatz der Partialbruchzerlegung ’ = +
22 —5x+6 x2—-5x4+6 x—-2 x-3
den Koeffizientenvergleich A(x — 3) + B(x — 2) = x — 4 mit dem linearen Gleichungssystem
A+B = 1, o
3A-9B — —4 == A=2, B=-1
. Lo dx dx (x —2)?
Eine St funkt t 2 — =21 -2/ -1 =3 =In|——|.
ine Stammfunktion is /x275:1:+6 /x72 /xf?, nle—2—Injz—3|=In P

(b) Da 2% — 2 = z(z + 1)(x — 1) die einfachen Nullstellen 21 = 0,25 = 1,23 = —1 besitzt, ergibt sich fiir die
rationale Funktion

1 1
ry = =
YT e s+ D 1)
der Definitionsbereich R\ {0,1,—1} und fiir die Partialbruchzerlegung der Ansatz r; = — Ly 1 in T
x — x

Die Koeffizienten koénnen entweder mittels Koeflizientenvergleich oder einfacher mit der Grenzwertmethode
a; = lim (x —x;)r1 , ¢ =1,2,3 berechnet werden:

r—x;

. 1 . 1 1 ) 1 1
lm —m = -1, ay = lim —— = — a3 = lim —— = —.

& rz—1 .’L‘(l‘ + 1) 2 ’

Somit ergibt sich die Partialbruchzerlegung

-1 1 1 n 1
=4z
! T 2\z—-1 z+1
mit einer Stammfunktion Ry = —In(z)+ 3 (n(z+1)+In(z—1)) = In ( "”;71) .
! z”—(x"—1
221 1 3 e — Va2 —1 R 1
Probe: In| — = . — . _ _
T ( 1271) x? 22 —1 2 z? —x
Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Sei R(t,s) eine rationale Funktion zweier Variablen. Fiihren Sie durch die Substitution ¢ = tan3 fiir

—m <z <7 das Integral [ R(sinz,cosz)dz auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢ zuriick.

(b) Bestimmen Sie eine Stammfunktionen von f(z) := ﬁs(w) .

1
(¢) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von —————mit Hilfe der ersten EULERschen Substitution

r+Ve2—z+1
Var? +br+c=:t—+azx, (a>0).

Losung zu Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Die Substitution liefert zunichst = = 2arctant sowie dxr = 1-%% dt (siehe Satz iiber die Ableitung der

Umkehrfunktion). Mit  sin(2a) = 2sin(a) cos(a) und wegen tana = 222 sowie

2
2 (cosa) B 1 B 1
(cos @)” = (cosa)? + (sina)? 14 Bma)? 1 4 (tana)?
. (cos )2
folgt weiter
2 2 1-— 2 2t
cosx = 2(005%) -1 = m—l = T2 sinx = 2sin§cos§ = 2tan§(cosg) = Tz

und somit

. 20 1—1¢2 2
/R(81nx,cosx)dx=/R<1+t2,1+t2> 1+t2dt'

Die rechte Seite ist ein Integral einer rationalen Funktion, welches wir bereits berechnen kénnen.

(b) Nach Aufgabenteil (b) erhalten wir mit der Substitution ¢t = tan (%), da = t2+1 und cos(z) = 1+t2 somit
t= tan(

f4+c$s(a:)dm f3t2+odt = % mdt = arctan (\/775) = arctan <\/7tan ) .
i
Probe: (\/% arctan (\/gtan (%))) = 75 3 (tan(%

3 1 1

5 2(005(%))2 3(sin(g)) +5(cos(g))2 = 3+(1+%3OS($)).

vl (<
N
=
€
+
—



(c) Die erste EULERsche Substitution mit a =1 und b = —1 fiithrt nach Quadrieren und Umstellen zu
2 —1 do P —t+1

x4+ 1=t1> -2t = =2
v CET R T a T Tt 1)?
2% — 2t +2
Demzufolge ist das Integral [ = / Aroett e dt  zu berechnen.
t(2t —1)2

1. Polynomdivision entfillt, weil der Grad des Zahlerpolynoms bereits kleiner als der Grad des Nennerpoly-
noms ist. Wir erweitern den Bruch derart, dass der hochste Koeffizient im Nennerpolynom 1 wird:

2t 1
o [iobtha
t(t—3)?

Desweiteren stelle man sicher, dass Zahler und Nenner im Integranden teilerfremd sind, indem die Null-
stellen des Nenners in den Zahler eingesetzt werden:

2t 1 1 | 3
im (Do Pty 2 Lo (Bt 2 3o 12.2
lm(2 2+2) 370 ILm;(Q 2+2> 57 (122)

Offenbar ergibt sich jeweils eine Zahl # 0, demnach sind Z#&hlerpolynom und Nennerpolynom teilerfremd.
2. Die Zerlegung des Nennerpolynoms ist bereits gegeben und lautet ¢(t — 1)?2.

3. Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung lautet fiir diesen Fall

2t 1
z-st3 A B C
tt—3)? t o t—3  (t—3)?
Fiir die Bestimmung der Koeffizienten haben wir hier zwei Moglichkeiten:
(A) Koeffizientenvergleich (analog wie bei Zusatzaufgabe 11.1(a)).
(B) Aufgrund der Teilerfremdheit (12.2) kénnen wir die Grenzwertmethode anwenden. Wegen

2t 1 1 2¢ 0t 1 1141

T—35+35 5 N\N"5—-5+3 s—z2+t35 3

A= limt-2 21 2 — 12 =2, C=1lm(t—= 2 21 2 -3 ‘11 2 ="

t=0 t(t — 3)? (3)? t—1 2 t(t—3)? 5 4

existiert eine eindeutige Partialbruchzerlegung der Form

2t 1 3
ST—5t+t5 2 B g
2 271735 _ + 1

= =2 2 - 4 &
G-1F =% -3

Da diese Gleichung fiir alle ¢t € R\ {0, 1} gelten soll, wéhlen wir ein ¢, fiir das beide Seiten einfach
zu berechnen ist, z.B. ¢t = 1, fiir das wir die Bedingung 2 =2+ 2B + 3, also B = —% erhalten.

2t 1 3 3
. L _|_ = 2 2 2
Eingesetzt liefert dies nun als Ergebnis der Partialbruchzerlegung 272122 = - -2 T+ %2 .
t(t—3) t t—5 (t—3)
4. Integration liefert nun
2t 1 3 3
C-Li+4 2 3 3 3 1 3 1
I = 22 24t = / o244 ) dt = 2Inft|—Inft—=| - = +C
/t(t§)2 tot—1  (t—3)? g 2 2| 4t-1

Nach Riicksubstitution erhalten wir schliellich als Endergebnis
I=2ln|z++Va?2—a+1] —%ln

Zusatzaufgabe 12.3:

1

1 3
r+Vat—-x+1—-|—<=- +C
v z‘ SR ey B

9 oo
(a) Bestimmen Sie den Wert der uneigentlichen Integrale [ % dr und [ % dx.
0 1

(b) Beweisen Sie das folgende Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale: Sind die Funktionen f, g : [a,b] — R
fiir jedes @ < u < b iiber das Intervall [a,u] RIEMANN-integrierbar, gilt |f| < ¢g und existiert das uneigentliche

Integral f; g(z) dx , so existiert auch das uneigentliche Integral f; flx)dx.

o0

1
(¢) Warum konvergiert die Reihe Z — fiir k>17 (d) Wieso ist die Gamma-Funktion wohldefiniert?
n
k=1
Losung zu Zusatzaufgabe 12.3:
Nach Defi fol Ry i [ L4 lim (2vz]" 1 NE
a ac efinition folgt einerseits —dr = lim —dr = lim ( 2v/x = lim2(3—+s) = 6
( ) & /0 \/E s\.0 s \/5 5\0( m—_s) sN\0 ( )
. o . o1 . i . 1
und andererseits — dr = lim — dr = lim | —— = lim (1—--)=1.
1 xT S§— 00 1 x §— 00 xT p— §—00 S

23



(b) Zunéchst gilt mit der Monotonie des Riemann-Integrals fiir beliebige a < o < 8 < b wegen |f| < g auch

0 < y/ﬁﬂmwx < /TLﬂw%m < Bmex::ImexMx

Fiir beliebige u,v € [a,b] mit F(u):= [ f(z)dz und G(u) := [ g(z)dz folgt dann
[F(u) = F(o)] < |G(U)—G(U)| ~ (12.3)

Da das uneigentliche Integral f: g(x)dx genau dann existiert mit Grenzwert G, wenn fiir jede Folge wu, aus
[a,b] mit uw, — b auch lim G(u,) =G gilt, und da fiir jede Cauchy-Folge u, aus [a,b] mit u, — b wegen
(12.3) dann auch F(u,) eine Cauchy-Folge ist, existiert aufgrund des Vollsténdigkeitsaxioms dann auch der
Grenzwert F := lim F(uy).

n—oo
(¢) Da f(z) = & auf [1,00[ positiv und dort wegen f/(z) = —k—r < 0 auch monoton fallend ist, konvergiert
sie nach dem Integral-Vergleichskriterium genau dann, wenn das uneigentliche Integral |, 100 z%dx existiert. Dies
ist aber der Fall wegen

R—oo Jq xk h k—1R-x
(d) Sei x > 0 beliebig, aber fest. Da fiir alle t €]0,1] die Ungleichung 0 < t*~le™t < ¢*~1 erfiillt ist und da das
Integral fol t*~1dt fiir o > 0 existiert, existiert nach dem Majorantenkriterium auch das uneigentliche Integral

fol t*~le~tdt . Desweiteren gibt es genau ein n € Ny mit n > 2 — 1 > n — 1 und somit existiert wegen

ntn—l

. tr—le=t . t"  L'Hospital . L’Hospital L’'Hospital . n!
lim ——— < lim — = lim + = = lim — = 0
t—o00 e 2 t—o00 @2 t—o00 §€2 t—o0 2762

eine (von z abhiingige Konstante) ¢ € R, so dass fiir alle ¢ € [1, 00| die Ungleichung t*~le™* < ce™ % erfiillt

wird. Wegen [, ce"2dt = % existiert dann nach dem Majorantenkriterium auch [~ ¢*~te~'dt .

Zusatzaufgabe 12.4: Zeigen Sie

sm(w

dr .

(a) Das uneigentliche Integral f sin I) dx konvergiert, jedoch divergiert f

(b) Aus der Existenz des uneigentlichen Integrals f f(z)dx folgt nicht 1}111 f(x) = 0. Hinweis: f(x) := cos(z?).
1 x o0

Loésung zu Zusatzaufgabe 12.4:

(a) Setzt man f(z) := Sm(m) fir £ > 0 und f(0) :=1,so0ist f eine stetige Funktion auf [0,00), also existiert
fol % dx und nur dle obere Grenze oo des Integrals ist kritisch. Es gilt

oo Ceon( VB PR e
/ sin(z) de = lim ( cos(z) _/ cosix) da:) 7
1 x R,/o0 x 1 1 x

und da lim LS(R) = 0 gilt sowie das Integral auf der rechten Seite wegen w
R/ x

Majorante [~ -5 dz =1 besitzt, konvergiert auch [~ Smj) dx . Jedoch gilt

(k+1)7" 1 (k-‘rl)Tr 9
/ r > 7/ lsin(z)| de = ——
km N (k + 1)7T km (k + 1)7T

Sinﬂgm) dz > Zi:o ﬁ . Da die harmonische Reihe auf der rechten Seite fiir k /' oo

< L die konvergente
T

sin(x)

T

(k+1)m

und somit f 0

sin(x)

divergiert, ist also auch das uneigentliche Integral fooo

dx = oo divergent.

b) Mittels der Substitution y = 2%, d.h. dy = 2z dx oder dx = 1= dy, ergibt sich
2Vy

e’} o) . R R .
. 1 sin(y)
cos(z? dx:/ cos(y) dy = lim sin(y) —|—7/ dy | .
/1 e N 2\/§14ly3/2y

= 0 gilt und das Integral auf der rechten Seite wegen sin(y)

yS
ﬂf;ﬁ@=g

majorisiert wird, existiert somit auch das uneigentliche Integral floo cos(z?) dx .

Da lim sin(R)
R/ 2R

uneigentliche Integral

‘ < —7 durch das konvergente

Aber es gilt nicht li/m cos(z?) =0, da cos zwischen —1 und 1 hin- und herschwankt.
xT o

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis I - Ubung zu Serie 13

Gleichmiflige Konvergenz von Funktionenfolgen, Potenzreihen

e Definition: Sei f: D — R eine Funktion. Eine Folge (f,)nen von Funktionen f, : D — R heifit

o punktweise konvergent gegen f, wenn fiir jedes = € D stets lim f,(z) = f(z) gilt.
Aquivalent: Vre DVe>03dN =N(g,2) e NVneN : (n >N = |fulz) — f(z)| < 8)

o gleichmifig konvergent gegen f, falls lim sup|f,(z) — f(z)] = 0.
=0 xeD

Aquivalent: Ve>03dN =N()eNVzx e DVneN : (n >N = |fo(x) — f(z)| < 5)

oo
Eine Reihe Y fi(z) beziiglich einer Folge von Funktionen f; : D — R heifit punktweise bzw.
k=0

gleichmifig konvergent, wenn die Folge (S, )nen der Partialsummenfunktionen Sy (x) := Y fi(z)

punktweise bzw. gleichméflig auf D konvergiert.

e Satz [§21, Satz 1 u. 4]: Ist (f,,)nen eine Folge stetiger Funktionen f,, auf D, die gleichméBig gegen
ein f konvergiert, dann ist die Grenzfunktion f auch stetig. Bei D = [a,b] gilt dariiber hinaus

b b
/f(x)d:z: = lim fn(x)dx .

e Satz [§21, Satz 5]: Ist (f,)nen eine Folge stetig differenzierbarer Funktionen f, auf D, die punkt-
weise gegen f konvergiert und deren Ableitungen gleichméfig auf D konvergieren, dann ist die
Grenzfunktion f auch stetig differenzierbar, und fiir jedes = € D gilt dann f(x) = lim f.(x).

n—oo

e Satz [§21, So%tz 2, Konvergenzkriterium von Weierstrafl]: Sind f,, : K — C Funktionen mit
Sl < o0 (Dabei it [lg]oc, = sup [g(x)| fitr in g : K — c).
n=1 S

- o0
Dann konvergiert die Reihe > f,, absolut und gleichméBig auf K gegen eine Funktion f: K — C.
n=1
e Definition [Potenzreihe]: Der punktweise Grenzwert der Polynomfunktionen S,, : C — C gegeben
n o0

durch Sy (z) = ch(z — a)* wird Potenzreihe Y ¢;(z — a)® mit Koeffizienten ¢, € C und
k=0

k=0
Entwicklungspunkt a € C genannt.

o0
e Satz [§21, Satz 3]: Konvergiert eine Potenzreihe Y ¢(z —a)¥ fiir ein z; # a, dann konvergiert fiir

jedes r € R mit 0 < r < |z; — a| sowohl die Potenzreihe selbst als auch die gliedweise differenzierte
[e.°]
Potenzreihe 3 kep(z — a)*~! absolut und gleichméBig auf der abgeschlossenen Kugel
k= -
’ By(a) == {#€C : |z—a|<r}.
o0

e Definition [Konvergenzradius]: Zu ciner Potenzreihe > ci(z — a)¥ heift die durch
00 k=0

R := sup {]z —al : Z cr(z —a)k konvergiert}
zeC k—0
definierte Zahl R € RU {+o0} der Konvergenzradius der Potenzreihe.

Bemerkungen:

(a) Satz 3 besagt, dass die Potenzreihe fiir alle z € C mit |z—a| < R konvergiert und fiir alle z € C
mit |z —a| > R divergiert. Uber die Konvergenz auf dem Kreisrand |z —a| = R existiert keine
allgemeingiiltige Konvergenzaussage. Die Potenzreihe ist jedoch im Inneren von B, (a) stetig.

1
lim sup {/|ck|

k—o00

(b) Bestimmen kénnen wir R durch R = (Formel von Hadamard)
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bzw. R = lim |-
k—oo | k41

(falls existiert).

(c) Ableitungen bzw. Integrale reellwertiger Potenzreihen kénnen auf dem jeweiligen Konvergen-
zintervall |zg — R,xo + R| durch Ableiten bzw. Integrieren der einzelnen Monome ermittelt

werden:
o / 0 oo o
k _ k—1 k _ Ak k+1
<kzzoak(x — ) ) = gk‘@k(!ﬂ—%) , /kzzoak(x—mo) der = g ey l(x—xo)

Taylor-Formel, Taylor-Reihen, Taylor-Polynome

e Satz [Taylor-Formel — vgl. Satz 1, §22 Forster|: Sei I C R ein Intervall und f: 1 — R eine
(n + 1) -mal stetig differenzierbare Funktion. Dann gilt fiir alle z,xzy € I die TAYLORsche Formel

n (k) @
flx) = Z fk(':m)(:v—:no)k + Ry41(z) mit dem Restglied R,11(z) := :L'/ (z—t)" F (1) dt
k=0 ' C Yo

oder Ry () := (s /1(1 —0)" f" (o + 0(x — o)) db.
0

n!

n
Definition: Es heifit | Tt ;o n(z) = %(x —20)* |das n-te Taylorpolynom von f bei zg.
k=0

e Satz [Lagrange’sche Form des Restgliedes — vgl. Satz 2, §22]: Sei f:[a,b] — R. Fiir n >0
existiere die n-te Ableitung f(™ : [a,b] — R, welche stetig sei. Weiterhin existiere die (n + 1)-te
Ableitung f*1 :]a,b[— R im Inneren. Dann existiert fiir beliebige z,z¢ € [a,b] mit = # zo ein &
zwischen = und z (oder alternativ ein 6 €]0,1[), so dass die TAYLORsche Formel

nf(k) (n+1)

f(z) = kZ:O fk(‘xo)(x —20)® + Rpy1(z) mit dem Restglied Rpyi(z) = f(n+1()§‘)(x — xo)"
FU ) (@o + 0(x — w9))
(n+1)!

e Definition [Taylor-Reihe]: Ist eine Funktion f : [a,b] — R beliebig oft stetig differenzierbar und

xo € la,b], dann heifit die Potenzreihe

Lk (4
Tpaol@) = 3010 (g o)

k!
k=0

n+1

oder Ry41(z) := (x — x0) gilt. R, 41 heifit Lagrange’sches Restglied.

die Taylor-Reihe oder Taylor-Entwicklung von f um den Entwicklungspunkt zy. Der Kon-
vergenzradius muss nicht > 0 sein und auf dem Konvergenzintervall muss T’ ,, auch nicht unbedingt
gegen f konvergieren, sondern tut dies nur dann, wenn das Restglied fiir n — oo gegen 0 konvergiert.

e Satz [Abelscher Grenzwertsatz - §22, Satz 5]: Ist (c¢,)nen, eine reelle Zahlenfolge und konver-
[e.e] oo

giert Y ¢, dann konvergiert die Potenzreihe f(x):= ) c,z" gleichmifig auf [0,1].
n=0 n=0

e Satz [§22, Sitze 4,6,7]: - .
—1)n—
o Firalle |z] <1 (und sogar z =1) gilt In(1+z) = Zix” (Logarithmus-Reihe)
n

o x2n+1 n=1
o Fiir alle |z| <1 gilt arctan(z) = Z(—l)”

(Arcus-Tangens-Reihe)

2n+1"
n=0 [e'e}
o Sei a € R. Fiir alle |z| <1 gilt dann (1+2)* = g (a> x". (Binomische Reihe)
n
n=0

Fourier-Reihen

e Fine Funktion f: R — R (oder f: R — C) heifit P-periodisch fiir eine Periode P > 0, wenn
flx+ P)= f(x) fir alle z € R gilt.

n
e Eine 27 -periodische Funktion der Form % + Z (ay cos(kx) + by sin(kz)) | heiit (reelles) trigo-
k=1

nometrisches Polynom n-ten Grades. Mit den Darstellungen cos(x) = Re(el?) und sin(z) =
Im(e') kénnen solche trigonometrischen Polynome wegen
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n n . n .
% + Y (ay cos(ka) + by sin(kz)) = %em‘” + %le’feikw +3 %ﬂ’ke—i’m
k=1 k=1 k=1
auch in komplexer Form geschrieben werden als
n
Z cpet® mit cp =

k=—n

1
*(Clk—i-ibk) fiir k=0,1,2,....n

*(ak — ibk) , C_| = 9

2

e Seien w,v : [a,b] — R reelle Funktionen. Dann heifit die komplexwertige Funktion ¢ : u+iv : [a,b] —
C Riemann-integrierbar, falls v und v Riemann-integrierbar sind. Man setzt dann

/abgo(m)dx = /abu(x)da:+i/abv(:v)dx.

e Fiir 27 -periodische Funktionen f, g, die iiber [0,27] (oder ein anderes Intervall der Linge 2m)
Riemann-integrierbar sind, kann man durch

1 21
(F.9) = o [ T@(w)ds (13.1
T Jo
ein Skalarprodukt definieren. Dieses induziert eine (Halb-)Norm || f]l2 := +/(f, f) -

e Zwei Funktionen f, g heiflen orthogonal zueinander beziiglich (13.1), falls (f,g) =0 gilt.
e Fine Familie f; von Funktionen heifit Orthonormalsystem bzgl. (13.1), falls fiir alle k,l € N gilt

0, k#I

13.2
1, k=1 (13.2)

(fes f1) = {

e Das trigonometrische Polynom n-ten Grades, welches unter allen trigonometrischen Polynomen n -ten
Grades den geringsten Abstand zu f beziiglich der (Halb-)Norm || - ||z besitzt, ist durch

n ap = lff cos(kz) dx ,

ag . .

Spf(x) = 3 + E (ax, cos(kx) + by sin(kx)) mit
k=1 by = 1+ ff sin(kz) dx

gegeben und heifit das (reelle) Fourier-Polynom n-ten Grades zu f. Man nennt a; und by die
(reellen) Fourier-Koeffizienten von f und die Folge der Partialsummen (S, f(z))5%, (reelle)
Fourier-Reihe von f.

e In der komplexen Form ist das (komplexe) Fourier-Polynom n-ten Grades zu f durch
- ik 1 °n ik ik
Snf(x) = Z cre™ mit k= oo f(x)e™ dx = (" f(x))

k=—n

gegeben, wobei ¢;, die (komplexen) Fourier-Koeffizienten von f und die Folge der Partialsum-
men (S,f(x))>2, (komplexe) Fourier-Reihe von f genannt wird.

Konvergenz(begriffe) fiir Fourier-Reihen

e Satz [Hilfssatz 1, §23]: Sei n € N beliebig. Dann gilt fiir das n-te (komplexe) FOURIER-Polynom
einer iiber [0,27] Riemann-integrierbaren 27 -periodischen Funktion f die Gleichung

If = Suflls = A5 = D lewl? (13.3)
k=—n
e Satz [Besselsche Ungleichung - Satz 1, §23]: Fiir beliebige iiber [0,27] Riemann-integrierbare

27 -periodische Funktionen f und n € N gilt Z ler® < (f, f).
k=—n

e Satz [Parsevalsche Gleichung - Satz 2, §23]: Sei f : R — C eine iiber [0,27] Riemann-
o0

integrierbare 2 -periodische Funktion, dann gilt Z ler? = (f, f).

k=—o00
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Diese Identitét nennt man (komplexe) Parsevalsche Gleichung oder Vollstédndigkeitsrelation. Die
reelle Variante der Vollstdndigkeitsrelation lautet

1 0 1 2w
gl + 3 (acP + ) = [P (13.9)
k=1

Fiir iiber [0,27] Riemann-integrierbare 2w -periodische Funktionen f konvergiert die FOURIER-Reihe
[ee) [e.e]
Sf(x) = 4> (arcos(kz) + bpsin(kz)) = Y cpe™
k=1 k=—00
beziiglich der von (13.1) induzierten (Halb-)Norm ||.|, gegen f, d.h. es gilt |f — Spf|2 — 0 fiir
n — oo. Man sagt, Sf konvergiert im quadratischen Mittel gegen f.

Satz [Dirichlet]: Ist f stiickweise stetig differenzierbar, dann konvergiert Sf punktweise in al-
len Stetigkeitsstellen x von f gegen f(x), und in allen Sprungstellen = gegen den Mittelwert
w aus links- und rechtsseitigem Grenzwert bei x .

Satz [Satz 3, §23]: Ist f stetig und stiickweise stetig differenzierbar, dann konvergiert Sf sogar
gleichméfig gegen f.

Zusatzaufgabe 13.1: 0, r < 1— %
(a) Konvergiert die Folge f, :[0,1] — R der durch fu(z) == (n(z—1)+2, 1-2 < 2 < 1-1
1, 1-1 <

(b)
()
(d)

()

definierten Funktionen punktweise auf [0,1] 7 Konvergiert die Folge (f,)nen gleichméBig auf [0,1] 7
Konvergiert die durch g,(z) := e % definierte Folge (gn)nen punktweise auf 10, co[ ?

Sei b > 0. Konvergiert die in (b) definierte Folge (gn)nen gleichmiBig auf ]0,6] ? Und auf ]0, co[?

Zeigen Sie, dass die Folge der Funktionen f,(z) := Ze™n auf [0, 00| gleichmiiBig gegen die Nullfunk-

n2
tion konvergiert, aber fiir das uneigentliche Integral fooo fn(x) de =1 fir jedes n € N ist.
Sei f:R — R gleichméBig stetig. Zeigen Sie, dass bei gleichméBiger Konvergenz von y, : [a,b] — R
auf [a,b] gegen v : [a,b] — R auch die Integrale fab f(yn(z)) dz fir n — oo gegen f:f(y(ac)) dx
konvergieren, falls alle Integrale existieren und endlich sind.

Lésung zu Zusatzaufgabe 13.1:

(a)

Da es einerseits zu jedem z <1 ein N € N mit # < 1— % gibt und da f,(z) =0 fiir alle n > N
mit diesem N gilt sowie andererseits wegen f,(1) = 1 fiir alle n € N auch lim f,(1) = 1 gilt,
n—oQ

konvergiert die Funktionenfolge (fy)nen auf [0,1] punktweise gegen die Funktion f:[0,1] — R mit
f(z) =0 fiir alle <1 und f(1) =1, also erhalten wir den punktweisen Grenzwert

0, z€]l0,1]

I fu(z) = f(z) = {1 ol

Falls eine Funktionenfolge gleichméfig gegen eine Funktion konvergiert, muss diese auch mit dem
punktweisen Grenzwert {ibereinstimmen. Da die Funktion f unstetig ist, die f, aber stetig sind,
kann die Folge (fn)nen auf [0,1] nicht gleichmifBig gegen f konvergieren, denn dann miisste f auf
[0,1] stetig sein (vgl. Satz 1, §21).

Die Funktionenfolge (gn)nen besitzt als punktweisen Grenzwert die Nullfunktion, d.h. f :]0,c0[— R
mit f =0, denn fiir jedes z €]0, 00| gilt

lim g,(z) = lime > = 0.
n—oo n—oo

Die Funktionenfolge (gn)nen konvergiert auch gleichméBig auf dem Intervall ]0,0], b > 0, gegen die
Nullfunktion, denn es gilt

lim sup |gu(z)—0] = lime 5 = 0.
%0 5o, oo
Da jedoch fiir ein festes n stets lim e"z = 1 und somit auch sup |gn(z) — 0] =1 gilt, liegt auf
T—oo 2€]0,00]

10, 00[ keine gleichméBige Konvergenz vor.
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(d) Wegen f,(0) =0 und lim f,(z) = lim —%5 R TP 1 = 0 sowie wegen
Tr— 00

r—o00 nZen T—00 nen

fé(x)z(l—x>ez:0 — r=n

liegt das Maximum von f, > 0 im Punkt z = n. Der Maximalwert von f,(z) ist also 17 welcher
fiir n — oo gegen 0 strebt. Somit erhalten wir
]. n—oo
sup [ fu(2) =0 = ——0,

x€[0,00[ n

also konvergiert die Funktionenfolge f,, gleichméflig gegen die Nullfunktion.

Andererseits gilt mit der Substitution y := * fiir die Integrale

00 R . & R &
/ fu(x) der = lim —e ndr = lim ye Ydy = lim [ —ye ¥ ; —l—/ e Y dy
0 0

R—oo Jo M R—oo Jg R—o00

e .1+ % L/Hospital ) 1
= 1—- lim — = 1—-Ilm — =1
0 R—oo o3 R—00 o7

= lim <—(1+y)ey

R—o00

so dass die Integrale [ fu(2) dz nicht gegen [;*0 dz = 0 konvergieren.

(e) Da f auf ganz R gleichmifig stetig ist, gibt es zu beliebigem € > 0 ein 6 > 0, so dass fiir alle y,y
mit |y —g| <6 die Abschitzung [f(y) — f(9)| < e gilt.

Da y,(x) gleichméBig auf [a,b] gegen y(x) konvergiert, gibt es ein N mit sup |y,(x) —y(z)| <6
z€la,b]
fiir alle n > N .

Insgesamt gibt es also zu ¢ > 0 ein N mit sup |f(yn(x)) — f(y(x))| < e fir alle n > N . Somit
z€[a,b]

konvergiert auch die Funktionenfolge g, := foy, gleichméfig auf [a,b] gegen die Funktion g := foy.

Da nach Voraussetzung alle Integrale existieren, folgt nun aus der Abschétzung

b b b

/ d:c—/ /gn ~ o) dx <a/xsel[1£b} lgn(2) — g()] dz S/edm — c(b—a)

fiir € — 0 wie gewiinscht die Konvergenz lim f;’f(yn(x)) dv = fab fly(x)) do.

Zusatzaufgabe 13.2:

(a) Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen

Zn +2n—1)z (ii) 22 (z+7)" (iii) Z(S”’j’)n (iv) Z@_\/ﬁl)n
_ n=0 : n=1

und geben Sie an, fiir welche x die jeweilige Potenzreihe konvergiert und fiir welche sie divergiert.

= 2% (x + 5)"
(b) Bestimmen Sie alle = € R, fiir welche die Potenzreihe Z ————— konvergiert.
n
x5 n=1 0o
(c) Stellen Sie @i und — 1 fiir beliebige = € |0, 1] jeweils als Potenzreihe Zanlﬁ dar.
x x
o n=0
d) Stellen Sie e=* fiir beliebiges z € R als Potenzreihe apx™ dar.
(d) g
n=0
Lésung zu Zusatzaufgabe 13.2:
I : I . . +%——5
(a) (i) Fiir den Konvergenzradius ergibt sich R = nango % = 1115{)10 ﬁ =1,
so dass die Potenzreihe auf dem Intervall | — 1,1[ konvergiert und auflerhalb des Intervalls
[—1,1] divergiert. In den Randpunkten z = 1 und = = —1 divergiert sie ebenfalls, da dort

wegen lim (n®+42n —1) # 0 das notwendige Konvergenzkriterium fiir Reihen verletzt ist. Also
n—oo

konvergiert die Potenzreihe genau fir = € | — 1,1].
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2n+1

(i) Es gilt R = lim %~ = 2  oder nach Hadamard auch R = —1— = 1 = 2,
n—o00 lim sup \/2n 2
so dass die Potenzreihe auf dem Intervall | — 9, —5] konvergiert und auferhalb des Intervalls

[—9,—5] divergiert. In den Randpunkten z = —9 und x = —5 divergiert sich ebenfalls, da
dort wegen lim 27"(£2)" = lim (£1)" # 0 das notwendige Konvergenzkriterium fiir Reihen
n—oo n—oo

verletzt ist. Also konvergiert die Potenzreihe genau fir = € | —9, —5].
(ili)) Wegen R = lim (”z,l)! = lim (n+1) = oo konvergiert die Potenzreihe fiir beliebiges
n—o0 : n—o0

oo n
x € R. In der Tat gilt > % = exp(x — 3), wie wir bereits wissen.
n=0

(iv) Mit der Stetigkeit der Wurzel folgt R = lim /o lim —+ = 1 oder nach Hadamard
n—oo Vn+l n—00 1+n
auch R = limsu: o = \/W = ﬁ = 1. Demnach konvergiert die Potenzreihe
auf ]0,2[ und divergiert auflerhalb des Intervalls [0,2]. Im linken Randpunkt = = 0 stimmt
o0
(=n~

die Potenzreihe mit der nach dem Leibniz-Kriterium konvergenten Reihe >
n=1
wahrend sie im rechten Randpunkt z = 2 mit der nach dem Minorantenkriterium divergenten

NG iiberein,

o0
Reihe ﬁ zusammentfillt (wihle die harmonische Reihe als divergente Minorante). Somit
n—

konvergiert die Potenzreihe genau fiir = € [0, 2].

. . . . . 1 o 1 _ 1 . .
(b) Zun#chst bestimmen wir den Konvergenzradius R = — T\L/% = Mmoo 2 Somit di
vergiert die Reihe auflerhalb von [—%, —%] . In den Randpunkten T = —% und z = —% stimmt die

(=

[e.°]

Potenzreihe mit den sogar absolut konvergenten Reihen Z n2 und Z —5 {iberein (letztere kon-
=1

vergiert beispielsweise auch nach dem Integralvergle1chskr1ter1um vgl. ZA 12 3(c)). Somit konvergiert

die Potenzreihe genau fiir x € [—171, —%] .

(c) Nach Satz 6, §22 Forster I, und aufgrund der gleichméfiigen Konvergenz nach Corollar zu Satz 5, §22
Forster I, gilt auf dem Intervall |0,1[ demnach

25 / / 00 0o
w7 () - ( Z ) . (‘Z(‘”n”x”_l> = 21"t

n=1 n=>5

und analog

1 ; Satz 6 = $2n+1 , Satz 5 = 2
el (arctan(z)) ~°Z Z(—l)"QnH =73 (—nmat

n=0 n=0

also hier fiir die Koeffizienten ag, = (—1)" und ag,+1 = 0 gilt. Die zweite Potenzreihe hiitten wir

auch gleich mittels geometrischer Reihe fiir ¢ = —22 erhalten.
n e n
-1
(d) Mit Hilfe der iiberall konvergenten Exponentialreihe ergibt sich e = = E ( ')
n!
n=0
also ergibt sich fiir die Koeffizienten asg,, = % und agp+1 =0.

Zusatzaufgabe 13.3:
(a) Bestimmen Sie die Taylor-Polynome Ticos) o o(#) und Tiy(sin(z)),z,3(2) -

(b) Bestimmen Sie das 3. Taylor-Polynom von auf dem Intervall |7, %[ definierten Funktion f(z) =
tan(z) an der Stelle x =0.

(¢) Approximieren Sie die Funktion f(z) = xe® durch ein Taylor-Polynom geeigneter Ordnung an der
Stelle a = % , so dass der maximale Fehler auf dem Intervall [%, 1] kleiner als 1073 ist.

Lésung zu Zusatzaufgabe 13.3:
(a) Wegen (ecos(x))/ = —sin(x)e**®) und (ecos(x))” = ((sin(x))? — cos(z)) e“*(*) ergibt sich fiir das erste
Taylor-Polynom
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2 (ecos(x))(k) :1:2
Tecos(@) 0 2(7) = Z#zzo(ﬂ?—())k = <1 - 2>e.

k=0
Mit den Ableitungen (In(sin(z)))’ = S5, (In(sin(z)))” = ke und (In(sin(2)))” = 222,
folgt nun fiir das zweite Taylor-Polynom
In(si (k)
. z?):(la(sm(ﬂé‘))) IZ%(_K)]“__1< _7r>2__3;2+7r o
In(sin(2)).§ = k! 7o) T T2\UTa) T T Tt g

(b) Wir benétigen die ersten 3 Ableitungen von f(x) = tan(z):
fla)=1+(f(2)?*,  [f'a)=2f@) 1+ (f()?), [f"@@)=2(1+(f()?) (L+2(f(2))?)
Somit ergibt sich Ty (z)0,3(7) = Z f( =0+x+0+ %{L‘S als Taylor-Polynom vom Grad 3.

(¢) Per vollstéindiger Induktion zeigen wir zuniichst £ (z) = (n + z)e® fiir beliebiges n € Ny .

e Offenbar ist der Induktionsanfang wegen f()(z) = f(z) = ze® = (0 + z)e® erfiillt.

e Gilt nun f(z) = (n + z)e® fiir ein n € Ny (Induktionsvoraussetzung), dann folgt mittels
Produktregel auch die Induktionsbehauptung wegen

Fo @) = (f@) = (+a)e?) = o + (ra)e’ = (n+1+a)e

Als n-tes Taylor-Polynom an der Stelle a = % ergibt sich daher

WA T A
Txez,%,n(x) = Z k'(Q) (33’ — 2) = Z (k?) (QS‘ — 2> .

k=0 k=0

Das Lagrangesche Restglied (vgl. Satz 2, §22 Forster I) liefert nun =~ R, 41(z) = 7(1:_&5? et (m —

fir ein € zwischen z und %, so dass wir wegen !x — %’ < % auf E, 1} den Fehler durch

n+14¢ 5(:;: 1)”*1

o \" 2

)n+1

1
2

n—+ 2 e

R, — < R
‘ +1(a;)\ = (n+ 1) on+1

abschétzen konnen. Fiir n = 5 erhalten wir daher |Rs4q(z)| = 720 51 ~ 0.00041293 < 107° als
Abschitzung fiir den maximalen Fehler. Fiir n = 4 gilt jedoch noch |R4+1( )| = oot = g5 > 1073,

Zusatzaufgabe 13.4:

f die Form a— + Z ay cos(kz) (bzw. Z by sin(kx) ) besitzt.
k=1

Lésung zu Zusatzaufgabe 13.4:

2m in(k 2T
(a) Offenbar gilt (1,cos(kz)) = 0 fiir alle k € N wegen / cos(kx) de = — s1n§€ z) .=
0

Aufgrund der 27 -Periodizitéit und — da es sich insgesamt um ungerade Integranden handelt — folgen

2m ™ 2m g
/ sin(kx)d:c:/ sin(kz)der = 0 und / cos(kx) sin(lac)d:c:/ cos(kx)sin(lz)dr = 0
0 0

—Tr —Tr
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fiir alle &k, € N und damit auch die Beziehungen (1,sin(kz)) = (cos(kx),sin(lz)) = 0 fiir alle
k,l € N. Aus den Additionstheoremen cos(aw £ ) = cos(a) cos(3) F sin(a) sin(5) erhalten wir

cos(2ar) + cos(203)
2

cos(2(3) — cos(2a)
2

cos(a + ) cos(a — B) =

sin(a + ) sin(a — )

und somit
2 2 k+1 k—1 k+1 k—1
/ cos(kz) cos(lx) de = / cos + T+ x | cos a x — x| dx
o 0 2 2 2 2

27 2
_ ;/0 cos((k + )z) dz + ;/0 cos((k — 1)) dx — {

=0

0 k#I
T k=1

sowie

2 2m
k+1 k—1 k+1 k—1
/ sin(kx) sin(lx) de = / sin ix + ——x | sin im - x| dx
. o 2 2 2 2

2m 2m
= ;/0 cos((k —l)z) doz — ;/0 cos((k+1)z) de = {Sr Zii

=0

und daher (cos(kx),cos(lx)) = (sin(kz),sin(lz)) =0 fir alle k,l € N mit k #1.

27 27
(b) In (a) haben wir bereits gesehen, dass / cos(kx) cos(kx) de = / sin(kx) sin(kx) de = w fir
0 0
alle k € N gilt. Somit ergeben sich fiir die Funktionen v/2cos(kz) und v/2sin(kz) und 1 genau

H\@cos(ka:)H2 = \/217T /0% (\@cos(ka:))Qda: =1,

o, = g [ (' < 1
27

1
Iy = /= [ 122 =1.
2T 0

Demnach ist die Familie {1,v/2cos(kz), v2sin(kz) | k € N} beziiglich des Skalarproduktes (13.1) ein
Orthonormalsystem.

(c) Wegen |cg|> = L(a? +b2) = |c_1|? ergibt sich aus der komplexen Parsevalschen Gleichung
1 27

. 1 1
2 7. _ _ 2 _ 1.2 2 32
27 J, [f@) de = (f, f) = k—z—oo|0k’ = 4a0+2‘kz_04(ak+bk)
und nach Multiplikation mit 2 auf beiden Seiten somit (13.4).
(d) Ist f gerade, dann ist f(z)sin(z) ungerade. Daher gilt
1 21 ) 1 m )
by = — (x)sin(z)dr = — f(z)sin(z)dz = 0.
m™.Jo L -
Ist f ungerade, dann ist f(x)cos(x) ungerade. Daher gilt
1 2m 1 T
ar = — (x)cos(x)dr = — f(z)cos(z)dx = 0.
m™.Jo L

Beim Verschieben des Integrationsbereiches wurde dabei jeweils die 27 -Periodizitét ausgenutzt.

Alle Zusatzaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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