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Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 1

Vektorrdume

e Sei K=R oder K= C. Eine Menge X zusammen mit einer Verkniipfung + : X x X — X | genannt die Addition
auf X, und einer (dueren) Operation - : K x X — X , genannt skalare Multiplikation, heifit ein K -Vektorraum
oder ein linearer Raum iiber K, falls Folgendes erfiillt ist

(i) (X,+) ist eine abelsche Gruppe und
(i) fir alle \,p € K und z,y € X gilt
() lgw==z, (b) (Atp)x=Xzt+py,  (c) Mat+y)=Az+Ayud  (d) Ap)z=A(pz).

e Ein bereits bekanntes Beispiel aus dem ersten Semester ist zum Beispiel fiir K = R der n-dimensionale reelle

Vektorraum X = R™ mit der komponentenweisen Addition und Multiplikation. Fiir zwei Vektoren = = (x1,...,x,)

und y = (y1,...,Y») in X und A€R sei z+y:=(x1+y1,...,Zn +yn) und A -z := (Az1,...,Az,) . Dann ist
X ein R-Vektorraum. Ebenso ist C([a,b]) := {f : [a,b] = R | f stetig } ein Vektorraum iiber R.

e Eine Funktion (-,-) : X x X — R auf einem reellen Vektorraum X heifit Skalarprodukt, falls

(i) (z,y) = (y,x) (Symmetrie)
(ii) M\ +py,z) = Ma,z) + uly,z) (Bilinearitit)
(iii) (z,z) >0 und (z,2) =0 <= =0 (Positiv-Definitheit)

fir alle z,y,2z € X und fiir alle A, x € R gilt. Ein Tupel (X, (-,)) nennen wir einen Euklidischen Vektorraum.

Normierte Riume

e Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || -] : X — [0,00) heifit eine Norm auf X , wenn fiir alle z,y € X
und A € K folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

(i) |lz|l=0 < 2 =0 (Definitheit),
(i) Azl = [Alllz]l (Homogenitit),
(iii) |l +yll < |lz|l + |lyll (Dreiecksungleichung).

e Ein Vektorraum X , versehen mit einer Norm || - ||, heiit ein normierter Raum.

e Ein Euklidischer Vektorraum wird mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm ||z|| := \/{(z,z) zu einem nor-
mierten Raum.

e Hiufig verwendete Normen im R”™ sind zum Beispiel
(@) lzll2 =4/ 2 [2il? < = /(z,z) mit dem Euklidischen Skalarprodukt (x,y):= 3 x,yz) (2-Norm)
i=1 i=1

(b) =[x :== > |a;] (1-Norm), (©) |lzlleo :=max;=1, . |2z;] (Maximumsnorm).
i=1
e Auf dem Vektorraum C([a,b]) := {f : [a,b] — R | f stetig } kennen wir beispielsweise die Normen

(a) ||f‘|<'7'>c([a,b]) = ff (f(ac))2 dx (: V/(x,z) mit dem Skalarprodukt (f,g)c([a,5)) := f;(fg)(x)d:r)

®) Ifllee = m{a}gj]|f(x)| (existiert, da mit f auch |f| stetig und [a,b] abgeschlossen und beschrénkt)
x€E|a,

Metrische Riume

e Sei M # () eine Menge. Eine Abbildung d: M x M — R heifit Metrik auf M , falls
(1) Ve,ye M : d(z,y) =0 & z=y, (Definitheit)



(i) Ve,ye M : d(xz,y) =d(y,x), (Symmetrie)
(iii) Va,y,z € M @ d(z,z) <d(z,y) + d(y, ) (Dreiecksungleichung).

e Ist d eine Metrik auf M , so heifit das Paar (M, d) metrischer Raum. Fiir je zwei Elemente x,y € M heifit
die Zahl d(z,y) der Abstand oder die Distanz von z und y.

e Ist X ein normierter Vektorraum und bezeichnet || - | seine Norm, so wird durch d(z,y) := ||z — y|| eine Metrik
auf X induziert.

e In einem metrischen Raum (M, d) nennen wir eine Menge U C M genau dann offen, wenn es zu jedem z € U
ein € > 0 existiert, so dass die offene Kugel B.(x) um z von Radius & beziiglich der Metrik d vollstindig in U
enthalten ist; mit anderen Worten, wenn

Ve e Ude >0 : B.(z) CU,
wobel Be(z) :={y € M| d(z,y) <ec}.

e Unter der Einheitskugel eines normierten Raumes (X, || -||) versteht man die offene Kugel um den Ursprung von
Radius 1 beziiglich der durch die Norm induzierten Metrik, d.h. die Menge

{z € X| ||z| < 1}.

e Die Menge Ty aller offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (M, d) nennt man die (von der Metrik d er-
zeugte/induzierte) Topologie von M . Die Menge T, besitzt die Eigenschaften:

o Beliebige Vereinigungen offener Mengen sowie endliche Durchschnitte offener Mengen sind wieder offen.

o (Z)GTd und M €Ty
Allgemein heifit ein System 7 von Teilmengen von M mit diesen beiden Eigenschaften eine Topologie auf der
Menge M , das Paar (M,T) nennt man einen topologischen Raum und die Elemente von T offen.

Achtung:

Nicht jede Topologie wird durch eine Metrik induziert, es gibt z.B. Topologien, die nicht Hausdorffsch sind, d.h.
fiir die es nicht zu je zwei (verschiedenen) Punkten x,y € M offene Mengen U,V mit x € U, y € V und
UNV =0 gibt. Jede von einer Metrik induzierte Topologie ist jedoch Hausdorffsch.

Zusatzaufgabe 1.1:

Seien w,r € R? gegeben durch w := (1,4) beziehungsweise z := (—3,2) und die Vektoren y,z € R® durch
y =(—2,2,1) beziehungsweise z = (0,1,0).

(a) Berechnen Sie w + 2z und 3z — y jeweils einmal rechnerisch und einmal zeichnerisch.

(b) Berechnen Sie fiir jeden der oben definierten Vektoren w,z,y und z jeweils seine Linge in den Normen |- |1,
-1z und [ flos -

Lésung zu Zusatzaufgabe 1.1:
(a) Rechnerisch erhélt man aus der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation
1 -3 1-6 -5
e () 2(3) - (29 - ()

und entsprechend

0 -2 0+2 2
3z—y =31 —| 2 = |3-2]| = 1
1 0-1 -1
(b) Fiir die Normen erhalten wir
Jwli =1+4=35, lzlly =] —3|+2=5,
lyllh =1-2/+24+1=5, |21 =0+1+0=1,

holl = V14 (@) = V17, lell2 = v(—3) + 22 = VI3,
lyll2 = V(=2)2 +22 +12 =3, Izl = V02 +12 402 =1,

[wlloo = max{1,4} = 4, [#]loc = max{] = 3|, 2} =3,



Abbildung 1: Geometrische Darstellung der Addition von w + 2z und 3z —y

und
lyllco = max{| —2],2,1} = 2, I|z||loo = max{0,1} = 1.

Zusatzaufgabe 1.2:
Zeigen Sie, dass d(x,y) := |z —y| auf M :=R eine Metrik definiert.
Lésung zu Zusatzaufgabe 1.2:
Es sind die drei Eigenschaften (i)-(iii) einer Metrik zu zeigen:
(i) dz,y)=lzr—yl=>0 A d(z,y)=0 & |[z—y|=0 & z—y=0 < x=y.
(ii) d(z,y) = |z -yl =y — x| =d(y,z).
(iii) d(z,2) =lo—z[=lz—y+y—zl<|e—y[+ly— 2| =dz,y) +d(y,2).
Zusatzaufgabe 1.3:
Wie sieht die offene Einheitskugel im R? um den Nullpunkt beziiglich folgender Metriken aus?

[V

(a) d(z,y) = max(jz1—yi], [z2—y2]) (i) d(z,y) = |z1—y|+|lza—ye| (i) dl@,y) = (J21 — 91> + |22 — y2]?)
Lésung zu Zusatzaufgabe 1.3:
(a) Quadrat | —1,1[ x |—=1,1[ := {(z1,22) eR?| =1 <21 <1,-1 <xp <1};
(b) Raute {(x1,x2) € R?||zy|+ |z2| <1}; (c) Einheitskreis {(21,22) € R? |2} +a3 <1}.
Zusatzaufgabe 1.4:

(a) Zeigen Sie, dass die Nichtnegativitét einer Norm nicht explizit gefordert werden muss, sondern sich aus den iibrigen
Eigenschaften einer Norm ergibt.

(b) Zeigen Sie, dass die Nichtnegativitit einer Metrik nicht explizit gefordert werden muss, sondern sich aus den iibrigen
Eigenschaften einer Metrik ergibt.

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.4:
(@) Ve € X :0=0[0| = |0 = [lz — 2| < |lz|| + | — =] =2]z]| = x| =0
(b) Va,ye M :0=d(z,z) <d(xz,y) +d(y,z) =2d(z,y) = d(z,y) >0
Zusatzaufgabe 1.5:
Beweisen Sie fiir alle x,y € R™ und p €]1, 0] die Ungleichung
le+yll, < Nzl + Nyl
wobei die Abbildung | -, fiir alle 2 € R™ und p €]1,00[ durch

n 1/p
lzllp = <Z |$k|p>
k=1

definiert sei.



Loésung zu Zusatzaufgabe 1.5:

(i) Wir zeigen zuniichst fiir ¢ mit % + é =1 die HOLDERsche Ungleichung
1 1
n n P n q
S lovanl < Nl luly = (zxup) (3]
k=1 k=1 k=1
Falls [jz|, = 0, dann ist x = 0 fiir alle & € {1,...,n}, so dass auch Z |zkyr] = 0 folgt. Demzufolge ist in
dieser Situation nichts zu beweisen (denn 0 < 0 ist trivial). Analoges gilt im Falle lyllg =0.

O.B.d.A. seien demnach ||z||, # 0 und |ly|l; # 0. Definieren wir fir k€ {1,...,n} die Hilfsgroflen

|z |” - |yk|?
[Ed /7 lyllg

& =

so ergeben sich

n

24 = ||PZ' zl” 2=, qu'y’“'
=1

P =1 k=1 9 =1
—— ——
=[l=||5 =llyllg

Weiterhin kennen wir die sich aus der Konkavitiit des Logarithmus fiir alle a,b €]0, 00| ergebenden Ungleichungen

b
+- .

a b> «® monoton 1
=
q

1 1
—In(a) + —In(b) < In < + - arbi <
p q p q

hSERS

Damit ergibt sich fiir k£ € {1,...,n} die Ungleichung
B i & Mk
PR DA S — fpn‘f S = 4 —
lzllp flyllq . P q
und nach Aufsummieren
n

! |k yx] (& 1o 1
Sl = 3 < S (S ) < DS e DS
| P q P q =

lllp lylla = zlp Iyl — =

—_

(ii) Zunéchst halten wir fest, dass fiir positive p,q € R die Gleichung % + % =1 gleichbedeutend mit % =p—1 ist.
Nach Dreiecksungleichung und dem ersten Teil folgt

n n n n
D L S o N L N A L S [ | O 7 L

k=1 k=1 k=1
1 1
n n P n q
(e () ) (o)
k=1 k=1
1
(Ially + 1yl (Zm wp) = (el + lly ) I+ w2~

llz +ylip

=

IN

k=1
k=1

Zusatzaufgabe 1.6:
Zeigen Sie, dass {0, {1}, X} eine Topologie auf X := {1,2} definiert, die jedoch nicht Hausdorffsch ist.
Loésung zu Zusatzaufgabe 1.6:

Man hat nachzupriifen, dass neben (), X auch beliebige Vereinigungen und endliche Durchschnitte von offenen
Mengen selbst wieder offen sind. Dies ist offensichtlich der Fall.

Der Punkt 2 hat keine Umgebung, in der nicht 1 enthalten ist, denn {1,2} ist die einzige Umgebung von 2.
Also ist die angegebene Topologie nicht Hausdorffsch.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 2

Aquivalenz von Normen

e Zwei Normen auf einem Vektorraum X heiflen dquivalent, wenn die beiden induzierten Metriken dieselbe
Topologie besitzen. Dies ist nach der Vorlesung dann und nur dann der Fall, wenn es Konstanten C,c¢ > 0 gibt,
so dass

clz) < llz]I" < Cll]|

fir alle z € X gilt.

e Zum Beispiel sind im R™, und somit insbesondere in jedem endlich-dimensionalen normierten Raum, alle
Normen #quivalent.

e Aquivalenz von Normen bildet eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen eines Vektorraumes X,
d.h. die Aquivalenz von Normen ist reflexiv, symmetrisch und transitiv (sieche Ubungsaufgabe).

Konvergenz in normierten Riumen

e Eine Folge z3, von Punkten in einem normierten Vektorraum (X, ||-||) nennt man konvergent gegen den Punkt
x € X, falls klim |z — x| =0 in R gilt oder dquivalenterweise
—00

Ve>03K eN:Vk> K : ||z — 2| <e.

e Fiir dquivalente Normen konvergiert eine Folge von Punkten dann und nur dann beziiglich einer der beiden
Normen, wenn sie es auch beziiglich der anderen tut. Insbesondere konvergiert eine Folge {xy}reny C R™ dann
und nur dann gegen ein x € R™, wenn alle Komponenten der Folge in R gegen die jeweilige Komponente von
x konvergieren.

e Wichtig: Die Konvergenz einer Folge in einem endlich-dimensionalen normierten Raum héngt nicht von der
Norm ab. Konvergiert sie beziiglich einer Norm, so auch beziiglich aller anderen Normen.

e Achtung: In unendlich-dimensionalen normierten Rdumen kann die Konvergenz einer Folge sehr wohl von der
Norm abhéngen.

Konvergenz in metrischen Rdumen

e Eine Folge z; von Punkten in einem metrischen Raum (X, d) nennt man konvergent gegen den Punkt = € X,
falls klim d(zk,z) =0 in R gilt oder dquivalenterweise
—00

Ve>03K eN: Vk> K :d(zg,z) <e.

e Dieser Konvergenzbegriff kann topologisch wie folgt charakterisiert werden: Eine Folge zj, von Punkten in
einem metrischen Raum (X, d) konvergiert genau dann gegen = € X, wenn in jeder Umgebung von z alle
bis auf endlich viele Folgenglieder x; liegen, d.h. wenn

V(Umgebungen V von ) 3K € N: Vk > K 1z, € V.

Dies zeigt, dass die Konvergenz in metrischen Radumen nicht direkt von der Wahl der Metrik selbst abhéngt,
sondern in Wahrheit nur von der zugrunde liegenden Topologie.

Zusatzaufgabe 2.1:

(a) Zeigen Sie, dass durch ||z|x := ||Az||y fiir eine injektive lineare Abbildung A : X — Y und eine Norm || - ||y
auf Y eine Norm auf X definiert wird.

(b) Geben Sie die optimalen Konstanten ¢,C' > 0 an, so dass fiir alle € R”
cllzlloe < llzlh < Cllzllo
gilt.

Loésung zu Zusatzaufgabe 2.1:



(a) Es sind die drei Eigenschaften einer Norm (Definitheit, Homogenitdt und Dreiecksungleichung) zu zeigen.

(i) (Definitheit) 0 = ||z]|x = ||Az|ly <= Az =0 <= 2 =0, da A injektiv ist und aufgrund der Linearitét
in jedem Fall A0 =0 gilt.

(ii) (Homogenitét) Unter Ausnutzung der Linearitidt von A erhalten wir fiir A € R und z € X
Azlx = [[AQz)[ly = [AMA2)]ly = MAzlly = [M]lx,

also die Homogenitét von || - || x

(iii) (Dreiecksungleichung) Abschliefiend folgt fiir 2,y € X aus der Dreiecksungleichung fiir || - [y geméis

lz+yllx = [[Alx+y)lly = Az + Aylly < [[Az]y + [Aylly = [lzllx +[lyllx
die Dreiecksungleichung fiir || - [|x
Somit bildet || -|lx in der Tat eine Norm auf X .

(b) Fiir alle z € X gilt

n

lolloe =, max og| < lezl—llwlh < ) max el < nfalleo,
i=1

so dass ¢ = 1 und C = n gewihlt werden konnen. Die Optimalitit ergibt sich mit = = (1,0,0,...,0)”
beziehungsweise = = (1,1,...,1)7.

Zusatzaufgabe 2.2:

Zeigen Sie, dass fiir einen metrischen Raum (X, d) durch d'(z,y) := 1i(f(f)y) eine zu d &quivalente Metrik
definiert wird.

Lésung zu Zusatzaufgabe 2.2:

Sei U C X beziiglich der Metrik d auf X offen und sei x¢p € U beliebig. Nach Definition existiert dann ein
e > 0, so dass die offene Kugel B.(z¢) von Radius ¢ um xg beziiglich d vollstindig in U enthalten ist.
Wiihlen wir nun 0 < &’ < 52 < 1, so gilt fiir jedes y € X mit d'(vo,y) <&’ offensichtlich

daoy) = 2oe) € TR _ D=,
0¥ 1—d(zo,y) — 1—¢ 1— 5 = )

Also liegt die beziiglich d’ offene Kugel B (z¢) von Radius ¢’ > 0 um zp in B.(xp) und somit folglich
in U. Da z9 € U beliebig war, zeigt dies die Offenheit der Menge U beziiglich der durch d’' induzierten
Topologie.

Umgekehrt, stelle nun U C X eine beliebige beziiglich der Metrik d’ offene Menge in X dar, und sei zg € U .
Dann gibt es ein ¢ > 0 mit B. (xzg) C U, wobei B (z) erneut die beziiglich d’ offene Kugel um zy von
Radius ¢’ bezeichnet. Ist nun 0 < & < €', so impliziert fiir jedes y € X die Abschiitzung d(zo,y) < €
insbesondere

d(z0,y)

]. -+ d(iL’(), )

Folglich liegt fiir solche ¢ die Kugel B.(zo) in Bs,(fbo) , was die Offenheit von U beziiglich d zeigt.
Da in beiden Féllen die offene Menge U beliebig war, sind die induzierten Topologien wie behauptet gleich.

d'(xo,y) = < d(xg,y) <e<é€.

Zusatzaufgabe 2.3:

(a) Bezeichne R := {(a,)nen | an € R} die Menge aller (nicht notwendigerweise konvergenten) reellen Zahlenfol-
gen. Zeigen Sie, dass fiir beliebige (ap)nen, (bn)nen die Zahl

A((@n)neri Bunen ) = Z_ZQM

endlich ist und auf diese Weise eine Metrik auf RY definiert wird.

(b) Bezeichne ¢y die Menge all derjenigen reellen Folgen {a,}nen, die fiir n — oo gegen 0 konvergieren. Zeigen
Sie, dass ¢y versehen mit

[#][o := sup |as|
neN

fir © = {an}neny In ¢y einen normierten Vektorraum bildet.



Lésung zu Zusatzaufgabe 2.3:

(a) Die Funktion f : Rf — Ry, definiert durch f(x) = T4+ ist wegen 0 < = < %I; 1 offensichtlich
[ee]
nach oben beschrinkt. Mit der konvergenten Majorante . 27" = 1_% T = 1 existiert somit fiir beliebige
n=1 2
(an)nENa (bn)nEN die Zahl
(oo}
_ |an - bn‘
d(nn abnn ):: 27—,
(an)nen, (bn)nen ; up——
Dadurch ist eine Metrik auf RY erklirt, denn
e Die Definitheit ist erfiillt:
d((a Ynets (bn) )—0 e wnen: A"l o v e N ey — b = 0
n)neN, \Un )JneN | — 1+|anfbn|_ - |Un n| —
<~— VneN:aq,=0b,
< (an)nen stimmt mit (b, ),en tiberein.
e Die Symmetrie ist erfiillt:
d((a Ve (bn) N) Zz n_lan =bal 22— _lbn —anl d((b Ynents (an) N)
n/)nelN, \Yn/ne 1+|an_bn| 1+|b _an| n/)nelN, \Un/ne
e Die Dreiecksungleichung ist erfiillt, denn die Funktion f(z) = 1-&-% ist wegen f'(z) = ﬁ > 0 auf
R monoton wachsend. Somit folgt aus = < y auch = < 15 +y , also auch (aufgrund der absoluten

Konvergenz der beteiligten Reihen) mit der Dreiecksungleichung des Betrages

oo

d((an)neN, (bn)neN) — Z Q—nm _ Z 9-n |an — cn + ¢ — by

1+ |a, — by 1+ |an — ¢ + ¢ — byl

n=1 n=1

LS
_ |an_cn‘+|cn_bn|
< 27"
o nZ::l 1+|an_cn|+‘cn_bn‘
- ap — Cp Cn_bn
~ Yo | | n | |
n—1 1+|an_cn|+|cn_bn| 1+|an_cn|+|cn_bn|
= |a’ﬂ Cn‘ — |Cn b |
< 9—n 2
- 7;1 1Jr|anfcn|+Z 1+|cn — byl

= d((an)nen, (e)nen) +d((ea)nen, (bu)nen)

(b) Da Summen und skalare Vielfache von Nullfolgen erneut Nullfolgen bilden, ist die lineare Struktur auf ¢q klar.
Weiter ist es offensichtlich, dass || - |le definit und homogen ist, wihrend die Dreiecksungleichung fiir zwei
Folgen  :={an}nen, ¥ := {bn}nen aus ¢y aus der Ungleichung

| — bm| < |am| + [bm| < sup |an| + sup [by| = [[#(/o + [[y]l
neN neN

durch Ubergang zum Supremum iiber m € N folgt.
Zusatzaufgabe 2.4:

Welche der angegebenen Folgen von Punkten im R™ konvergieren?

(a) xp = (3 cosk, ﬁ sink) € R? (b) yr = ((B—k — l)k, ’,:2"'1,(308(2/5)) € R3
(©) 2z = (In (), e * s'25%) € R? mit s >0
Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert. Hinweis:  lim (1+ %)k = ¢® firalle z€R.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.4:

(a) Die Folge {xj}nen konvergiert gegen 0 € R?, da wir mit der Notation xq; := icoss und w9y = k«lH sin k

sehen, dass die Komponenten gemifl |z = |k cosk| < + beziehungsweise |zox| = |17 5 Sink| < 1 jeweils
Nullfolgen bilden.



(b) Wire {yk}ren konvergent, so auch insbesondere die erste Komponente. Erinnern wir uns jedoch an den Zu-
sammenhang e” = klim (14 £)* fiir alle « € R, so folgt nach
— 00

(s~ 1) = (D - 22",

dass fiir k — oo die Folge der ersten Komponenten die beiden Hiufungspunkte +e~*/3 aufweist und somit
divergent ist. Also divergiert die Folge {yx}ren in R?.

(c) Betrachten wir einmal mehr die Komponenten einzeln, so ist die Konvergenz der ersten offensichtlich. In der

Tat gilt ,f—fl — 4 fiir kK — oo und somit aufgrund der Stetigkeit der Logarithmus-Funktion

: 4k \ _ : 4k \ _
kh_}n;g In (kT—l) = ln(kli)rgo i) =In4d
Um nun die zweite Komponente zpo der Folge {zx}ren ebenfalls auf Konvergenz zu untersuchen, schreiben
wir diese mit Hilfe des Logarithmus als

_ _ 123k _ _
k'8123k _ kelns _ el23kln(s) k k(1231In(s)—1)

e e = ¢ .

Damit wird die Konvergenz bezichungsweise Divergenz von zpo fiir & — oo in Abhéngigkeit von s > 0
ersichtlich:
0, s<el/123
sk — 41, s=el/123
00, s> el/123,
Insgesamt folgern wir also, dass im Falle s < e'/123 die Folge {z}ren gegen (In4,0) beziehungsweise (In4,1)
fir k — oo konvergiert, withrend fiir s > e'/123 diese divergiert.
Zusatzaufgabe 2.5:

(a) Zeigen Sie, dass (N,dy) mit dy(m,n):=|L — L| ein metrischer Raum ist.

(b) Zeigen Sie, dass im mit der diskreten Metrik, definiert durch

0 firz=y

ddiskrct(xay) = {1 fiir x#y’

versehenen R"™ eine Folge zj; genau dann gegen x konvergiert, wenn sie ab einem gewissen Index K konstant
gleich x ist, d.h. wenn 3K e N : VE> K : o =z
(c) Geben Sie eine Folge an, die in (R, d|.|) konvergiert, jedoch in (R, daisiret) nicht einmal eine Cauchy-Folge ist.
Losung zu Zusatzaufgabe 2.5:

(a) Esist (N,dy) ein metrischer Raum, wenn dy: N x N — R die drei Eigenschaften einer Metrik besitzt:

(i) Vm,neN : (dy(m,n) = 0 <= |[1-Ll|=0 = 1=1L1 «— m=n)
(i) Vm,neN : dy(m,n) = [+ —L] = |[L -1 = dy(n,m).
(i) V,mn €N : dy(lin) = [ =1 < |2-2L|+|L -1 = dn(m,n)+dn(l,m).

(b) Sei {zx}ren C R™ eine beliebige Folge. Angenommen, zj; konvergiere fiir n — oo beziiglich der diskreten
Metrik dgiskret gegen einen Punkt x € R™. Dann finden wir nach Definition zu der beziiglich der diskreten
Topologie offenen Kugel B.(z) C R" um z von Radius ¢ = % ein Index K € N, so dass xy € B:(z) fiir
alle k > K gilt. Da jedoch B.(x) eben nur aus dem Element x selbst besteht, folgt somit x = x fir alle

k>K.

Bleibt umgekehrt eine Folge {zj}ren ab einem gewissen Index K € N konstant, so gilt natiirlich fiir alle
e>0
ddiskrct(x;xk) =0< ¢

fir k> K, d.h. z; konvergiert beziiglich dgiskret gegen z fiir k — oo . Dies zeigt die Behauptung.

(c) Die Folge z,, := % konvergiert im metrischen Raum (R, d},|) gegen 0 € R, da fiir beliebiges ¢ > 0 bis auf

endlich viele Ausnahmen alle Folgenglieder in der e-Kugel B.(0):={z € R : d}(2,0) = [z — 0| < &} liegen.
Da jedoch kein Folgenglied in den ¢-Kugeln B.(0) := {z € R : dgiskret(z,0) < e} = {0} liegt, falls € < 1 ist,
konvergiert z, im metrischen Raum (R, dgiskret) nicht. Wegen dgiskret (l i) =1 fiir m # n ist xz, noch

n’m
nicht einmal eine Cauchy-Folge in (R, dqiskret) -

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis IT — Ubung zu Serie 3

Umgebung, Beriihrpunkt, Abschluss, Inneres, Rand

e Eine Teilmenge V' C X eines metrischen Raumes (X, d) heift Umgebung des Punktes x € X, falls es ein
e >0 mit B(z) CV gibt, oder diquivalenterweise, falls es eine offene Menge U C V' mit = € U gibt.

e Ein Punkt z heifit Beriihrpunkt einer Teilmenge M C X eines metrischen Raumes (X, d), wenn es eine
Folge {2k }reny C M mit klim x, = x gibt, oder dquivalenterweise, wenn in jeder Umgebung von x mindestens
—00

ein Punkt aus M liegt.

e Die Menge aller Beriihrpunkte von M bezeichnet man mit M und nennt sie den Abschluss von M . Insbe-
sondere gilt M C M , da fir € M die konstante Folge z,z,... offensichtlich gegen = konvergiert.

e Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X,d) nennt man abgeschlossen, wenn sie jeden ihrer
Beriihrpunkte enthélt, d.h. wenn A = A gilt, oder — mit anderen Worten — wenn fiir jede Folge {x}ren C A,
die in X konvergiert, auch der Grenzwert klim i in A liegt.

—00
o Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, d) ist genau dann abgeschlossen, wenn sie das
Komplement A = X \ U einer offenen Menge in X ist (siche Aufgabe). Folglich kann dies auch als die

Definition einer abgeschlossenen Menge eines metrischen Raumes verwendet werden.

e Die Bezeichnung von M als Abschluss einer Teilmenge M C X eines metrischen Raumes (M,d) macht
insofern Sinn, als dass M in der Tat die minimale M enthaltende abgeschlossene Menge ist. Analog dazu
nennt man die maximale in M enthaltene offene Menge das Innere von M und bezeichnet Sie mit M?° . Die
Menge M° besteht gerade aus den inneren Punkten von M , d.h. aus denjenigen Punkten = € M | fiir die
es eine Kugel B,(z) (r>0) um x mit B,(x) C M gibt.

e Zuletzt definiert man noch den Rand OM einer Teilmenge M C X eines metrischen Raumes (X, d) durch
OM := M\ M° . Der Rand von M besteht genau aus den Punkten « , fiir die in jeder Umgebung von x sowohl
Punkte aus M als auch aus X \ M liegen, d.h., OM = {z € X |Ve >0 3y € B-(x)NM,3z € Bo(x)\ M}.

Vollstidndigkeit, Banach-Raum, Hilbert-Raum

e Eine Folge {z,}nen in einem metrischen Raum (X, d) heifit eine Cauchy-Folge, wenn zu jedem & > 0 ein
Index N = N(e) € N existiert, so dass fiir alle I,k > N die Ungleichung d(zy,z;) < e gilt.

e Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn in X jede Cauchy-Folge {z,},cn konvergiert. Einen
vollstédndigen normierten Raum (X, ||-]|) nennt man einen Banach-Raum. Entsprechend wird ein vollstéindiger
Euklidischer Raum Hilbert-Raum genannt.

e Wichtige Beispiele fiir Banach-Réume bilden die reellen Vektorrdume R”™ ausgestattet mit einer beliebigen
Norm, oder die Menge C([a,b],R) der stetigen Abbildungen vom Intervall [a,b] C R nach R versehen mit der
Supremumsnorm ||ul|eo := sup |u(x)|. Der R™ wird mit dem Euklidischen Skalarprodukt ein Hilbert-Raum.

z€[a,b]

e Jede abgeschlossene Teilmenge M C X eines vollstdndigen metrischen Raumes (X, d) ist mit der eingeschrink-
ten Metrik d|asxas wieder vollstiindig. Insbesondere ist jeder abgeschlossene Unterraum eines Banach-Raumes
erneut selbst (versehen mit der urspriinglichen Norm) ein Banach-Raum.

e Ist umgekehrt (X,d) ein metrischer Raum und M C X derart, dass (M,dy) (dy = d|M) zu einem
vollsténdigen metrischen Raum wird, dann ist M eine abgeschlossene Teilmenge von X (siehe Aufgabe).

e Jeder metrische Raum kann isometrisch in einem vollsténdigen metrischen Raum eingebettet werden. Genauer
gesagt existiert zu jedem metrischen Raum (X,d) ein vollstindiger metrischer Raum (X, d) und eine Abbil-
dung ¢: X — X, so dass ¢(X) dicht in X liegt, d.h. «(X) =X, und d(c(z),c(y)) = d(z,y) gilt.

Banachscher Fixpunktsatz

e Ist f: X — X eine Kontraktion auf dem vollstindigen metrischen Raum (X, d), d.h., existiert ein L < 1,
so dass fiur alle z,y € X die Ungleichung d(f(z), f(y)) < Ld(z,y) erfillt wird, dann gibt es genau einen
Punkt z* € X mit f(z*) = 2*, welcher Fixpunkt von f genannt wird. Dariiber hinaus konvergiert zu jedem
Startwert xg € X jeweils die rekursiv definierte Folge w41 = f(xx) gegen den Fixpunkt x* von f.



Zusatzaufgabe 3.1: Zeigen Sie:

(a) Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raums (X, d) ist genau dann abgeschlossen, wenn sie das Komplement
A= X\U einer offenen Menge in X ist.

b) Ist (X,d) ein metrischer Raum und M C X derart, dass (M, dys dy = d zu einem vollstandigen
( ) ) ) M g
metrischen Raum wird, dann ist M eine abgeschlossene Teilmenge von X .

(¢) Sei (M,d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie, dass dann die , Vierecksungleichung® fiir beliebige Elemente
u,v,x,y € M gilt:
|d(u,v) —d(z,y)| < d(u,z) +d(v,y).

(d) Fiir beliebiges M # ) bezeichne diam(M) := sup d(zx,y). Beweisen Sie, dass diam(M) = diam(M) gilt.
r,yeM

Loésung zu Zusatzaufgabe 3.1:
(a) Die Aquivalenz der beiden angegebenen Bedingungen kann man folgendermafen einsehen:

e Enthiilt A all seine Beriihrpunkte, dann ist jeder Punkt = € X \ A kein Beriihrpunkt von A, also gibt es
zu jedem Punkt z € X\ A eine Umgebung V' von z, in der kein Punkt aus A liegt, d.h. eine Umgebung
V von z mit V C X\ A. Somit ist U := X \ A Umgebung all seiner Punkte und daher offen, d.h.
A= X\U ist das Komplement einer offenen Menge.

o Ist umgekehrt A = X\ U Komplement einer offene Menge U und z ein Beriihrpunkt von A, dann kann
x nicht in U liegen. Denn lige x in U, dann gébe es aufgrund der Offenheit von U eine Umgebung
um x, die komplett in U lige und daher keinen Punkt aus A enthielte, im Widerspruch dazu, dass «x
Beriihrpunkt von A ist. Also liegt = (und somit jeder Beriithrpunkt von A) automatisch in A .

(b) Sei x € X ein Berithrpunkt von M . Dann existiert eine in X konvergente Folge {x}r aus M . Insbesondere
ist dann {x}, eine Cauchy-Folge in M . Da (M,dys) vollstindig ist, konvergiert die Folge {xj}, bereits in
M (also gegen ein m € M ). Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes muss nun aber x = m, also z € M
gelten. Also enthélt M alle seine Beriithrpunkte in X und ist somit eine abgeschlossene Teilmenge von X .

(¢) Mit zweimaliger Anwendung der Dreiecksungleichung folgt
d(u,v) < d(u,z) +d(z,v) < d(u,z)+d(z,y) +d(y,v) = dz,y)+du,z)+d(v,y),

also
d(u,v) —d(z,y) < d(u,z)+d(v,y) .

Analog ergibt sich auch
d(z,y) —d(u,v) < d(u,z) +d(v,y)

und damit die Behauptung.

(d) Wir beginnen mit der Beobachtung, dass natiirlich diam(M) < diam(M) gilt. AuBerdem ist diam(M) =
diam(M), falls das Supremum sup{d(z,y)|z,y € M} fiir zwei Elemente x,y aus M angenommen wird. Ist
dies hingegen nicht der Fall, so existieren Folgen

{xk}keN, {yk}keN C M mit d({Ek, yk) — dlam(M)

fir £ — co. Nun sind fiir jedes k € N die Folgenglieder zj,y, € M jeweils Berithrungspunkte von M , so
dass wir Zp,gx € M mit d(Zg,x) < % und entsprechend d(gx, yx) < % finden. Fiir die so definierten Folgen
{Zp b een, {Uk }ken in M erhalten wir mittels der Vierecksungleichung aus Aufgabenteil (¢) demnach

o - N 2
0 < |d(Zx, Gr) — d(@r, yr)| < d(Tx, vx) + d(Gr, yr) < 77

fiir £ — oo. Folglich impliziert dies
klim ATy, gr) = klim d(zp,yr) = diam(M),

und somit diam(M) < diam(M), was die Behauptung zeigt.
Zusatzaufgabe 3.2: Welche der folgenden Abbildungen d: X x X — R definieren eine Metrik auf X ?

0 fir z =y,

L+ o firz#y

(a) d(z,y):=e*Y—1 auf X =R (b) d(z,y) := { auf X =N

(c) d(z,y):=|S(z) — S(y)| mit S(z) = L= auf X =R (d) d(z,y) :=sin(||lz —yl]2) auf X =R?

1422
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Lésung zu Zusatzaufgabe 3.2:

(a) Es handelt sich offenbar nicht um eine Metrik, da im Allgemeinen e* # e™® und daher fiir = # y somit

dlz,y) = e ¥ -1 = e W2 1 £ ¥ 1 = d(y,z), also die Symmetrie nicht gegeben ist.

(b) Es handelt es sich um eine Metrik, denn sowohl die Definitheit als auch die Symmetrie sind offenbar erfiillt.
Fiir beliebige, paarweise verschiedene (sonst ist nichts zu zeigen) x,y,2 € N gilt dariiberhinaus

1 1
d(z,z) = 1+ <141 <14+ —+4+1+ = d(x,y) +d(y, z) .
(z, 2) o o e (z,y) + d(y, 2)
(¢) Da die stetige Funktion S(z) wegen S'(x) = ﬁ > 0 streng monoton wachsend ist, folgt sofort auch die

Injektivitét von S(z), was die Definitheit

0 =dxy <= 0=[52)=-5@ < 0=25)-90 < Sk =904 — z=y
liefert. Die Symmetrie ist offensichtlich und die Dreiecksungleichung ergibt sich wegen

d(z,z) = |5(x) =S5(z)| = [S(z) = S(y)+5(y) = S(=) < [S(x)=SW)+[Sw) - S5E)| = dz,y)+d(y, ),
so dass es sich hier tatséchlich um eine Metrik handelt.

(d) Hier liegt keine Metrik vor, denn beispielsweise fiir Vektoren (3nw,0)T =z # y = (0,4n7)T (n € N) ist
— s 3nm — gin (\/9n2r2 2.2\ — g —
d(z,y) = sin (H <4mr) 2) = sm( In272 + 16n2w ) = sin(5nw) = 0,

was der Definitheit einer Metrik widerspréche.

Zusatzaufgabe 3.3:

Zeigen Sie, dass fiir 1 < p < oo der Vektorraum [P der reellen Zahlenfolgen {a,}neny C R, fir die > |a,|?
n=1

konvergiert, versehen mit der Norm

N
lall, == (z |an|p)
n=1

vollsténdig ist.
Lésung zu Zusatzaufgabe 3.3:

Sei 1 < p < oo und dazu eine beliebige Cauchy-Folge {x,}nen in P gegeben. Wir beginnen mit der Kon-
struktion des Grenzwertes der Cauchy-Folge {z,}nen . Dazu verwenden wir die Notation x,, = {@nm }men fur
jedes n € N. Dann zeigt die Abschétzung

1

o P
lakn — amm| < (Z laki — aulp) = |lzp — x|,

i=1

dass fiir jedes m € N die Komponentenfolge {anm}nen eine Cauchy-Folge in R bildet und aufgrund des
Vollstindigkeitsaxiom somit a,, := lim ay,, existiert. Definieren wir nun = := {a,, }men, dann bleibt nur
n—oo

noch x € I und |z — z,||[, — 0 fiir n — oo zu zeigen. Wéhlen wir dazu ¢ > 0. Aufgrund der Cauchy-
Eigenschaft der Folge {z,}nen existiert ein K € N mit ||zy — ]|, < e fir alle k,I > K . Insbesondere
erhalten wir damit fiir jedes N € N die Abschitzung

N % 0 %
(zmamf’) < (2||> = Jar—al, < <
=1 =1

fir k,1 > K und daher — nach dem Ubergang | — oo — ebenso
N »
<Z |ak; —aqu) < e
i=1
fiir alle Indizes k > K. Da N € N beliebig war, impliziert somit k& > K die Giiltigkeit von

- .
(Z|aki—ai|p) < e.
i=1
Folglich ist xx — 2z € [P und aufgrund der Linearitidt von [? auch
’I:’JL‘Kf"ZZK+I’:IK7({ZZK7I)Elp.
Da nun ¢ > 0 auch noch beliebig war, zeigt unsere obere Argumentation auch zugleich die Konvergenz

llzy, — ||, — 0 fiir n — oco. Also ist [P versehen mit der || - ||, -Norm wie behauptet vollstéindig.
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Zusatzaufgabe 3.4:
(a) Sei f(x):=x?. Bestimmen Sie das maximale (beschrinkte) Intervall, auf dem f eine Selbstabbildung ist.
(b) Fiir welche b >0 ist f:[0,b] — [0,b] aus (a) eine Kontraktion?

(c) Zeigen Sie, dass ||Ax|ls < 2|jz||2 fiir alle z € R? mit der Matrix A := (_1/5 _(\)/i> erfiillt ist.

(d) Beweisen Sie, dass die durch f(z) := 1(Az + b) mittels der oben angegebenen Matrix A und dem Vektor

b:= (1,v/3)T definierte Abbildung auf der Teilmenge D := {(x, T | 2?2 +y? < 1} der Euklidischen Ebene
(R%|| - ||l2) einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

Loésung zu Zusatzaufgabe 3.4:
(a) Das maximale Intervall ist [—1,1], denn f([—1,1]) C [0,1] und aus |z| > 1 folgt f(z) > |z]|.
(b) Fiir alle b < 1, denn fiir z,y € [0,0] gilt 1f(x) = f)] = |22 —v* = |z +y|-Jz—yl < 2b-|z—y|.
(c) Fiir alle (z,y)T € R? gilt
I )0
-2 0 ) \y

wegen

- [46)

0 < (z4+V2y)? =2?+2V2xy + 22 = 12v2zy| < 2%+ 22
Mittels Wurzelziehen folgt nun die Behauptung.

2 2

= (2—V2y)?+(—V212)? = 32°—2V2xy+2y* < 4(a®+y?) = 4H<z>

2 2

(d) Als abgeschlossene Teilmenge des vollstéindigen metrischen Raumes (R?, d).|,) wird die Kreisscheibe D C R?

mit der auf D eingeschrinkten Metrik d” i | selbst zu einem vollstindigen metrischen Raum. Also hat man
Al

nur noch zu iiberpriifen, ob f eine kontrahierende Selbstabbildung auf D ist. Die Abbildung f bildet die
Kreisscheibe tatsédchlich in sich ab, denn fiir jedes « € D gilt

—_

1 1
If@)llz < 7 (1Azllz +[bllz) < 7 @llzllz +lIbll2) = 7 (2+2) =1,

S

also f(z) € D . Dariiberhinaus bildet f gemif

17@) — F)lls = 1Az — Ayl = {1A@ -9l < 5lle -yl

fir alle z,y € D eine Kontraktion mit Konstraktionskonstanten L = % < 1. Also ist der BANACHsche

Fixpunktsatz anwendbar und liefert die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes in D .

Zusatzaufgabe 3.5:
(a) Sei (X,d) metrisch und Y,Z C X . Zeigen Sie: (i) Y offen <= Y NY =0 < Y =Y

(i) Y abgeschlossen < 9Y CY += Y =Y (iii) YuUZ=YUZ (iv) YNZcyYynZ
(b) Sind die Mengen A := {(z,y) € R? |z +y < 1,2 > 0,y > 0}, B:={(z,y) € R* | (22)® + (3y)? > 4} und
C:={(z,y) eR? |0<2z<1,1<y<2} in (R’d\H\z) offen bzw. abgeschlossen?
Loésung zu Zusatzaufgabe 3.5:
(a) (i) Esist (Y offen) <= (V2 €Y Fe>0: B.(2) CY) <= (Vz €Y : 2 € 9IY) < (Y NIY =0).
Dabei haben wir verwendet, dass Be(z) C X \' Y fiir z € Y nicht méglich ist.
Wegen Y°CY CY und 9Y =Y \Y° gilt (Y N9Y =) «= (Y NY \Y° =) <= (¥ = Y°).

() Mit 9Y = A(X\Y) gilt (¥ abgeschlossen) <= (X\Y offen) <% ((X\Y)N(X\Y) = ) <= (3Y C Y)
und wegen 9Y =Y \Y° und Y°CY CY gilt (Y CY) <= Y\Y°CY)«<—= (Y CY) <= (Y =Y).
(iii) Es gilt * € Y UZ <= x Beriihrpunkt von Y oder Z <= z Beriithrpunkt von YU Z <=z €Y UZ

(iv) Esgilt * € Y N Z <= 2 Beriithrpunkt von Y NZ = z Beriihrpunkt von Y und von Z <=2 €Y NZ
(b) (i) Offen, denn es gilt AN A =0 wegen

0A = {(z,y) [z+y=1220,y=20} U {(z,y) |[v=0,0<y<1} U {(z,y) |0 <z <1y=0}.

(ii) Abgeschlossen, denn es gilt 0B = {(z,y) € R? | (22)?> + (3y)? =4} C B.
(iii) Weder offen noch abgeschlossen, denn es gilt sowohl 9C N C # ) als auch dC N (R?\ C) # () wegen

0C = {(z,y) [ 0<2z<1lye{l,2}}U{(z,y) |z €{0,1},1 <y <2}.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis IT — Ubung zu Serie 4

Stetigkeit, Lipschitz- und gleichméflige Stetigkeit, stetige Fortsetzbarkeit, gleichmiflige Konvergenz

Eine Abbildung f : X — Y von einem metrischen Raum (X,dx) in einen metrischen Raum (Y, dy) heifit
stetig im Punkt a € X, wenn zu jedem ¢ > 0 ein & > 0 existiert, so dass fiir alle x € X die Implikation
dx(z,a) <0 = dy(f(x), f(a)) <e gilt (Definition 1.34). Dieses ¢ -0 -Kriterium der Stetigkeit ist dquivalent
zu folgenden weiteren Charakterisierungen:

o Fiir jede Folge {xp}rey C X mit limy o xx = a folgt klim f(zx) = fla).

o Zu jeder Umgebung V C Y von f(a) existiert eine Umgebung U C X von a mit f(U) C V (Lemma
1.35).

Ist die Abbildung f in jedem Punkt a € X stetig, so bezeichnen wir f als stetig auf X oder einfach stetig.

Eine Abbildung f: X — Y vom metrischen Raum (X,dx) in den metrischen Raum (Y, dy) ist genau dann
stetig, wenn Urbilder offener Mengen in Y offen in X sind, oder dquivalenterweise die Urbilder abgeschlossener
Mengen in Y abgeschlossen in X sind (Satz 1.36).

Seien metrische Rdume (X,dx),(Y,dy),(Z,dz) und Abbildungen f = (f1,f2) : X = Y xZ, g: X —
Y und h : Y — Z gegeben. Dann ist die Abbildung f genau dann im Punkt a € X stetig, wenn die
Komponentenfunktionen f; : X — Y und fo : X — Z stetig sind (Lemma 1.39). Ist die Abbildung ¢ im
Punkt a € X und die Abbildung A im Punkt g(a) stetig, dann ist auch die Komposition hog: X — Z stetig
(Satz 1.40).

Beispiele fiir stetige Abbildungen sind die konstanten Abbildungen zwischen metrischen Rdumen, die Norm sowie
die Addition und skalare Multiplikation eines normierten Raumes oder die Projektion X XY 3 (z,y) — z € X
(Beispiel 1.38).

Weiter sind fiir stetige Funktionen f,g: X — R auf einem metrische Raum (X,d) die Abbildungen f+ g und
f - g stetig. Gilt dariiberhinaus g(z) # 0 fiir alle x € X , so ist auch 5 stetig auf X (Korollar 1.41).

(Definition 1.44) Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Réume (X,dx) und (Y,dy) heifit
o Lipschitz-stetig, wenn es ein L > 0 mit
dY(f(.’L‘), f(.%'/)) <L dX(.’E, 33/)

fiir alle z,2’ € X gibt.
o gleichmifig stetig, wenn es zu jedem € > 0 ein § > 0 existiert, so dass

dx(z,2') <6 = dy(f(z),f(z") <e
fiir alle z,2’ € X gilt, und
Aus Lipschitz-Stetigkeit folgt gleichméBige Stetigkeit, aus gleichméfliger Stetigkeit folgt Stetigkeit (Lemma 1.45).

Eine stetige Bijektion f : X — Y zwischen metrischen Rdumen (X,dx),(Y,dy), deren Umkehrabbildung
f~1:Y — X auch stetig ist, heilt ein HomSomorphismus zwischen X und Y . Die Riume X und Y werden
in diesem Fall homSomorph genannt. Fiir solch eine Abbildung ist xp — = dquivalent zu f(xg) — f(x).

Analog kénnen wir den Grenzwert einer Abbildung f: D —Y (D C X ) in einem Berithrpunkt a von D\ {a}
und — im Falle der Existenz — die stetige Abédnderung/Fortsetzung von f in a definieren (Definition 1.47).

Eine Folge f : X — Y von Abbildungen zwischen metrischen Riumen (X,dx), (Y,dy) heifit gleichméBig
konvergent gegen f:X — Y, falls klim (sup dy (fr(2), f(a:))) =0 erfiillt ist (Definition 1.48).

Die Grenzabbildung f(z) = klim fx(x) einer gleichméBig konvergenten Folge fi : X — Y stetiger Abbildungen

zwischen metrischen Raumen (X,dx) und (Y,dy) ist selbst wieder stetig (Lemma 1.49).

Stetige lineare Abbildungen

Eine lineare Abbildung A : X — Y zwischen normierten Vektorrdumen (X,| - |x),(Y,| - |ly) ist genau dann
stetig, wenn es eine Konstante L < oo gibt, so dass fiir alle z € X die Ungleichung
[Az|ly < Lllz|x (4.1)
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gilt (Lemma 1.50). Insbesondere gelten fiir eine lineare Abbildung A : X — Y folgende Aquivalenzen:

A stetig <= A stetighel 2 =0 <= JL<ocoVre X : |Az|y < L|z]x <= A gleichmiflig stetig

e Die Menge L(X,Y) aller stetigen linearen Abbildungen von einem normierten Raum (X,| - |lx) in einen
normierten Raum (Y, || - |ly) bildet einen Vektorraum. Durch
Az Y
Allxr = sup Y up gy
zEX ||$||X zEX
c#0x [zl x =1

wird auf L(X,Y) eine Norm definiert, welche Operatornorm von A : X — Y genannt wird, welche genau
die kleinstmdogliche Lipschitz-Konstante in Gleichung (4.1) darstellt und welche ||Az|ly < ||Al|Lx v)llzllx fiir
alle © € X erfiillt (Lemma 1.51). Speziell ist L(X,X) der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen
A: X — X, welche Endomorphismen genannt werden.

o (Lemma 1.51) Sind (X, ||-||x), (Y. ]]-]ly) und (Z, ||||z) normierte Réiume und A € L(X,Y’) sowie B € L(Y, Z),
dann gilt Bo A € L(X,Z) mit
[BoAllLx.z) < Blluiv,z) - 1AllLx,2)
Ist X ein Banach-Raum, dann ist der Vektorraum L(X, X ) ebenfalls vollstindig und bildet zusammen mit der
Komposition von Abbildungen eine sogenannte Banach-Algebra, d.h., L(X, X) ist ein Banach-Raum versehen
mit einer bilinearen assoziativen Multiplikation

L(X,X) x L(X,X) > (A,B) — AB := Ao B € L(X, X)
und der zusétzlichen Eigenschaft, dass ||AB|| < ||A||||B] fiir alle A € L(X,X) gilt (Lemma 1.53).
e Auf einem Banach-Raum kénnen wir auch Folgen und Reihen betrachten. Insbesondere konvergiert jede absolut

konvergente Reihe auch im {iblichen Sinne (Lemma 1.54). In Banach-Algebren lassen sich auch die Begriffe

&)
Potenzreihe und Konvergenzradius iibertragen. Fiir A € L(X, X) heifit f(A):= > A* die Neumann-Reihe.
k=0

e Die Gruppe GL(X) aller invertierbaren stetigen linearen Abbildungen auf einem Banach-Raum X ist eine
offene Teilmenge von L(X,X), und die Abbildung GL(X) > Ar— A™! € GL(X) stetig (Satz 1.55).

Kompaktheit

e Sei (X,T) ein topologischer Raum. Eine Familie (U;);c; (mit einer beliebig grofien Indexmenge I ) von offenen
Mengen U; € T heifit offene Uberdeckung von A C X , wenn

ACUUZ

i€l

gilt. Eine Teilmenge K C X heift (iiberdeckungs)kompakt, falls zu jeder offenen Uberdeckung (U;)ie; von
K eine endliche Teiliiberdeckung existiert, d.h., falls mit endlich vielen Indizes i1, ...,4, € I bereits

X C O Uij
j=1

erfiillt ist (Definition 1.56). In metrischen Raumen (X,d) ist die Kompaktheit einer Teilmenge K C X &dquiva-
lent dazu, dass jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt (Lemma 1.57). Letztere Eigenschaft wird auch
Folgen-Kompaktheit genannt. Insbesondere folgt, dass eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes
beschrankt und abgeschlossen sein muss. Die Umkehrung gilt jedoch i.A. nicht.

e In endlich-dimensionalen normierten Réumen (X, | - ||) ist eine Teilmenge K C X genau dann kompakt, wenn
sie abgeschlossen und beschriinkt ist (Satz 1.58). Insbesondere folgt damit, dass jede abgeschlossene Teilmenge
eines kompakten metrischen Raumes wieder kompakt ist (Lemma 1.62).

e Stetige Abbildungen zwischen metrischen Ridumen erhalten Kompaktheit in dem Sinne, als dass Bilder f(K) C Y
von kompakten Mengen K C X unter einer stetigen Abbildung f: X — Y wieder kompakt sind (Satz 1.59).
Eine direkte Folge davon ist, dass im Falle Y = R die stetige Abbildung f: X — R auf jedem Kompaktum
K C X ein Maximum und ein Minimum annimmt (Korollar 1.60).

e Sind X,Y metrische Rdume und X kompakt, dann ist jede stetige Abbildung f: X — Y gleichmifBig stetig
(Satz 1.61). Ist f zusitzlich bijektiv, dann ist auch ihre Umkehrabbildung f~! stetig, d.h. jede stetige Bijektion
von einem kompakten metrischen Raum in einen metrischen Raum bildet einen Homéomorphismus (Satz 1.63).

14



Zusatzaufgabe 4.1:
(a) Sei [a,b] CR und C([a,b],R) ={f :[a,b] = R | f stetig }. Ist C([a,b],R) vollstindig mit

b
(W) [l = Sup [f@)l (i) ||f||1:=/ |/ ()|da ?

z€[a,b]
(b) Ist d(f,g):=1f(0) — g(0)| eine Metrik auf C([0,1],R)={f:[0,1] = R | f stetig }?
Losung zu Zusatzaufgabe 4.1:
(a) (i) Sei (fn)nen eine Cauchy-Folge in (C([a,b],R), || . [|o ) . Dann gilt
Ve>0dnyo e NVm,neN : (n,m >ng = sup |fo(z) — fm(2)| < 5) ,
z€la,b]

so dass insbesondere (f,(x)) fir jedes feste x € [a,b] eine Cauchy-Folge in R ist, welche aufgrund der
Vollstéindigkeit von R jeweils gegen ein f(z) konvergiert. Die durch den punktweisen Grenzwert gegebene
Funktion f:[a,b] — R erfiillt jedoch (nach Grenziibergang) ebenso

Ve >03dnyo e NVm,neN : (n,mZno = sup \fn(:c)—f(xﬂ<<€)7
x€[a,b]

was genau der gleichméfiigen Konvergenz der stetigen f, : [a,b] — R gegen f: [a,b] — R entspricht. Nach
Lemma 1.49 ist nun f selbst wiederum stetig, also in C([a, b],R) enthalten. Somit wird C([a,b],R) mit
der Norm || - [|s 2u einem Banach-Raum.

(ii) Mit der Norm | - ||; ist C([a,b],R) jedoch nicht vollsténdig, denn beispielsweise die durch

0, =0

ful@) = {m xe[(}%l[ gegebene Folge (fu)nen aus (C([0,1],R) besitzt f(z) = {1, 2 €10,1]

Lo owe[g1]

als punktweisen Grenzwert, der in 0 unstetig und daher nicht mehr in (C([0,1],R) ist. Andererseits gilt
1 1
| fo—=f1 |f — f(z)|de = n(l—nm)dm = [g;_ﬁg;ﬂz — i "=
n 1 n 0 2 m .

(b) Nein, denn beispielsweise fiir f(x) = 22 und g(x) = 0 gilt einerseits f(0) = g(0), also demzufolge d(f,g) =0,
aber offenbar ist f # ¢, womit die Definitheit verletzt wire.

Zusatzaufgabe 4.2:

(a) Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien f,g: X — R stetig. Zeigen Sie: Die Funktionen

f(@)®
() oo max(fe)g(e) wd (i) oo 4 Vireer o SEHIE) £ 0,0

0 » (f (@), 9(x)) = (0,0)

sind stetig von X nach R.

b) Ist die Funktion f:R2\ {(0,0)} — R definiert durch f(z,y) := 512(12) beschrinkt?
+

Kann man f beziiglich der Euklidischen Norm stetig in den Punkt (0,0) fortsetzen?
Lésung zu Zusatzaufgabe 4.2:

(a) (i) Da f,g: X — R nach Voraussetzung beide stetig sind, folgt aus der Konvergenz y — x insbesondere auch
fly) — f(x) als auch g(y) — g(x). Weiter gilt

max(f(2). () = 517@)— g(@)| + 5 (@) + g2)),

so dass wir unter Beriicksichtigung von ||a| — [b]| < |a — b| die Abschétzung

max(f,0)(@) ~ max(f,0)»)| = g|If@) —g(@)| + Fx) + ()—If(y)—g(y)\—f(y)—g(y)‘
< 5 (|lF@ — 9@ = 15) ~ 9| + 1£(@) ~ 7w)| + lo(w) — 90
< % (\(f(x) — 9(@) ~ (/(y) - g(y))\ @) = 1)+ lg(x) — 9(v)])
< f@) = F)l+lg(@) — g(y)

finden. Demzufolge impliziert y — = auch max(f, ¢)(y) — max(f,g)(x), also die Stetigkeit von max(f,g)
in z.Da z € X beliebig war, folgt somit die Behauptung.
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(ii) Zunéchst folgt nach Lemma 1.39 die Stetigkeit von x +— (f(x),g(x)). Weiterhin ist die Funktion

(4,0) {\/T (wv) # (0,0)
) 0 , (u,v) = (0,0)

von R? nach R ist stetig7 da sie einerseits in jedem Punkt (u,v) # (0,0) als Quotient der stetigen
2

Funktionen (u,v) — u? und (u,v) +— [|(u,v)||2 stetig ist und andererseits wegen T < W < |u| im

Punkt (0,0) stetig ist, weil diese Ungleichung insbesondere

u?

A /u2 + ’U2
fir (u,v) — 0 € R? impliziert. Als Komposition von stetigen Abbildungen ist somit insbesondere

z— (f(x),9(x)) — G
auf ganz X stetig. )9t 3(z) + g*(x)

— 0

(b) Es gilt |sin(z?)| < 2? < 2? +y?, also ist |f(x,y)| < 1 fiir alle (x,y) # (0,0), und somit ist f beschriinkt.
Aber f kann nicht stetig in (0,0) fortgesetzt werden, denn einerseits gilt nach den Regeln von L’Hospital

. .. sin(2?) . 2xcos(z?)
S0 = e = e, = b
andererseits aber lir% f(0,y)=0.
y—)
Zusatzaufgabe 4.3: .
T 0,0
(a) Die Funktion f:R? — R sei definiert durch fz,y) = { =*vit—y)? > (z,9) #(0,0)
0, (z,y) = (0,0)

Zeigen Sie, dass f partiell (d.h. in jedem Argument) stetig ist, die iterierten Grenzwerte

lim (lin%) f(x,y)) , hm (hm f(z, y)) existieren, jedoch f in (0,0) nicht stetig ist.
y%

z—0

(b) Fir (CY([-1,1]), ]| - oo ) und (C([~1,1]),]| - [loc ) betrachten wir die durch ~ A(f):= f', feC*Y([-1,1]),
definierte hneare Abbildung A : C'([-1,1]) — C(|—1,1]) . Untersuchen Sie, ob A stetig ist.

Loésung zu Zusatzaufgabe 4.3:
(a) Halten wir eines der beiden Argumente von f (bspw. y) fest, so ist f,(x) := f(x,y) in allen z € R stetig:

e Ist y # 0, dann gilt fiir den Nenner stets z?y* + (z — y)? > 0, so dass f,(z) als Quotient stetiger
Funktionen in allen x € R stetig ist.

e Ist y =0, dann ist fo(y) nach Definition die konstante Nullfunktion, die auch stetig ist.

Aufgrund der Symmetrie folgt analog die Stetigkeit der Funktionenschar f,(y) := f(x,y). Somit ist f partiell
stetig.

Fiir y # 0 ergibt sich zunéchst lim Mji(y;y)z = % 0. Fiir y =0 erhalten wir dhnlich

2,2
lim — ~ 4 il
200 w22 22 4+ (x —y)?  a—02x2

Also folgt insgesamt lir% lin}) f(z,y) = 0. Aufgrund der Symmetrie von f in seinen beiden Argumenten, d.h.
y—0x—
Vo,y eR: fz,y) = f(y.2),
folgt dann auch lir% lirr%) f(z,y) = 0. Damit existieren die beiden iterierten Limiten.
xr— y*}

Fiir die Stetigkeit von f in (0,0) miisste gelten, dass
Ve > 036 > 0Vo,y € R ¢ (dr2((0,0), (z,y)) <6 = |f(z,y) — f(0,0)] <¢) .

Dies ist aber nicht erfiillt, denn wegen

und

o (00 (33)) = (G0 (o) =37 =

finden wir zu keinem e < 1 solch ein § > 0. Demzufolge kann f in (0,0) nicht stetig sein.
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(b) Offenbar ist die Abbildung A beziiglich der angegebenen Réume nicht stetig, da beispielsweise fiir die Funktio-
nenfolgen f,(z) := 2™ oder g,(x):=sin(nz) zwar jeweils

|l = max [fa@] =1, bow. [[galle = max jgufa) =1,
ze[—1,1] x€[—1,1]
aber auch
IAfalle = I fille = max [na"'| =n "= oo
ze[—1,1]
| Agn e = 1l gnllec = Ir[lai<]|ncos(nx)| =n =
x -4

gelten. Somit kann es keine Konstante C' < oo geben, fiir die gilt, dass

VieCH[-11) « [Aflle < C | fls -

Zusatzaufgabe 4.4:

(a) Sei A € L(R™,R™) derart, dass zu festen Basen eine zugehorige symmetrische Matrix A := (ajk) =1 Von A

existiert. Bestimmen Sie von A als Abbildung von (R™,| -||2) nach (R",]| - |2) die Operatornorm !

(b) Sei B € L(R™,R") gegeben. Zu festen Basen sei B := (bj)} ", die zugehorige Matrix von B. Bestimmen Sie
die Operatornorm von B als Abbildung von (R™,] - |1) nach (R™,|-[1).

2 V7

(¢) Bestimmen Sie die Operatornorm von A = (\ﬁ _4) als Abbildung von (R",]| - [|2) nach (R™, | -|l2) und

3 =5 7

von B = (1 9 _19

> als Abbildung von (R?,]|-||1) nach (R2,] - |1).

Lésung zu Zusatzaufgabe 4.4:

(a) Dass die Eigenwerte A1,...,\, symmetrischer Matrizen A € R™*™ gdmtlich reell sind und dariiberhinaus
eine orthogonale Matrix U € R™*" existiert, so dass U7 AU = diag(\i,...,\,) Diagonalgestalt hat, wurde
oder wird in der Linearen Algebra gezeigt. Besitze also im Folgendem A eine symmetrische Darstellungsmatrix
A € R™" und bezeichne U € R™*" die zugehorige orthogonale Transformationsmatrix U mit

UTAU = diag(\1, ..., ) =: D.
Dann gilt aufgrund der Orthogonalitit UTU = I, und damit fiir alle 2 € R™
|Uz]|3 = (Ux,Uz) = Ux)"Uz = 27 (UTUz) = 2"Lix = 272 = |z|3
und somit insbesondere U(9B;(0)) = dB;1(0) = UT(0B1(0)) . Folglich erhalten wir

1Al = sup [|Az]s = sup [AUz|z = sup [[UTAUz|z = sup ||Dxfs

lzll2=1 llzll2=1

= < | = max |)\k sup ||zll2 = max |[A\l.
e [l s oy = mas [
Da fiir einen Einheitsvektor = = e; zu einem j mit  max |Ak| = |Aj| weiterhin ||De,ll2 =  max [Ak| gilt,
=Lyeeny =L..,n
folgt sogar Gleichheit.
(b) Die Operatornorm ist in diesem Fall ||B]| = | nax Z |bjs| (die sog. Spaltensummennorm), denn mit Bz =

m no
(Z bjkxk> erhalten wir
k=1

j=1

n m

IBzlly = Y| by
i

=1 k=1

n

m m n n
< S0 lballenl < 30 max (Dl | lonl < max {37 (bl | e,
k=1 j=1 j=1

Jj=1k=1

wobei die Gleichheit etwa fiir den j-ten Einheitsvektor auftritt, falls die j-te Spaltensumme maximal ist.

1Zur Erinnerung: Symmetrische Matrizen A (also Matrizen, firr die AT = A gilt) besitzen nur reelle Eigenwerte. Weiterhin existiert
eine orthogonale Matrix U (deren Spalten genau aus den paarweise orthogonalen Eigenvektoren von A besteht), so dass UT AU eine
Diagonalmatrix ist (Hauptachsentransformation), welche die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen hat.
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()

Nach (b) ist einerseits ||A|| = 5, da sich die Eigenwerte 3 und —5 von A als die Nullstellen des charakteri-
stischen Polynoms det(Aly — A) = (A —2)(A+4) =7 = A2 +2X—15 = (A +5)(A —3) von A ergeben, und

andererseits )

1B = max > bk = max{|3] + 1], | = 5] +[2], 7] + | — 12|} = max{4,7,19} = 19.
Ly j:1

Zusatzaufgabe 4.5:

(a)

(b)
()

Sei (X,d) ein metrischer Raum, f: X — R stetig und c¢y,...,¢,n € R gegeben. Zeigen Sie die Offenheit von
X\J{zeX | f@)=c}. (4.2)
i=1

Zeigen Sie: Die Menge A := {1 : n e N} U{0} ist als Teilmenge des euklidischen R kompakt.

Zeigen Sie, dass die Menge O(n) := {A € R"*"| ATA = Id} der orthogonalen reellen n x n-Matrizen im
normierten Raum (L(R",R™), || - || 1(gn,zn)) der stetigen linearen Abbildungen von R™ nach R™ kompakt ist.

Loésung zu Zusatzaufgabe 4.5:

(a)

(b)

Fiir jedes ¢ € R ist das Urbild f=!({c}) von ¢ unter f aufgrund der Stetigkeit und Abgeschlossenheit von
{c} € R abgeschlossen in X . Da jede endliche Vereinigung von abgeschlossenen Mengen eines metrischen
Raumes wieder abgeschlossen ist, muss (4.2) als Komplement einer solchen offen sein.

Es ist zu zeigen, dass zu einer beliebigen offenen Uberdeckung (Ui)ier von A eine endliche Teiliiberdeckung
existiert.

Sei nun (U;);e; eine offene Uberdeckung von A. Dann existiert zu jedem n € N ein U;, , so dass % eU, .
Weiterhin gibt es auch ein U, , so dass {0} € U;, . Da U, offene Teilmenge im euklidischen R, existiert ein
e >0, so dass B.(0) C U, . Da weiterhin 1 Nullfolge in R ist, existiert zu diesem & > 0 ein N(¢) € N, so
dass

VneN : <n2N = iEBE(O)) .

Demzufolge iiberdeckt Uy bereits unendlich viele der % , so dass bereits

N-1

k=0

Somit haben wir eine endliche Teiliitberdeckung gefunden. Da {U; };c; beliebig war, folgt daraus die Kompaktheit
der Menge A .

Zunichst halten wir fest, dass die Dimension von L(R™ R") endlich, nimlich n? ist. Es geniigt somit, die
Beschrinkheit und Abgeschlossenheit von O(n) in L(R™,R™) zu zeigen.

Wir betrachten dazu den R™ versehen mit der Euklidischen Norm. Ist A € O(n), dann gilt nach Definition
AT A =1d und somit fiir z € R®

|Azlls = (Az, Az) = \/(Az)TAz = VaTATAz = VaTldz = /(z,z) = ||z[2.

Folglich ist ||A|| <1 fir A € O(n), und deswegen O(n) beschrinkt.
Um die Abgeschlossenheit zu sehen, sei die Abbildung f : L(R",R") — L(R™,R") durch f(A) := ATA
definiert. Dann ist f(A) € L(R™,R™) und es gilt

IF(A) = fB)| = [A"A-B"B| = |A"A-A"B+A"B - B'B|
IATA = ATB| +||ATB - BTB| < |AT|||A - B +[|A" - BT|||B].

IN

Konvergiert nun B gegen A, dann tut es insbesondere auch jede Komponente, und somit konvergiert B gegen
AT . Damit aber folgt gem#f der oberen Abschiitzung auch f(A) — f(B). Also ist die Abbildung f stetig und
es gilt offensichtlich f~!({Id}) = O(n) . Da in jedem metrischen Raum eine einelementige Menge abgeschlossen
ist, impliziert dies die Abgeschlossenheit von O(n). Dies zeigt die Behauptung.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 5

Zusammenhang, Wegzusammenhang

e Ein metrischer Raum (X,d) heifit zusammenhingend, falls es keine Zerlegung X = UUV von X in
disjunkte, offene und nichtleere Teilmengen U,V C X gibt, oder dquivalenterweise ) und X die einzigen
Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind (Definition 1.67).

e Stetige Abbildungen erhalten die Zusammenhangseigenschaft in dem Sinne, als dass das Bild f(X) eines
zusammenhéngenden metrischen Raumes (X, dx) unter einer gegebenen stetigen Abbildung f: X — Y eine
zusammenhéngende Teilmenge des metrischen Raumes (Y, dy) bildet (Satz 1.68).

e Einfache Beispiele zusammenhéngender metrischer Rdume bilden die Intervalle der reellen Zahlenachse. Dies
sind auch die einzigen zusammenhéngenden Mengen in R (Beispiel 1.69).

e Als Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes ergibt sich fiir reellwertige stetige Abbildungen auf allge-
meinen zusammenhéngenden metrischen Raumen folgende Aussage (Korollar 1.70):

Ist (X,dx) ein zusammenhéngender metrischer Raum, f: X — R stetig und a,b € X , dann existiert
zu jedem c € [f(a), f(b)] beziehungsweise ¢ € [f(b), f(a)] ein z € X mit f(z)=rc.

e Ein metrischer Raum (X,d) heifit wegzusammenhiingend, wenn es zu je zwei Punkten z,2’ € X einen
Weg von x nach 2/ in X gibt; sprich eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) =z und ¢(1) =2'.

e Jeder wegzusammenhiingende metrische Raum ist insbesondere zusammenhingend (Satz 1.72).

e Jede zusammenhiingende offene Teilmenge M eines normierten Raumes X ist wegzusammenhingend (vgl.
Konigsberger, Analysis 2, S. 35), d.h. also eine offene Teilmenge M C X ist genau dann zusammenhingend,
wenn sie auch wegzusammenhingend ist. Fiir beliebige Teilmengen ist diese Aussage aber falsch, wie weiter
unten gezeigt wird.

e Fiir n > 1 ist R™\ {0} wegzusammenhingend (Beispiel 1.73), woraus insbesondere folgt, dass R™ nicht
homéomorph zu R sein kann (Satz 1.74).

Zusatzaufgabe 5.1:

1 1
55 2SSy
Auf der Menge R :=RU {00} sei g:R — [~1,1] definiert durch g(z) := {sign(z) — Lt |z|>1
+1 T = Fo0

(a) Zeigen Sie, dass R mit dg : R x R — R, dg(z,y) := |g(x) — g(y)|, zu einem vollstindigen metrischen
Raum wird.

n —n

(b) Konvergieren die Folgen z, := e und z, =

n? n gerade L=
, Yn = € in

oo n ungerade

(c) Kann man die Funktion f(z) := L auf R\ {0} zu einer stetigen Funktion f : (R,dg) — (R,dg)
fortsetzen? Wie ist es mit |f|?

Loésung zu Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Analog Aufgabe 2.4 (a) folgt mit der Injektivitit von g die Definitheit. Die Symmetrie ist offensichtlich und die
Dreiecksungleichung ergibt sich wegen dg(z, z) = |g(z)—g(2)| < |g(z)—g(y)|+|9(y)—9(2)| = dg(z,y)+dg(y, z) .
Damit ist dp eine Metrik und somit (R, dg) ein metrischer Raum. Dariiberhinaus ist (R, dg) vollstéindig, denn
ist x, eine Cauchyfolge in (R,dg), dann ist g(z,) eine Cauchyfolge in [—1, 1], und aufgrund der Vollstéindig-
keit von [0,1] (als abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen metrischen Raumes (R, d|.|) ) konvergiert also
g(xzy) gegen ein y € [—1,1]. Aufgrund der Bijektivitit von ¢ gibt es dann ein z € R mit g(z) =y, und x,
konvergiert gegen dieses z in (R,dg) .

(b) Alle diese Folgen konvergieren in (R,dg), denn:

(i) Mit d(e",00) = 1— (1= %) = 2= "= 0 ergibt sich e” % eR.
(i) Wegen d(e™™,0) = e™" "Z2° 0 haben wir hier e " i} 0.
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- ds -
(iii) Aufgrund von d(z,,00) < 1—(1— 725) = 72 "= 0 erhalten wir z, — co € R.

(c) Die Funktion f kann nicht zu einer stetigen Funktion f: (R,dg) — (R,dg) fortgesetzt werden, denn es ist

dR(f(i),f<7ll)> = dg(—n,n) = 141n<1+41n> = %%740

Andererseits kann |f| durch f(+oc) := 0 und f(0) := co zu einer stetigen Funktion |f|: (R,dg) — (R,dg)
fortgesetzt werden, denn fiir z, "— 0 gilt

ds (F(en). F(0)) = dg (100) P e

z,
Zusatzaufgabe 5.2:
(a) Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte

lim 22 4+ 5 sin(z3 + y?) .

(2,9)—(0,0) | /72 211-1" (@ y)lir(lo 0 a2 42
ez VT Ty +1- () #(0,0) Y

(b) Sei a € R. Bestimmen Sie ltllré f(t,at) und llrr& f(t,at?) fiir die Funktion f(z,y) :=
t#£0 t#0
Ist die Funktion f in (0,0) stetig? Ist sie in (0,0) stetig abénderbar?

{+ . (2,y) # (0,0),
0, () = (0,0).

(c) Zeigen Sie, dass es fiir eine stetige Funktion f : R™ — R mit |f(a)] < 1 eine abgeschlossene Umgebung U
von a gibt, auf der sup |f(x)] <1 gilt.
zeU

(d) Der Raum der beschriankten reellen Zahlenfolgen [ = {§ =(&)nen | VR ENE, €eR A sup|é,| < oo}
neN
wird mit ||€]|eo := sup || zu einem normierten Raum (I°°,]|.||) - Auf diesem normierten Vektorraum seien der

neN
Shift-Operator S :[1>° — [* durch S(&,&2,...) := (£2,&3,...) und der Differenzoperator D :[>* — [*

durch D(&1,82,...) = (§&2 — &1,&3 — &2, ...) definiert. Berechnen Sie ||S|| und ||D]f.
Loésung zu Zusatzaufgabe 5.2:

(a) Mit der dritten binomischen Formel ergibt sich aufgrund der Stetigkeit der Wurzel

2,2 2 1)
x (x2 vV ———
( 1>in%00) /2 —Zy o 1)iH<100) +y2 +1y 1 = o 1)iH}oo) Pyl =2
Gnzon VEityt+l-1 (=\)7(0.0) Ayl (=1)7(0)0)
Da die Potenzreihe Zﬁo(fl)k% auf ganz R konvergiert und der jeweilige Grenzwert mit sin(«) iiber-

einstimmt (vgl. Forster, Beispiel (22.4)), es sich hier jedoch um eine Leibniz-Reihe handelt, so dass wir die
Abschitzung |sin(a)| < |a| gewinnen (vgl. Satz 4, Forster §7). Fiir (z,y) # (0,0) erhalten wir demnach

2 2

sin(x® + y3)
+yl

$2+y2

_ lsin@® 4+ o) _ 4

(2.)=(0.,0)
x2 + y2 - 332 + y2

0.

< laf

< €T —|— = 1‘7
22+ y? x2+ 5 < lel+lyl [z, )l
Dabei haben wir verwendet, dass sowohl 22 < 22 + 9?2 als auch y? < x? +9? ist.

(b) Es ist einerseits

12 — a?t? 1—a? 1—a?
li = lim ——-— = li =
i fta) = e ee = MITe T Tre
und andererseits 5 - -
t* —a“t 1—at
. 2 _ o . _
%l;r’? f(t,at?) = lim e i lim TreE 1

Da sowohl (t,at) als auch (t,at?) fiir ¢ — 0 gegen den Nullpunkt (0,0) konvergieren, die Funktionswerte
— wie eben untersucht — jedoch nicht gegen den Funktionswert 0, sondern sogar gegen (iiberabzihlbar viele)
verschiedene Werte streben, ist f in (0,0) weder stetig noch stetig abénderbar.

(¢c) Mit f ist auch |f| stetig. Sei |[f(a)] < 1. W&hle € > 0 so, dass |f(a)] < 1 — ¢, dann ist aufgrund der
Stetigkeit von |f| das Urbild V := |f|7!(] —1+¢,1 —¢[) des offenen Intervalls (—1 +¢,1 —¢) eine offene
Umgebung von a. Der Abschluss U := V ist daher auch eine Umgebung von a, und er enthilt wegen der
Stetigkeit nur Punkte = mit |f(x)] <1 —e. Also gilt sup|f(z)] <1—¢e < 1, was zu zeigen war.

zeU
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(d)

Betrachten wir den Shift-Operator S :[°° — [*° | so gilt
1SSl = 15(&1, &2, Il = sup[&nsa| < supl&al = [I€]]
neN neN

Dabher gilt zunéchst [|S|| < 1. Andererseits gilt fiir £ = (0,1,1,...), dass sowohl ||| =1 als auch [|S¢|| =1
erfiillt ist. Demnach wissen wir nun, dass ||S]| =1.

Wegen D¢ = S¢€ — € folgt mit Hilfe der Dreiecksungleichung sofort [[DE]] < [|SE[| + || — &l < 2|€]|, also
|ID|| < 2. Andererseits gilt || D¢|| = 2||¢|| fir € =(1,—1,0,0,...) und somit || D|| =2.

Zusatzaufgabe 5.3:

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass aus der Kompaktheit der Raume (X,dx) und (Y,dy) die Kompaktheit von (X x Y, dxxy)
folgt, wobei dxxy ((x,y), (Z,9)) := dx(x,Z) + dy (y,7) ist.

Beweisen Sie das LEBESGUEsche Lemma: Sei (M, d) ein kompakter metrischer Raum. Zu jeder offenen Uber-
deckung (U;);cr von M existiert ein A > 0, so dass jede Teilmenge A C M mit diam(A) < A in einem U;
liegt.

Lésung zu Zusatzaufgabe 5.3:

(a)

Nach Lemma 1.57 ist ein metrischer Raum (M, d) genau dann kompakt, wenn jede Folge in M eine konvergente
Teilfolge besitzt. Ist nun (z,,,y,) eine Folge in X x Y | so besitzt x,, aufgrund der Kompaktheit von (X, dx)
eine Teilfolge z,, , die in (X,dx gegen ein z € X konvergiert. Nun besitzt aber auch y,, aufgrund der
Kompaktheit von (Y,dy) eine Teilfolge y,, , diein (Y,dy) gegen ein y € Y konvergiert. Also konvergiert
die Teilfolge (2, ,Yn, ) In (X xY,dxxy) gegen (z,y), so dass wiederum mit Lemma 1.57 die Kompaktheit
von (X x Y,dxxy) folgt.

Sei (U;)ier eine beliebige offene Uberdeckung von M . Dann existiert zu jedem x € M ein Index i, € T
mit © € U;, . Da U,;, offen, existiert ein 7, > 0, so dass fiir die offene Kugel B, (x) C U;, gilt. Die offenen
Mengen

{B%z(a:) Cx € M} (4.1)

bilden demzufolge ebenso eine offene Uberdeckung von M . Da nun jedoch (M,d) ein kompakter metrischer
Raum war, existiert eine endliche Teilitberdeckung

{B%(xk) 1<k < n} (4.2)

’I”;,;k

Sei nun A := min —
1<k<n

x,y € A auch d(z,y) < A. Da (4.2)) (als endliche Teiliiberdeckung von (4.1)) offene Uberdeckung von M
ist, gibt es ein xy , so dass x € Brsy, (x) . Weiterhin gilt auch
2

.Ist nun A C M eine beliebige Teilmenge mit diam(A) < A, dann gilt fiir beliebige

dla,y) <A< -
Somit ergibt sich auch
Ty Ty
d(wg,y) < d(zy,x) +d(z,y) < 7k + =5 =1g,
und somit schlieBlich A C Bmk (zx) C U;

zp

Zusatzaufgabe 5.4:

Zeigen Sie, dass jede konvexe Menge M C R™ zusammenhingend ist. Dabei heifit M konvex, wenn mit
z,y € M auch die Verbindungsgerade {z + t(y — x)|t € [0,1]} vollstéindig in M enthalten ist.

Beweisen Sie, dass die Menge X := {(z,sin (1)) 2z >0} U {(0,0)} € R? zusammenhéngend, aber nicht
wegzusammenhangend ist.

Geben Sie ein Beispiel einer nichtkonvexen zusammenhingenden Menge an.

Zeigen Sie, ein metrischer Raum (M, d) mit der Eigenschaft, dass jede stetige Funktion f : M — R jeden
Wert zwischen zwei Funktionswerten annimmt, ist zusammenhéngend.

Loésung zu Zusatzaufgabe 5.4:

(a)

Da M konvex ist, liegt fiir je zwei Punkte z,y auch die Strecke [0,1] — = + t(y — x) von x nach y in M,
also ist M wegzusammenhédngend und somit auch insbesondere zusammenhéngend.
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(b)

Angenommen X besitzt eine Zerlegung U UV in offene disjunkte Teilmengen U,V C R?. Dann kénnen wir
ohne Beschrénkung der Allgemeinheit (0,0) € U annehmen. Da U offen ist, finden wir insbesondere ein 2’ > 0
mit (x’ ,sin (%)) € U . Nun ist der Graph der Funktion sin (%) in R? wegzusammenhingend, und damit also
insbesondere zusammenhéngend, so dass aus (x',sin (%)) € U unmittelbar {(x,sin (%)) | > 0} Cc U folgt.
Alsoist U =X und V = 0. Dies zeigt, dass die Menge X zusammenhiingend ist.
Die Menge X ist aber nicht wegzusammenhéngend. Denn sei 2’ > 0 beliebig und angenommen c: [0,1] — X
ist eine stetige Abbildung mit ¢(0) = (0,0) und ¢(1) = (2/,sin (7)) . Dann wiirde ¢ — 0 offenbar c(t) —
(0,0), also ¢1(t) — 0 und cy(t) — 0, implizieren. Da aber sin (1) fiir ¢ — 0 divergent ist, erhalten wir einen
Widerspruch zu der Stetigkeit von c.
Die Menge X ist weder offen noch abgeschlossen in R?, und zeigt, dass im Gegensatz zu offenen Teilmengen
normierter Rdume beliebige zusammenhingende Mengen nicht wegzusammenhéngend sein miissen. Ein anderes
Beispiel fiir diesen Sachverhalt stellt die Menge

Y ={(z,sin(1)) |z >0} U{(z,0)] z € [-1,1]} € R?

welche in R? abgeschlossen ist, dar.

Ein Beispiel einer nichtkonvexen zusammenhéngender Menge bildet R™\{0} fiir n > 2, denn es ist — vergleichen
Sie gegebenenfalls mit Beispiel 1.73 im Skript — eine wegzusammenhéngende Menge, welche aber aufgrund
z+t(—x—z) ¢ R"\ {0} mit t =3 fiir beliebiges = € R\ {0} nicht konvex ist.

Sei nun (M, d) ein metrischer Raum mit der Eigenschaft, dass jede stetige Funktion f: M — R jeden Wert
zwischen zwei Funktionswerten annimmt. Angenommen, es giibe nichtleere offene Teilmengen A, Ay C M mit
A1NAy =0 und Ay U Ay = M . Dann ist die durch

1 firze Ay,
@) = {O fiir x € As.

erkldrte Funktion f: M — R stetig, weil Urbilder offener Mengen wieder offen sind, denn:

e Ist B CR offen mit 1 € B, aber 0 ¢ B, soist f~1(B)= A, also offen;
e Ist B CR offen mit 0 € B, aber 1 ¢ B, soist f~}(B) = Ay, also offen;
e Ist BCR offen mit 0 € B, aber 1 € B,soist f~!(B)= M, also offen.
Jedoch nimmt, da A; und Ay nicht leer sind, die Werte 0 und 1 an, aber keinen Wert, der echt zwi-

schen 0 und 1 liegt. Dies war nach Voraussetzung jedoch vorausgesetzt. Aus dem Widerspruch folgt, dass M
zusammenhéngend sein muss.

Zusatzaufgabe 5.5:

(a)

(b)
()

Zeigen Sie, dass fiir n > 1 die Menge GL(n) :={A € R"*"| det(A) # 0} der invertierbaren n x n-Matrizen
offen und nicht zusammenhéngend ist.

Zeigen Sie, ein metrischer Raum (M, d) mit einer einelementigen Menge M = {a} ist zusammenhéngend.

Sind die Mengen {A € R™" | ATA =0} und {A € R"*" | ATA = —1d} zusammenhiingend?

Loésung zu Zusatzaufgabe 5.5:

(a)

(b)

Die Determinante ist als Funktion det : R™*"™ — R stetig, da det(A) ein Polynom n-ten Grades in den
Eintrégen a;; der Matrix A ist. Also ist GL(n) als Urbild der offenen Menge R\ {0} unter det offen, und da
det(GL(n)) = R\{0} nicht zusammenhéngend (da kein Intervall) ist, ist GL(n) auch nicht zusammenhingend.

Die von der Metrik erzeugte Topologie ist Ty := {0, M}, d.h. insbesondere, dass es nur zwei offene Mengen in
(M,d) gibt, also ) und M die einzigen Mengen sind, die sowohl offen als auch abgeschlossen sind. Demnach
ist (M,d) zusammenhéngend.

Da auf der Diagonalen der Matrix AT A genau die Normen der Spalten von A stehen, kénnen diese Eintrige
nicht negativ sein, d.h., das Urbild von {—1Id} unter der stetigen (vgl. ZA 4.5 (¢)) Abbildung f : L(R™,R") —
L(R™,R™) definiert durch f(A) := AT A ist leer und somit insbesondere kein topologischer bzw. metrischer
Raum. Somit ist hier Zusammenhang gar nicht definiert.

Desweiteren bedeutet jeder Nulleintrag auf der Diagonalen von AT A | dass die entsprechende Spalte von A mit
dem Nullvektor {ibereinstimmt, so dass das Urbild von f~1({0}) nur die Nullmatrix enthilt. Als einelementige
Menge ist {A € R"*"|ATA = 0} nach (b) zusammenhiingend (egal welche Metrik wir betrachten, denn
Zusammenhang ist eigentlich ein topologischer Begriff und mit einer einelementigen Menge kénnen wir genau
einen topologischen Raum erhalten).

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis IT — Ubung zu Serie 6

Differenzierbare Kurven

Eine stetige Abbildung ¢ : I — X eines Intervalls I C R in einen metrischen Raum X nennt man eine
parametrisierte Kurve. Im Weiteren betrachten wir vor allem parametrisierte Kurven in Banach-Rdumen
(X, -1, wobei X =R™ den einfachsten und fiir n =2 oder n =3 den anschaulichsten Fall darstellt.

Das Bild C :=¢(I) C X einer parametrisierten Kurve ¢ heifit die Spur von ¢ oder einfach auch die Kurve,
die durch ¢ parametrisiert wird.

(Definition 2.1) Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — X in einem Banach-Raum X heifit differenzierbar in
t* € I, wenn der Grenzwert
t) — c(t*
() = lim SO =)

t—t* f—{*
existiert, und ¢(¢*) nennt man dann die Ableitung (oder auch Tangentialvektor) von ¢ in t*. Deswei-

teren heifit ¢ differenzierbar, falls ¢ in jedem Punkt a € I differenzierbar ist. Ist zusétzlich die durch
Differentiation induzierte Abbildung ¢: ¢ — ¢(t) auch noch stetig, so nennt man ¢ stetig differenzierbar.

Falls X = R™ ist eine Abbildung ¢ = (c¢1,...,¢,) : I — R™ genau dann stetig, wenn alle Komponenten
c;: I - R, i=1,...n, von ¢ stetig sind. Analog ist eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R™ genau dann
differenzierbar, wenn jede Komponentenfunktion ¢; : I — R™, i =1,...,n, differenzierbar ist (Lemma 1.16).

Das Ableiten von parametrisierten Kurven ist linear, d.h. %()\ch (&) = Aé+ pé gilt fiir Konstanten A,y € R.

Sei €' C X eine Kurve im Banach-Raum X und ¢: I — X eine Parametrisierung von C'. Ist ¢ : J — I
eine stetig differenzierbare Abbildung zwischen Intervallen I,J mit ¢(J) =1 und ¢’ # 0, dann heifit ¢ eine
Parametertransformation. Durch co ¢ : J — X ist eine neue Parametrisierung von C' gegeben.

Ist ¢: I — X eine differenzierbare Parametrisierung einer Kurve C' C X im Banach-Raum X ,jund ¢:J — I
eine Parametertransformation, so ist co¢ inallen t € J differenzierbar mit Ableitung %(coqﬁ)(t) =¢é(o(t))-¢'(t)
(Lemma 2.3). Da ¢/(t) alle moglichen Werte aus R\ {0} annehmen kann, ist nur die Menge 7,C aller
Tangentialvektoren in einem Punkt z € C' durch C eindeutig bestimmt.

Ist C' eine Kurve in einem Banach-Raum und ist x € C' ein Punkt, an welchen die Ableitung jeder stetig
differenzierbaren Parametrisierung von C' verschwindet (also 7,,C' = {0} gilt), so heifit = ein singuldrer
Punkt von C'. Andernfalls bezeichnet man = € C' als einen reguléiren Punkt von C (vgl. vor Beispiel 2.8).

Existiert (mindestens) eine stetig differenzierbare Parametrisierung ¢ : I — X von C', die injektiv ist und
¢(t) # 0 fiir alle t € I erfiillt, so heifit C eine injektiv immersierte Kurve.! In diesem Fall ist die Menge
T,C aller moglichen Tangentialvektoren am Punkt x € C' ein eindimensionaler Unterraum von X. 2

Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — X in einem Banach-Raum (X, | - |) heifit rektifizierbar, wenn die
Léngen aller Sehnenpolygone von ¢ beschrinkt sind. Dabei versteht man unter einem Sehnenpolygon zu einer
Zerlegung Z = {tg < t; < --- <t} von I mit Punkten ¢; € I das durch die Strecken von c¢(¢;—1) nach ¢,
gegebene Polygon, und unter der Lénge dieses Sehnenpolygons den Wert Zle le(t;) — e(tiza)]) -

(Definition 2.11) Die Bogenléinge L(c) einer rektifizierbaren Kurve ¢ : I — X in einem Banach-Raum
X ist das Supremum aller Lingen der Sehnenpolygone von ¢, wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen
Z ={tg <ty <---<ty} von I mit Punkten t; € I gebildet wird.

(Satz 2.13) Jede stetig differenzierbare Parametrisierung ¢ : [a,b] — X einer Kurve in einem Banach-Raum X
ist rektifizierbar und besitzt die Bogenlange

L@ = [l (L1)

Ist ¢: I — X eine stetig differenzierbare Parametrisierung und ¢ : J — I eine Parametertransformation, so
gilt L(c) = L(co¢).

1Selbst injektiv immersierte Kurven kénnen Punkte besitzen, in deren Nihe die Kurve nicht homdomorph zu einem Intervall ist (vgl.
Beispiel 2.10).
2Fiir eine Kurve C' kénnen wir immer eine Parametrisierung finden, die fiir ein Intervall konstant ist und dort Ableitung Null besitzt.
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e Fine Kurve C' in einem Banach-Raum X heifit durch eine stetig differenzierbare Parametrisierung c¢: I — X
nach Bogenliinge parametrisiert, wenn ||¢(¢)|| =1 fiir alle ¢ € I gilt (s. letzten Absatz vor Abschnitt 2.2).

Zusatzaufgabe 6.1: Geben Sie Beispicele fiir eine Kurve C' C R? an,
(a) welche singulére Punkte enhélt;

(b) welche keine singuldren Punkte enthilt (eine sogenannte immersierte Kurve), aber keine injektive Parametri-
sierung existiert;

¢) welche injektiv immersiert ist, jedoch mindestens einen Punkt besitzt, in deren Néhe die Kurve nicht homéomorph
) J
zu einem Intervall ist.?

Loésung zu Zusatzaufgabe 6.1:

(a) (Beispiel 2.8) Die durch t + (t2,#3) parametrisierte Neilsche Parabel C .
hat (0,0) als singuldiren Punkt. Denn ist c¢(t) = (z(t), y(t)) eine beliebige
Parametrisierung mit ¢(0) = (0,0), dann muss z'(0) = 0 gelten, da
x(t) bei t = 0 ein globales Minimum hat, und wegen y(t)?> = z(t)? ™
(ansonsten wiirde ¢ gar nicht die Kurve C' parametrisieren) gilt dann
auch y'(0) = =+ 2./]z(0)]2'(0) =0. 0

(b) (Beispiel 2.9) Der durch die beliebig oft differenzierbare Kurve ¢ : R — R?
mit c(t) := (t*—1,t3—t) parametrisierte Newtonsche Knoten C' besitzt s 1
den Doppelpunkt ¢(1) = (0,0) = ¢(—1), bei dem ¢(1) = (2,2) kein
Vielfaches von ¢(—1) = (—2,2) ist.

(c) (Beispiel 2.10) Die durch ¢(t) := (2sin(2 arctan(t)), sin(4 arctan(t))) mit
c: R — R? parametrisierte Kurve C sieht aus wie eine liegende Acht,
obwohl ¢ injektiv ist und ¢(¢) # 0 fiir alle ¢t € R erfiillt.

Insbesondere gibt es keinen Homoéomorphismus von C' N U auf ein
offenes Intervall I, wenn U eine offene Umgebung von (0,0) ist. Denn
(CnU)\ {(0,0)} hat vier Zusammenhangskomponenten, wihrend
I\ {r} (r €I beliebig) zwei Zusammenhangskomponenten hat, was der -0
Eigenschaft widerspricht, dass ein Homdomorphismus zusammenhéngen-
de Mengen auf zusammenhéingende Mengen abbildet. -1

08 08 <04 020N 02 04 06 03

Zusatzaufgabe 6.2: Zeigen Sie:
(a) Jede Lipschitz-stetige Parametrisierung ¢ : [a,b] — X auf einem kompakten Intervall [a,b] ist rektifizierbar.

(b) Die Lénge einer stetig differenzierbaren Parametrisierung ¢ : [a,b] — X einer Kurve héngt nicht von der
Parametrisierung ab, sondern nur von der Kurve C' C X selbst.

3Ist die Parametrisierung ¢ : I — C nicht nur eine injektive Immersion, sondern sogar ein Homéomorphismus auf ihr mit der
Relativtopologie versehenes Bild C' C X, so ist C ein Beispiel fiir eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit von X . Die genaue
Definition einer Untermannigfaltigkeit werden wir spéter kennenlernen.
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Losung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a) Mit einer Lipschitz-Konstanten L von ¢ gilt

k k
Z lle(ts) — e(ti-1)[l < ZL\tz‘ —tia| =L(b—a)

fiir eine beliebige Zerlegung Z = {t; < t; < --- <tx} von I (t; € I). Damit ist die Linge jedes Sehnenpoly-
k
gons beschrinkt, also ¢ rektifizierbar. Insbesondere folgt L(c) := sup Y |le(t;) — c(ti—1)|| < L-(b—a).
Z =1

(b) Ist ¢ : [a’,b'] — [a,]] eine stetig differenzierbare Parametertransformation mit stetig differenzierbarer Umkehr-
abbildung ¢!, dann gilt

b
/a/

nach der Kettenregel und der Substitutionsregel.

b b
ds = / le(@()] - 16/ (s)] ds = / le(e) | dt

’

d
(o d)(s)

Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Bestimmen Sie eine Parametrisierung des Kreises um den Nullpunkt mit Radius R > 0. Berechnen Sie an-
schliefend mit Hilfe der Bogenlédnge den Umfang dieses Kreises.

(b) Zeigen Sie, dass der Graph einer Funktion f € C'([a,b],R) keine singulidren Punkte besitzt, rektifizierbar ist
mit Bogenlénge

L = /b\/1 (D)t . (3.2)

(c) Zeigen Sie, dass eine nach Polarkoordinaten parametrisierte Kurve ¢ +— (r(p) cos(p), r(¢) sin(¢)) mit einem

r € C([a, B],[0,¢]) die Bogenlinge
B 2
/ \/ (r(@))? + (j;w)) dy (3.3)

besitzt.
Loésung zu Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Verwenden wir fiir den Kreis um den Nullpunkt mit Radius R > 0 die Parametrisierung ~ : [0,27] — R?
mit y(t) = (Rcos(t), Rsin(t)), so ist der Tangentialvektor am Punkt ~(¢t) genau 4(t) = (—Rsin(t), Rcos(t))
und besitzt die Linge [5(t)||2 = /(~=Rsin(t))2 + (Rcos(t))? = VR? = R.Da 7 :[0,2r1] — R? offenbar
stetig differenzierbar ist, folgt nun nach Satz 2.13 die Rektifizierbarkeit und somit nach der dort auftauchenden
Gleichung (1.1) fiir die Bogenlidnge

27 27
L(v) = /Hﬁ(t)llzdt = /Rdt = 27R.
0 0

(b) Der Graph einer Funktion f € C'([a,b],R) lisst sich darstellen als
Gy = {(t,f(t) eR® |t € [a,b]} C R?

bzw. mit der parametrisierten Kurve v : ¢ +— (¢, f(¢)) mit ¢ € [a,b]. Da f stetig differenzierbar nach Vorausset-
zung ist auch v stetig differenzierbar mit Ableitung §(¢) = (1, f'(¢)), die wegen [|¥(¢)|l2 = /1 + (f'(1))? > 1
nirgends gleich dem Nullvektor ist, womit alle Punkte regulidr sind. Nach Satz 2.13 folgt nun wiederum die
Rektifizierbarkeit und {iber Einsetzen in (1.1) der Rest der Behauptung.

(c) Da r stetig differenzierbar ist, sind es auch die Komponenten z(p) = r(p)cos(¢) und y(¢) = r(p)sin(e), so
dass wiederum nach Satz 2.13 die Kurve rektifizierbar ist mit Bogenlange

8 8
L(y) = /Ilﬁ(@)llzdw /\/(7‘(90) cos(ip) — (i) sin(p))” + (#(p) sin(p) + r(i0) cos())*dep

163
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Zusatzaufgabe 6.4: Berechnen Sie jeweils die Bogenldnge von
(a) x = (cos(t))?, y= (sin(t))? 0 <t < 2m) (b) 7= (cos (%))3 iiber die gesamte Kurve
Losung zu Zusatzaufgabe 6.4:

(a) Da es sich bei der Astroide um eine parametrisierte Kurve handelt, erhalten wir wegen

#(t) = 3(cos(t))? - (—sin(z))
y(t) = 3(sin(t))? - cos(t)

und sin(2¢) = 2sin(¢) cos(t) sowie

T
05

@)+ (y(t)? = 9(sin(t))?(cos(t))? ((COS(t))2 . (Sin(t))2)
(3 sin(t) Cos(t)) 2 _ <3 SiI;(Qt) ) 2

fiir die Bogenlénge aufgrund der Symmetrie

L(c) :/||c'(t)H2dt = /\/(i(t))QJr(g](t))? dt = g/|sin(2t)| dt = 6/sin(2t) dt = 6 ;cos(Qt)] =6.

0

NE

(b) Wegen 7 > 0 kénnen wir ¢ € [—3% 37| wihlen, um alle Punkte der Kurve zu erhalten. Eine mégliche

Parametrisierung ist beispielsweise

x(p) = rcos(p) = (cos (g))Bcos(tp), y(p) = rsin(p) = (cos (%))%in(@).

Nach Zusatzaufgabe 6.3 (c) ergibt sich fiir die Bogenléinge nun

3
) dr ? &
L) = [ e+ (Lw) d
P
_ 37 044
2
3 024
/ AN V2 (2
= / (c0s(35)) *(‘ (eos(5)) 51“(3)> d¢
-
3m
/ 2 1 3. [(2o\]7 3
= / <cos(3)) dy [2<p—0—4s1n( 3 )}3” 5
_%n 2
wobei partielle Integration und Umstellen [ (cos(a))” dar = 1 (a+sin(@) cos(a)) = I (2a+sin(2a)) lieferte.

Zusatzaufgabe 6.5:
(a) Berechnen Sie die Tangentialvektoren und Kurvenlinge der Zykloide ¢(t) = (t —sin¢,1 — cost), t € [0, 27] .
(b) Bestimmen Sie die Bogenlinge der Neilschen Parabel c(t) = (t2,t3) fiir t € [-1,1].

Loésung zu Zusatzaufgabe 6.5:

(a) Die Tangentialvektoren sind ¢(t) = (1 —cost,sint) und wegen (2sin(%))? = 2(1 — cos(t)) ergibt sich die
Kurvenlénge zu

2m 2m 2
L:/ | ¢(t) |2 dt = V2(1 —cost) dt = / 2 sin(4) dt = —4 cos (%) |§Tr = 8.
0 0 0

(b) Mit ¢é(t) = (2t,3t?) ergibt sich aufgrund der Symmetrie fiir die Bogenlinge

-1

(1
L(c) = /|| (t)||2dt = /\/4t2+9t4dt —/18t\/4+9t2 dt = \/ 4+9t2)3’ _203VI3-8) 2,88.

27
1
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Zusatzaufgabe 6.6:

Die Kettenlinie ist der Graph der Funktion y(x) := acosh (%) mit a > 0. Zeigen Sie, dass y die gewthnliche
Differentialgleichung
( )

y'(x) =
erfiillt. Berechnen Sie die Bogenlédnge fiir Parameter = € [O, c] , wobei ¢ >0 sei.
Loésung zu Zusatzaufgabe 6.6:
Fiir alle « € R gilt 3/(x) = sinh (£) und somit folglich
1 , y(x)
1 — h T = 27
y"(x) - cos (a) 2

Also erfiillt y(z) = acosh (£) die angegebene Differentialgleichung. Die Kurve ¢(z) := (z,y(z)) iiber dem
Intervall [0, ¢] besitzt die Linge

L(c) :/OC T+ (y (2))? da :/ch/l—k(sinh(%))z dx :/Occosh(g) dx = a sinh (5)

Zusatzaufgabe 6.7:

(a) Zeigen Sie, dass fiir eine Parametrisierung ¢ : [a,b] — R™ einer gegebenen Kurve nach Bogenlinge die Linge
der Kurve gerade durch L(c) =b— a gegeben ist.

(b) Beweisen Sie, dass eine Parametertransformation ¢ : J — I zwischen zwei Intervallen I,J C R eine stetig
differenzierbare Umkehrabbildung besitzt.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.7:

(a) Nach Voraussetzung gilt ||¢/(¢)[| =1 in jedem Punkt ¢ € [a,b] und deswegen

b b
9= [Iewla= [ 1a=v-a.

(b) Da ¢ stetig differenzierbar ist und ¢(s)’ # 0 fiir alle s € J erfiillt, gilt fiir die Ableitung von ¢ entweder
@ >0 oder ¢ < 0. Somit ist ¢ entweder streng monoton wachsend oder streng monoton fallend. Folglich

besitzt ¢ eine Umkehrabbildung ¢! . Da nun fiir alle s € J auch ¢'(s) # 0 gilt, ist die Umkehrabbildung
1

p~ von ¢ ebenfalls stetig differenzierbar, und ihre Ableitung im Punkt ¢ € I ist genau durch den Wert
(6" 1Y(t) = ey gogeben.
Zusatzaufgabe 6.8:
(a) Zeigen Sie, dass fiir eine diagonalisierbare Matrix A = SDS~! € R™*" mit D = diag(ds,...,d,) die Gleichung
exp(A) = Sexp(D)S™*
gilt, und berechnen Sie exp(D).

(b) Ermitteln Sie die Losung des Systems

(1) -1 4) <9c(t)>
. = 8.4
Gin) = G 466 54
von linearen Differentialgleichungen zu den Anfangswerten z(0) = 2o, y(0) = yo .

Losung zu Zusatzaufgabe 6.8:

(a) Wir beginnen zunichst mit der Berechnung von exp(D). Per Induktion zeigen wir, dass fiir jedes k € Ny

die k-te Potenz D* von D genau die Diagonalmatrix mit den k-ten Potenzen der Diagonaleintriige von
D ist, also D* = diag(d},...,d*). Insbesondere gilt DY = E, = diag(d},...,d%) fir n = 0, womit der
Induktionsanfang getan ist. Weiterhin gelangen wir unter der Induktionsannahme D* = diag(d},...,d*) fiir
k € Ny unmittelbar auf die Formel

dy 0\ [d¥ 0 di 0

DFtY = DDF = - - = .
0 dy, 0 dr 0 dk+t
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fiir £+ 1, womit die Induktionsbehauptung bewiesen und die Induktion somit fertig ist. Damit erhalten wir

Ok
Z % 0 dy 0
[e%e) Dk k=0 €
GXp(D) = ZF = . = ,
k=0 x 0 en

und sehen, dass die Exponentialfunktion einer Diagonalmatrix erneut eine einfache Diagonalgestalt hat und
genau durch die Exponentialfunktionen der Diagonalelemente gegeben ist.

Fiir den zweiten Teil der Aufgabe zeigen wir per Induktion, dass fiir jedes k € Ny die Gleichung
(SDS™Hk = §DFs1

erfiillt ist. Wéhrend fiir k£ = 0 dies offensichtlich richtig ist (Induktionsanfang), impliziert die Induktionsvor-
aussetzung, die Aussage sei fiir ein beliebiges k € Ny richtig, unmittelbar

(SDS™Hk+HL = (SDS™H)*(SDS™) = SD*S~Y(SDS') = SD*DS~! = SDFHLS!
und somit die Induktionsbehauptung fiir k£ + 1. Also erhalten wir nach Induktion

AP & (SDSTHYE K SDFS! = DF\ .
exp(A):ZH:ZT:ZT:S ZF S~ = Sexp(D)S

k=0 k=0 k=0 k=0
wie behauptet.
(b) Die Matrix A besitzt offenbar die Eigenwerte Ay = —5 und A2 = 3. Aus

A +1 —4 x\ (-4 -4\ [z — 0 Ao+ 1 —4 AN 4 -4\ [z 0
—4 A +1 y) -4 -4 y) 7 —4 A2 +1 y) -4 4 y)
erhalten wir (x1,y1) = (1,—1) und (z2,y2) = (1,1) als Eigenvektoren von A zu den Eigenwerten A; und

Ao . Die Matrix

besitzt dann die Inverse

und mit D = diag(A1, A2) gilt schliefSlich

o (1 1\ (-5 0\ (5 -3\ _ (1 1\(-3 3\ _ (-1 4\ _
s = (L) (0 ) -GG ) -G A -
Damit folgt

exp(tA) = exp(tSDS™)

-1 _ 1 1 675"’ 0
Sexp(tD)S™" = (_1 1) ( 0 et
und somit bildet

(t) L/ e™ e —e ™ 4 e (1 L st (zo— Yo L 3 (@o+ o
=5 Bt | 3t o—5t | .3t = ;e + ;e
y(t) 2 \—e""+e e fe Yo 2 Yo — Zo 2 zo + Yo
eine Losung des Differentialgleichungssystems (8.4) mit Anfangswert (zg,%0) € R?, was sich auch durch eine
einfache Rechnung verifizieren lésst.

1 1 —5t 3t _ -5t 3t
? 1§ = 1 ¢ 5t+ ¢ 3 § 5t - 2
5 35 2 \—e % fe3t o0t 43t

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 11 Sommersemester 2010, Universitit Rostock
Pror. K.P. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, JOCHEN MERKER, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 7

Partielle Differenzierbarkeit, Gateaux-Differenzierbarkeit

e (Definition 2.15) Eine Abbildung f : X — Y zwischen Banach-Rdumen X,Y heifit im Punkt a € X
partiell differenzierbar in Richtung 5 € X | falls der Grenzwert

Onf(a) ;== lim flatth) - f(a)
t—0 t
in Y existiert, und in diesem Fall bezeichnet man 9y f(a) als die partielle Ableitung von f im Punkt
a in Richtung h.Ist f im Punkt a in jede Richtung partiell differenzierbar, so nennt man die Funktion
/ partiell differenzierbar in «. Ist die Abbildung G : h +— 9, f(a) von X nach Y dariiberhinaus noch
linear und stetig (d.h. G € L(X,Y) ), dann heifit f Géateaux-differenzierbar in «.

Bemerkungen:

(a) f:X —Y ist genau dann in a in Richtung h partiell differenzierbar, wenn die parametrisierte Kurve
c¢:R — Y, definiert durch ¢(t) = f(a+th), in 0 differenzierbar ist.

(b) f:X — R ist genau dann in a in Richtung h partiell differenzierbar, wenn die Funktion g : R — R,
definiert durch ¢ +— f(a+th),in 0 differenzierbar ist.

(¢)Ist f:U — R, UC R", im Punkt a € U partiell differenzierbar in die i-te Koordinatenrichtung

e; =(0,...,0,1,0,...,0), so schreiben wir anstelle von 0., f(a) iiblicherweise ﬂ(a) . Mit der Abbildung

P 5 = f(a’17' . 7ai—1a§7a’i+17 s 7a'n) gllt dann %(a’) = QD/(CLi) .

(d) Ist f:U —-R, UCR",im Punkt a € U Gateaux-differenzierbar, so gilt d,f(a) = >, 2L(a)h;.

Ti
i=1
(e) Achtung: Weder aus der partiellen Differenzierbarkeit noch aus der Gateaux-Differenzierbarkeit kann i.A.
auf die Stetigkeit einer Funktion geschlossen werden (s.u.). Ebenso muss die Kettenregel nicht gelten.

e (Lemma 2.17) Seien X,Y,Z Banach-Rdume. Eine Abbildung f = (f1,f2) : X — Y x Z ist genau dann in
a € X partiell differenzierbar in Richtung h € X , wenn die Abbildungen f; und fy in « in Richtung h
partiell differenzierbar sind. In diesem Falle gilt fiir die partiellen Ableitungen 0y, f(a) = (Onfi(a), Onf2(a)) .

e Der Mittelwertsatz gilt in der folgenden Form (Satz 2.20):

Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes X und seien z,x € U Punkte, fiir die die Strecke
C:={z+t(x—z)|t€[0,1]} in U enthalten ist. Ist die Abbildung f: X — R in jedem Punkt der Strecke C
partiell differenzierbar in Richtung & —x, dann gibt es ein 0 € (0,1) mit f(Z)— f(x) = Oz_z) f(x+0(Z—x)) .

e Ist f in jedem Punkt aus U partiell differenzierbar in Richtung h und ist auch die partielle Ableitung Jy, f als
Funktion von U nach Y in jedem Punkt aus U partiell differenzierbar in Richtung &, dann heifit f zweimal
partiell differenzierbar und 90, f(a) wird die zweite partielle Ableitung im Punkt a € U in Richtung
(h, k) genannt. Rekursiv kann man analog partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnungen definieren.!

e Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes X und f:U — R eine Funktion. Man sagt, f hat
in * € U ein lokales Minimum beziehungsweise ein lokales Maximum, wenn es eine Umgebung V' von
z* mit f(z*) < f(x) beziehungsweise f(z*)> f(z) fiir alle z € V gibt.

e Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema (Satz 2.22):

Besitzt eine Funktion f : U — R auf einer offenen Teilmenge U C X eines Banach-Raumes X in z* € U
ein lokales Extremum und ist f in z* partiell differenzierbar in Richtung A, dann gilt 9 f(z*) =0.

Differenzierbarkeit

e (Definition 2.23) Seien X,Y Banach-Réume. Eine Abbildung f : U — Y, U C X offen, heifit im Punkt
a € U differenzierbar, wenn es eine lineare und stetige Abbildung A: X — Y gibt (d.h. A€ L(X,Y)), so

dass h m
i (@t h) — fla) - _ 0.
h—0 Al

In diesem Fall heifit A die Ableitung von f im Punkt a und wird mit df(a) := A symbolisiert.?

Worsicht: Tm Allgemeinen gilt 05,0, f(a) # 0,0k f(a)
2In der Literatur wird die Differenzierbarkeit im oben definierten Sinn auch oft als totale oder auch Fréchet-Differenzierbarkeit und
die Ableitung A entsprechend als das totale oder Fréchet-Differential bezeichnet.
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e (Satz 2.24) Ist die Abbildung f : U — Y mit U C X offen und Banach-Ridumen X,Y in a € U diffe-
renzierbar, dann ist f in a in jede Richtung h € X partiell differenzierbar und es gilt df (a)h = Oy f(a).
Insbesondere ist f somit in a auch Gateaux-differenzierbar.

e Ist U C R™ offen und f:U — R" im Punkt a € U differenzierbar, kann die Ableitung df (a) : R™ — R"
von f in a als lineare Abbildung beziiglich der kanonischen Basis durch die (m x n)-Matrix

Shi(a) ... 2lia)
Jf(a) = .. :
@ - F

reprasentiert werden. Diese wird dann als die Jacobi-Matrix von f im Punkt a bezeichnet.

e Speziell fiir eine in a differenzierbare Funktion f : U — R definiert man den Gradienten grad f(a) als
Spaltenvektor mittels des Euklidischen Skalarproduktes (-, -) durch df(a) = (grad f(a), -) .

e (Satz 2.26) Seien X,Y Banach-Rdume und sei f:U — Y eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C X .
Ist f in einem Punkt a € U differenzierbar, dann ist f auch stetig in a.

Zusatzaufgabe 7.1: Seien X,Y Banach-Riume.

(a) Zeigen Sie, dass fiir Abbildungen f,g: X — Y, die im Punkt a € X partiell differenzierbar in Richtung h
sind, auch die Linearkombination (Af + ug) mit A\, € R im Punkt a partiell differenzierbar in Richtung h
ist und Op(Af + pg)(a) = Ao f(a) + pong(a) gilt.

(b) Beweisen Sie, dass f: X — Y im Punkt a € X fiir beliebiges A € R in Richtung Ah partiell differenzierbar
ist, falls f: X — Y im Punkt a € X in Richtung h partiell differenzierbar ist, und dass 9xp, f(a) = A9y f(a) .

Losung zu Zusatzaufgabe 7.1:

(a) Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt fiir beliebige A, u € R

(Afla+th) + pg(a +th)) — (\f(a) + pug(a))

On(Af +pg)(a) = lim

t—0 t
= g TOEIIZ IO i, SN 29, 1) 4 ping(a)

was die Behauptung zeigt.

(b) Wihrend fiir A =0 die Aussage klar ist, folgt diese fiir A # 0 unmittelbar aus

t(a) = i f(a+txiz)—f<a> ~ Al f(a+tAAf1)—f(a) ~ i f(a+shs)—f(a) C ABf).

Zusatzaufgabe 7.2:

(a) Sei (X,(.,.)) ein Hilbertraum und f(z):= |jz|| = y/(x,z) die Abbildung, welche einem z € X seine Euklidi-
sche Norm zuordnet. Ist f: X — R in Punkten a # 0 partiell differenzierbar in jede Richtung h € X 7 Ist
sie dort sogar Gateaux-differenzierbar?

(b) Zeigen Sie: Die durch f(z) := ||lz||3?" - ] «; fir ##0 und f(0) = 0 definierte Funktion f:R" — R ist in

i=1

i—
Null fiir beliebiges ¢ = 1,...,n, in die Koordinatenrichtung e; partiell differenzierbar, aber dort nicht stetig.

Lésung zu Zusatzaufgabe 7.2:

(a) (Beispiel 2.16) Die Funktion ¢ — f(a + th) = \/{a + th,a+ th) = (||a||* + 2t{a, h) + 752Hh||2)1/2 ist bei a #0
nach den iiblichen Differentiationsregeln aus der Analysis I in ¢ = 0 differenzierbar mit Ableitung

2(a, h) (a, h)

S 2(lfal2)? el

Onf(a)

Offensichtlich ist h +— 9y f(a) = (a:h) linear, und die Stetigkeit dieser linearen Abbildung folgt aus der Cauchy-

llall
Schwarzschen Ungleichung |[(a, h)| < ||a||||#||, nach welcher die lineare Abbildung h — 0y, f(a) die Operator-
norm H =1 < oo besitzt. Also ist f Gateaux-differenzierbar auf X \ {0}, da Jyf(a) bei a # 0 fiir jedes
h € X existiert sowie linear und stetig in A ist.
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n
[T =i

(b) (Beispiel 2.18) Die Funktion f : R™ — R, f(z) := == bei © # 0 und f(0) := 0, ist nicht nur in allen

R
Punkten a # 0 partiell differenzierbar, sondern auch im2 Nullpunkt in die Koordinatenrichtungen e; partiell
differenzierbar, denn wegen f(te;) =0 fiir alle ¢t € R gilt

of f(te) =0
o, 0) = i ——— =0
Aber f ist nicht stetig im Nullpunkt, denn beispielsweise existiert der Grenzwert von f(¢,¢,...,t) = %

fiir ¢ — 0 nicht und ist somit insbesondere nicht gleich f(0) =0.
Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Zeigen Sie, dass die durch

L i () # (0,0),
f@y) = {o,ﬂ fiir (z,y) = (0,0)

definierte Funktion f : R?> — R im Nullpunkt partielle Ableitungen in jede Richtung besitzt, aber dass
h +— O, f(0) nicht linear und somit f in 0 nicht Gateaux-differenzierbar ist, sowie f im Nullpunkt nicht
stetig ist.

(b) Zeigen Sie, dass die durch

2me*1/y2 i 0
g(z,y) = {W, ir y #

0, sonst
definierte Funktion g :R? — R im Nullpunkt Gateaux-differenzierbar, aber dort trotzdem nicht stetig ist.

Loésung zu Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Sei h = (h1,h2) € R? beliebig. Ist h = 0, so gilt 9, f(0,0) = 0. Weiter ist offensichtlich 95 f(0,0) = 0 im
Falle hy =0 oder hy =0, da in diesem Falle f(thy,ths) =0 fiir alle ¢t € R ist. Ist hingegen hy,hs # 0, so
erhalten wir

.. f(thi,the) — f(0,0) t3hyh3 . hyh3 hih3
Onf(0,0) = Jim t OB 2l T

1im = .
t—0 h% + t2h% h%

Sei nun h = (1,1). Dann ist 9y, f(0,0) = 1, jedoch sowohl 9 ,)f(0,0) = 0 als auch 9,1)f(0,0) = 0. Dies
zeigt, dass die Abbildung h +— 95 f(0,0) nicht linear ist. Also ist f im Ursprung nicht Gateux-differenzierbar.

Die Funktion f ist im Ursprung auch nicht stetig, denn fiir die Folge (x,,y,) := (1 \/g) gilt (zn,yn) — 0 €

n’

R? fiir n — oo, aber

2 2 2 1
Lnln Tnln Yn n

Ty, = > = = = 1
F@nsyn) 22 +yt T a2 Ty, i

fiir alle n € N, obwohl f(0,0) =0.

(b) Wir behaupten, dass jede Richtungsableitung von g im Ursprung verschwindet, sprich fiir jedes h € R? stets
9r9(0,0) = 0 gilt. Wihrend im Falle h = (hy,hs) € R? mit hy = 0 dies offensichtlich ist, folgt d,g(0,0) = 0
in der Situation hy # 0 unter Beriicksichtigung von (thy)2e!/(th2)* — oo und e~V (th2)* 0 fiir ¢t — 0 aus

g(tha, ths) — g(0,0) o 2he/@hD) 2h,

}gr(l) t - }gr(l) t2h3 + e—2/(t2h3) - }gr(l) (th1)2el/(t2h§) 4 e—1/(th2)? =0

Insbesondere ist damit die Funktion A +— 0,¢(0,0) linear und stetig, so dass g im Ursprung Géateaux-
differenzierbar ist.
Die Funktion ¢ ist aber im Ursprung nicht stetig, denn fiir die Folge (z,,y,) = (=

n’ \/Inn

) gilt einerseits
(zn,yn) — (0,0) fir n — oo, aber

Qe L/Vn 2g=Inn 2
Ty, = = : = : =140 = ¢(0,0).
9(Tn, Yn) $%+e_2/y% #+e,21nn #Jr% 7 9(0,0)

Zusatzaufgabe 7.4:

(a) Zeigen Sie, dass f : R — R?, f(t) := (t,#3), und g : R? - R, g(z,y) := f%y? fiir (z,y) # (0,0) sowie
9(0,0) := 0, jeweils Gateaux-differenzierbar sind, aber die Verkettung go f : R — R in 0 nicht differenzierbar

ist.
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(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f:R? — R an, fiir die 0.0, f(a) #
OOk f(a) an (mindestens) einem Punkt a € R? gilt.

Lésung zu Zusatzaufgabe 7.4:

(a) Die parametrisierte Kurve f : R — R2, f(t) := (¢,3), ist differenzierbar mit df(t)h = hf(t) (vergleiche
Beispiel 2.25) und somit nach Satz 2.24 Gateaux-differenzierbar. Ebenso ist die Funktion g : R? — R, definiert

durch g(z,y) == nyyZ fiir (z,y) # (0,0) sowie ¢(0,0) := 0, Gateaux-differenzierbar, denn

e in allen Punkten (z,y) # (0,0) erhalten wir trivialerweise

g g 3a?y(y® — %) % (2% — y?)
0 = | == == h = h h
o) = (G, Phten o = UL L0,
iiber die Quotientenregel oder direkt nach Definition iiber
($+th16)3(y+th2)2 _ gSyz
Ony(x,y) = tlin% (@+thy) +(y+;h2) Ty
_ g th1)3(y + tha)(2® 4+ y?) — 23y ((x + th1)® + (y + th2)?)
=0 (20 +y2) (2 +th1)® + (y + the)?)
~ lm 23 (x4 thy)? (haa® — (3a2hy + 3ath} + t2h3)y) + y(y + the) ((3z%hy + 3xth? + t2h3) y — 2hs)
] (% +y2) ((z + th1)b + (y + tha)?)
_ 28 (hox® — 3x?yhy) + y? (3z%yhy — 23hy) _ 3x2y(y? — xﬁ)h N 23 (25 — 5?) L
(25 + 42 (@497 T @Oyt

wobei die Abbildung h +— 9yg(x,y) offenbar aus L(R? R?) ist.
e im Nullpunkt ist g Géteaux-differenzierbar mit partieller Ableitung 9;,¢(0,0) = 0 fiir alle h € R? wegen

5 o(0.0] — 1 i 0 | mihs
h9(0,0) = lim ; e T )

wobei man beachte, dass bei hy = 0 der Zéhler verschwindet, und da h +— 9,¢(0,0) hier als konstante
Nullfunktion trivialerweise linear und stetig ist.

Die Verkettung go f : R — R ist in 0 jedoch nicht differenzierbar, denn
t3¢3 1
t) = t) = ——55 = =
(92 £)(0) = 9(F1) = 75z = 5
gilt fiir jedes t # 0, jedoch (go f)(0) = g(f(0)) = ¢g(0,0) = 0, und somit ist g o f nicht einmal stetig in 0,
also auch nicht differenzierbar.

(b) (Beispiel 2.21) Die Funktion f : R* — R, f(z,y) = “45 fiir (z,y) # (0,0) und £(0,0) = 0, ist
Gateaux-differenzierbar mit partiellen Ableitungen

OF (pyy = E @y —y%) —2wlaly —ay) (@4 4a%y” —yl)y
oz Y (22 + y?)? @+ 922
und
ﬁ(x ) = (2 +y?) (@ = 3ay?) — 2y(a®y —2y®) (2% —4a®y® —yh)a
ay Y (22 + y?)? @+ 922

in Koordinatenrichtungen fiir (x,y) # (0,0) sowie %(0, 0)=0= g—i(o, 0) . Die gemischten zweiten partiellen
Ableitung im Nullpunkt existieren, sie sind aber wegen

(0*4+4-0%¢% —t*)t
9L(0,t) — 0 o 0

o2 f . . e
8y3x(0’0> N }%f = fm t = -1
und (- 420 —0)
ol - (7 —4t70"—07)t
ﬁ(o 0) — hmw — hm (t2+02)2 O _ 1
dxdy t—0 t t—0 ¢

voneinander verschieden.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 8

Differenzierbarkeit, Kettenregel, Stetige Differenzierbarkeit, Schrankensatz, Taylorformel

e (Definition 2.23) Seien X,Y Banach, U C X offen. Eine Abbildung f : U — Y heifit im Punkt a € U
differenzierbar, wenn es eine lineare und stetige Abbildung A: X — Y gibt (d.h. A € L(X,Y)), so dass

lim fla+h)— f(a) — Ah
h=0 Il

= 0.

In diesem Fall heifit A die Ableitung von f im Punkt a und wird mit df(a) := A symbolisiert.!

e (Satz 2.24) Seien X,Y Banach, U C X offen. Ist f:U — Y in a € U differenzierbar, dann ist f in a in
jede Richtung h € X partiell differenzierbar mit df (a)h = 9y f(a), also f in a auch Gateaux-differenzierbar.

o Ist U C R™ offen und f:U — R™ im Punkt o € U differenzierbar, kann df(a) € L(R™,R™) beziiglich der

kanonischen Basen wegen (df (a)e;, e;) = gﬁj (a) mit 7=1,...,m und i =1,...,n durch die (m xn)-Matrix
L) ... F(a)
M= | (3.1)
Ofn Ofn
afa) ... Fl(a)

reprasentiert werden. Diese wird dann als die Jacobi-Matrix von f im Punkt a bezeichnet.

e Speziell fiir eine in a differenzierbare Funktion f : U — R definiert man den Gradienten grad f(a) als
Spaltenvektor mittels des Euklidischen Skalarproduktes (-, -) durch df(a) = (grad f(a), -).

e (Satz 2.26) Seien X,Y Banach-Ridume und sei f:U — Y eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C X .
Ist f in einem Punkt a € U differenzierbar, dann ist f auch stetig? in a .

o (Lemma 2.27) Seien (X, |.|lx), (Y. |-llv),(Z,|.]|z) Banach-Rédume, U C X offene Teilmenge. Eine Abbildung
f=0(f1,[2):U—=Y x Z ist genau dann im Punkt a € U differenzierbar, wenn die Abbildungen f;: U — Y
und fo : U — Z im Punkt a differenzierbar sind. In diesem Fall gilt df (a) = (df1(a), df2(a)) .

e (Lemma 2.28) Seien (X, ||.|lx), (Y, |.|ly) Banach-Ridume, U C X offen. Dann gelten

(a) Sind f,g:U — Y differenzierbar in @ € U und A, u € R Konstanten, dann ist auch (Af +pg) : U — Y
differenzierbar in a mit Ableitung d(Af + ug)(a) = Adf(a) + pdg(a) (Linearitét).

(b) Sind f : U — Y und die skalarwertige Funktion A : U — R differenzierbar in a € U, dann ist
(Af): U =Y differenzierbar in a mit Ableitung d(A\f)(a)h = d\(a)h- f(a)+X(a)-df (a)h (Produktregel).

e (Satz 2.29) Seien (X, |.l|x), (Y,|-llv),(Z,].]|z) Banach-Ridume und U C X, V C Y offen. Ist f:U — V
differenzierbar in a € U mit Ableitung df(a) € L(X,Y) und ¢ : V — Z differenzierbar in b = f(a) mit
Ableitung dg(b) € L(Y,Z), dann ist go f differenzierbar in a mit Ableitung

d(go f)(a) =dg(f(a))odf(a) (Kettenregel). (8.2)
Insbesondere gilt bei X =RF, Y =R™, Z =R" fiir die Jacobi-Matrizen J(go f)(a) = Jg(f(a))-Jf(a).

e (Definition 2.31) Eine Abbildung f : U — Y mit U C X offen und X,Y Banach-Rdumen heifit stetig
differenzierbar, wenn f auf U differenzierbar ist und die Ableitung df : U — L(X,Y) stetig ist.

e (Satz2.33) Seien X,Y Banach, U C X offen. Eine Abbildung f : U — Y ist genau dann stetig differenzierbar,
wenn sie Gateaux-differenzierbar mit stetiger Gateaux-Ableitung U 3 x — (h — Oy f(z)) € L(X,Y) ist.

e (Korollar 2.34) Existieren fiir f:U — R™ mit U C R™ offen die partiellen Abbildungen g—ﬁ_ in jedem Punkt
of;

von U und ist x+ 772 (x) stetig fiir jedes i =1,...,m, j=1,...,n,s0ist f stetig differenzierbar.
e Schrankensatz (Satz 2.36): Seien X,Y Banach, U C X offen. Ist f:U — Y stetig differenzierbar, so gilt

Vg €U s 5@~ f@ly < (s e+ @ - Do ) o el

n der Literatur wird die Differenzierbarkeit im oben definierten Sinn auch oft als totale oder auch Fréchet-Differenzierbarkeit und
die Ableitung A entsprechend als das totale oder Fréchet-Differential bezeichnet.

2 Achtung: Partielle Differenzierbarkeit oder Gateaux-Differenzierbarkeit reichen im Allgemeinen nicht aus, um auf Stetigkeit schliefen
zu konnen. Vergleiche ZA 7.3 (a) und (b).
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Insbesondere ist jede stetig differenzierbare Abbildung lokal Lipschitz-stetig, d.h. es gibt zu jedem Punkt eine
Umgebung, auf der f Lipschitz-stetig ist (Korollar 2.37).

(Definition 2.38) Seien X,Y Banach, U C X offen. Ist die Abbildung df : U — L(X,Y) einer stetig
differenzierbaren Abbildung f : U — Y selbst wieder stetig differenzierbar, so heifit f zweimal stetig
differenzierbar mit d?f : U — L(X,L(X,Y)). Induktiv definieren wir so k-mal stetig differenzierbare
Abbildungen® und C*¥(U,Y) als den Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen f:U — Y.

Satz von Schwarz (Satz 2.39): Seien X,Y Banach, U C X offen, f € C?(U,Y). Fiir alle x € U gilt

Vh,he X - d*f(z)(h,h) = d*f(z)(h,h) .

(Definition 2.40) Seien X,Y Banach, U C X offen, f € C*(U,Y), a € X . Weiter bezeichne d°f(a) := f(a) .
Das Taylorpolynom k-ten Grades von f im Entwicklungspunkt a ist definiert durch die Abbildung

Ty f(x;a) = io ad fa)(z —a)" mit (z —a) = {g(:c—a),(a:—a), s (w—a)) € X, ::3

n n 2
gegeben. Insbesondere gilt fiir & = 2 wegen df (a)h = (grad f(a), h) und d*f(a)(h,h) = Z Z il (a) hih,

=1 j—1 8x28xj
mit der (nach Satz 2.39 symmetrischen) Hesse-Matrix Hess f(a) := (%(a)) die prignante Formel
i ij=1
Tof(ria) = f(a)+ (grad f(a),2 —a) + b(Hess [(a)(x — a), (z —a)) | (3.4)

Lokale Extrema

Ist f:U — R mit U C X offen und (X, ||.||x) Banach-Raum partiell differenzierbar in a € U und gilt
Onf(a) =0 fiir alle Richtungen h € X , so heiit a stationdrer Punkt von f.

Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes X und f: U — R eine Funktion. Man sagt, f hat
in 2* € U ein lokales Minimum beziehungsweise ein lokales Maximum, wenn es eine Umgebung V von
z* mit f(2*) < f(z) beziehungsweise f(z*) > f(x) fiir alle z € V gibt.*

Ein stationéirer Punkt a € U wird insbesondere als Sattelpunkt von f bezeichnet, wenn zu jedem 6 > 0

Punkte z,% € Bs(a) NU mit f(xz) > f(a) und f(Z) < f(a) existieren.

Besitzt f : U — R auf einer offenen Teilmenge U C X eines Banach-Raumes X in z* € U ein lokales
Extremum und ist f in z* partiell differenzierbar, dann ist z* ein stationérer Punkt® von f (vgl. Satz 2.22).

(Definition 2.45) Eine symmetrische Matrix A € R"*™ beziehungsweise die ihr zugeordnete quadratische Form
R™ > h s (Ah,h) € R heift

o positiv (semi-)definit, falls (Ah,h) >0 (bzw. (Ah,h) > 0) fiir alle h € R™\ {0} gilt.

o negativ (semi-)definit, falls (Ah,h) <0 (bzw. (Ah,h) <0) fir alle h € R™\ {0} gilt.

o indefinit, falls es Vektoren h,h € R™ mit (Ah,h) >0 und (Ah,h) <0 gibt.

(Lemma 2.46) Fiir eine symmetrische Matrix A € R™*" gilt

o A ist positiv (negativ) definit <= Jeder Eigenwert von A ist positiv (negativ).
o A ist indefinit <= A besitzt sowohl einen positiven als auch negativen Eigenwert.
o A ist positiv (negativ) semidefinit <= Alle Eigenwerte von A sind nicht-negativ (nicht-positiv).

(Satz 2.47) Sei f € C%*(U,R), U C R" offen, a € U ein stationidrer Punkt (d.h. in diesem Fall grad f(a) =0).
Ist Hess f(a) positiv (bzw. negativ) definit, so besitzt f in a ein lokales Minimum (bzw. Maximum).

3Da man Abbildungen B € L(X,L(X,Y)) durch (z,)+— B(z)(Z) mit bilinearen stetigen Abbildungen X x X — Y identifizieren
kann, folgt induktiv, dass die k-te Ableitung eine (nach Satz 2.39 symmetrische) k -lineare Abbildung d¥f(z): X x ... x X — Y ist.

4In beiden Fillen wird auch von einem lokalen Extremum von f in z* € U gesprochen.

5Vorsicht: Ist K C X beliebig und z* € 9K N K lokales Extremum von f: K — R, gilt nicht notwendigerweise 9y, f(z*) =0 .
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Zusatzaufgabe 8.1:

Seien X;, Xo,Y Banach-Raume. Zeigen Sie: Eine bilineare Abbildung B : X; X X5 — Y ist genau dann stetig,
falls eine Konstante 0 < C < oo mit ||B(z1,22)|ly < C|lz1|x, |lz2|lx, fiir alle (x1,22) € X3 x Xo existiert.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.1:

Sei die Abbildung B stetig. Dann ist fiir jedes Element x; € X; die induzierte Abbildung L., : X5 3 9 —
B(z1,22) € Y linear und stetig, sprich L,, € L(X2,Y) und es gilt ||Ly, @2 < ||Ls, ||||2z2]] fir 22 € X3 . Nun
wird aber durch X; 3 21 — L,, € L(X>,Y) eine lineare Abbildung von X; in den Banach-Raum L(X5,Y)
definiert, da fiir beliebige A € R und 1,2} € X; offensichtlich Lyzyta;, = ALz, + Ly gilt. Wir behaupten
nun, dass diese Abbildung auch stetig ist. Wiire sie es néimlich nicht, so wiirden wir eine Folge {z%}.en C X
mit || L[| > & |z¥|| fiir alle & € N finden. Demnach gibe es eine Folge {z5}ren € Xo mit ||| = 1 und
||L$;fx’2“|| > k||2¥|| . Dies wiirde aber

HB(ITEE v 2)H - HLk

fir k — oo konvergiert, im Widerspruch zur Stetigkeit von B im Ursprung und somit zur Stetigkeit von B an
sich. Also ist die Abbildung X7 3 1 — L., € L(X»,Y) stetig. Folglich finden wir eine Konstante 0 < C' < oo
mit || L, || < C|lz1||. Zusammenfassend heifit dies

:Ek
implizieren, wiahrend (fulz g fo) (0,0)

V(z1,m2) € Xo x Xp o || By, 22)l| = | Loy 22| < [ Lay [|[l22]] < Cllaa[[[lz2]]

Existiert umgekehrt eine Konstante 0 < C' < oo, so dass fir alle (z1,22) € X7 x Xy die Ungleichung
| B(z1,22)| < K|z ||||z2]| erfiillt ist, so gilt fiir eine Folge {(z¥,25)}reny mit (2, 25) — (21,22) € X1 x Xo
fiir k — oo dann

|B(w1,22) = B(ay,a5)l| = [|B(z1 — 2, 22) + B(al, 22 —a3)|| < Kllz1 — 27| [le2]| + K27 [la2 — 25| — 0.
Dies zeigt die Stetigkeit von B in (z1,22), und schliet den Beweis der Behauptung ab.
Zusatzaufgabe 8.2:

(a) Uberpriifen Sie fir Af : R* — R? mit flay,mo, 3, 24) = (z123, 22 — x4) und N(x1,29,x3,24) = 2124 die
Produktregel, indem Sie die Ableitung d(Af) sowohl direkt als auch mittels Lemma 2.28(b) bestimmen.

(b) Bestimmen Sie fiir g(t) = (sin(t) + cos(t),t — t?) und f(z,y) = In(1 + 2? + y?) die Ableitung von (f o g)(t)
im Punkt ¢ = 0 mittels der Kettenregel.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.2:

(a) Zunichst haben wir fiir g(z) := (Af)(21, 22, 23, 74) = (232374, 71 (2724 — 27) mit x,h € R* direkt

2
agj - 2011374 0 314 r3x3
dAf)(@)h = Opg(x (Z 3$k ) - <x2x4 —22 zizy 0 (20 — 214) -
j=1

Wegen df (z)h = (%3 (1) %1 _01> h € R? und aufgrund von dA\(z)h = (x4 0 0 z1)h€R fir z,h € R?

mit x = (x1,z2,23,24) ergibt sich dann nach Produktregel (Lemma 2.28 (b)) ebenfalls

dAf)(@)h = dMz)h- f(z) + Mz) -df(x)h = (z4 0 0O xl)h-< m1x34>+x1x4~<%3 (1) ”f)l _Ol)h

To — T
€R
_ T1T3 T1X3L4 0 x%x4 0
- (1’2 —1’4) (IE4 00 xl) h+ ( 0 T1Ty4 0 —T1Ty h
_ 2x1x3T, 0 x%u Jf%l‘g h
ToTy — TT  T1T4 0 x1(xe — 224) ’

(b) Nach Beispiel 2.25 ist fiir eine Kurve g : R — R? die Ableitung durch dg(t)h = hg(t) = h (cos(i)_;;n(t))
mit h € R gegeben, also im Ursprung somit dg(0)h = h (1) . Weiterhin haben wir fiir f: R? — R nach

Satz 2.24 und aufgrund der Linearitit der Gateaux-Ableitung

aof of - 9
df (z,y)h = Opf(z,y) = a*x(xay)hl + @(x’y)hQ = (1+1:22+y2 1+1:2y+y2)h~
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Im relevanten Punkt ¢(0) = (1,0) gilt dann df(g(0))h = df(1,0)h = (1 0) h mit h € R%. Nach der
Kettenregel ergibt sich nun

d(f o g)(0)h = df(g(0)) o dg(0)h = (1 o)h@ = (1)

beziehungsweise fiir die entsprechenden Jacobi-Matrizen
1
HFog)0) = Tf(eO)-Jg0) = (1 0)(}) = ()R,

Zusatzaufgabe 8.3:
(a) Zeigen Sie, dass fiir eine symmetrische Matrix A € R™*" jeder Eigenwert reell ist.

(b) Ist die Hesse-Matrix einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f:R™ — R an jedem Punkt symmetrisch?

1 0 2
(c¢) Bestimmen Sie die Eigenwerte von A := [0 2 1], d.h. die Nullstellen des charakteristischen Polynoms.
2 1 0

(d) Untersuchen Sie die Funktion f(z,y,z) = % +(2z+y+9)z+y%+3 auf stationiire Punkte und lokale Extrema.
(e) Bestimmen Sie fiir f aus (d) das Taylor-Polynom zweiter Ordnung an den Punkten (0,0,0) und (—4,—1,2).
Loésung zu Zusatzaufgabe 8.3:
(a) Ahnlich dem Skalarprodukt auf R™ kénnen wir auf C" die Sesquilinearform (Hermite’sches Skalarprodukt)
C"x C" - C, (z,y) — (v, y)g =y o= Zn: LYk betrachten, welche die leicht {iberpriifbaren Eigenschaften

k=1
(i) Vo,B€CVa,y,2€ C" : (ax+By,2)n = oz, z)g + By, 2)n (komplex-linear),
(i) Va,y € C" : (z,y)u = (Y, 2)n (hermite’sch),
(iii) Y e C™ : (z,z)gp >0 und (z,2)gp =0 <= =0 (positiv definit)

besitzt. Insbesondere liefert ||z||2 := \/{(x,2)y eine Norm auf C".Ist A € C nun ein Eigenwert der reellen
symmetrischen n x n-Matrix A und 2z € C" ein zugehériger Eigenvektor mit ||z||5 = (z,2)y = 1, dann gilt
wie behauptet A € R aufgrund von A = AT (Symmetrie), A = A (Reellwertigkeit) und daher

A= Nz, z)y © e, x)g = (Az,2)y =37 Ax =27 ATx = Ax"z = (x, Ax)yg = (x, \z) g (0. Mz, )y =\

(b) Fiir ein f € C*(R™,R) gilt nach dem Satz von Schwarz (Satz 2.39) an jedem Punkt a € R™ die Gleichung

] zzafmi (a) = agafm (a) und somit fiir die Hesse-Matrix

(Hessf(a))T - ((6‘:223{0]-(@);—1)T - (ﬁfjgxi(a>);—1 - (8225ij (a)>:j:1 = Hess f(a) .

(c) Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms A +— det(A — AI3) erhalten wir aus det(4A — A\3) = 0.
Entsprechend 1, | 0 9

det(A— M) =| 0 2-x 1 (1)\)‘2;)\ _1)\‘+2’22)\ %‘)\(IA)(2/\)(1)\)4(2/\)
2 1 -2
=N =N2-N+5A-9 = 32 -2 4+30-9 = (A-3)(-\?+3)

ergeben sich nun fiir die Eigenwerte von A unmittelbar A\; =3, Ay = /3 und A3 = —V/3.

(d) Wegen df(x,y,z) = (x+2z,24+2y,2x+y+9) ist P = (—4,—1,2) einziger stationdrer Punkt von f. Da
Hess f(x,y,2) = A in diesem Fall konstant und — nach (¢) — indefinit ist, besitzt f in P nur einen Sattelpunkt.
Nach Satz 2.22 kann f somit keine lokalen Extrema besitzen, da es keine weiteren stationédren Punkte gibt.

(e) Nach (8.4) ergeben sich als das Taylor-Polynom zweiten Grades jeweils
Taf((x,y,2);(0,0,0)) = £(0,0,0) + (grad £(0,0,0), (z,y,2)") + %(A(xvy,Z)T’(I,yyz)T>
= 3+ 92 + %(x2+2y2+4xz+2yz) = f(z,y,2)
Tof((z,y,2);(—4,-1,2)) = f(-4,—-1,2) + 0 + %<A(x+4,y+1,z—2)T,(x+4,y+1,z—2)T>

= 12 + %((x+4)2+2(y+1)2+4(x+4)(2—2)+2(y+1)(z—2)) = f(z,y,2).
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Zusatzaufgabe 8.4:

G (ey) #(0,0)

0, (z,y) = (0,0)
auf Stetigkeit, partielle Differenzierbarkeit, Differenzierbarkeit, stetige Differenzierbarkeit.

(a) Untersuchen Sie die Funktion f:R? — R definiert durch flz,y) = { (n e N)
(b) Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema von g:R? — R, g(z,y) := 2* — 82% + 3> + 16.
(c) Untersuchen Sie f:R? —» R, f(z,y) = 62%y? —42® — 6y? auf lokale Extrema sowie Sattelpunkte.
(d) Bestimmen Sie fiir f: (0,00) x (0,00) = R, f(x,y):= z—;z das Taylorpolynom 2. Grades im Punkt (1,1).
(e) Beweisen Sie (8.3) per Induktion fiir ein f € C*(R™,R).

Losung zu Zusatzaufgabe 8.4:

(a) Die Stetigkeit der Funktion f in allen Punkten (x,y) # (0,0) ist offensichtlich. Im Ursprung folgt diese
hingegen fiir n > 2 aus den Abschitzungen

(zy)" || y|" 9 |z 2
‘f(xay) - f(070)| = 72 + yQ = r2 ¥ yQ = |:L,|n |y|nx2 + yg = |x|n ‘y|n )
(zy)" |z [y|" oy 2
— £(0.0)| = _ n,,|n < ny,, |n
‘f(x7y) f( ) )| x2+y2 = x2+y2 |£I7| |y| 172—1—1/2 = |$| |y| )

welche f(x,y) — 0 = f(0,0) fir (z,y) — (0,0) implizieren. Fiir n = 1 ist f im Ursprung unstetig, denn
1
zam Beispiel fiir die Nullfolge {(:, L)}en gilt |f (L, 2) = £(0,0)] = Jfl = 1 fur alle m € N.

m’m 2

m2 7T m?2

Weiter besitzt f fir (z,y) # (0,0) in Koordinaten-Richtungen die stetigen partiellen Ableitungen

of (x,y)  nylzy)" ' 2z(zy)” . . of (x,y)  na(zy)"'  2y(zy)”
o = 721 7(a:2+y2)2 beziechungsweise 3y = o — (x2+y2)27

und ist somit nach Korollar 2.34 in Punkten (z,y) # (0,0) bei beliebigen n € N stetig differenzierbar. In dem
Punkt (z,y) = (0,0) ist f hingegen fiir n =1 nicht partiell differenzierbar, da zum Beispiel mit der Nullfolge
{(£, L)} nen der zugehorige Differenzenquotient geméf

m’

1
_ m2 _m

1(.1 1 2
E(mﬂLm)

fiir m — oo divergiert. Ist aber n > 1, so ist f im Ursprung differenzierbar, und zwar mit df(0,0) = (0,0).
Sei némlich h = (hq, hs) € R? mit ||hl]2. Dann erhalten wir

Il ol _ i (mem) _(w m
) = FO) - ©0)-4T ~ 1[0 T b\ EE WERE A

3
2
%

1 n 1 2
b Py by g (max{|hal, [ho| 52 )
4n

Ist nun ' —2 >0 (dies ist fiir n > 1 mit n € N der Fall), dann divergiert die rechte Seite fiir (hy,h2) — 0
gegen oo, woraus sich die Differenzierbarkeit von f in (0,0) ergibt. Aus

‘6f(x,y) ) af<o,o>‘ B
Jx Jx

wjw

(’I’L _ Q)mn+1yn + nxn—lyn+2
(2% + ) (2% +y?)

ny(xy)" ' 2x(xy)"

x2 _|_y2 (sz _|_y2)2

nl.nflyn+2

(2% +92)(2? + )

(TL _ Q)anrlyn
(@* + y?)(2* + y°)

< (n=2)fz" My[* T+ nfa|" Ty 2 =0

und entsprechend

‘aﬂw) B 3f(070)' _
dy Oz

(TL _ 2)yn+1xn + nynflzn+2
(2% + ) (2% +y?)

nx(zy)" ' 2y(xzy)”

22 + 42 (22 + 42)2

(,n _ 2)y”+1$n

(2% +y?) (2% +y?)

nyn—lxn—&-Q

< -9 n—1|,.n—2 n—1,n—2 0
(2 +y2) (2% +y2)| = (n=2)[y[" =" +nly|" 2" —

fiir (x,y) — (0,0) folgt wiederum nach Korollar 2.34 sogar, dass f im Ursprung stetig differenzierbar ist.
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(b) Die Funktion g(x,y) := 2* — 822 + 3? + 16 besitzt die Ableitung dg(x,y) = (42> — 16x,2y) und somit die
stationdren Punkte (0,0), (2,0) und (—2,0). Aufgrund von

1222 -16 0
et - (1)

besitzt Hess g(0,0) die Eigenwerte —16 und 2, so dass bei (0,0) ein Sattelpunkt von ¢ vorliegt, withrend
fiir (£2,0) die Hesse-Matrix die Eigenwerte 32 und 2 besitzt und f somit in (£2,0) nach Satz 2.47 lokale
Minima besitzt. Die lokalen sind auch die globalen Minima, da der Wert im Sattelpunkt ¢(0,0) = 16 grofler
als der Wert g(£2,0) =0 ist und g(x,y) — +oo fiir ||(z,y)|| — +oo wegen g(x,y) = (2% — 4)? + 42 gilt.

(¢) Der Funktion besitzt die Ableitung df (z,y) = (af( z,y) %(l’,y)) = (12z2(y* —x) 12y(a? — 1)) . Stationére
Punkte erfiillen somit die Gleichungen x(y* —x) =0 und y(z?—-1)=0.

(i) Fiir y =0 folgt mit der ersten Gleichung auch = =0, so dass (z1,y1) = (0,0) ein stationiirer Punkt ist.
2

(ii) Fiir 22 = 1 (also insbesondere z # 0) folgt mit der ersten Gleichung y?> = x > 0. Damit ergeben sich
die beiden weiteren stationdren Punkte (x9,y2) = (1,1) und (z3,y3) = (1,—1).

82f(m *f 2

. o ) Teag (@ Y) 12(y2 — 2z)  24ay

Die Hesse-Matrix ergibt sich zu (Hess f)(z,y) = | 2%, zJy = 5 .
aéz,afm (2,7) gyf (x,y) 24xy 12(x* — 1)

Zur Charakterisierung betrachten wir die Hesse-Matrizen an den stationéiren Punkten. Die Eigenwerte von

(Hess f)(1,1) = (‘éi " ) (Hess f)(1,—1) = (_;Z _2§>

sind jeweils —6(1 + +/17), wonach diese indefinit sind und wir (z2,y2) = (1,1) und (x3,y3) = (1,—1) als
Sattelpunkte festhalten konnen. Fiir (x1,y;) = (0,0) ist die Hesse-Matrix

(Hess f)(0,0) = (8 —1(2)>

jedoch negativ semidefinit. Betrachten wir die Funktion f(z,0) = —4a3, so besitzt sie bei © = 0 einen
Wendepunkt, wohingegen die Funktion f(0,y) = —6y? < f(0,0) bei y = 0 ein lokales isoliertes Maximum
besitzt. Somit liegt auch bei (z1,y1) = (0,0) ein Sattelpunkt vor.

(d) Wir berechnen zunéchst sdmtliche partiellen Ableitungen bis zur Ordnung 2:

of _ 21 o°f _ —4 *f _ 2(z—y)
oz (z,y) = (w+1;)2 ) 7(r,y) = (w+y1/)3 ) yox (x,y) = [CEEnER
of _ =2 *f _ 4 >’ f — 20—y
dy (.13, y) - (1;_;,_;)2 ) 2 (.73, y) - ($+:§})3 ) Oz 0y (Jj, y) = (zty)3

Im Punkt (z,y) = (1,1) erhalten wir fiir das Taylorpolynom zweiten Grades von f im Punkt (1,1) somit

e ((4)-(Go1)) (00 ‘5) (G2)-Go)

0+ 12;'!4 + (y_l)zz(m_l)z

Taf((x,y); (1,1))

yfil)

= r—y+

(e) Sei h € R™ beliebig. Der Induktionsanfang folgt aus der Linearitit der Gateaux-Ableitung und Satz 2.24 iiber

L
3hf(x mearltaet Z

Satz 2.24

df (x)h (8.5)

8302

Angenommen (8.3) gelte fiir ein k& > 1. Dann folgt mit dem Satz von Schwarz (Satz 2.39) analog

Z1 Z axu . al‘lk () hiy ... hik) h
(Z Z 55011 . &Ezk (@) ha, h’zk> hiy, s

=1 ip=1

n oF+1 f
Z Z Oz, ...0x;, 0wy, ., (@) hiy *

ik: Zk+1:1

korlf((ﬂ)thrl (;) d (dkf(:c)hk) h (I;/) (

(8.5)

I7k+1

Satz 2.39
Linearitaet

n
ipt1=1
n

wobei wir d*f(x) € L(R", L(R", L(..., L(R",R)...))), also dass d*f(z) eine k-lineare stetige Abbildung
R™ x ... x R™ — R ist, an der Stelle (x) verwendet haben (vergleiche Bemerkung nach Definition 2.38).

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

38



Analysis I1 Sommersemester 2010, Universitit Rostock
ProF. K.P. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, JOCHEN MERKER, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 9

Diffeomorphismen, Satz iiber lokale Umkehrbarkeit

o (Definition 2.53) Seien X,Y Banach, U C X, V C Y offen. Eine Abbildung f : U — V heit C*-
Diffeomorphismus von U auf V, wenn f € C*(U,V) bijektiv ist und zusiitzlich f~' € C*(V,U) gilt.

o (Definition 2.54) Seien X,Y Banach, U C X offen. Eine Abbildung f: U — Y heifit lokal C* -invertierbar
bei z € U, wenn es offene Umgebungen U’ C U von z und V' C Y von f(z) gibt, so dass f:U" — V'
ein C* -Diffeomorphismus ist.

e (Lemma 2.55) Seien X,Y Banach, U C X offen. Ist f:U — Y lokal C*-invertierbar bei z € U, so ist die
stetige lineare Abbildung df (z) € L(X,Y) invertierbar! mit Inversem df ~*(f(z)) € L(Y, X) .

e (Satz 2.57 — Satz iiber lokale Umkehrbarkeit) Seien X,Y Banach, U C X offen. Genau dann ist eine
Abbildung f € C*(U,Y) lokal C* -invertierbar bei x € U, wenn df (z) € L(X,Y) invertierbar ist.

e (Korollar 2.58) Seien X,Y Banach, U C X offen. Weiter besitze ein f € C1(U,Y) die Eigenschaft, dass die
Ableitung df (z) in jedem Punkt 2 € U invertierbar ist. Dann ist f(U) offen. Falls f zusitzlich injektiv ist,
dann ist f sogar ein Diffeomorphismus von U auf f(U).

Implizite Funktionen, Untermannigfaltigkeiten, Extrema unter NB (Lagrange-Multiplikator)

e (Satz 2.61 — Satz iiber implizite Funktionen/lokale Auflésbarkeit) Seien X,Y,Z Banach, W C X xY
offen und f € C*(W, Z) . Lost zu vorgegebenem z* € Z der Punkt (z*,y*) € W die Gleichung f(z*,y*) = z*
und ist die Einschrankung df (x*,y*)|y =: dy f(z*,y*) € L(Y, Z) invertierbar, dann gibt es offene Umgebungen
U* von z* und V* von y* sowieein g € CF(U*,V*) mit f(z,y) = 2* <=y = g(z) fiiralle (z,y) € U*xV*.

e (Definition 2.65) Sei f: R™ — R™ eine differenzierbare Abbildung. Ein Punkt x € R™ heifit reguléirer Punkt
von f,wenn df(z) surjektiv ist (insbesondere muss dann n > m sein). Ein Wert z* € R™ heifit regulérer
Wert von f, wenn jedes x mit f(x) = z* ein regulirer Punkt ist, d.h., wenn das Urbild f~!({z*}) nur aus
reguldren Punkten besteht.

e (Satz 2.66 — Aquivalente Charakterisierungen einer UM) Fiir eine nichtleere Teilmenge M C R” sind édquivalent:

(a) Lokal ist M CP* -diffeomorph zum R?, d.h. fiir jedes # € M gibt es eine offene Umgebung U C R™
und einen C* -Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine offene Teilmenge V C R™ mit ¢(M NU) =
R? x {0}"~?NV (, ¢ biegt die d-dimensionale Fliche M gerade“).

(b) Lokal ist M Urbild eines reguliren Wertes einer C*-Funktion vom R™ in den R"~? d.h. fiir jedes
x € M existiert eine Umgebung U C R"™, eine CF-Funktion f : U — R™ % und ein reguliirer Wert
2 €R" 4 von f mit MNU = f~1({z*}).

(c) Lokalist M der Graph einer C* -Funktion auf dem R?, d.h. fiir jeden Punkt a € M gibt es eine Zerlegung
R" >~ X xY ineinen d-dimensionalen linearen Unterraum X und einen (n — d)-dimensionalen linearen
Unterraum Y von R™ sowie bei a = (z*,y*) offene Umgebungen U* C X von z*, V* C Y von y* und
eine C*-Abbildung ¢ : U* — V* mit M N(U* x V*) = Graph(g) , wobei Graph(g) := {(z, g(z))|z € U*}
den Graphen von g bezeichnet.

e (Definition 2.67) Eine Teilmenge M C R™, die eine (und somit jede) der Eigenschaften aus Satz 2.66 besitzt,
heit d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R"™.

e (Definition 2.72) Sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™. Der d-dimensionale Unter-
raum T,M des R™, welcher aus allen moglichen Ableitungen ¢(0) von parametrisierten stetig differenzier-
baren Kurven c¢: I — M besteht, die innerhalb von M durch den Punkt ¢(0) = a verlaufen (wobei 0 € I
angenommen wurde) heift Tangentialraum von M im Punkt a.

e (Satz 2.73) Ist die d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit M des R™ lokal bei a € M das Urbild eines
reguliren Wertes z* € R"~¢ unter der C*-Abbildung f:R" — R"~¢ dann gilt T, M = Kern(df(a)).

Insbesondere gilt bei X =R™ und Y =R"™ auch m =n.
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(Satz 2.76 — Lagrange’sche Multiplikator-Regel) Sei U C R"™ offen, f : U — R differenzierbar und

g=1(g1,...,9x) € C*(U,R¥). Liegt in z* ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen g = 0

und ist dg(z*) € L(R™,R¥) surjektiv, d.h. sind die Gradienten grad g;(z*),...,grad gx(z*) linear unabhingig,
k

dann gibt es einen Vektor A = (A1,...,\;) € R¥ mit grad f(z*) = > \; grad g;(z*) .

i=1

Zusatzaufgabe 9.1: (Lineare Ausgleichsrechnung)

(a)

(b)

(Beispiel 2.49) Sei m > n, A € R™ ™ mit maximalem Rang (also = n) und b € R™. Zeigen Sie, dass
F:R" - R, F(z) = |Az — b||3 genau einen stationiren Punkt besitzt, an welchem F(z) minimal wird.
Zeigen Sie, dass dort die sogenannten Normalengleichungen A7 Az — ATb = 0 erfiillt sind.

Wenden Sie die lineare Regression auf die folgende Messreihe an. Bestimmen Sie das Gewicht zur Grofie 180 cm.

Grofe in cm 160 165 168 170 175 178 185 190 193
Gewicht inkg | 60 61 70 72 73 74 81 83 87

Losung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a)

Wir kénnen F = GoH : R" - R mit G : R™ - R, G(z) = ||z]|3 und H : R® — R™, H(z) = Az + b
ausdriicken. Wegen dG(z) = 227 € L(R™,R) und dH(x) = A € L(R",R™) (vergleiche Beispiel 2.25) folgt
nun mit der Kettenregel

dF(z) = dG(H(x))-dH(z) = 2(Az+b)TA = 2(AT(Az +1))" € L(R™",R) .

Fiir stationiire Punkte muss also AT (Az +b) = 0 € R" gelten, d.h., die Normalengleichungen AT Az =
ATb miissen erfiillt sein. Aufgrund des maximalen Ranges ist ATA € L(R™,R™) sogar invertierbar, womit
die Normalengleichungen die eindeutige Losung 2* = (AT A) ATb besitzen und damit fir F(z) in der Tat
genau ein stationiirer Punkt existiert. Wegen 2(AT(Ax + b))T = 2(AT Ax + ATb))T = 22T (AT A) + 20T A ist
dF : R® — R wiederum affin-linear, so dass sie nach Beispiel 2.25 die konstante Ableitung d*F(x) = 24T A
besitzt. Diese ist in der Tat positiv definit, denn einerseits gilt 2#72AT Az = 2(Az, Az) = 2||Az||3 > 0 fiir alle
x € R™ und Gleichheit aufgrund der dem maximalen Rang geschuldeten Injektivitit von A genau dann, wenn
z =0 € R"™ ist. Nach Satz 2.47 liegt also in z* ein lokales Minimum von F'(x) . Dieses ist jedoch auch global das
Minimum von F', wie folgende Argumentation zeigt. Auf der kompakten Menge S™"~! = {z € R" : |jz|s = 1}
nimmt die stetige Funktion z +— 2T (AT A)z = (AT A)z,z) sowohl ihr Minimum als auch ihr Maximum (nach
Beispiel 2.78 genau bei den Eigenvektoren zum minimalen bzw. maximalen Eigenwert von AT A). Aufgrund
der Positiv-Definitheit von AT A existiert somit ein a > 0, so dass ||Az||3 > «f|z|]3 fiir alle x € R" . Wegen

F(z) = (Ax —b, Az —b) = (Azx, Az —b) — (b, Az —b) = (Az, Azx) — (Ax,b) — (b, Ax) + (b, b)
(Az,b)| < [[Az|l2[bll2 < [|AllL@n 2y 12210l

N

und da mittels Cauchy-Schwarz-Ungleichung die Abschétzung
folgt, ergibt sich fiir [|z||2 > 0 mit Dreiecksungleichung
2
[E@)] o, 2Alzlbllz _ JIbl3 iele—eo

> — —  a >0
[E3[E; (Ed1P [EalE: ’

woraus wir | ﬁim |F(z)] =00 und wegen F >0 dann insgesamt sup F(x) = oo schlieBen konnen.
z||a— o0 zERR
Aufgrund des Randverhaltens (fir |z|s — oo ist auch F'(z) — oo) und wegen F > 0 existiert somit eine

offene und beschrankte Umgebung U € R™ mit

inf = inf F(z) = a€0,00]

reR™ xelU
Die Stetigkeit von F(z) liefert die Existenz eines globalen Minimums auf der nach Satz 1.58 kompakten Menge
U, etwa im Punkt z, € U . Da dieses gleichzeitig ein (lokales) Minimum von F'(z) auf R™ ist, muss nach der
notwendigen Bedingung in Satz 2.47 der Gradient dF(z,) verschwinden. Damit haben wir jedoch z, = z*
wie behauptet.

Um zu gegebenen Messpunkten (z;,y;), ¢ = 1,...,m, die optimalen Parameter 4 und ¢ im Sinne einer linea-
ren Regression (d.h., wir suchen eine Gerade y = f(x) = vx+3 , welche durch die Punktewolke geht) zu finden,
ist offenbar die Funktion F(z2) = [|[Az — b||3 mit z = (7,6)T, b= (y;)™, und AT = <ﬁ1 le xi”) zu

minimieren. Dazu bendtigen wir die Losung von A7 Az = ATbh mit

N s B ORI
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Dabei bezeichne 1 hier den Vektor, der nur Einsen enthilt. Wie leicht zu iiberpriifen ist die Matrix AT A
genau dann positiv definit, wenn es x; # zj gibt. In diesem Fall ist die Losung

o m(z,z)—l((x,1>)2 <—<7;,1> —<;x;>>> ng{;) !

denn die Inverse einer (2 x 2)-Matrix A = (i Z) ist wegen

1 f(a b\(d -b\ (10 . gL (d —b
ad—be\c d)\-c o) = \0 1 & T det(A) \—¢ a )"

Mit den Messwerten ergeben sich m =9, (z,z) = 279832, (z,1) = 1584, (y,1) = 661, (x,y) = 117158
und somit m(z,z) — ((z,1))* = 9432. Wegen m(x,y) — (x,1)(y,1) = 7398 fiir die erste Komponenten und
(x,z){y, 1) — (x,y)(x,1) = —609320 erhalten wir die Losung

(4,5) = <7398 —609320> B <411 —76165

—_ —,——— | =~ (0.784351, —64.601 .
9432° 9432 5247 1179 ) (0784351, —64.601357)

854
Fiir die Korpergrofle 180 cm erhalten wir somit das Gewicht 76.58 kg.

20
with(LinearAlgebra) :
P:=160"2+165"2+16872+17072+17572+17872+18572+19072+19372:
Q:=160+165+168+170+175+178+185+190+193:
R:=60+61+70+72+73+74+81+83+87 : ,
S:=60%160+61*165+70%168+72%170+73%175+74*%178+81%185+83*190+87*%193
M:=<<P|Q>,<Q|9>>; V:=<S,R>; xv:= LinearSolve(M, V, method="QR’):
evalf (xv); MatrixVectorMultiply(M,xv);
with(plots): .
A:=pointplot ({[160,60],[165,61], [168,70],[170,72], [175,73], A . i %
[178,74],[185,81],[190,83],[193,87]},axes=boxed) : ¥
B:=plot(411/524%x-76165/1179, x=160..195, color=black, thickness=2): display([A,B]);

754

a5

Zusatzaufgabe 9.2:

22
(a) Gegeben sei die Abbildung ® : H — R? mit H = {(x,y) € R? : y > 0} und ®(x,y) = m (1 a;x Y >

(i) Zeigen Sie, dass ® lokal umkehrbar ist.
(ii) Zeigen Sie, dass ® : H — B1(0) ein Diffeomorphismus ist und geben Sie die Umkehrabbildung an.

1 x
b) Fir G = ,Y,2) ER3 © mty+ —1} sei @: G — R3 ben durch ®(z,y,z) = ————
(b) Fiir {(z,y,2) rty+z £ —1} sei — R? gegeben durch ®(z,y, 2) P ;Z
(i) Zeigen Sie, dass @ iiberall ein lokaler Diffeomorphismus ist.
1) Zeigen die, dass G — sogar global eine Umkehrabbildung besitzt.
ii) Zei Sie, d d:G— PG lobal eine Umkehrabbild besi
Loésung zu Zusatzaufgabe 9.2:
(a) (i) Wegen d®(z,y)
_ 1 —2z(2” + (1+9)%) —22(1 — 2% —y*) 292+ (1 +y)*) — (1 —27 —¢*)2(1 +y)
(22 + (1 +y)2)? 2(a? + (14y)?) — 22(2) —22(2(1 +y))
1 —4z(1+y) 2(z? — (y+1)?)
(@2 + (1 +9)2)2 \2((1+y)* —2?)  —dz(1+y)
verschwindet auf H (wegen y > 0 und daher y + 1 > 1) nirgends die Determinante
16 2 1 2 4 2 _ 1 2\2 4 2 1 2\2 4
det(dD(z, 1)) = 2= ( +y2) T4z 2(4+y)) _ (;,;2 +( +y)2)4 S _—
(z2 + (1+y)?) (z? + (1+y)?) (22 + (1+y)?)

so dass ® auf H als stetig differenzierbare Funktion nach Satz 2.57 lokal umkehrbar ist.
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(i)

1—22—y?

Schauen wir uns jetzt die Komponenten u = ¢1(z,y) = FERN gEwn und v = po(z,y) = % des
Bildes ®(x,y) = (u,v) an, so erhalten wir fiir || ®(z,y)||3 = u? + v? die Abschitzung
(L-a?—y?)? +da? 2t =221 —y”)+ (1) +42® 2" 42021 +y") + (L+y)*(1-y)? _

@+ 1 +yP)P o+ 22 (14 g+ (L4 ) o+ 22 (L )+ (L4 )

also u? +v? <1 wegen (1—1y)? < (1+y)? auf H . Dies bedeutet jedoch (u,v) € B;(0), woraus wir
®(H) C B1(0) schliefien kénnen. Um die Umkehrabbildung zu bestimmen, halten wir zuniichst fest, dass

2 )2>2 (1—y2+(1+y)2>2 A4 4y 4

vi+(u+1)* = (552+(1+y 22 + (1 +y)2 @+ (11922 22+ (1+y)?

. (9.1)

Aus v = m ergibt sich mit (9.1) zundchst = = Jv(z? + (1 +y)?) = 1)2+(2++1)2 , womit aus (9.1)
anschlieend
4 4 2 ? 4(u+1)2
1+y)? = 0 —2? = - = >0
1+y) v2+ (u+1)2 v? + (u+1)2 <v2+(u+1)2> (02 + (u+1)2)°

(wegen max{|ul, [v]} < ||(u,v)|l2 < 1 und daher w+ 1> 0) folgt. Unter der Annahme y > 0 erhalten
wir dann ebenso

o 2u+1) 2w+ 1) -0t = (u+ 12 1—wu?—0?
024 (u1)2 o v2+ (u+1)2 w24 (u1)2
Somit kénnen wir durch
1 2v
U:B(0)— H, U(u,v) = 21 (utl)? <1u2'02>

eine (stetig) differenzierbare Umkehrabbildung fiir ® : H — B;1(0) angeben. Damit ist ® : H — B1(0)
in der Tat ein Diffeomorphismus.

Wiederum nach Satz 2.57 ist die auf G stetig differenzierbare Funktion ® auf G lokal (C! )-invertierbar
(also ein lokaler Diffeomorphismus), denn die Ableitung

1 14+y+z - —T
do(z,y,2) = " -y I+z+2 -y
(I+z+y+z) -z —z l+z+y
ist wegen
1 1 1 1 1 1
det [ -y 14+z+2 —y det | —-(1+y+2) = z
—z —z l+x+4+y —z —2z l14+x+4+y
det(d®(z,y,2)) = ] 5 = : .
(I+z+y+2) (I+z+y+2)
1 1 0
det | —(1+y+2) =z 0
—z —2z 1+zx+4+y+=z 1
= 6 == 4 > 0
I+z4+y+=2) I+z4+y+=2)

fiir alle (z,y,2) € G invertierbar.

Variante A: Bezeichnen wir nun die Komponenten des Bildes ®(x,y, z) mit

U S R S
l+2x4+y+=2 l+2z4+y+=2 l+z4+y+=2

so erhalten wir (1+z+y+z2)(u+v+w)=(x+y+2), was fir (z,y,2) €G (da u+v+w#1 wegen

l+2z+y+2#0 sein muss) zu z+y+ 2 = % dquivalent ist. Daraus folgt nun insbesondere
l42+y+z= 71_(%’1_1)_’_10) und dass
) 1 v
V.G — R, U(u,v,w) = —— | v
I—(utv+w) |,
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mit G = {(u,v,w) €R® : u+v+w#1} wegen

1 x 1 Tregyts x

V) = Ve \Y) ) T e (T | <Y

z 1+z+y+z e z

fiir beliebiges (z,y,2) € G und
L u

1 u 1 1—(utv+w) U
e(V(u,v,w)) = ¥ [—-—"|v = T | Tarew | = |
1—(u+v+w) w 14+ T— (utvtw) W“M w

fiir beliebiges (u,v,w) € G (und damit ®(G) = G sowie ¥(G) = G) die (offenbar sogar beliebig oft)
stetig differenzierbare Umkehrabbildung ¥ : G — G zu @ : G — G ist.

Variante B: Nach Korollar 2.58 wire ®(G) offen und ® : G — ®(G) sogar global ein Diffeomorphismus,
wenn wir zusétzlich die Injektivitdt von @ zeigen konnten. Dazu nehmen wir an, es gibe (z,y,2) € G
und (a,b,c) € G, fur die ®(x,y,z) = ®(a,b,c) gelte. Dann schlieffen wir auf

1 a 1 xT a T
(a,,¢) = ®(z,9,7) Ttatbte\,.| l+at+y+s c )

mit A := % € R. Addieren wir die in den einzelnen Komponenten resultierenden Gleichungen auf,
so ergibt sich a + b+ ¢ = Ay mit p = x + y + 2. Insbesondere ist dann
1+
14

und damit wie gewiinscht (x,y,z) = (a,b,c¢) und deshalb die Injektivitdt von ® : G — ®(G) gezeigt.

= A = 14 = A=1

Zusatzaufgabe 9.3:

(a)

(b)

N - : —22" +y* +2° =0
Zeigen Sie, dass man fiir geniigend nahe bei 1 liegende z,y,z das Gleichungssystem 2, -1 g 0
7 +e -2y =

durch C'* -Funktionen y = ¢(x), z = t¢(x) nach y und z auflésen kann.

Seien f:R?® — R und g:R? — R differenzierbar und F : R? — R definiert durch F(x,y) = f(z,y,9(x,y))
Driicken Sie die Ableitung von F' durch die partiellen Ableitungen von f und g aus. Driicken Sie die partiellen
Ableitungen von g durch die von f aus, fir den Fall, dass F' =0 gelte.

Loésung zu Zusatzaufgabe 9.3:

(a)

Die beliebig oft stetig differenzierbare Funktion f:R? — R2, f(x,y,2) := (=222 +y?+22, 22 +exp(y—1) —2y)
erfiillt f(z,y,2) =0 R? fiir (x,9,2) = (1,1,1) und besitzt die Ableitung

o) = (o e no2 o) — awan= (302 0).

. ) . . . 2 2\ ., . . -
Die zu den Variablen (y,z) gehorige quadratische Untermatrix (_1 0> ist invertierbar. Also existieren

nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 2.61) eine Umgebung U von z = 1, eine Umgebung V' von
(y,z) = (1,1) und eine vektorwertige C*°-Funktion g = (p,¢) : U — V mit ¢(1) = 1, (1) = 1 und
F(z,p(x),y(x)) =0 firalle z € U.

Zuniichst gilt F = foh:R? — R mit einer Hilfsfunktion h : R? — R3, h(z,y) = (2,9, g(z,y)) . Somit folgt
nun nach der Kettenregel

dF('T7y) = df(h(Ly))-dh(x,y)

1
= (2fyoty) LSyt Ziwyoy) | o !
a9(@,y)  2g(z,y)

= (%f(w,y,g(x,y)wr%f(x,y,g(xyy))a%g(x?y) a%f(xvy,g(x,y))+%f(x,y,g(x7y))%g(wvy))-

Fiir den Fall F = 0 ist somit auch die Ableitung dF(z,y) € L(R?,R) die Nullabbildung, so dass nach
Umstellen fiir die partiellen Ableitungen von ¢ folgt, dass

Do - —Bfepstes) 0y, glende)
o I glay) oyt LG gley)
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Zusatzaufgabe 9.4:

(a)

(b)

Sei M = {(z,y,2) € R® : 22+ 4% +422 =1}. Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale C°° -Untermannig-
faltigkeit des R3 ist und bestimmen Sie in jedem Punkt a € M den zugehorigen Tangentialraum T, M .

Ist M C R? aus (a) kompakt? Bestimmen Sie alle globalen Extrema fiir f: M — R mit f(x,y,2) = 2yz.

Losung zu Zusatzaufgabe 9.4:

(a)

Da M = g~ '({1}) mit der als Polynom beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion g:R?® — R, g(z,y,2) =
2% + y* + 42? und da auBerdem dg(z,y,2) = (2z 2y 8z) fiir alle a € M surjektiv (in diesem speziellen
Fall ist hier maximaler Rang gleichbedeutend mit ungleich der Nullabbildung) und somit 1 ein regulirer
Wert von g ist, besitzt M die Eigenschaft aus Satz 2.66 (b) und ist deshalb eine zweidimensionale C -
Untermannigfaltigkeit des R®. Fiir den Tangentialraum gilt 7,M = Kern(dg(a)) = Kern ((2z 2y 8z2))
nach Satz 2.73. Es ist hier also jeweils der zum Vektor (sc Y 42) orthogonale zweidimensionale Unterraum
gesucht. Diesen kénnen wir beispielsweise darstellen durch

1 0 —y —4z
ToM = span 0], 4=z im Fall x =0, T, M = span z |, O im Fall x #0.
0 —y 0 T

Als Urbild einer einelementigen (und daher trivialerweise abgeschlossenen) Menge unter einer stetigen Funk-
tion ist M desweiteren abgeschlossen (vgl. Satz 1.36). Dariiber hinaus gilt M C By(0) = {(z,y,2) €

30 (z,y,2)|l2 < 2}, denn fiir (z,y,2) & B2(0) gilt schon 2% + y? + 422 = ||(x,y,2)[3 + 322 >4 > 1. Also
ist M als abgeschlossene und beschrinkte Teilmenge des endlichdimensionalen Vektorraumes R? nach Satz
1.58 auch kompakt.

| s
Untermannigtaltigkeit mit Loch zum Reinschauen

Aufgrund der Stetigkeit muss f(x,y, z) = zyz auf dem Kompaktum M dem- 1
nach sowohl Minimum als auch Maximum annehmen. Wir betrachten nun die

Funktion F:R* =R, F(z,y,2,)) := f(2,9,2) — Mg(z,y, 2) — 1), welche die
Ableitung

2004

%(az,y,Z) A2 (z,y, 2) yz — N2 il
fir ar A2
dF , ’/\T = (CL’,%z) A 1(1' y,z) _ xrz Y
(z,y,2,\) %(m Y,z )\gg(x Y, 2) Ty — A8z ,mm
~ (gl 2) =1 i)

besitzt. Nach Satz 2.76 gibt es fiir eine Extremalstelle (z*,y*, 2*) von f(z,y,z) unter der Nebenbedin-
gung g(z) := g(x) — 1 =0 ein \*, so dass (a*,y*,2*,A*) ein stationidrer Punkt von F(z,y,z, ) ist, also
dF(x,y,z,A) die Nullabbildung ist. Subtrahieren wir Zeile (2) von Zeile (1), erhalten wir (z + 2A\)(y —2) =0
und daher folgende Fallunterscheidung

0
o y=o=0 ¥ sz0ar=0 & =1l — P,=|0
+3
@, (3).(4) 2 2
ey=z#0 & s=mzo B pose-2l — p,= L Pro=5k | 2
+1
(3).(4) 0 +1
o z=-2=0 LY (Go0Ay=£l)V(y=0Az=%1) = Prg=[=1|, Pyo=] 0
0 0
(1),(3) (4) 2 2
.Z:—QA#O é $:—y:i22 — .%':i% :>P11712:ﬁ —2 7P13714:% —2
+1 +1
Demzufolge wird bei Ps, Ps, P12, P13 das globale Maximum mit f(P3) = ﬁ und bei Py, Ps, Pi1, P14 das
globale Minimum mit f(Py) = —ﬁ von f(z,y,z) = xyz auf der Untermannigfaltigkeit M angenommen.

restart:with(plots):
implicitplot3d(x~2+y~2+4*z~2=1,x=-1..0.9,y=-1..1,z=-1..1,grid=[20,20,20], axes=boxed,
title="Untermannigfaltigkeit mit Loch zum Reinschauen");

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

44




Analysis 11 Sommersemester 2010, Universitit Rostock
Pror. K.P. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, JOCHEN MERKER, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 10

Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema unter Nebenbedingungen

e Satz 2.77: Sei U C R" offen, f: U — R und g = (g1,...,9%) : U — RF (k < n) jeweils zweimal stetig
differenzierbar. Desweiteren sei M = g~1({0}). Besitzt dg(z*) fiir einen Punkt z* maximalen Rang, gilt mit

einem Vektor \* die Gleichung dF(x*,\*) =0 mit F : U x R¥ — R, durch F(x,)) := f(x) — Z Aigi(x)

definiert,! und ist die Einschrinkung der Hesse-Matrix Hess Fy«(2*) mit Fy« : # — F(z,\*) (d.h., be1 festem
A* wird nur nach = abgeleitet) auf den Tangentialraum T+ M = Ker(dg(z*)) positiv bzw. negatlv definit, so
liegt in a* ein lokales Minimum bzw. Maximum von f unter den Nebenbedingungen g = 0.

Singulire Punkte, horizontale/vertikale Tangenten von implizit gegebenen Kurven

e Ein Punkt (x,y) € R? einer implizit durch f(z) =0 € R gegebenen Kurve C mit df(x) = 0 heifit singulér.
Singulére Punkte (z,y) € R? von C?-glatten Kurven C = {(z,y) € R?| f(z,y) = 0} werden unter Anderem
mit Hilfe der Eigenwerte A1, Ao € R der Hesse-Matrix Hess f(xz,y) klassifiziert:

o Haben A;, A2 € R gleiches Vorzeichen, dann heifit (x,y) ein isolierter Punkt.
o Haben A, Ay € R verschiedene Vorzeichen, dann nennt man (z,y) einen Kreuzungspunkt.

o Ist f sogar C® und genau einer der Eigenwerte A, Ao € R gleich Null und die dritte Ableitung von f
in Richtung des zugehorigen Eigenvektors nicht Null, dann heiit (x,y) ein Riickkehrpunkt.?

o Ist (z,y) € R? ein reguliirer Punkt einer C?-glatten Kurve C = {(z,y) € R?| f(z,y) = 0} mit %(m,y) =0
of

(bzw. 5y (x,y) =0), so besitzt f in (z,y) eine horizontale (bzw. vertikale) Tangente.

Bezeichnungen, Rechenregeln fiir +oo, Intervalle

e Falls X, Y, A, B Mengenmit ACX und BCY und f: X — Y, so bezeichnet f[A] das Bild von A
unter f und f~![B] das Urbild von B unter f.

e In der Integrationstheorie arbeitet man mit den unendlichen Zahlen —oo und oo = +oo. Fiir alle @ € R
gelten definitionsmiéflig folgende Aussagen:

(1) —x<a, a<oo, —00< 0. (5) Fiir a>0 gilt (—0)-a=a-(—00)=—00 und co-a=a-00=00.

(2) | —o0] =] =. (6) Fiir a<0 gilt (—0)-a=a-(—00) =00 und co-a=a-00=—00.

(3) —0t+a=a—-c0=—-00—00=-00.(7) (—0) (—0x)=00-00=00, 0 (—00)=(—00) 00=—00.

(4) co+a=a+o00=00+00=00. (8) o0 0=0-00=(-0)-0=0-(—0)=0.

e Beachte, dass fiir , y € [—00,00], der Ausdruck x + y genau dann nicht definiert ist, wenn (x = —oco und
y=o00)oder (z =00 und y = —00).

e Wir setzen: 27 = max(z,0) und 2~ = —min(x,0).

e Grenzwerte von Folgen (xj)reny aus [—oo,00] gegen z € [—o00,00] werden wie folgt definiert:

(a) Falls s €R:  lim @, =2 = Vee]0,00[ INEN : (szN : xke}x—s,x+s[)
(b) Falls 2 = —oc:  lim @, =2 = VM €0,00[ INEN : (szN : xk<—M)
(c) Falls = 400 klim Tp =1 <= VM e€]0,00] INEN : (VkZN : xk>M>

e de o]

e Sei (X,d) ein metrischer Raum. Der Abstand von = zu B fiir ein @ € X ist definiert durch

A

00, wenn B = ().

L Aufgrund der Ableitung nach A gilt dann insbesondere auch g(xz*) =0, also z* € M .
27Zur Klassifikation weiterer Fille werden hohere Ableitungen von f hinzugezogen, worauf wir jedoch hier nicht eingehen wollen.
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e Sind j und k ganze Zahlen mit j < k, so schreiben wir im Folgenden [j..k] = [j, k] N Z.

e Ein Intervall I in R" ist eine Menge I der Gestalt [ = B
Intervall in R mit by := sup I(x) und ay := inf I(3) ist. Wir definieren den Inhalt eines Intervalls I C R
durch

><Z 1I(k) , wobei I(y fiir jedes k € [1..n], ein

Vol(I) := Vol,(I) := HLaenge(I(k)) mit Laenge(I(y)) := bp —ay .
k=1

Zusatzaufgabe 10.1:

(a) Zeigen Sie, dass die Tangentialvektoren an eine implizit durch C := {(z,y) € R?| f(z,y) = 0} mit stetig
differenzierbarem f : R? — R gegebene Kurve senkrecht auf grad f stehen.

(b) Begriinden Sie, dass C := {(z,y) € R?| f(z,y) = 0} mit einer stetig differenzierbaren Funktion f:R? — R
in der Ndhe von Punkten (z,y) mit grad f(x,y) # (0,0) eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit ist.

(¢) Motivieren Sie die oben in Teilen eingefiihrte Klassifikation der singuldren Punkte einer Kurve
C = {(z,y) € R?| f(z,y) =0} (f € C*(R*,R)).

(d) Finden Sie die singuliren Punkte des implizit durch f(x,y) := 2%(z + 1) — 4> = 0 gegebenen Newtonschen
Knotens und bestimmen Sie die Punkte der Kurve, an denen die Tangenten horizontal sind.

(e) Bestimmen Sie fiir die durch f(x,y) = 0 mit f(x,y) = (22 + y*)? — 2% + y? implizit gegebene Kurve im
R? , welche auch Lemniskate genannt wird, die singuliren Punkte und stellen Sie fest, ob ein isolierter Punkt,
ein Kreuzungspunkt oder ein Riickkehrpunkt vorliegt. Ermitteln Sie aulerdem die Punkte mit horizontaler
Tangente und skizzieren Sie die Kurve.

Lésung zu Zusatzaufgabe 10.1:

(a) Fiir jede Parametrisierung ¢ : R D I — R? einer implizit durch f(x,5) = 0 gegebenen Kurve im R? gilt
(fop)(t) =0 und somit
df (p(t))p(t) = (grad f(¢(t)), () = 0
fir ¢ € I. Daher sind — wie behauptet — die Tangentialvektoren in einem Punkt (z,y) € C' der Kurve C
senkrecht zu grad f(z,y) .

(b) Im Fall grad f(z,y) # (0,0) gilt auch auf einer geniigend kleinen Umgebung von (z,y) die Ungleichung
grad f # (0,0), so dass 0 einen reguldren Wert von f bildet, denn df(z’,3’) ist ungleich Null und somit
surjektiv in allen Punkten (2’,y’) aus dieser Umgebung. Somit ist der Schnitt von C und dieser Umgebung
eine eindimensionale C!-Untermannigfaltigkeit des R?.

(¢) Mit den Eigenwerten A1, A2 € R von Hess f(z,y) hat die Gleichung f(z,y) = 0 an einem singuliren Kurven-
punkt (z,y) nach der Taylorformel die Darstellung

1
2

ot byt ha) = FGo) + (srad S, (1) )+ (as ) s o) (1) + ol
= (ot s f o) () + o)
und nach einer Koordinatentransformation die Form
Ahi + Xoh3 +o([|R]?) = 0
nahe (z,y). Nun kénnen die verschiedenen Fille untersucht werden:

e Besitzen \j, Ao € R? gleiches Vorzeichen, dann sieht die Gleichung lokal wie h? +h3 = 0 aus. Daher liegt
ein isolierter Punkt vor, denn die einzige Losung ist offensichtlich h; =0 = hs .

e Haben A;, A2 € R? verschiedene Vorzeichen, dann sieht die Gleichung lokal wie h? — h3 = (hy — ha)(hy +
he) = 0 aus. Also liegt ein Kreuzungspunkt vor, denn man hat als Losungen die zwei sich kreuzenden
Geraden hg = hy und hy = —hy .

e Ist einer der Eigenwerte A, Ao € R? gleich Null und zugleich die dritte Ableitung von f in Richtung des
Eigenvektors von 0 nicht Null, dann sieht die Gleichung lokal wie h? + h3 = 0 aus (Neilsche Parabel).
Dabher liegt ein Riickkehrpunkt vor.

46



(d) Der einzige singulire Punkt ist wegen grad f(z,y) = (322422, —2y) und unter Beriicksichtigung von f (—%, O) =
5 # 0 der Punkt (0,0). Laut

Hess f(0,0) = ((2) _02>

liegt in (0,0) ein Kreuzungspunkt des Newtonschen Knotens vor. 3 Um horizontale Tangenten zu finden muss
die Losung des Gleichungssystems bestehend aus den beiden Gleichungen 4, f(z,y) = 32% + 22 = 0 und
f(z,y) = 2%(x + 1) — y?> = 0 gelost werden, wobei der singulire Punkt (0,0) hier keine Beriicksichtigung

findet. Daher sind die Punkte (z,y) = (—%, :I:%) die einzigen mit einer horizontalen Tangente.

(e) Da f(z,y) = (2? + y*)* — 2% + 3? den Gradienten

2222 +2y% — Dz

hat und dieser offensichtlich nur in den Punkten (0,0) sowie (j: %,0) Null wird, die Punkte (:I: %,0)

aber wegen f (j: %,0) = - % gar nicht auf der Kurve liegen, hat f nur den singuldren Punkte (0,0).
Wegen
(A2 +y?) + 822 -2 Syx
Hess f(z,y) = < 8y A(z? +y?) + 82 + 2

ist die Hesse-Matrix in (0,0) gerade

-2 0
0 2
und besitzt demnach die Eigenwerte 2 und —2. Also liegt im Ursprung ein Kreuzungspunkt vor.

Horizontale Tangenten liegen in den reguldren Punkte auf der Kurve mit d,f = 0 vor, dies sind die Punkte
mit 222 +2y? =1 und f(z,y) =0, d.h. Losungen von

2?4 y? =
1

L 9 2
4a:—|-y

S Nl

in R%\ {(0,0)} . Addition dieser beiden Gleichungen liefert 2y? = %, also y = i\/g und z = i\/g. Somit
sind in den vier Punkten (:l: \/g , :i:\/g> die Tangenten horizontal.

Zusatzaufgabe 10.2:

Sei x(y, z) eine Funktion, welche die Gleichung G(z,vy, z) = 22y+In(yz)x = 0 16st. Berechnen Sie die partiellen

. d d
Ableitungen 5 und F%.

Losung zu Zusatzaufgabe 10.2:
Die Ableitung der Gleichung G(z(y,z),y,2) =0 nach y bzw. nach z liefert

oG Ox oG 9 T

O o025 02) + el 2) = 2eyry +ny)ey + 2+ L = 0,

oG ox oG T

%9 o209 2w + w vz = 2ee e+ 5 = 0

d.h. also

6‘:6( ) xy+1 q 5':E( ) T
—(y,2) = —@x——F—" un —(y,2) = — —m8M———.
oy Y y (2zy + In(yz)) 9z 2 (2zy + In(yz))

Hinweis: Wir haben verwendet, dass F'(y, z) = G(x(y, z),y, 2) eine verkettete Funktion, ndmlich F =G o H
mit einer Hilfsfunktion H : (y,z) — (¢(y, 2),y, z) ist. Demnach gilt nach Kettenregel

dF (y,z) = dG(H(y,z))odH(y,z)
oG oG G %(yVZ) g—f(y,z)
= (m(w(yyz)»w) Sy ey, 2), 9, 2) g(w(y,z)yywz)) 1
0 1

= (%01.).9.2) - 320, 2) + (01, 2),9,2) 32 (p(y:2),3:2) - 32(9.2) + (9, 2),9.2))

3Dies kann auch mittels einer Parametrisierung explizit bestitigt werden. Verwenden wir nimlich fiir die Parametrisierung der y -
Komponente den Ansatz y(t) = h(t)z(t) mit einer Parametrisierung z(t) der x -Komponente und setzen diesen Ansatz in die Gleichung
ein, so erhalten wir zuniichst z2(z + 1) = h22z2 und nach Division durch z? dann z = h? — 1. Wihlen wir nun h(t) =t , so resultiert
z(t) =t — 1 und y(t) = t3 — t, und somit die Parametrisierung ¢(t) = (t* — 1,t> — t) des Newtonschen Knotens (vgl. Beispiel 2.9).
Nun sehen wir, dass ¢ den Punkt (0,0) in der Tat zweimal kreuzt, ndmlich bei ¢t = —1 mit Tangentialvektor ¢(—1) = (—2,4), und
bei t =1 mit Tangentialvektor $(1) = (2,2) .
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Zusatzaufgabe 10.3: Gegeben sei f:R"™ — R mit f(x) =a27Ax, A€ R™" und AT = A.

(a) Zeigen Sie, dass das Maximum von f unter der Nebenbedingung ||z|l2 = 1 existiert und der gréfite Eigenwert
von A ist.

(b) Sei & = u eine Stelle, an der das Maximum aus (a) angenommen wird. Zeigen Sie fiir n > 1, dass p :=
max {f(z) : ||z]l2 =1A (z,u) =0} existiert und ebenfalls ein Eigenwert von A ist. Welche algebraische Viel-
fachheit muss der grofite Eigenwert von A besitzen, falls p gleich dem zweitgrofiten Eigenwert von A ist.

Lésung zu Zusatzaufgabe 10.3:

(a) Da K :={x € R™ : |z]]s = 1} kompakt ist, nimmt f auf K ihr Minimum und ihr Maximum an, d.h. f
besitzt ein Maximum unter der Nebenbedingung |z|2 = 1. Sei g(x) = ||z||3 — 1. Offensichtlich hat Jg, =
2(x1,...,x,) fir alle z € K vollen Rang. Demnach wird das Maximum von f unter der Nebenbedingung
|z]|2 =1 an einem Punkt z angenommen, der Losung des Gleichungssystems df (z) = Adg(z) , ||z]2 =1
ist. Wegen df(z) = 2(Az)T und dg(r) = 227 ist die erste Gleichung Aquivalent zu Az = Az, so dass das
Gleichungssystem von allen Eigenvektoren der Lénge 1 gelost wird. Fiir einen Eigenvektor z, von A der
Lange 1 nimmt f aufgrund von

fla) = 2 Azy = 25 Azx = M|zall3

jedoch genau den zugehorigen Eigenwert A an. Somit ist das Maximum von f unter der Nebenbedingung
|z]|2 =1 gleich dem gréfiten Eigenwert von A .

(b) Da K':={z €R" : ||z|2 = 1A (z,u) =0} ebenfalls kompakt ist, nimmt f auch auf K’ ihr Minimum und
ihr Maximum an, d.h. f besitzt ein Maximum unter den Nebenbedingungen |[|z|lz = 1 und (z,u) = 0. Sei
g(z) = (g1(x), g2(x)) = (||=]|3 — 1, {(z,u)) . Dann besitzt die Jacobi-Matrix

dg(z) = (20 w)" = (2951,...,2%)

Uly.-.,U2

fiir jedes © € K’ vollen Rang. Demnach wird das gesuchte Maximum an einem Punkt z angenommen,

der Losung des Gleichungssystems df (z) = Aidgi(z) + Aadga(x), ||zl = 1 ist. Wegen df(x) = 2(Az)T,

dgi(z) = 227 und dgo(z) = u” ist die erste Gleichung #quivalent zu Az = Az 4+ $Au. Da u nach

Voraussetzung ein normierter Eigenvektor ist, folgt mit (x,u) =0, (u,u) =1 und (Az,u) = (x, Au) (A ist
symmetrisch)

Ao = X(u,uy = (Au,u) = (2Az —2M\z,u) = (2Az,u) — 2M\z,u)
= 2(Az,u) = 2(x,Au) = 2X\(z,u) = 0,
also Ax = A\jx und somit ist p := max f(x) ebenfalls ein Eigenwert. Im Fall, dass 1 die algebraische (und

aufgrund der Symmetrie von A auch geometrische) Vielfachheit des grofiten Eigenwertes A von A ist, muss
< A der zweitgroBte Eigenwert von A sein, andernfalls folgt © = A (denn der Eigenraum zum Eigenwert A
ist dann mindestens zweidimensional und besitzt eine orthogonale Basis aus mindestens zwei Eigenvektoren).

Zusatzaufgabe 10.4: Zeigen Sie:

(a) Lemma (3.)1.1: Fiir =, y € [~oo,00] gilt: 2= = (—2)", |z = 2t +27, z = 27—z, (zy)" =
atyT+a7y™, (xy)” =x"yt+aty” . Falls x <y,sogilt 27 <yT und 2= >y~ . Falls o +y definiert ist,
so gilt auch (x +y)t <at+yT, (z+y)” <z” +y~ sowie (x+y)T +a2~ +y~ =(z+y)” +z7 +y*.

(b) Lemma (3.)1.2: Fiir « € R und z, y € [-00,00] mit z+y definiert gilt: 2+y<a <+ y<-z+a.
(¢) Ist B abgeschlossene Teilmenge eines metrischen Raumes (X, d), dann gilt: d(z,B) =0 <= =z € B.

(d) Lemma (3.)1.3: Zu jeder offenen Menge U in R"™ existiert eine aufsteigende Folge (Uy)ren von Mengen mit
U= UZOZO Ui und derart, dass fiir jedes k € N, Uy offen, U, kompakt und U C U .

Losung zu Zusatzaufgabe 10.4:
(a) Fallunterscheidung sowie Rechenregeln (1)-(8) fiir oo (ausfithrlich im Skript).
(b) Sind alle Zahlen reell, Anordnungsaxiome, ansonsten Rechenregeln (1)-(8) anwenden (ausfiihrlich im Skript).

(c) ,, < ¢ ist trivial. , = “ Beweis durch Widerspruch: Angenommen, es gibe = ¢ B mit d(xz, B) = 0. Dann

gibt es nach Definition vom Infimum eine Folge z; € X mit d(x,zx) < % , d.h. jedoch xj . Aufgrund der
Abgeschlossenheit muss « € B gelten. Widerspruch.

(d) Fiir U=R" und k € N sei Uy = Bi(0) die offene Kugel um 0 mit Radius k. Fiir U # R™ und k € N sei
U die Menge aller € R mit z € B(0) und d(z,R*\U) > 27*%.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Ubung zu Serie 11

Intervalle im R" und ihr (Elementar-)Inhalt

Sind j und k ganze Zahlen mit j < k, so schreiben wir im Folgenden [j..k] = [j, k] N Z.

n

Ein Intervall I in R" ist eine Menge I der Gestalt I = ><k:1 Iy, wobei I fiir jedes k € [1..n], ein
Intervall in R mit (eindeutig bestimmten) by := sup I() und ay := inf I (3 ist. Wir definieren den Inhalt eines

Intervalls I C R™ durch
Vol(I) := Vol,(I) = HLaenge(I(k)) mit Laenge(I(y)) = bx — az .

k=1

I heifit nichtdegeneriert genau dann, wenn ay < by fiir jedes k € [1..n] gilt, andernfalls heifit I degene-
riert. Offenbar gilt I nichtdegeneriert <= Vol(I) > 0. I heifit ein ganzes (bzw. rationales) Intervall
in R" genau dann, wenn [y = [ag, br[ mit ap < by und ag, by € Z (bzw. ay, by € Q) fiir jedes k € [1..n].

Lemma (3.)2.1: Ist I ein ganzes Intervall in R™, so gilt Vol(I) = #(Z" N1I).
Lemma (3.)2.2: Seien m, p € Ng und I, k € [0..m], paarweise disjunkte rationale Intervalle in R™ . Weiter

m P m p
seien H; , i € [1..p], rationale Intervalle in R™ mit U I, C U H; . Dann gilt ZVOI(Ik) < ZVOI(Hi).
k=0 1=0 k=0 =0

Lemma (3.)2.3: Zu jedem Intervall I in R™ und zu beliebigem ¢ € |0, oo[ existiert ein rationales Intervall H
in R* mit /C/CH°CH und 0 < Vol(H) — Vol(I) < e. Ist I nichtdegeneriert, dann existiert auch ein
rationales Intervall J in R™ mit J CJ CI°C I und 0 < Vol() — Vol(J) < e.

Satz (3.)2.4: Sind I, k € Ny, beliebige paarweise disjunkte Intervalle in R™ und H;, i € Ny, beliebige

Intervalle in R™ mit U I, C U H,; , dann gilt ZVO](Ik) < ZVO](Hi).
k=0 i=0 k=0 i=0

Dyadische Ausschépfung offener Intervalle/ AuBeres Lebesgue-Mafl auf P(R") mit Eigenschaften

Lemma (3.)3.1: Fiir jedes a € Z" und k € Ny sei I} = ><(2_k) lai,a; + 1] (dyadisches Intervall).
i=1

Dann ist fiir jedes k € Ny die Familie (I{)qezn eine Uberdeckung von R™ mit paarweise disjunkten rationalen
Intervallen. Fiir j, £ € Ny und a, b € Z" beliebig mit 7 <k sind I} und Ijl? disjunkt oder es gilt I} C [jl-’.
Bemerkung (3.)3.2: Fiir k € Ny, a € Z" gelten

=1+ "% -a wd 1) = X027 U 27F) = U @a+o.
k=1 ce{0,2-Fk—1}n

oo
Satz (3.)3.3: VG C R" offen existiert eine Folge (I,)men, paarweise disjunkter Intervalle mit G = U I
m=0

und I, C G fiir alle m € Ny. Ist G nichtleer, kénnen die Intervalle I,,,, m € Ny, dyadisch gewiihlt werden.
Satz (3.)3.4: Zu einer offenen Menge G in R™ sei (I;)ren, eine Folge paarweise disjunkter Intervalle mit
G = U I;, . Dann ist die Zahl o

k=0 ANG) = M(G) = > Vol(Iy)

k=0
unabhiingig von der Wahl der (Ij)ren, und heifit das (n-dimensionale) Lebesgue-Mafl von G. Falls G
ein Intervall ist, dann gilt A(G) = Vol(G) . Insbesondere gilt A(()) = 0.
Lemma (3.)3.6:
(a) Sind G; und Gy offen in R™ mit Gy C Ga, so gilt A(G1) < A(G2) .

(b) Ist (Gk)ren eine Folge offener Mengen in R™, so gilt die Ungleichung A (U Gk> < Z ANGr)
k=0 k=0

Ist die Folge (Gi)ren paarweise disjunkt, so gilt sogar die Gleichung A (U Gk> = Z AMGy).
k=0 k=0
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e Definition (3.)3.7 (Das duflere Lebesgue-Maf}): Die Funktion A\* = ¥ : P(R") — [0,00], A — A*(A4),
welche fiir eine beliebige Menge A C R™ durch  A*(A) := A:(A) :=inf{A(G) | A C G und G offen in R" }
definiert ist, heifit das ( n-dimensionale) duflere Lebesgue-Maf.

e Satz (3.)3.8: Die Funktion A* besitzt die folgenden Eigenschaften:

(a) Fir A offen in R™ gilt A*(A) = A(4) . Insbesondere ist \*(0) =0. (b) ACB = X (4) <\*(B).
(¢) Ist (Ag)ren eine Folge aus P(R™), dann gilt:

A* (G Ak) < i/\*(Ak)~
k=0 k=0

(d) Ist I ein Intervall in R™, so gilt A*(I) = Vol(I) .
e Lemma (3.)3.9: Sind (Ag)kepo..,) mit p € N, p > 1, paarweise disjunkte abgeschlossene Teilmengen von R™,
P P
so gilt A* (U Ak> = Z)\*(Ak) .
k=0 k=0

Lebesgue-messbaren Mengen,/ Lebesgue-Maf} auf £

e Definition (3.)4.1 (Lebesgue-messbar): A C R™ heifit (n-)Lebesgue-messbar genau dann, wenn zu
jedem e € ]0,00[ eine in R™ abgeschlossene Menge F' und eine in R™ offene Menge G existieren, so dass
FCACG und AM(G\F) <e.(G\F istoffenin R” und somit ist A(G'\ F') nach Satz (3.)3.4 wohldefiniert.)
Sei £ = £, die Menge aller (n-)Lebesgue-messbaren Teilmengen von R™ .

e Lemma (3.)4.2: (a) ACR" A M(4)=0 = Aegl. (b) Ist I C R™ ein Intervall, dann gilt I € £.

e Lemma (3.)4.3: (a) Ac £ = R"\Aeg, (b) A1, A2 e £ = AjUA e,
(C) A, Ay e L — AlmAQE,Q/\Al\AQGE.

oo oo
e Lemma (3.)4.4: Fiir eine paarweise disjunkte Folge (Ai)reny aus £ gilt A <U Ak> = Z M (Ag) .
k=0 k=0

e Lemma (3.)4.5: Fiir eine Folge (Ag)reny aus £ mit > A*(Ag) < oo gilt |J Ar € £.
k=0 k=0

o0
e Lemma (3.)4.6: Ist (Aj)ren eine beliebige Folge aus £, dann gilt A:= |J A € £.
k=0

e Corollar (3.)4.7: Offene und abgeschlossene Mengen liegen £ . Der Durchschnitt einer Folge aus £ liegt in £.
e Definition (3.)4.8 ( F, -/ Gs-Menge):

o A CR" heiit Gs-Menge :<= 3 Folge (Gj)reny mit G C R™ offen fiir alle £ und A = ﬂ Gy .

k=0 oo
o A CR" heiit F,-Menge :<= 3 Folge (F)ren mit Fj, C R™ abgeschlossen fiir alle & und A = U F .
k=0

e Definition (3.)4.10 (o -Algebra auf Q): Sei Q eine beliebige Menge und 20 C P(Q2), so dass

(a) QeA; (b)y VAeA gilt: Q\ Aec, (c) V Folge (Ak)ken aus A gilt: U Aped.
k=0

Dann heiit 2 eine o-Algebra auf Q und das Paar (£2,%) ein messbarer Raum (bzw. kurz: Messraum).

e Definition (3.)4.14: Sei ¢ die Menge alle offenen Teilmengen von = R™. Dann heifit B, := oq(&) die
o -Algebra der Borelmengen auf R".

e Bemerkung (3.)4.15: Nach Corollar (3.)4.7 gilt B,, C £,, . Man kann jedoch zeigen, dass B,, # £,, und ebenso
£, # P(R™) gilt.

e Definition (3.)4.16 (Maf3/Mafiraum): Sei (2,2) ein Messraum und g : 2 — [0, 00] eine Funktion, so dass

(a) w(®) =0; (b) fiir jede paarweise disjunkte Folge (Ag)ren aus A gilt: p (U Ak> = Zu(Ak).
k=0 k=0

Dann heifit 4 ein Maf3 auf (£2,2) (bzw. kurz: Maf3 auf 2(). Das Tripel (2,2, x) heifit dann ein Mafraum.
Ist speziell (€2) =1, s0heiBBt 1 ein Wahrscheinlichkeitsmafl und (2,2, 1) ein Wahrscheinlichkeitsraum.
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Zusatzaufgabe 11.1: Sei 9 # () eine beliebige Menge von o -Algebren auf . Zeigen Sie:

(a) Dann ist der Durchschnitt 20y = [\ 2 selbst eine o -Algebra auf Q.
AeMm

(b) Ist & eine beliebige Teilmenge von P(€2) und M die Menge derjenigen o -Algebren auf 2, die & als Teilmenge
enthalten, so ist Ay die kleinste (bzgl. der Mengeninklusion) o -Algebra auf 2, die & als Teilmenge enthélt.
(Sie heifit die von € erzeugte o -Algebra auf € und wird mit o(€) = 0q(€) bezeichnet.

Losung zu Zusatzaufgabe 11.1:

(a) Fir () 2 ist die Definition einer o -Algebra auf € nachzupriifen.
AePM

(i) Daalle 2 selbst o -Algebren sind, enthalten sie alle 2. Somit muss auch Q € [ 2, also Q € Ay gelten.
Aem

(ii) Sei A € Ay . Dannistauch A € 2 fiir alle A € M. Da alle A selbst o -Algebren sind, muss auch Q\ A € A
fiir alle 20 € M gelten. Somit liegt 2\ A auch im Schnitt, d.h. Q\ A €Ay .

(iii) Sei (An)nen eine beliebige Folge von Mengen A, € 2. Dann liegt diese Folge komplett auch in jeder

o-Algebra 2 € M, sodass |J A, in A fiir jedes A € M liegt (denn A ist eine o -Algebra). Somit liegt
neN

J A, auch im Schnitt aller 2, also |J A, € .

neN neN

(b) Fiir ein System € von Teilmengen einer (nichtleeren) Menge € wissen wir nach (a), dass der Schnitt

Q% = r) A
AD €
2 o—Algebra in Q

wiederum eine o -Algebra in € ist. Es bleibt noch zu zeigen, dass (g = (@) . Dies ist aber klar, denn angenom-
men es gibe noch eine kleinere & enthaltende o -Algebra in Q0 als 2ly, miisste sie doch wieder zu der Menge
der o -Algebren gehoren, iiber die geschnitten wurde. Wegen der allgemeinen mengentheoretischen Beziehung
AN B C A lidge dann 2y wieder in dieser o -Algebra. Widerspruch. Folglich ist 20y = o(€&).

Zusatzaufgabe 11.2:

(a) Sei © # 0. Bestimmen Sie die minimale und die maximale o -Algebra in €.

(b) Zeigen Sie Lemma (3.)4.13: Ist A eine o -algebra auf einer Menge © und E C , dann ist

ANE: = {ANE|Ae}
eine o-Algebra auf E (die Spur-c-Algebra). Falls F €2, sogilt ANE = {A|AcAund AC E}.

Losung zu Zusatzaufgabe 11.2:

(a) Die minimale o -Algebra ist genau iy = {0, 2} und die maximale . = P(Q).

(b) Es ist zu zeigen, dass A M E die drei Eigenschaften einer o -Algebra auf E besitzt.

(i) Wegen Q€A und QNE=F gilt auch E€ANE.

(ii) Sei B € AME . Dann existiert ein A € A mit B=ANE.Da A eine o-Algebra auf  ist, folgt auch
Q\ A e und weiter Q\ANE e AME. Mit E C Q ist jedoch Q\ANE=(QNE)\(ANE)=FE\B,
also E\BeAMNE.

(iii) Sei nun (Byg)ren eine beliebige Folge aus 2 M E, dann gibt es (mindestens) eine entsprechende Folge
(Ag)ken aus A, so dass By = Ay N E. Da 2 eine o-Algebra auf € ist, liegt auch die Vereinigung
Uken Ax wieder in 2 und somit folgt

UB = JAnE) = |JAnEcANE.
keN kEN kEN
Falls E € 2, dann liegen alle Schnitte AN E fiir A € 2 selbst wieder in 2, da 2 eine o -Algebra auf €2 ist.
Zusatzaufgabe 11.3: Es sei Q2 = {sin,cos,exp} C {f | f: R — R}.

Uberpriifen Sie bei folgenden Mengenfamilien, ob sich um o -Algebren in € handelt:

(a) A ={0,{cos,exp,sin}, {cos,sin}, {cos, exp}, {sin, exp}, {cos}, {exp}, {sin}};
(b) A = {0, {cos,exp,sin}};
(¢) A ={0,{cos,exp,sin}, {cos,sin}, {exp}} .
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Losung zu Zusatzaufgabe 11.3:
(a) Wegen 2 =P(Q) handelt es sich offenbar um eine o -Algebra in 2.
(b) Wegen 20 = {0,Q} handelt es sich offenbar um eine o -Algebra in Q.

(¢) Da sowohl die leere Menge, die Komplemente als auch abzihlbare Vereinigungen von Mengen aus 2 wieder in
2 liegen, handelt es sich um eine o -Algebra in 2.

Zusatzaufgabe 11.4:
(a) Zeigen Sie: Fiir jedes « € R™ und jede offene Menge G C R™ gilt A(G+z) = A(G). (Translationsinvarianz)
(b) Zeigen Sie fiir jedes k € R und jede offene Menge G C R™ die Identitit A(kG) = |&|["A(G). (Homogenitét)
Loésung zu Zusatzaufgabe 11.4:
(a) Da nach Satz (3.)3.3 fiir jede offene Menge G C R™ eine abzihlbare Folge paarweise disjunkter Intervalle (Iy)

mit G = U I, existiert und das Ma von G allein mit Hilfe des Volumens der I, durch \(G) := Z Vol,, (Ix)
k=1

definiert wird (vgl. Satz (3.)3.4), geniigt es Vol,(I + x) = Vol,(I) zu zeigen. Besitzt das n-dimensionale

Intervall I die Randpunkte a = (ai,...,a,) und b = (b1,...,b,), dann besitzt [ + = die Randpunkte

a+z=(a1+x1,...,an+2,) und b+x = (by +x1,...,b, + x,) . Folglich gilt

Vol (I +z) = (b +2:) = (a5 +2:)) = [[(bi —ai) = Vol ().
i=1 i=1
(b) Wiederum geniigt es, Vol,(kI) = |&|" Vol,(I) fiir ein Intervall I mit Randpunkten a = (as,...,a,) und
b = (by,...,b,) zu zeigen. Da das Intervall I fiir x > 0 dann die Randpunkte ka = (kaq,...,ka,) und

kb= (kby,...,kby,) besitzt, folgt

n

Vol (kI) = H(bii—nai) = /<;”H(bi—ai) = k" Vol,(I) .

i=1 =

—_

Ist andererseits k < 0, dann besitzt I die Randpunkte kb= (kby,...,kb,) und ka = (kay,...,Ka,), so dass

n

Vol, (k1) = H(Kai—libi) = (—f@')”H(bi—ai) = (—x)"Vol,(I) .

i=1 i=
Somit gilt insgesamt Vol, (kI) = |k|" Vol,(I).

Zusatzaufgabe 11.5: Zeigen Sie Satz (3.)4.18: Sei (2,2, ) ein beliebiger Mafiraum. Dann gelten:

(a) Sind A, B und A C B, so gilt pu(A) < u(B). Falls noch u(A) < oo, dann ist pu(B\ A) = u(B) — u(A).

—_

(b) Ist (Ag)ken, eine Folge aus A mit Ay C Ay fir jedes k € Ny, so gilt: I (U Ak> = klim w(Ag).

(c) Ist (Ag)ken, Folgeaus A mit Ay D Agyq fiiralle k € Ny und p(Ag) < 0o, sogilt: p <ﬂ Ak> = klim w(Ag).
k=0 o
Losung zu Zusatzaufgabe 11.5:

(a) Wegen ANB\ A =10 gilt mit der o-Additivitit pu(B) = u(A4) + u(B\ A). Da u(B\ A) > 0, folgt daraus
p(A) < p(B) und fiir p(A) < oo auch u(B\ A) = p(B) — u(A).

(b) Setze By = Ap und Bp,41 = Amy1 \ An fiit m € Ny . Die Mengen B, , m € Ny, liegen in 2[, sind paarweise
disjunkt und fiir jedes k € Ng: Ay = Uk _o B . Damit gilt p(Ag) = Zﬁqzo w(By,) und somit

m=0
Jim p(Ay) = Y p(Bm u(UBm> =u<UAk>.
m=0 m=0 k=0
(¢c) Wenden wir (b) und (a) auf By = Ag \ Ax, k € Np, an, so ergibt sich wegen Ay D Ay, also Ay D By, dann
I (m Ak> = 5 <A0 \ U Bk> (i) <U Bk> w(Aog) — hm w(By)
k=0 k=0

= Jim (u(do) ~ pu(Br)) ¥ Tim p(Ao\ (Ao\ Aw)) = lim pu(Ay) .

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Numerische Funktionen, (2(-)messbare numerische Funktionen, (2 -)Elementarfunktionen

e Definition (3.)5.1: Sei X eine Menge. Eine Funktion f : X — [—o00, 00] heift eine numerische Funktion auf
X . Die Funktion f* : X — [0,00], w (f(w))" heifit der Positivteil von f, die Funktion f~ : X — [0, 00],
w — (f(w))” heifit der Negativteil von f und die Funktion |[f| : X — [0,00], w — |f(w)| heiit der
Absolutbetrag von f .

e Satz (3.)5.2: Sei (2,2() ein Messraum, E € 2 und f : E — [—00,00]. Dann sind fquivalent:
(a) VaeR : {weFE|flw)<a}led. (b) VaeR : {weE|flw)<a}le.
(¢c) VaeR : {weF| flw)>a}ed. (d) VaeR : {weFE|fw)>a}le.

e Definition (3.)5.3: Sei (©2,2) ein Messraum, E € 2. Eine numerische Funktion f auf E heifit genau dann
2 -messbar, wenn eine (und damit jede) der Aussagen (a) — (d) aus Satz (3.)5.2 gilt.

e Satz (3.)5.4: Seien (2,2() ein Messraum und f, ¢ numerische 2f-messbare Funktionen auf einem E € 2.
Dann gelten
{weF|flw)<glw)}ed, {weE|flw) <gw)}e,

{weE[flw)=gw}ed {weE[flw)#gw)}et
e Lemma (3.)5.5: Sei (©,2) ein Messraum, F € .

(a) Auf E definierte konstante numerische Funktionen sind 2 -messbar.
(b) Fiir A € 2 ist die Indikatorfunktion von A auf E, d.h. die Funktion 1§ : E — [~o0, 00|, welche durch

15(w) = 1, wennwé€ A
0, wennw € E\ A,

definiert wird, 2(-messbar.

(c) Ist @ =R" und A = £, die o-Algebra der n-Lebesgue-messbaren Mengen, so ist jede auf E definierte
stetige reellwertige Funktion 2(-messbar.

e Satz (3.)5.6: Sei (Q,2) ein Messraum, E € 2 sowie f, g, fr, k¥ € N, 2-messbare numerische Funktionen
auf E . Dann sind auch die folgenden Funktionen 2(-messbar:

sup fx, inf fr, limsup fx, liminf fi, lim f (falls auf E definiert),
keN keN k—o00 k—o00 k—o0

f-g, |fl, fY:=max(f,0), f :=—min(f,0) sowie f+gund f —g (falls auf E definiert).

e Definition (3.)5.7: Sei (2,%) ein Messraum, F € A . Ist f eine auf E definierte 2 -messbare, nichtnegative,
reellwertige Funktion mit endlichem Bild f[E], dann heifit f eine 2-Elementarfunktion (auf E'). Sind
aj, j=[0..k], die aufsteigend geordneten paarweise verschiedenen Elemente von f[E] und A; = f~'[{o;}],
j =10..k], die entsprechenden Urbildmengen, so gilt

k
f=> a1k, (12.1)
j=0

welche die kanonische Darstellung von f genannt wird. Beachte, dass A; € A\ {0} fiir alle j = [0..k].

e Satz (3.)5.8: Sei (,%A) ein Messraum, E € . Ist f eine numerische, nichtnegative und A -messbare
Funktion auf E | so existiert eine aufsteigende Folge (fi)ren von 2A-Elementarfunktionen auf E mit f < fri1
fiir alle £k € N und klim fk=1r.

— 00

Integration von 2 -Elementarfunktionen, Satz v. Beppo Levi, Lemma v. Fatou, p-Nullmengen

e Definition (3.)6.1: Sei (2,2, ) ein Mafiraum, F € 2. Fiir eine A -Elementarfunktion f : E — [0,00[ mit
kanonischer Darstellung (12.1) definieren wir das Integral von f auf E bzgl. p, in Zeichen [ g dp, als

k

| = 3 ajutay) € 0.04).

=0
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Satz (3.)6.2: Sei (2,2, i) ein Mafiraum, E € A, o € [0,00[ und f, g seien A-Elementarfunktionen auf E.
Dann gelten: (a) of und f+g sind 2-Elementarfunktionen auf E. (b) [pafdu=a [, fdu.

() Jo(f+9)du= [, fdu+ [pgdu. d) f<g = [pfdu< [,gdu.

Definition (3.)6.3: Sei (2,2, x) ein Mafiraum, E € 2. Fiir eine beliebige nichtnegative 2 -messbare nume-
rische Funktion f auf E definieren wir das Integral von f auf E bzgl. p, in Zeichen fE fdu, als

/ fdu = sup{/ edu| e: E —[0,00[ ist eine A-Elementarfunktion und e < f} (12.2)
B B

Corollar (3.)6.4: Sind f und g nichtnegative 2A-messbare numerische Funktionen auf E mit f < g so gilt

/Efdu < /Egdu~

Satz (3.)6.5 (Beppo Levi — Satz von der monotonen Konvergenz): Sei (Q,2, ) ein Mafiraum, E € 2.
Sei (fk)ren eine Folge nichtnegativer 2 -messbarer numerischer Funktionen auf F, so dass fi < fr41 fiir alle

keN,und f= lim fi =sup fx. Dann gilt
heo keN / fdp = lim / frdp = sup/ e dp.
E k—oo JE keNJE
Satz (3.)6.6: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, E € A, o € [0,00] und f,g: E — [0,00] seien A-messbar.
Dann gelten: (a) af und f+ g sind 2-messbar. (b) [pafdp=caf, fdu.

() Jeg(f+9)du= [ fdu+ [Lgdu. (d) Falls f <g,sogilt: [, fdu< [,gdu.

Satz (3.)6.7: Sei (2,2, u) ein Mafiraum, E € A. Sei (g,)ven eine Folge nichtnegativer A -messbarer nume-

rischer Funktionen auf E. Dann ist ¢ = ) g, eine nichtnegative auf E definierte 2(-messbare numerische
v=0

Funktion und es gilt >
/gdu = Z/gydu-
E —=Je

Satz (3.)6.8 (Lemma von Fatou): Sei (2,2, x) ein Mafiraum, E € . Ist (fx)ren eine Folge nichtnegativer

2 -messbarer numerischer Funktionen auf E, so gilt
/ liminf f dp < lim inf/ frdu .
B k—oo k—oo Jp

Definition (3.)6.9: Sei (Q,2, ;1) ein Mafiraum, E € A. Ist f eine 2A-messbare numerische Funktion auf E
und gelten sowohl fE fTdu < oo als auch fE fmdp < oo,soheifit f p-integrierbar (auf E ). In diesem Fall

definieren wir das Integral von f auf E bzgl. p,in Zeichen [, fdp, als| [, fdu:= [ fTdu— [, [~ dp.

Satz (3.)6.10: Sei (2,2, ) ein Mafiraum, E € A, a € R sowie f,g zwel pu-integrierbare numerische
Funktionen auf E'. Dann sind «f und (falls f+g¢ auf E definiert) f+ g ebenso u-integrierbar und es gilt:

(a) /Eafdu:a/Efdu~ (b) /E(f+g)du=/Efdu+/Egdu. (c) Fiir f <g ist /EfduS/Egdu~

Bemerkung (3.)6.14: Sei f eine numerische Funktion auf E und A C E', A € 2. Falls f4 nichtnegativ
und 2l -messbar oder falls f|4 p-integrierbar ist, so setzen wir, wie iiblich, fA fdu = fA fladp.

Satz (3.)6.16: Sei f eine numerische Funktion auf E . Weiter sei S eine abzéhlbare Indexmenge und (Ay)res
sei eine Familie aus & mit E = |J, g Ax . Falls fj4, fiiralle k€ S 2-messbar ist, so ist f 2A-messbar.

Definition (3.)6.18: Eine Menge A C  heifit eine p-Nullmenge genau dann, wenn A € 2 und pu(A) =0.

Definition (3.)6.19: Sei P eine Eigenschaft, die Elemente von E haben koénnen. Wir sagen, dass P p-
fast iiberall (auf F) gilt genau dann, wenn die (Ausnahme-)Menge A der Elemente von FE, welche die
Eigenschaft P nicht haben, Teilmenge einer p-Nullmenge N ist.

Definition (3.)6.20: Ein Mafiraum (Q,2(, 1) heifit vollstindig genau dann, wenn fiir alle N und A C Q
gilt: Ist N eine p-Nullmenge und A C N, so gilt A € 2.

Satz (3.)6.21: Der Mafiraum (R", £, \,) ist vollstindig, der Mafiraum (R™, B,,, A,|5,) ist nicht vollstandig.
Satz (38.)7.1: Seien a, be R, a<b und I =[a,b].Sei f : I — R beschrinkt. Dann gilt:

a ist Riemann-integrierbar <= Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine A; -Nullmenge.
(a) f g g g g
(b) f R-integrierbar mit R-Integral fab f(z)de = f X -integrierbarauf I und [, fd\ = fab flx)dx.
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Zusatzaufgabe 12.1:
(a) Sei ©={1,2,3,4}. Bestimmen Sie o(€) fiir €:={0,Q,{1,2}} und € :={0,{1,2,4},{3}}.
(b) Zeigen Sie: Fiir @ =Q und € :={]a,b]NQ : a,b € Q,a < b} ist o(¢) = P(Q).

Losung zu Zusatzaufgabe 12.1:

(a) e Esist o({0,9,{1,2}}) = {0,9,{1,2},{3,4}}, denn sie enthilt die leere Menge, zu jedem Element
auch das Komplement und alle abzéhlbaren Vereinigungen |J, .y An , denn diese sind hier in der Tat nur
endliche Vereinigungen, d.h., es kénnen nur die Félle auftreten:

Q falls A,; = Q oder A, = {3, 4} fiir ein ng,
{1,2} sonst;

{Q falls A,y = Q oder A,, = {1,2} fiir ein ny,
0 0

o A, ={1,2} fiirein ng,also |J 4, =
neN

o Ano = {374} fiir ein no , also U An =

neN {37 4} sonst;

o A, =10 firalle neN,also |J 4, =0 oder A, =Q fiir ein ng, also |J A, =Q.
neN neN

e Analog ist o({0,{1,2,4},{3}}) = {0,9,{1,2,4},{3}}, denn sie enthilt die leere Menge, zu jedem

Element auch das Komplement, und alle abzéhlbaren Vereinigungen J,,cy An -

(b) Es geniigt zu zeigen, dass {q} € o(€) fiir alle ¢ € Q, denn dann sind alle abzéhlbaren Teilmengen von Q und

somit jede Teilmenge von Q in o(€&) enthalten. Dies ist aber offensichtlich der Fall, denn fiir jedes n € N ist

]q — %, q] NQ € ¢ und somit liegt deren abzihlbarer Durchschnitt () (]q — %, q] N Q) = {q} in der von €&
neN

erzeugten o -Algebra.
Zusatzaufgabe 12.2: Zeigen Sie: (a) Jede einelementige Menge A C R™ ist eine A, -Nullmenge.
(b) Jede abzéhlbare Menge A C R™ ist eine A, -Nullmenge. (¢) Q ist eine A -Nullmenge.
(d) Skizzieren Sie Cj := { = 0.212923 . .. ‘ Vi<I<k :mx#T } fiir k =1,2. Berechnen Sie A\ (Cs).
Losung zu Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Sei A= {a} mita € R". Zu jedem ¢ > 0 finden wir eine offene Menge G := Bs(a) D A mit § := min{1, £
(Bs(a) :==]a —8,a+ d[x ... x]a—d,a + 6] ) und eine abgeschlossene Menge F : = C A, so dass

WG\ F) = p(@) < min{l,zgin} <e.

Somit ist jede einelementige Teilmenge des R™ LEBESGUE-messbar. Offenbar gilt auch

A) = inf u(G) < inf wB =0.
1(A) acBhe n(G) < Blﬁa)’“‘( 5(a))

Wegen der Isotonie von g und p(@) =0 folgt u(A4)=0.

(b) Jede abziihlbare Menge A C R™ liisst sich als abzihlbare Vereinigung von einelementigen Mengen Ay € R™
darstellen. Aufgrund der o -Additivitit des Lebesgue-Mafles und (a) folgt somit

n(A) = M(U A/c) < > A =0,

kEN keN 7

(¢) Da Q eine abzédhlbare Teilmenge des R, folgt wiederum mit dem Diagonalargument die Abzdhlbarkeit von
Q" . Die Behauptung folgt dann mit (b).

(d) Esist C; =[0,0.77U[0.8,1] und Co= U  (([0,0.07]U[0.08,0.1]) + k- 0.1) , also A;(C2) =0.81.
ke[0..91\{7}

Zusatzaufgabe 12.3: Sei (Q,2, 1) ein Mafiraum, f,g 2-messbare numerische Funktionen auf 2. Zeigen Sie:
(a) (Satz (3.)6.11 (a)): f u-integrierbar = |f| p-integrierbar,
(b) |f] <g und g p-integrierbar S f p-integrierbar,

)
)
(¢) f,g p-integrierbar = max{f,g} und min{f, g} p-integrierbar,
(d) (Satz (3.)6.11 (b)): f p-integrierbar — [ fdul < [p1fldu.
)

(e) Das Lemma von Fatou gilt im Allgemeinen nicht fiir (nur) p-integrierbare Funktionen (Gegenbeispiel).
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Losung zu Zusatzaufgabe 12.3: Nach Satz (3.)5.6 sind |f|, fT und f~ %2l -messbar.

(a) Nach Definition (3.)6.9 ist eine 2-messbar numerische Funktion f genau dann p-integrierbar, wenn f* und
/~ endliches p-Integral besitzen. Aufgrund der Linearitét des Integrals (und da f*f~ = 0 nach Abschnitt 1,
also die Summe {iiberall definiert ist) besitzt dann auch die nichtnegative 2 -messbare Funktion |f| = f*+ f~
ein endliches g -Integral und ist somit -integrierbar (wegen |f|~ =0 und folglich [, |f|~dp =0 < c0).

(b) Da |f| <g,also 0 < fT+ f~ < g gilt, besitzen f* und f~ wegen 0 < fT <g bzw. 0 < f~ < g und der
Monotonie des Integrals ein endliches Integral, wonach f pu-integrierbar ist.

(c) Folgt aus (a) und (b) wegen [max{f,g}| <|f|+ |g] und [min{f,g}| <[f]+g].
(d) Da f <|[f| und —f <|[f]| folgen [, fdu < [g|fldp und — [y fdp < [p|fldp, also | [ fdu| < [g|fldu.

(e) Auf dem Mafiraum (R,B,p) mit p := A\ wird durch fi(z) = - 1ﬁ7k+1] eine Folge B3 -messbarer
Funktionen mit [, fr du = — [ fi dp = —p([k, k +1]) = —1 definiert, die punktweise gegen die Nullfunktion
konvergiert.

Insbesondere gilt likminf fx = klim fr = 0 sowie likminf Jg fr dp = klim Jo fr dp = klim (=1) = —1 und

somit leikniioréffk dpy =0 > —1 = likrgioréffRfk du .
Zusatzaufgabe 12.4:
(a) Zeigen Sie Satz (3.)6.15: Sei f eine numerische Funktion auf £ und A C E, A € A ist beliebig. Dann gilt:

Falls f 2-messbar und nichtnegativ (bzw. p-integrierbar) ist, so sind fl4 und f-1% ebenso 2-messbar
und nichtnegativ (bzw. p-integrierbar), und es gilt [, fdu = [ f-15dp.
(b) Zeigen Sie Satz (3.)6.22: Ist f : E — [—00,00] p-integrierbar, so ist f p-fast iiberall endlich auf F .
Lésung zu Zusatzaufgabe 12.4:

(a) Sei C die Menge aller 2-messbaren Funktionen f : E — [0,00], fiir welche fj4 und f-15 nichtnegativ,
A -messbar sind und fiir die gllt dass [, fdu = [, f-18dp. Ist f =15 mit Be A, B C E, dann gilt
fla=14.p5 und f-15 =15 . damit sind diese beiden Funktlonen nlchtnegatlv und A messbar und

/Afdu:mmB):/Ef-lEdu-

Also liegt f in C. Da aufgrund der Linearitét des Integrals Linearkombinationen von Funktionen aus C mit
nichtnegativen reellen Koeffizienten klarerweise in C liegen, enthélt C alle 2(-Elementarfunktionen auf E .
Da aufgrund des Satzes iiber monotone Konvergenz Grenzwerte monoton wachsender Folgen aus C selbst in
C liegen, enthélt C nach Satz (3.)5.8 alle nichtnegativen 2A-messbaren numerischen Funktionen auf E.

(Ist f p-integrierbar, kénnen wir f = f* — f~ schreiben und das Bisherige auf f* und f~ anwenden.)

(b) Sei A die Menge aller w € E mit |f(w)] = co. Dann gilt A € A aufgrund der A-Messbarkeit von f (vgl.
Satz (3).5.8). Wir miissen zeigen, dass u(A) = 0. Nun gilt aber 2¥ .15 < |f| fiir jedes k € N, also auch
2kp(A) = [p2F-18dp < [pIfldp = [, ftdu+ [, f du = C < oo fiir beliebiges k € N. Mit
k — oo folgt daraus sofort p(A) = 0. Dies besagt genau, dass f auflerhalb einer p-Nullmenge endlich ist.

Zusatzaufgabe 12.5:

Untersuchen Sie die Funktion f: R — R, f(z) := %(‘r)l]ﬁr oo[(x), einerseits auf (uneigentliche) Riemann-

Integrierbarkeit und andererseits auf Lebesgue Integrierbarkeit.
Losung zu Zusatzaufgabe 12.5:

Einerseits existiert das (uneigentliche) RIEMANN-Integral, denn es gilt mit partieller Integration

51 b ’ 3 i
/f(x) de = bETo([ijx)} +/51r;(2x) daz) _ 0+bhj§o 511;(295) i |

sin(x)
2

U
b
. 1 . 1 . 110 1 . -
wobei der Grenzwert wegen < = und lim f = dr = lim [—7} = = existiert.
xT xdm ™
U

Andererseits gilt fiir 6 < 7 die Abschétzung

(oo} (oo} oo
| cos(z)| . | cos(x
|f(2)] dA\i(z) > / ——2dM(x) > 26 inf
/ ' ,; Jkm—8,km48] € ,;zelkrrfé,kma[ x kZZQ
> 2)cos (E)io:L > 2§ cos (I) iill cos( ) 3 1
- 4 Pt 4k +7m — 4 = dkm +4knr — @ k

wobei die letzte Reihe (bis auf den ersten Summanden) offenbar ein Vielfaches der als divergent bekannten
harmonischen Reihe Y- 1 ist. Somit kann f nach Satz (3.)6.11 nicht LEBESGUE-integrierbar sein.
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Satz von Lebesgue, p-fast iiberall erfiillte Eigenschaften, Dichte

e Satz (3.)6.12 (Satz von Lebesgue iiber die majorisierte Konvergenz): Sei (fi)ren eine konvergente
Folge A -messbarer reellwertiger Funktionen auf E, f = limy_. o, fr und es gebe eine p-integrierbare reell-
wertige Funktion ¢ auf E derart, dass |fx| < ¢ fir jedes k € N. Dann sind die Funktionen f, fr, k€ N,
jeweils yi-integrierbar auf E, die Integralfolge ([}, fr dp)ren konvergiert und es gilt

lim frdp = /fd,u.
k—oo E E

e Satz (3.)6.17: Sei (9,2, ) ein Mafiraum, E € 2. Sei weiter A C F, A € 2 und g sei eine numerische
Funktion auf A. Definiere f : F — [—00,00] durch

w), wennw € A
flw) = 49
0, wenn w € F\ A,

(a) Falls g nichtnegativ und 2 -messbar ist, so ist f nichtnegativ und 2-messbar und [ 4 9du = i) gfdu.
(b) Falls g p-integrierbar ist, so ist f u-integrierbar und ngdp = fE fdu.

e Satz (3.)6.23: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, F € 2(. Sei weiter f eine nichtnegative und 2(-messbare Funktion
auf E. Dann gilt / fdu =0 genau dann, wenn f =0 p-fast iiberall.
E

e Corollar (3.)6.24: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, F € 2. Ist f : E — [—00,00] eine A-messbare Funktion
mit pu(E) =0, dann ist f sogar p-integrierbar auf E und es gilt

/Efduzo.

e Satz (3.)6.25: Sei (,%, ) ein Mafiraum, E € 2. Seien weiter f und ¢ beliebige numerische 2 -messbare
Funktionen auf FE, derart, dass f =g p-fast iiberall auf E . Dann gilt:

(a) Sind f und g nichtnegativ, dann gilt: /fd,u:/gd,u.
E E

(b) Ist f p-integrierbar, so ist g p-integrierbar und / fdu :/ gdu .
E E

e Satz (3.)6.28: Sei f : Q — [0,00] A-messbar. Fiir jedes A€ sei | v(A) == [, fdu.

Dann ist v ein MaBl auf 2 und (Q,2,v) ein Mafiraum. Wir sagen: v besitzt die Dichte f beziiglich p.

Sei £ € 2 und g eine numerische Funktion auf E. Falls ¢ nichtnegativ und 2 -messbar ist (bzw. falls g
v -integrierbar ist), so ist g - (f|g) nichtnegativ und 2 -messbar (bzw. g - (f|g) ist p-integrierbar) und

égdv = /Eg~(f\E)du-

e Corollar (3.)6.30: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, E € 2. Sei weiter (g,),en eine Folge 2 -messbarer numeri-
scher Funktionen auf F derart, dass
> [ lavld < oc.
v=0 B

Dann ist fiir jedes v € N die Funktion g, p-integrierbar. Aulerdem ist die Reihe ZZO:O g, p-fast iiberall
auf F gegen eine p-integrierbare Funktion ¢ konvergent und

gdp = /gudu-
Joown = 2,
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Parameterabhingige Lebesgue-Integrale

e Lemma (3.)6.31 (Stetigkeitslemma fiir parameterabhiingige Integrale): Sei (2,2, 1) ein Mafiraum,
E e, (X,d) ein metrischer Raum, 29 € X und f : X x F =R, (z,w)— f(z,w), eine Funktion, fiir die
gilt: (a) w i f(z,w) ist p-integrierbar fiir jedes = € X .
)
)

(b

(¢) Es gibt ein p-integrierbares h : E — [0,00], so dass |f(z,w)| < h(w) fir alle (z,w) € X X E.
Dann ist die Funktion ¢ : X = R, ¢(z) = [, f(z,w)du(w), stetig im Punkt g .

x+— f(z,w) ist stetig im Punkt xzq fiir jedes w € E.

e Lemma (3.)6.32 (Differentiationslemma fiir parameterabhiingige Integrale): Sei (Q,%2, 1) ein Maf-
raum, F € 2, I ein nichtdegeneriertes Intervall in R und f : X x E - R, (z,w) — f(x,w), eine Funktion,
fiir die gilt: (a) wr— f(x,w) ist p-integrierbar fiir jedes = € X .

(b) x+— f(z,w) ist differenzierbar auf I fiir jedes w € E .

(¢) 3h: E—]0,00] p-integrierbar, so dass |0, f(z,w)| < h(w) fir alle (z,w) € X X E.
Dann ist die Funktion ¢ : X — R, definiert durch

z) = /E £, ) du(w)

differenzierbar auf I, die Funktion w — 9, f(z,w) ist u-integrierbar fiir jedes x € I und es gilt:
/ Op f(z,w)dp(w) fir jedes x € 1.
E

Riemann- versus Lebesgue-Integrale

e Satz (3.)7.1: Seien a, beR, a<b und I =Ja,b]. Sei f : I — R beschrinkt. Dann gilt:
(a) f ist Riemann-integrierbar <=  Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine A; -Nullmenge.
(b) f R-integrierbar mit R-Integral f; f(x)de = f X -integrierbarauf I und [, fd\ = ff f(x)dx

e Satz (3.)7.2: Sei a« € R und f eine auf [a,00[ definierte numerische Funktion, die nichtnegativ und £ -
messbar oder aber \; -integrierbar ist. Dann gilt: .
Lomies & Siao £ A = lim [ f .

Substitutionsregel, Satz von Fubini/Tonelli

e Satz (3.)7.5 (Translationsinvarianz): Fiir jedes A € £,,,c € R" gilt A+ce€ £, und A\, (A+c¢) =\, (A).
e Satz (3.)7.6: Sei T : R™ — R™ linear, bijektiv. Fiir A € £, gilt T[A] € £, und A\, (T[A]) = | det T| A\,,(A).

e Satz (3.)7.10 (Substitutionsregel): Seien U,V C R" offen sowie h : U — V ein C!-Diffeomorphismus.
Dann gilt h[A] € £, fiir jede Menge A C U mit A € 4,, und

A (R[A]) = /A | det(dh(z))| dAn(z). (13.1)

Fiir alle £ C U mit E € £, und alle £, -messbaren Funktionen f : h[E] — [0,00] (bzw. alle X, -
integrierbaren Funktionen f : h[E] — [—o0,00]) gilt, dass die auf E definierte Funktion x +— (f o h)(z) -
| det(dh(x))| £, -messbar (bzw. £, -integrierbar) ist und

Fdr, = /E (F o h)(x) - | det(dh(z))| dhn () - (13.2)

h[E]
e Satz (3.)7.12: Falls F; € £,, und E; € £,,,,so gilt E = E; X Fy € £, . (Die Umkehrung ist i.A. falsch.)

e Sei (0,2, 1) ein Mafiraum, F € 2. Ist p-f.ii. definiert und (auBerhalb einer p-Nullmenge N ) 2-messbar
und nichtnegativ (bzw. p-integrierbar), dann definieren wir [, fdu := fE\N fie\ndp .

e Satz v. Fubini/Tonelli (u-f. ii. Fassung): Seien n,ni,ny € N mit n;,ne > 1 und n = ny + nay.
Weiter seien F; € £,,, i € {1,2} und f : Ey X Fy — [—00,00] £, -messbar und nichtnegativ (bzw. A, -
integrierbar). Dann ist die partielle Funktion f“! : Ey — [—00,00], wo — f(wi,ws) fiir Ay -fast alle wy € Fy
£,,, -messbar und nichtnegativ (bzw. \,, -integrierbar), die Funktion ¢ : wy — [ B, ferdhn, A -fast tiberall
auf E; definiert, (auflerhalb einer A; -Nullmenge) £,, -messbar und nichtnegativ (bzw. \,, -integrierbar) und
es gilt

/ fdx, = / gdhn, , also / fdx, = / < fwr,wa) dAy, (wg)) A, (w1)-
El XE2 E1 E1 XE2 E1 E2
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Zusatzaufgabe 13.1: Zeigen Sie Satz (3.)6.28.

Losung zu Zusatzaufgabe 13.1:

Aufgrund von Satz 6.15 (vgl Zusatzaufgabe 12.4) gilt
v(A) = [ f-1%du
Q

fiir alle A € A gilt. Somit folgt aus Corollar 6.24 und Satz 6.7, dass v ein Maf} auf 2l ist.

Die zweite Behauptung des Satzes wird nacheinander bewiesen fiir Funktionen der Form g = 15 ,ACE, A€
A, fiir A-Elementarfunktionen auf E, fiir nichtnegative 2(-messbare numerische Funktionen und schliellich
fiir p-integrierbare Funktionen auf E.

Zusatzaufgabe 13.2: (Normalbereiche)

Eine Teilmenge D C R? wird als Normalbereich im R? bezeichnet, falls eine der folgenden Bedingungen
erfiillt ist:  (a) 31,02 : [a,0] > R stetigmit D= {(z,y) €eR? : a <z <b, p1(z) <y < pa(x)}.

(b) F 1,19 : [e,d] = R stetig mit D = {(m,y) ER? : Yi(y) <z <a(y), c<y< d} .
Der Flicheninhalt eines Normalbereiches D € R? ist dann beispielsweise

D) = [ tduten) = [ b ( / fj:)ldAmy)) i (2)

Eine Teilmenge D C R3 wird als Normalbereich im R? bezeichnet, falls stetige Funktionen 1, @9 : [a,b] —
R und &,& : [a,b] x R = R mit

D = {(z,y,2) eR® : a<ax<b, ¢i(2) Sy<a(a), &loy) <2<y}

existieren (ggf. (w,y,2) permutiert). Das Volumen eines Normalbereiches D € R? ist

b p2(z) &2(z,y)
V(D) := /Dld)\g(x,y,z) = /a (/W(w) </€1($7y) 1d)\1(z)> d/\l(y)> A\ (z) .

(a) Es bezeichne B; die Euklidische Einheitskugel in R? um (x,y) = (0,0) und Bz eine um den Punkt (x,y) =
(1,0) . Bestimmen Sie den Flidcheninhalt des Gebietes By N By .

(b) Berechnen Sie fiir A :=10,1] x [0,2] das Integral /R2 (% =3y +1) 152 (z,y) d\o(x,y) .

Losung zu Zusatzaufgabe 13.2:

(a) Aufgrund der Symmetrie ist klar, dass sich die Rinder der beiden Kugeln in den Punkten (%, i@) schneiden.
Daher geniigt es, den Flidcheninhalt eines Viertels von Bj N Ba, etwa des durch

0<y< 1—(95—1)2}

I\D\H

Vo= {(m,y)€R2 ‘ 0<z<
definierten, zu berechnen. Damit folgt unter Anwendung des Satzes von FUBINI
1 1
2
ZAQ(Bl n BQ) = )\Q(V) = / 1 dAQ CE y = / / 1 d)\l( ) dAl = / \ 1-— .’ﬂ — ]. dx
[0,4/1—(z—1)2]
-6 1 - 3
/ _ Vi1- sin?t cos(t) dt = i(sin(t) cos(t) + t)‘ = — % + %,
2

ol

fiy
t=—3

also insgesamt p(By N By) = f + 2

(b) Nach dem Satz von FUBINI erhalten wir

22— 3y +1) 1% (z,y) dha(z, (22 =3y + 1) d\y(x) | d\y
/( y+1) 15 (2,1) dho(z,y) /{(/] y+1) ()) ()

z? w=t 4y 3217 8 10
= 3xy+x} A (y / <3y)d)\1(y) = {} = -6 = ——.
/[0,2] { 3 =0 [0,2] 3 2 o 3 3
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Zusatzaufgabe 13.3: (Substitutionsregel /Transformationssatz)

(a) Seien [a,b], [, 8] beschrinkte nichtdegenerierte Intervalle in R . Zeigen Sie: Ist ¢ : [a,b] — [, 5] eine bijektive
stetig differenzierbare Abbildung, und f : [«, ] — R eine Riemann-integrierbare Funktion, dann sind f und

f ot auch A;-integrierbar und es gilt
[ fe@) i ane = [ o) au

[a,0] [, 8]
(b) Berechnen Sie df (r,p) und det(df(r,p)) fiir die Polarkoordinaten-Abbildung f(r, ) := (r cos(p), rsin(p)) .

(c) Berechnen Sie die Fliche des Kreissektors  := {(z,y) € R?|1 < 22 +y? < 4, x,y > 0}, indem Sie den
Transformationssatz auf die Polarkoordinaten-Abbildung und anschliefend Satz von Fubini anwenden.

(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung F(z,y) := (z(1—y),xy) in der Nihe jedes Punktes (z,y) € R? mit z # 0 eine
differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Beweisen Sie, dass F' sogar ein Diffeomorphismus von 0, oo[ x ]0,1]
auf ]0,00[ x ]0,00[ ist.

(e) Berechnen Sie das Integral / e~ ()% gy (u,v) , indem Sie den Transformationssatz auf F anwenden.

10,00[ X% ]0,00[

Losung zu Zusatzaufgabe 13.3:

(a) Nach Satz 7.1(b)ist f als R-integrierbare Funktion A -integrierbar auf o, 8] mit [ f(y) d\i(y ff dy .
[a7ﬁ]
Da t bijektiv, muss t¢([a,b]) = [a, 5] gelten, so dass wegen der (aus der Injektivitdt und Stetigkeit folgenden)
strengen Monotonie die folgenden Fille unterschieden werden miissen:
e Esgilt ¢t(a) =0 und ¢(b) = a und ¢’ <0 (streng monoton fallend).
e Esgilt t(a) =« und ¢(b) =0 und ' > 0 (streng monoton wachsend).

Nach der Substitutionsregel aus der Analysis I (vgl. Forster I, Satz 4, §19) folgt im ersten Fall

[ (ot 1t@] ane /f dr = —/:f(y)dy - /jf(y)d /f ) dA(y

[a,b] [a,8]

und im veiten Ball [ (0 8)a)- ¢(@)] dha(e) = [ ft@)-¢e)de = [ dy = [ ) dhw).

(b) Es gilt df(r,p) = (2?2((:2)) ;ZZZEE;D))) , insbesondere also det(df (r,p)) =r.

(¢) Mit dem Transformationssatz und Polarkoordinaten sowie anschlieender Anwendung vom Satz von Fubini gilt

2 /2 2 o
A2 () :/ 1dAs(z, y) :/ rd)a(r, 0) 33“:7-1/ / rdo | dr = Z/ vdp = T2 3T
Q 11.2[x Jo, 5[ 1 \Jo 2 h 4 =1 4

Es gilt dF(z,y) = ((1 ; v) —mx) , und daher ist wegen det <(1 ; v) —xx) = z die Ableitung dF(z,y) in
jedem Punkt (z,y) € R? mit = # 0 invertierbar. Nach dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit besitzt F also

in der Nihe solcher Punkte eine differenzierbare Umkehrabbildung.

Zur globalen Diffeomorphie: Zunéchst einmal bildet F' den Streifen (0,00)x(0,1) wirklich nach (0, 00) x (0, 00)
ab, denn z(1 —y) und xy sind positiv fir z € (0,00), y € (0,1).

—
(oW
N

Fir F(z,y) = (u,v) gilt  =u+v sowie y = _*=, wobei y bei u,v >0 auch wirklich wohldefiniert ist und
n (0,1) liegt. Also ist F:(0,00) x (0,1) — (0,00) x (0,00) bijektiv, die Umkehrabbildung ist explizit durch
F~(u,v) = ( ) gegeben. Bijektivitit und lokale Diffeomorphie implizieren aber globale Diffeomorphie.

au+

(e) Mit g(u,v):= e~(utv)* ynd (go F)(z,y) = e~ gilt wegen det(dF(z,y)) = « nach dem Transformationssatz
(aufgrund der Nichtnegativitit existiert das (ggf. unendliche) As-Integral in jedem Fall) und Satz von Fubini

O o) = [ T any) = [ ([ e ran) anw

10,00[ x ]0,00[ 10,00[ x 10,1] 10,1[ ]0,00]
Mit Satz (3.)7.2 und z = 22, xdz = § dz erhilt man /e_’c2mdm = %/e_z dz = — %e‘z und somit
2 > f1 1
e~ W Ao (u,v) = / ¢ Twdh(x) = lim i 3¢ Tdz =

10,00[ x ]0,00] 10,00[
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Analysis I1 Sommersemester 2010, Universitit Rostock
ProF. K.P. RYBAKOWSKI KATJA THSBERNER, JOCHEN MERKER, EUGEN STUMPF

Zusatzmaterial zur Analysis IT — Ubung zu Serie 14

Zusatzaufgabe 14.1:

(a) Bestimmen Sie alle partiellen Ableitungen bis zur zweiten Ordnung von
flayy) = a®+ 5%y + 30y + 20 + o —y,  glz,y) = I(zy),  hiz,y) = zarctan(a® +y7) .

(b) Seien f,g,h: R — R beliebig oft differenzierbare Funktionen und a,b € R Konstanten. Finden Sie eine Formel
fiir alle partiellen Ableitungen von (z,y) — f(z)g(y)h(az + by) .

Loésung zu Zusatzaufgabe 14.1:

: 1
(a) Esgelten fo = 3224+ 10zy+3y*+1, SOV 9o = % = 7
fy = b5r*+6ary+6y*—1, N 1
fer = 62+10y, BTy Ty
foy = 10x+6y = fyz, 1
g = — 5, Gy = 0 = g ) g
foy = 6x+12y v z? " . v
222 22y
hoo— " 2, 2 h, =
. arctan(z +y)+1+(x2+y2)27 y T+ 22 +y2)2
b= 2x N (1+ (22 +y?)?) 4o — 823 (2? + 4?)
= T TR @
Lo U@ +y?)n)2y —8ay(@ +y?)
Ty = Nyx

(1+ (22 +92)?)?
(1+ (@ +y*)*)2z — 8ay?(@® +47)

h —
v (14 (2% +y2)?)?
(b) Die Produktregel fiir hohere Ableitungen lautet (h1(z)ha(x))™ = (7;) hﬁj)(x)hé"’_j)(x)-
=0
Daher gilt

o o : () ()T p5—9)

_ j i1, (B—j
S G ) = 2|1 @3 (7)o w0z + )

a B
- «
=0 0

i Jj=

N
sy

a9 ()1 D )
J

Zusatzaufgabe 14.2:

- . 0,0
(a) Uberpriifen Sie die Stetigkeit der Funktion flz,y) = {xyT 77 (@) 70,0

0 (z,y) = (0,0).
(b) Berechnen Sie von der Funktion f aus (a) die partiellen Ableitungen erster Ordnung und {iberpriifen Sie diese
ebenfalls auf ihre Stetigkeit.

(¢c) Wenden Sie den Satz iiber die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge an, um zu zeigen, dass nicht alle
Ableitungen zweiter Ordnung stetig sein kénnen.

Lésung zu Zusatzaufgabe 14.2:

(a) Der einzige Punkt, wo die Stetigkeit moglicherweise nicht gegeben sein kénnte, wire (z,y) = (0,0) . Demnach
betrachten wir fiir (z,y) # (0,0) die Differenz

2 2 2 2
r -y € Y
e =0 < el (s e ) < 2l

welche aber fiir (z,y) — (0,0) gegen O strebt. Somit ist die Funktion f tatséichlich in (z,y) = (0,0) stetig.

[f(z,y) = £(0,0)] =
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(b) Fiir (x,y) # (0,0) ist die Funktion f definiert durch f(x,y) = xyizlzz = xig;zgﬁ und somit erhalten wir
fiir alle (z,y) # (0,0) als erste partielle Ableitungen

(> +y*) B2y — ¢*) — 2a(a®y —ay®) _ y(B2® —y?)  227y(a* —y?)

(%f(% y) = (xQ + y2)2 f 1‘2 + y2 ($2 + y2)2
o fley) = TP =30 26ty —ay) e =3p7) 2000 -~ pP)
o (@% +42)? a2 +y? (@2 + y2)?2

Wiederum ist die Stetigkeit nur fiir (x,y) = (0,0) nachzupriifen. Wegen f(z,0) = f(0,y) =0 fiir  # 0 bzw.
y # 0 folgen 9,f(0,0) = lir% W =0 und 0,f(0,0) = lir% W =0. Fiir (x,y) # (0,0) haben wir
r— 7 y—

.1‘2 y2 1'2 .1‘2 y2
0 < 3 2
sl < bl (3 5t ) + ol () (S + )

(0,0) 0

Byl =

IN

und

.’L’2 y2 y2 .%'2 y2
Ay flx,y) < 3 2
OS]l = el <w2+y2 " x2+y2> + 2 <x2+y2) <w2+y2 +:lc“rzﬂ)

8|$‘ (xay)lgovo) 0’

IN

so dass sowohl ( %lHl( )895 f(z,y) =0 als auch ( %un( )6y f(z,y) =0 gelten. Demzufolge sind die ersten
z,y)—(0,0 z,y)—(0,0
partiellen Ableitungen ebenfalls stetig in (z,y) = (0,0) .

(¢) Nach dem Satz iiber die Vertauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge wire die Stetigkeit aller partiellen
Ableitungen bis zur Ordnung r = 2 ein Widerspruch zu

0. f(0,t)—0 . —t* ot 0, f(t,0) =0
OO = T =i = AL S e = e

= lm 3 = wyf(ovo)

Zusatzaufgabe 14.3:

(a) Es sei die Funktion f:R — R? durch f(t) = (cost,sint) gegeben. Zeigen Sie, dass es t € R und h # 0 gibt,
so dass

f+h)—f(t) # df(t+0h)h .
(b) Bestimmen Sie die Ableitung dH (r,p) der Komposition H := G o F von
F(r,¢) := (rcos(p), rsin(p)) und G(z,y) = (2% + vy, 2zy, x + 9°)
einerseits mittels Kettenregel, andererseits direkt durch Ausrechnen von G o F' sowie anschlieBendes Ableiten.
(c) Berechnen Sie Ty f((x,y),(e,e)) fiir f:]0,00[x]0,00[— R, f(z,y) =z¥"®)
Lésung zu Zusatzaufgabe 14.3:

(a) Wéhlen wir fiir /& ein (nicht verschwindendes) Vielfaches von 27, so gilt
fE+h)—f{t) =0
aufgrund der 27 -Periodizitét der Sinus- und Kosinusfunktion. Wegen df (t) = (—sin(t), cos(t))T kénnen jedoch
nicht beide Eintrage von df(t) gleichzeitig verschwinden. (Auerdem besitzt df(¢) — als Vektor aufgefasst —
die euklidische Norm 1.) Somit gilt fiir h # 0 stets

df (t+ 0h)h # 0.
(b) Mit der Kettenregel ergibt sich dH(r,¢) = dG(F(r,¢)) - dF(r,¢), und daher wegen

i) = () )
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sowie

dG(z,y) = |2y 2z
1 2y
genau

47 cos(ip) sin(yp) 2r2(cos?(p) — sin?(y))

dH(r,p) = | 2rsin(p) 2rcos(yp) |- cos(p)  —rsin(p)
cos(ip) + 2r sin2((p) 92 cos(ip) sin() — rsin(ep)

2r cos(p) 1 (
1 o1 sin() sin(p) 7 cos(p)

) 2r cos?(p) + sin(p)  —2r2 cos(ip) sin(p) + r cos(y)

Andererseits ergibt sich direkt
H(r,p) = (r2 0082(4,0) + rsin(y), 272 cos() sin(p), r cos(p) + r? sin2(gp))

und somit

2r cos?(p) + sin(p)  —212 cos(ip) sin(p) + r cos(y)
H(r,p) = | 4rcos(p)sin(p) 2r2(cos?(¢) —sin®(¢)) |,
cos(ip) + 2rsin®(p) 212 cos(p) sin(p) — rsin(p)

was natiirlich die Kettenregel bestétigt.

(c) Wegen zvn¥) — evn@W)n(®) besitzt f(z,y) die Ableitung df (z,y) = f(z,y) - (% In(z) (In(y) + 1)) )
also folgt

T (ee) = o + o9 (T70) = carat-s)
Zusatzaufgabe 14.4:
(a) Zeigen Sie: ® : R? — R? | definiert durch (z,y) — (2% —%2,2zy), ist bei (1,—1) ein lokaler Diffeomorphismus.
(b) Nach welchen Variablen kann das folgende Gleichungssystem (lokal) aufgelost werden?

3r+y—z+u? = 0
r—y+22+u = 0
2042y —32+24 = 0.

Loésung zu Zusatzaufgabe 14.4:

(2 -2y
(a) Wegen d®(z,y) = % 2

Punkten # (0,0) und damit insbesondere bei (—1,1) ein lokaler ( C*° -)Diffeomorphismus.

) und det(d®(z,y)) = 4(z? +y?) ist ® € C°(R?,R?) nach Satz 2.57 bei allen

b) Das Gleichungssystem schreibt sich als F(z, v, z,u) = Ogs mit der Funktion F :R* — R3, definiert durch
( gssy y

3r 4y — 2z +u?
F(z,y,z,u) = T—y+2z+u
20+ 2y — 3z + 24

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen miissen wir lediglich die Kombinationen von jeweils drei Spalten der
Jacobi-Matrix

3 1 =1 2u
dF(z,y,z,u) = (1 -1 2 1
2 2 =3 0
finden, welche linear unabhéngig sind. Dies iiberpriifen wir mittels der Determinanten
OF 3 1 -1
det 3 = det[1 -1 2 = 94+4-2)—-(2+12-3) = 0,
(JL’ Y, 2) 2 9 _3
OF 3 1 2u
det( ) = det|1 -1 1 = (0+2+4u) — (—4u+6+4+0) = 42u—1),
A(w,y,u)
2 2 0
OF 3 -1 2u
det(a ) = det |1 2 1 = (0-2-6u)—Bu—-0-9) = 7(1 —2u),
(2,2,u) 2 -3 0
OF 1 -1 2u
det = det| -1 2 1 = (0—-24+6u)—Bu—3+0) = 1—-2u.
8(%2 u) 2 -3 0
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Finden wir also ein (zo, yo, 20, u0) € R* mit F(zg,yo, 20,u0) = 0 und ug # % , dann existieren

e cine Umgebung U, von 1z, eine Umgebung V, von (yo,20,u0) , eine stetig differenzierbare Abbildung
g:U, =V, mit F(z,g(x)) firalle z € U, , und falls (z,y, z,u) € U, xV, ein Punkt mit F(z,y,z,u) =0
ist, dann gilt

(yazvu):g(x) > d.h. y:gl(x)>'z:92(x)7u:g3(x) )

e oder (nach Umnummerierung der Variablen) eine Umgebung U, von yo , eine Umgebung V,, von (zo, 2o, uo) ,
eine stetig differenzierbare Abbildung g : U, — V,, mit F(y, g(y)) fiir alle y € Uy, und falls (y,z, z,u) €
Uy x V, ein Punkt mit F(y,z,z,u) =0 ist, dann gilt

(z,2,u) =g(y), dh.  2=0g(y),2=092y),u=g3(y) ,

e oder (nach Umnummerierung der Variablen) eine Umgebung U, von z , eine Umgebung V. von (zg, yo, %o) ,
eine stetig differenzierbare Abbildung ¢ : U, — V, mit F(z,¢(z)) fiir alle z € U, , und falls (z,z,y,u) €
U, x V, ein Punkt mit F(z,z,y,u) =0 ist, dann gilt

(z,y,u) =g(2),  dh  2=0g(2),y=92(2),u=gs(2) .
Zusatzaufgabe 14.5:
(a) Gegeben sei die Funktion f:R? — R durch f(x,9) = ((z +1)? +y*)((x — 1) +42).
(i) Bestimmen Sie die Ableitung sowie die stationéiren Punkte von f und charakterisieren Sie diese.

(ii) An welchen Stellen ist die implizit gegebene Funktion f(z,y) = C (lokal) nach y auflosbar?

(iii) Skizzieren Sie die Urbilder der reguldren Werte % und 2. Zusatz: Skizzieren Sie das Urbild von 1.

(b) Durch M = {(x,y) € R? : 22 —zy —y? = 1} ist eine (nichtkompakte) Untermannigfaltigkeit gegeben. Kann
die durch f(x,y) := 22 — y? definierte Funktion f: M — R lokale Extrema besitzen?

(c) Bestimmen Sie mittels Satz 2.76 und Satz 2.77 die lokalen Extrema von h: K — R, h(z,y) := 22 + ¢y*, auf
der (kompakten) Untermannigfaltigkeit K = {(z,y) € R?* : 22 —azy +y? =1}.

Loésung zu Zusatzaufgabe 14.5:

(a) Die als Polynom beliebig oft differenzierbare Funktion f(z,y) = ((x + 1)% + y?)((x — 1)® + y?) besitzt die
stationdren Punkte (£1,0) und (0,0), denn sie besitzt die Ableitungen

2 2
o) = (ala? 407 = 1) a9+ 1)) Hessflay) = (MOTLVEN S )

(i) An den stationdren Punkten (1,0) und (—1,0) ist die Hesse-Matrix positiv definit, also besitzt f dort
(lokale) Minima. Wegen f(z,y) >0 und f(£1,0) =0 liegen bei (£1,0) sogar globale Minima vor.

Am stationédren Punkt (0,0) haben wir aufgrund der Indefinitheit der Hesse-Matrix einen Sattelpunkt.
Dies sehen wir auch ohne die Hesse-Matrix, da einerseits f(z,0) = (z+1)?(z—1)? = (22—1) < 1 = £(0,0)
fiir alle = €] — 1,1[\{0} und andererseits f(0,y) = (1 +%%)2 > 1 = £(0,0) fiir alle y # 0 gilt.

(i) Die Funktion ist wegen 4y(z2? 4+ y? + 1) = 0 <= y = 0 nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz
2.61) an allen Kurvenpunkten f(z,y) = C mit y # 0 (lokal) nach y auflgsbar. Offenbar kann es nur
(nichtentartete) Kurvenpunkte geben, falls C' > 0 ist.

In diesem speziellen Fall kénnen wir tatséchlich die (lokale) Auflosung angeben, denn es gilt

(@+1)? +9)((z = 1)* +¢%) = C>0 = y' 202 + )yt 4+ (2* - 1) = O
— (v* + (2® + 1))2 = O+ 4a?
mit der (aufgrund der Nichtnegativitit reeller Quadrate) einzigen Losung 32 = — 2% — 1+ /C + 422,

so dass wir die Niveaulinien iiber die Funktionen

go,x(z) = i\/\/C+4x2—x2—1

fir alle

xeUc = {x|\/0+4x2—x2—1>0} = {z|C>(E"-1)?%}

explizit darstellen kénnen.
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(iii) restart: with(plots):
A:=implicitplot (((x+1)"2+y~2)*((x-1)"2+y~2)=0.5,x=-2..2,y=-1..1,grid=[500,500] ,color=blue) :
B:=implicitplot (((x+1) " 2+y~2)*((x-1)"2+y~2)=1,x=-2..2,y=-1..1,grid=[500,500],color=black):
C:=implicitplot (((x+1) " 2+y~2)*((x-1)"2+y~2)=2,x=-2..2,y=-1..1,grid=[500,500],color=brown) :
display(4,B,C);

(b) Zun#chst bemerke man, dass M eine eindimensionale C°° -Untermannigfaltigkeit ist, denn die Ableitung
dg(z,y) = (2x -y —x— 2y) von g(x,y) := 2% — 2y —y* — 1 ist nur im Punkt (0,0) nicht surjektiv,
welcher jedoch nicht in M liegt. Somit sind nach Satz 2.76 die stationdren Punkte von F(z,y,\) = f(z,y) —
Ag(z,y) Kandidaten fiir lokale Extrema von f : M — R. Da sich aus dF(z,y,A) = 0 insbesondere das
Gleichungssystem 2x = A\(2x — y), 2y = M« + 2y) ergibt, welches auch als

P )0 - 0
4 4

2(1-X) A _ 212 _ £y\2 — = ’ =
det< ) 2(1_/\)> = 4(1-X)"+X =5 -8 +4 =5 A-g) +5 >0

formuliert, welches jedoch wegen

fiir keine Wahl von A\ singulér werden kann (also fiir keine Wahl von A eine Losung ungleich (0 O)T ¢ M be-
sitzen kann), ist das notwendige Kriterium nirgends erfiillt. Also kann f nach Satz 2.76 auf der nichtkompakten
Untermannigfaltigkeit M keine lokalen Extrema besitzen.

(¢) Zunéchst bemerke man, dass K eine eindimensionale C°° -Untermannigfaltigkeit ist, denn die Ableitung
dg(z,y) = (23: -y —x+ 2y) von §(z,y) := 2% — 2y +y? — 1 ist nur im Punkt (0,0) nicht surjektiv, welcher
jedoch nicht in K liegt. Somit sind nach Satz 2.76 die stationdren Punkte von H(x,y,\) = h(z,y) — Ag(x,y)
Kandidaten fiir lokale Extrema von h : K — R. Da sich aus dH(z,y,\) = 0 insbesondere das Gleichungssy-
stem 2z = A(2z — y), 2y = A(—x + 2y) ergibt, welches nur fiir Ay =2 oder A\ = 2 singulér ist (und damit
eine Losung # (0,0) besitzen kann), ergibt sich im Fall A = 2 die Losungsmenge

{(C[Z,y) EM:z= y} = {(1> 1)7 (717 71)}

und fiir A\ = % die Losungsmenge

{eyed o=y = {(5 —v) (-

Die entsprechenden Tangentialrdume sind

%))

S

Tanyr = Kern((l 1)) = Erzeugnis{(l —1)T} = Kern((—l —1)) = T—1-pr-
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sowie

Ty ayr= Kem((v3 —v3)) = Breugnis{(1 1)"} = Kem((-v3 v83)) =T _
(5 ~%) (

S
s
~—

H

Die Einschrénkung der sich fiir die Punkte (1,1) und (—1,—1) ergebenden Hesse-Matrix

Hess Hy(z,y) = Hessh(z,y) — 2Hess g(z,y) = <§ g) —2(_21 21> = 2(11 _11>

auf den Tangentialraum T(; jyr = T(_; _1yr ist negativ definit, denn

(¢ c)2<_11 11> (Cc> = —82 <0

gilt fur alle ¢ # 0. Nach Satz 2.77 besitzt h : K — R lokale Maxima bei (1,1) und (—1,—1). Die Ein-
schrinkung der sich fiir die tibrigen beiden Punkte ergebenden Hesse-Matrix

2 - 2 0 2,2 -1 2/1 1
Hess Hz (z,y) = Hessh(x,y)—gHessg(:r,y) = <O 2)—3(_1 2) = 3<1 1)

auf den Tangentialraum T( 1

7

)T ist an beiden Punkten positiv definit, denn

w
s
S~—
N
.

|

5|
s

(02+202+c2) = 262 > 0

—
o
o
SN—

Wl N
7N\
==
— =
~
N
oo
N~
Il

Wl N

gilt fiir alle ¢ # 0. Nach Satz 2.77 besitzt h: K — R lokale Minima bei den beiden {ibrigen Punkten.
Zusatzaufgabe 14.6: Beschreiben Sie die folgenden Mengen durch Normalbereiche:
(a) Das durch die Punkte (1,3), (3,1) und (5,5) beschriebene Dreieck D .
(b) Die Ellipse E := {(z,y,2) € R® : 22 +4y? +9:2 <1} .
(c) Die Raute R := {z € R? : |z|; <3} .
)

(d) Den Kérper K := {(z,y,2) €eR® : 0< ¥ <a—2a? 0<4z<x+2y}.
Berechnen Sie das Volumen von K und das Integral fxlﬂf(x, Y, z) dAz(x,y, 2) .

Loésung zu Zusatzaufgabe 14.6:

(a) Das Dreieck wird berandet durch die durch die Punkte verlaufenden Geraden

(1,3),(3,1) : gi(x) = 4—=x,
(1,3),(5,5) : galx) = 5;””,

(371)7(575) : 93(1') = 2x—5.

Somit ergibt sich als Normalbereich

D:{(;)eRz‘(lgxg?) ANd—z<y<3)v(3<z<5 A 2x—5gyg5g$)} .

(b) Fiir das durch 22 + 4y? + 922 <1 gegebene Ellipsoid ergibt sich als Normalbereich

X

52442 2 12
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z

(¢c) Wegen |||l = |#1| + |x2] < 3 ergibt sich nach Auflésen der Betriige als Normalbereich

R = {(§>6R2’(—3§x§0 Az—-3<y<z+3)V(O0<z<3 A x—3§y§3—$)}.
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(d) Da sich die beiden Funktionen y =0 und y = 2(x —2?) = 22(1—x) bei 2 =0 und z = 1 schneiden, erhalten
wir demzufolge den Normalbereich

x

= 3 42

K = y| eRN0O<os <1 AO<y<20(l—-2) N 0< 2 <5
z

Demnach folgt fiir das Volumen nach dem Satz von FUBINI

5 1 2z(1—x) et2y
B /1 /Qz(lm) T+ 2y dy i /1 |::L.y+y2:|y=21(1—m) "
0 0 4 0 4 y=0

- /01 (2352(1_3”) "’4(233(1_1’))2) dr — /01 (1—2) (2% + 42? — 423) ;

_ /1(1—93)(312—2;1:3) e /13$2—5z3+2x4 ge - LTitE 03
2
0 0

X

2 a 2

und fiir das gesuchte Integral ebenso nach dem Satz von FUBINI und wie zuvor

R 1 2z(1—x) o2y
0 0 0

! 3x2 — 5?4 224 L33 — 5ot 4 245
0 2 0 2

~
Il

173 , o 14" 9-12+4 1 _
N e - = 22T o = 0.0417 .
2[4;15 x+3x0 2 2 0.0417

Zusatzaufgabe 14.7: Bestimmen Sie mittels des Satzes von Fubini das Integral der Funktion

(a) f(x,y) := 2%+ 2y iiber dem in R? liegende Dreieck mit Ecken (0,0), (1,0) und (0,2);
(b) f(x,y,2z) := =xy iber die Menge K := {(x,y,z)ERS 0<z<2, Jyy <z, 0<2z< 8—x2—y2}.

Loésung zu Zusatzaufgabe 14.7:

(a) Die Funktion f ist iiber dem vorgegebenen Dreieck offensichtlich Lebesgue-integrierbar. Der Wert kann nach
dem Satz von FUBINI {iber die iterierten Integrale berechnet werden. Dazu beachte man, dass das Dreieck als
Teilmenge von R? explizit die Darstellung

D = {(%y)ERz ‘ 0<z<1, 0§y§2—2$}

hat, so dass wir insgesamt

1 2—2x 1
/ f(@,y) dra(z,y) =/ </ z? + 2zy dy) da =/ [y +ay® "2 dy
D 0 0 0 v=

1
= / (21:2 —22° + 4o + 42° — 8302) dx
0

1 1 =t
= / (2953 — 622 + 436) de = |Za* — 223 + 222 = =
0 2 =0 2

erhalten.

(b) Die Lebesgue-Integrierbarkeit der Funktion f iiber K folgt unmittelbar aus der Tatsache, dass f eine stetige
beschrinkte Funktion ist und K offensichtlich endliches Mafl besitzt. Mit dem Satz von FUBINI folgt

9 . 8—12—3;2 2 T
/ f(2,y,2) drs(z,y, 2) I/ / / 2y dz dy dz :/ / e
K 0 —x JO 0 -
2

2 1 1
= / / 8ry — xdy —xy dy de = / [41@2 — —a3y? — zyﬂ dr = 0.
0 —T 0 2 4 Yy=—x

2=8—x%—y?

dy dx

z=0
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Zusatzaufgabe 14.8: Gegeben sei die Menge U = {(x,y, 2)ER? 1 0<z, 0<y< 27’7, 0< z} .

(a) Zeigen Sie, dass f:U — R3, f(x,y,2) = (zcos(zy), zsin(zy), r) lokal ein C> -Diffeomorphismus ist.

(b) Zeigen Sie, dass f injektiv ist.

(c) Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrabbildung ¢ : f(U) — U von f im Punkt (—1, 0, %) =f (%, 2m, 1) .
Loésung zu Zusatzaufgabe 14.8:

(a) Offenbar ist f € C°°(U,R?) mit

—yzsin(zy) —xzzsin(zy) cos(xy)

df (z,y,2) = yzcos(zy)  wzcos(ry) sin(xy)
1 0 0
und det(df(z,y,2)) = (—1)3"1 -1 (—zz(sin(zy))? — z2(cos(zy))?) = —xz. Wegen z,z >0 verschwindet

auf U diese Determinante nie, so dass die Jacobi-Matrix an jedem Punkt (z,y,z) € U regulér ist. Nach dem
Satz iiber lokale Umkehrbarkeit (Satz 2.57) folgt, dass f lokal ein C'°° -Diffeomorphismus ist.

(b) Angenommen, es gébe zwei Punkte (z,y,z), (a,b,¢) € U mit f(x,y,z) = f(a,b,c). Wir zeigen nun, dass dann
(z,9,2) = (a,b,¢) gilt. Aus f(z,y,z) = f(a,b,c) erhalten wir das Gleichungssystem

zcos(zy) = ccos(ab)
zsin(zy) = csin(ab)
x = a

und daher sofort = a > 0. Desweiteren wissen wir, dass z >0 und ¢ > 0 gilt.

e Angenommen es gelte zsin(zy) = 0. Dann muss wegen z > 0 einerseits sin(zy) = 0 und wegen 0 < x,

0<y< 27" und daher 0 < xy < 27 auch zy = 7, also y = 7 gelten. Weiterhin folgt dann auch
csin(ab) = 0 und mit analoger Argumentation sowie z = a auch b =7 = 7 = y. Da der Kosinus an den
Nullstellen des Sinus nicht verschwindet, ergibt sich aus der ersten Bedingung wegen cos(zy) = cos(ab)

schliefllich auch ¢ = z, also insgesamt (z,y, z) = (a, b, ¢), wie behauptet.

e Angenommen es gelte zcos(ry) = 0. Dann muss wegen z > 0 einerseits cos(zy) =0 und wegen 0 < x,

0<y< 27” und daher 0 < zy < 27 entweder zy = 7, also y = 5, oder zy = 37 also y = 32X

T
2

2z
gelten. Weiterhin folgt dann auch ccos(ab) = 0 und mit analoger Argumentation, dass entweder ab = 7 ,
also b= 5., oder ab = 37“ ,also b= g—g gelten muss. Aus der zweiten Bedingung folgt dariiber hinaus,

dass wegen ¢ > 0,z > 0 die Vorzeichen von sin(zy) und sin(ab) gleich sein miissen, so dass nun unter
Verwendung von a = x entweder

i a=x s
Weo T 4 2

oder
3T o=z 3m
xy=—=ab = y=b= —
2 2a

und somit in jedem Fall y = b folgt. Da der Sinus an den Nullstellen des Kosinus nicht verschwindet,
ergibt sich aus der zweiten Bedingung wegen sin(xy) = sin(ab) schlieflich auch ¢ = z, also insgesamt
(z,y,2) = (a,b, c), wie behauptet.

e Angenommen, es gelte zcos(zy) = ccos(ab) # 0 und zsin(ry) = csin(ab) # 0, dann folgt auch
tan(zy) = tan(ab), also xy = ab+ kr aufgrund der m-Periodizitit des Tangens. Aus der zweiten Be-
dingung folgt dariiber hinaus, dass wegen ¢ > 0,z > 0 die Vorzeichen von sin(zy) = sin(ab + k7) und
sin(ab) gleich sein miissen, also k wegen sin(z) = —sin(z 4+ 7) gerade sein muss. Wegen ab €]0, 27| und
2y €]0,27[ muss nun k=0, also ab=ay und wegen a =z > 0 auch b=y gelten. Aus der ersten oder
zweiten Bedingung ergibt sich wegen sin(zy) = sin(ab) bzw. cos(zy) = cos(ab) schlieBlich auch ¢ = z,
also insgesamt (x,y,z) = (a,b,¢), wie behauptet.

(¢) Nach Lemma 2.55 ergibt sich
1 1 —1 0 0 -1 0 0 1
dg<1,0,2> = (df<2,27r71>> = |-2r =1 0 = 0 —2 —4r
1

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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