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Aufgabe 14.1: (Uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit, Lemma von Fatou) (342 P)

(a) Untersuchen Sie die Funktion f: R — R, f(z) := %hﬂm[(x), einerseits auf (uneigent-
liche) Riemann-Integrierbarkeit und andererseits auf Lebesgue-Integrierbarkeit.

(b) Gegeben sei der Lebesguesche Mafiraum (R, M(R), A;). Zeigen Sie, dass die Folge ( fx)ren,
definiert durch fj := —1j 441, eine Folge A;-integrierbarer Funktionen ist, aber dennoch

/liminffk dp > liminf/fk du (1.1)
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gilt. Wieso ist dies kein Widerspruch zum Lemma von Fatou ?

Aufgabe 14.2: (Wiederholung Diffeomorphismus) (3+1+1 P)
(a) Berechnen Sie die Funktionaldeterminanten der folgenden Abbildungen
(i) ®:R? — R?, definiert durch (a,b) — (z,y) mit x = 10a + 2b, y = 5a — 7b.
ii) ¥ :R? — R?, definiert durch (u,v) — (z,y) mit x = (u? —v?), y = 3uw.
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(iii) T : R? — R?, definiert durch (7, &) — (x,y) mit 2 = cosh(n) cos(£), y = sinh(n) sin(&)
(elliptische Koordinaten)
(b) Geben Sie an, in welchen Punkten die Abbildungen aus (a) lokal C*°-invertierbar sind ?

(c) Ist einer der Abbildungen aus (a) ein (globaler) Diffeomorphismus ?

Aufgabe 14.3: (Anwendung des Transformationssatzes) (2+3 P)

(a) Sei f:R™ — R eine ungerade (d.h., es gelte f(z) = —f(—=z) fiir alle x € R™) Lebesgue-
integrierbare Funktion. Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Integral fRn f d\, verschwindet.

(b) Fiirp=(2,2) und ¢ = (1, 2) sei die Menge FE = {sp+1q | s,t € [0,1]} C R? gegeben. Skiz-

zieren Sie E und bestimmen Sie das Integral [, zydXs(z,y) mit Hilfe der Transformation
(x,y) = ®(u,v), gegeben durch

2u — v

RS R, (u,0) — (“_”) . (3.1)

Aufgabe 14.4: (Anwendung des Transformationssatzes auf Zylinderkoordinaten) (342 P)

(a) Sei (R?, M(R3), \3) der Lebesguesche Mafiraum. Zeigen Sie die Lebesgue-Messbarkeit und
bestimmen Sie das Mafl der Menge

E = {(x,y,z)€R3 1 <22+y* <4, y>0, —6 < z go}. (4.1)

(b) Bestimmen Sie das Lebesgue-Integral [, fdAs mit E aus (a) und mit der Funktion

flz,y,2) = \/;:;Ty?Sin (%x/xQ—i—y?) : (4.2)
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