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Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 1

Vektorraume

e Sei K=R oder K =C. FEine Menge X zusammen mit einer Verkniipfung + : X x X — X |
genannt die Addition auf X , und einer (dufleren) Operation - : Kx X — X | genannt skalare
Multiplikation, heifit ein K-Vektorraum oder ein linearer Raum iiber K, falls gilt:

(a) (X,+) ist eine abelsche Gruppe und
(b) fir alle A\,p € K und z,y € X gilt

lg-z=z, A+p)-z=Xz+p-y A@+y)=Az+Ay, Au)-z=X(u-x).

e Ein bereits bekanntes Beispiel aus dem ersten Semester ist zum Beispiel fiir K = R der
n-dimensionale reelle Vektorraum X = R" mit der komponentenweisen Addition und Mul-
tiplikation. Fiir zwei Vektoren x = (z1,...,2,) und y = (y1,...,¥,) in X und A € R sei
r+y:=(r14+y,...,Tn+yn) und A-x:= (Axy,...,A\z,). Dann ist X ein R-Vektorraum.
Ebenso ist C([a,b],R) := {f : [a,b] = R ‘ f stetig } ein Vektorraum iiber R.

e Auf einem reellen Vektorraum X heifit (-,-) : X x X — R Skalarprodukt, falls

i) (z,y) = {y,2) (Symmetrie)
(i) A+ py,z) = Mz,2z) + uly, 2) (Bilinearitét)
(ili) (z,2) >0 und (r,2) =0 <= =0 (Positiv-Definitheit)

fir alle x,y,z € X und fiir alle \,u € R gilt. Ein Tupel (X, (-,-)) nennen wir einen
Euklidischen Vektorraum.

Normierte Riume

e Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung || - || : X — [0,00] heifit eine Norm auf X,
wenn fiir alle z,y € X und X\ € K folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

i) |lz|l=0 < 2 =0 (Definitheit),
(i) [JAz]} = [A[llz]] (Homogenitit),
(iii) ||z +y| < |zl + ||ly]| (Dreiecksungleichung).

e Ein Vektorraum X , versehen mit einer Norm || - ||, heifit ein normierter Raum (X, ||.||).

e Ein Euklidischer Vektorraum (X, (-,+)) wird mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm
|z|l(.y == \/(z,z) zu einem normierten Raum (X, |.||(,,) -

e Hiufig verwendete Normen auf dem R-Vektorraum R"™ sind zum Beispiel

n

z|l2 == /> |2i)? (= v/(z,2)...2-Norm mit dem Euklidischen Skalarprodukt (z,y) := Y z;3),

=1 =1

n
|lz|l1 == >_ |zi| (1-Norm), 1] 0o := max |z;| (Maximumsnorm),
i=1 i=1,..,n

wobei die 1-Norm und die 2-Norm Spezialfille der fiir reellwertiges p € [1, 00| gegebenen
p-Norm

n
[llp == ¢/ 2l
i=1

1



sind. Die Dreiecksungleichung bezeichnet man in diesem Fall als Minkowski-Ungleichung

Iz +yllp < llzllp + [lyll, -
Beweisen kann man sie fiir p €|1, 00[ (vgl. Forster I, §16) mittels der Hélder-Ungleichung

P q
> tanl < Ll = (Elo)” (Shlr)’ (wobei 3+ =1),

die fiir p = 2 mit der Cauchy-Schwarz-Ungleichung [(z,y)| < ||z]]2]|y|l> zusammenfillt.
e Auf dem Vektorraum C([a,b],R) := {f : [a,b] — R | f stetig } kennen wir die Normen

(@) N flleromn =V Jr (f@)de (= /(@,2) mit (f,g)cqan = [, (f9)(x)dx)

D) [ fllee = m[a>l§] |f(x)| (existiert, da |f| stetig, [a,b] abgeschlossen und beschrinkt)
z€]a,

Metrische Riaume

e Sei M # () eine Menge. Eine Abbildung d : M x M — R heifit Metrik auf M , falls

(i) Ve,ye M @ d(z,y) =0 <= ==y, (Definitheit)
(ii) Ve,ye M d(x,y) =d(y,x), (Symmetrie)
(iii) Ve,y,z € M 2 d(x,2) < d(x,y) + d(y, 2) (Dreiecksungleichung).

e Ist d eine Metrik auf M , so heifit das Paar (M, d) metrischer Raum. Fiir je zwei Elemente
x,y € M heifit die Zahl d(z,y) der Abstand oder die Distanz von z und y.

e Jeder normierte Vektorraum (X, | -||) wird mit der norminduzierten Metrik dj(z,y) =
|z — y|| zu einem metrischen Raum (X, d)) .

e In einem metrischen Raum (M, d) nennen wir eine Menge U C M genau dann offen, wenn
es zu jedem x € U ein € > 0 existiert, so dass die offene Kugel B.(x) um z von Radius ¢
beziiglich der Metrik d vollsténdig in U enthalten ist; mit anderen Worten, wenn

Ve e U3e >0 : B.(x) CU, wobel B.(x):={y € M| d(x,y) <e}.

e Unter der Einheitskugel eines normierten Raumes (X, || - ||) versteht man die beziiglich
der durch die Norm induzierten Metrik offene Kugel um den Ursprung von Radius 1, d.h.
die Menge

{re X [dy0,2) <1} = {z e X ||z] <1}

e Die Menge T, aller offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (M, d) nennt man die (von
der Metrik d induzierte) Topologie von M . Die Menge Tj besitzt die Eigenschaften:

o Beliebige Vereinigungen offener Mengen sowie endliche Durchschnitte offener Mengen
sind wieder offen.

o PeT,und M eTy.

Allgemein heifit ein System 7T von Teilmengen von M mit diesen beiden Eigenschaften eine
Topologie auf der Menge M , das Paar (M,T) nennt man einen topologischen Raum
und die Elemente von T offen.

Achtung:

Nicht jede Topologie wird durch eine Metrik induziert, es gibt z.B. Topologien, die nicht
Hausdorffsch sind, d.h. fiir die es nicht zu je zwei (verschiedenen) Punkten z,y € M
offene Mengen (sog. Umgebungen) U,V mit z € U, y € V und UNV =0 gibt.

e Zwei Metriken dy,dy auf M # () heiBlen dquivalent, wenn sie dieselbe Topologie induzieren.



Zusatzaufgabe 1.1:

(a) Zeigen Sie, dass die Nichtnegativitiat einer Norm bzw. einer Metrik nicht explizit gefordert
werden muss, sondern sich aus den iibrigen Eigenschaften einer Norm bzw. Metrik ergibt.

(b) Geben Sie alle Normen auf R an und beweisen Sie, dass Sie wirklich alle gefunden haben.

(¢) Wie lassen sich die Begriffe der Konvergenz von Folgen in bzw. Stetigkeit von Funktionen
zwischen metrischen Rdumen aus den aus der Analysis I bekannten Begriffen iibertragen 7

(d) Zeigen Sie: Fiir vier beliebige Punkte w,x,y,z € X eines metrischen Raumes (X, d) ist
stets die sogenannte Vierecksungleichung |d(w,y) — d(z,2)| < d(w,z) + d(y, z) erfiillt.

Losung zu Zusatzaufgabe 1.1:
(a) o VoeX:0=0[0] =0 = llz -z <zl + ] - =l =2[z] = [l =0
o Ve,ye M :0=d(z,z) <d(z,y)+dy,x) =2d(z,y) = d(z,y) >0

(b) Jede Norm auf R besitzt die Gestalt |z| = c|z| mit einer Konstanten ¢ > 0 (genauer
¢ =||1]] ), was unmittelbar aus der Gleichung ||z|| = |z|||1|| folgt.

(c) o 1,51 <= Ve>03IN.eNVneN : <n2N€:>d(:cn,:c)<e>

e Seien (X,dx) und (Y,dy) metrische Rdume. Dann ist f: (X,dx) — (Y, dy) stetig in
a€eX <= Ve>03).,>0VereX : <dX($,a) <0 = dy(f(z), f(a)) < 5)

(d) Fiir beliebige Punkte w,z,y,z € X ergeben sich nach zweifacher Anwendung der Dreiecks-
ungleichung die beiden Ungleichungsketten

dw,y) < d(w,r)+d(z,y)

<
d(z,z) < d(z,w)+dw,z) <

d(w,z) +d(x,2) + d(z,y) ,
d(x,w) + d(w,y) + d(y, z) .

Unter Verwendung der Symmetrie der Metrik und mittels Subtraktion von d(z,z) bezie-
hungsweise d(w,y) gelangen wir zu

=
8
X
|
=
E
s
A IA
IS
B
&
+
=
S
X

Dies ist jedoch dquivalent zur Behauptung.
Zusatzaufgabe 1.2:

(a) Wie sieht die offene Einheitskugel im R? um den Nullpunkt beziiglich der Metrik d,(z,y) :=
|z — yl|« fir x € {1,2,00} aus?

(b) Geben Sie alle Topologien von M = {a,b} an.

(c) Zeigen Sie, dass {0,{u}, X} eine Topologie auf X := {u,v,w} definiert, die jedoch nicht
Hausdorffsch ist.

(d) Zeigen Sie, dass jeder metrische Raum (M, d) Hausdorffsch ist.
Losung zu Zusatzaufgabe 1.2:

(a) (i) Raute {(z1,22) € R?||ay| + |wa| < 1};
(i) Einheitskreis {(z1,22) € R? |2} 4+ 23 < 1}.
(ii) Quadrat ] —1,1[ x ] —=1,1[ == {(z1,22) e R?| =1 <21 <1,-1 <z < 1};
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(b) T, = {va}a 1y = {Qv{a}’M}a T3 = {@a{b}>M}v T, = {@, {a}v{b}’M} - P(M) sind
genau alle Topologien auf M = {a,b}

(¢) Nachzupriifen ist, dass neben () und X auch jeder endliche Schnitt und jede beliebige Ver-
einigung von Elementen aus {0, {u}, X} wieder in {0, {u}, X} liegen. Dies ist offensichtlich
der Fall, da wegen () C {u} C X jeder Schnitt und jede Vereinigung genau einer dieser
Mengen ergibt.

Jedoch besitzt beispielsweise der Punkt w nur die offene Umgebung X = {u,v,w} und da-
mit keine Umgebung, die nicht auch u oder w enthalten wiirde. Somit ist das Hausdorffsche
Trennungsaxiom nicht erfiillt.

(d) Seien = #y aus M . Aufgrund der Definitheit gilt dann d(x,y) =0 > 0. Betrachte nun fiir
€= g die offenen e-Kugeln

B.(zx) = {ze M : d(z,z) <e}, B.(y) = {zeM : d(z,z) <e} .

Dann gilt B.(xz) N B-(y) = 0. Wére ndmlich z € B.(x) N B.(y), so folgte nach Dreiecksun-
gleichung & = d(z,y) < d(z,2) + d(z,y) < $+ % =2 Widerspruch. Somit existieren zu je
zwei verschiedenen Punkten z,y € M disjunkte offene U,V C M mit x € U und y € V.

Zusatzaufgabe 1.3:

1 bei
(a) Welche Folgen konvergieren in (M, dgig) mit daisk(z,y) := { clry, ?

0 beiz=y

(b) Sei —o0 < @ < b < oo und [a,b] C R ein Intervall. Weiter sei X = C([a,b],R) und
d: X xX —R fir f,g € X definiert durch d(f,g) := sup {|f(z) — g(x)|}.

z€[a,b]
(1) Zeigen Sie, dass (X, d) ein metrischer Raum ist.

(ii) Konvergiert die Folge durch f,(z) := &) definierte Folge (fu)nen in (X, d)?

n

Was sagt dies iiber die punktweise und gleichméBige Konvergenz der Folge (f,)nen?
(c) Ist d(f,g):=|f(0) — g(0)| eine Metrik auf C'([0,1],R) ={f:[0,1] — R | f stetig } 7
Losung zu Zusatzaufgabe 1.3:

(a) Wegen B%(aj) = {z} konvergieren in (M, dgis) nur Folgen, welche ab einem endlichen Index
K konstant sind.

(b) (i) Esgilt X # (), da die Nullfunktion stetig ist. Desweiteren erfiillt d die Eigenschaften:
e d(f,9) =0 < sup {|f(z) —g(@)|} =0 = Ve elab] : |f(z)-g(x)] =0

x€|a,b]
|.| Norm

< Vrelab] : f(z)—glxr) =0 <= Vr€la,b] : f(zr)=9g(r) < [f=y;
e d(f,g) = sup [f(z) —g(x)| = sup [(=1)(g(x) — f(z))]

2€[a,b] z€[a,b]
o s [gfe) = ()] = dlg. )

¢ A = sup [F() = ho)| < sup {11(2) = g(o)] + (o) ~ h(o) )
< sup 1/(s) = g(a)| + sup |o(o) = h(o)] = d(J.) + d(g. 1)

(ii) Sei f = 0. Dann konvergiert die Folge (f)nen in (X, d) gegen f wegen

d(fu, ) = sup |fu(z) = f(x)| = sup [*22 —0] =L sup [sin(z)] < L™ 0.

z€la,b] z€a,b] z€a,b]

Die Konvergenz in (X, d) ist jedoch genau die gleichméfige Konvergenz auf dem Inter-
vall [a,b], welche zudem die punktweise Konvergenz impliziert.
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(c) Nein, denn beispielsweise fiir f(z) = z? und g(z) = 0 gilt einerseits f(0) = ¢(0), also
demzufolge d(f,g) = 0, aber offenbar ist f # g, womit die Definitheit verletzt wére.

Zusatzaufgabe 1.4:
(a) Zeigen Sie, dass durch d(z,y) := arctan(|z — y|) eine Metrik auf R definiert wird.
(b) Ist die Metrik d aus (a) dquivalent zur Euklidischen Metrik dgugia(z,y) == |z —y|?

(c) Sei f:R™— R" injektiv. Zeigen Sie, dass durch ds(z,y) := || f(x) — f(y)||2 eine Metrik d
auf R" definiert wird.

(d) Betrachte auf dem R" die zu f(z) := (e™,...,e") gehorige Metrik dy aus (c). Ist die Folge

™= (In(+),...,In(4)) eine Cauchy-Folge in (R",d;)? Konvergiert z¥) in (R",d;)?

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.4:

(a) Wegen arctan(0) = 0, arctan’(z) = ﬁ > 0 fir alle * € R wissen wir somit, dass

arctan(x) auf ]0,o00[ streng monoton wéchst (also insbesondere injektiv) ist und dass die

Ableitung fiir > 0 wegen arctan”(r) = — 2% < 0 monoton fallend ist. Somit erfiillt d

(1+x2)2 =
alle Eigenschaften einer Metrik, da
e Vr,y e R : d(z,y) =0 <= arctan(lz—y|)=0 <= |z—y|=0 <= x=y.
o Vr,ye R : d(z,y) = arctan(|x —y|) = arctan(ly —z|) = d(y,x)
o Vr,y,z€eR :

arctan(|x — z| + |z — y|)
arctan(|z — z|) + arctan(|z —y|) = d(z,z) +d(z,y) .

d(z,y) = arctan(|z —y|) <
<

Letzteres folgt aus arctan”(z) < 0 und arctan(0) = 0 und dem Argument, dass auf-
grund der Monotonie des Integrals fiir a,b > 0 die folgende Abschitzung gilt:

b b
1 1
t b) — arct = —————dr < dr = arctan(b) .
arctan(a + b) — arctan(a) /0 CEES r < /0 o2 o =arc an(b)

(b) Zwei Metriken sind dquivalent, falls sie dieselbe Topologie erzeugen, d.h. hier, dass eine Menge
genau dann beziiglich d offen ist, wenn sie offen beziiglich dgykiiq ist. Da in (R, dguriq) die
offenen ¢-Kugeln um ein zy genau die offenen Intervalle |zo — e, 2y + £[ sind, folgt die
Behauptung sofort aus der (rechtsseitigen) Stetigkeit von arctan(z) (bzw. tan(x)) bei Null.

(c) Die drei Eigenschaften einer Metrik sind erfiillt:

e Die Definitheit ist aufgrund der Injektivitdat von f erfiillt:
Vo,y €R" - dp(z,y) =0 = [[f(2)-fWl2=0 < [f(x)=/fly) — z=yv.
e Die Symmetrie ist erfiillt:
Ve,y € R« dp(x,y) = |f(=) = fWl2 = /() = f@)ll2 = dy(y,2) .
e Die Dreiecksungleichung ist erfiillt:

Vo,y,2 € R" @ dp(z,2) = |[f(z) = f(D)ll2 < f(@) = W)l + 1f(w) = f(2)]2
= ds(z,y) +ds(y, 2) -



(d) Die angegebene Folge x(*) ist eine CAaucHY-Folge, denn zu ¢ > 0 wihle ein K € N mit
K > %E (beachte, dass n hier als Vektorraumdimension fest ist), dann gilt

d (a®,20) = ||f @®) = £ @), = ||} D) = G D) S G+ VA <e

2
fir k,1 > K . Jedoch konvergiert #¥) beziiglich dy nicht, denn wére z der Grenzwert, dann
miisste f(z®)) beziiglich der Euklidischen Norm gegen f(x) konvergieren. Nun konvergiert
aber die Folge y®) = f(2™)) beziiglich || - ||guaia gegen den Nullpunkt, es gibt jedoch kein
z € R" mit f(z) =0 und somit konvergiert *) nicht im metrischen Raum (R", d) .

Zusatzaufgabe 1.5:

(a) Sei (X,d) ein metrischer Raum und f:R$ — RJ eine stetige, streng monoton wachsende
Funktion mit f(0) =0, die zuséatzlich f(z +y) < f(x) + f(y) fiir alle z,y > 0 erfiillt.

(i) Uberpriifen Sie, ob dann auch d(z,y) := f(d(z,y)) eine Metrik auf X ist.

(ii) Zeigen Sie, dass die Topologien von (X,d) und (X,d) identisch sind.

(b) Zeigen Sie, dass (N, dy) mit dy(m,n) := |+ — 1| ein metrischer Raum ist.
Losung zu Zusatzaufgabe 1.5:

(a) (i) Es gilt offensichtlich d(z,y) >0 wegen f > 0.Da auBerdem f (t) = 0 wegen des streng
monotonen Wachstums genau bei ¢ = 0 gilt, ist J(x,y) = 0 dquivalent zu d(z,y) =0
und daher zu 2 = y. Die Symmetrie d(z,y) = d(y,z) folgt sofort aus der Symmetrie
von d(z,y) .

Za zeigen bleibt also nur noch die Dreiecksungleichung. Diese ergibt sich aus der Drei-
ecksungleichung fiir d, indem wir die Sublinearitit und das monotone Wachstum von
f anwenden:

d(z,y)+dly,2) = fldz,y)+f(dy,2)) = fld(z,y)+d(y, 2)) = fld(z,2)) = d(z,2)
(ii) Sei U C (X,d) offen und zy € U beliebig. Dann existiert ein € > 0, so dass die offene
Kugel B.(zp) mit Radius ¢ > 0 um zy (beziiglich der Metrik d) vollstindig in U
enthalten ist. Wihlen wir nun 0 < & < f(¢), so ist die offene Kugel B:(z) um z, in
X beziiglich der Metrik d in B.(x) enthalten. In der Tat, fir = € X mit d(x,z) < &
gilt gemaB Definition zunéchst f(d(z,20)) < € < f(¢) und damit wegen der strengen

Monotonie von f insbesondere d(x,zo) < €, also Bz(xo) C B-(z9) C U.

Umgekehrt, sei nun V' C (X, d) offen und xy € V beliebig. Da V offen ist, existiert
ein € > 0, so dass V die offene Kugel Bg(xo) um xo vom Radius € beziiglich der
Metrik d enthilt. Da f mnach Voraussetzung stetig ist, finden wir ein 6 > 0, so dass
fiir alle reellen Zahlen 0 < ¢ < & die Ungleichung f(t) < £ erfiillt ist. Folglich gilt im
Falle 0 <e<é

d(x, o) = f(d(z,20)) <E.
fiir alle 2 € X mit d(z,29) < €. Damit erhalten wir also B.(z) C B:(x) fiir jedes
0<e<d.

(b) Damit (N,dy) ein metrischer Raum wird, muss dy : N x N — R die drei Eigenschaften
einer Metrik erfiillen:

e Vm,neN : dy(m,n) = |2 —L| > 0.

vm,n €N : (dy(m,n) = 0 <= [L-L1|=0 «— 1=1 «— m=n)
e Vm,neN : dy(m,n) = |+ -1 = |L -1 = dy(n,m).
o VimmneN : dy(l,in) = |1 =1 < |1=L]+|5 -1 = dn(m,n)+du(l,m).

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Aquivalenz von Normen

Zwei Normen auf einem Vektorraum X heiflen dquivalent, wenn die beiden induzierten
Metriken dieselbe Topologie besitzen. Dies ist genau dann der Fall, wenn es Konstanten
C,c > 0 gibt, so dass fur alle x € X die Ungleichung c||z|| < ||z||’ < C|jz|| erfiillt ist.

Auf dem R™, also insbesondere in jedem endlich-dimensionalen normierten Raum, sind alle
Normen &quivalent.

Aquivalenz von Normen bildet eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen eines
Vektorraumes X, d.h. die Aquivalenz von Normen ist reflexiv, symmetrisch und transitiv.

Konvergenz in normierten Riumen

Eine Folge ), von Punkten in einem normierten Vektorraum (X, | -||) nennt man konver-
gent gegen den Punkt z € X | falls klim |z —z]] =0 in R gilt oder dquivalenterweise falls

Ve>03dK eNVkeN : (k>K = |z —z| <¢).

Fiir dquivalente Normen konvergiert eine Folge genau dann beziiglich einer der beiden Nor-
men, wenn sie es auch beziiglich der anderen tut.

Satz 1 [Forster II, §2]: Eine Folge (zj)ren aus dem R™ konvergiert genau dann gegen
ein z € R", wenn alle Komponenten der Folge in R gegen die jeweilige Komponente von
x konvergieren.

Achtung: Die Konvergenz einer Folge in einem endlich-dimensionalen normierten Raum
h&ngt nicht von der Norm ab. Konvergiert sie beziiglich einer Norm, so auch beziiglich aller
anderen Normen. In unendlich-dimensionalen normierten Rdumen kann die Konvergenz
einer Folge sehr wohl von der gewédhlten Norm abhéngen.

Umgebung, Beriihrpunkt, Abschluss, Inneres, Rand: Sei (X,d) ein metrischer Raum.

Eine Teilmenge V C X heiit Umgebung des Punktes x € X, falls ein € > 0 mit
B.(z) C V' — oder aquivalenterweise — falls eine offene Menge U C V' mit x € U existiert.

Definition [abgeschlossene Teilmenge|: Eine Teilmenge A C X heifit abgeschlossen,
wenn ihr Komplement U = X \ A offen ist.

Definition [Beriihrpunkt]: Ein Punkt z heifit Beriihrpunkt einer Teilmenge M C X,
wenn es eine Folge {xp}reny € M mit klim x, = 2 gibt, oder dquivalenterweise, wenn in

jeder Umgebung von = mindestens ein Punkt aus M liegt.

Definition [Abschluss]: Die Menge aller Berithrpunkte von M bezeichnet man mit M
und nennt sie den Abschluss von M . Insbesondere gilt M C M, da fir x € M die
konstante Folge x,z,... offensichtlich gegen x konvergiert.

Satz 2 [Forster II, §2]: Eine Teilmenge A C X ist genau dann abgeschlossen, wenn fiir
jede Folge (zp)ren C A, die in X konvergiert, auch der Grenzwert lim z; in A liegt, —

k—o00

mit anderen Worten — wenn sie jeden ihrer Berithrpunkte enthilt, d.h. wenn A = A gilt.
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e In der Tat ist M die minimale M enthaltende in (X,d) abgeschlossene Menge. Analog
nennt man die maximale in M enthaltene offene Menge das Innere von M und bezeichnet

sie mit M . Die Menge M besteht genau aus den inneren Punkten von M, d.h. aus
denjenigen Punkten x € M | fiir die es eine Kugel B,(z) (r > 0) um z mit B.(z) C M
gibt. Zuletzt definiert man noch den Rand OM einer Teilmenge M C X durch OM :=

M\ M. Der Rand von M besteht genau aus den Punkten z, fiir die in jeder Umgebung
von x sowohl Punkte aus M als auch aus X \ M liegen, d.h.,

OM = {zeX |Ve>03ye B(x)NM,3z € B.(z)\ M} .

e Definition: Fiir () # A C X bezeichnet diam(A) := sup d(x,y) den Durchmesser.
z,y€A
e Es gilt: A ist beschrinkt <= diam(A4) < oo.

e Satz 4 [Schachtelungsprinzip, Forster 11, §2]: Ist (X, d) vollstdndigund A; D A D ...
absteigende Folge nichtleerer abgeschlossener Teilmengen von X mit lim diam(Ay) =0,

k—o0

dann existiert genau ein x € X ,sodass Vk e N : z € Ay.

Vollsténdigkeit, Banach-Raum, Hilbert-Raum

e Definition [Cauchy-Folge]: Eine Folge (x,)nen in einem metrischen Raum (X, d) heifit
eine Cauchy-Folge, wenn zu jedem ¢ > 0 ein Index N = N(¢) € N existiert, so dass fiir
alle I,k > N die Ungleichung d(zy,z;) < ¢ gilt.

e Definition [Vollstindigkeit]: Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstindig, wenn in
(X,d) jede Cauchy-Folge (,)nen konvergiert.

e Definition [Banach-Raum]: Einen vollstdndigen normierten Raum (X, | -||) nennt man
einen Banach-Raum.

Beispiele: (R", || -||) mit beliebiger Norm (Satz 3, §2 Forster II) und (C([a,b],R), [|.||) -

e Definition [Hilbert-Raum]: Ein vollstéindiger Euklidischer Raum® heiit Hilbert-Raum.
Stetigkeit: Seien (X,dx), (Y,dy), (Z,dz) metrische Rédume.

e Definition [Stetigkeit]: Eine Abbildung f: X — Y heifit stetig im Punkt a € X
<= Fir jede Folge (zx)reny aus X mit klim x = a folgt klim fzr) = f(a).

<= |[e-d-Kriterium]| Zu jedem ¢ > 0 existiert ein § > 0, so dass fiir alle x € X die
Implikation dx(z,a) <J = dy(f(z), f(a)) <e gilt  (vgl. Satz 8, §2, Forster II).

<= Zu jeder Umgebung V C Y von f(a) existiert eine Umgebung U C X von a mit

flu)ycv (vgl. Satz 11, §2, Forster II).
<= Urbilder offener Mengen in Y sind offen in X (vgl. Satz 11, §2, Forster 1)
<= Urbilder abgeschlossener Mengen in Y sind abgeschlossen in X (vgl. Corollar).

Ist f in allen a € X stetig, so bezeichnen wir f als stetig auf X oder einfach stetig.

e Satz 5 [Forster II, §2]: Sind g: X - Y in a€ X und h:Y — Z in g(a) € Y stetig,
dann ist auch die Komposition hog: X — Z stetig.

e Satz 6 [Forster II, §2]: Die Abbildung f = (fi,f2) : X — Y X Z ist genau dann in
a € X stetig, wenn die Komponentenfunktionen f;: X — Y und fy: X — Z stetig sind.

Der R™ wird mit dem {iblichen Skalarprodukt zu einem Hilbert-Raum (vgl. Normiiquivalenz auf dem R™).
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e Beispiele fiir stetige Abbildungen sind die konstanten Abbildungen zwischen metrischen
Réumen, die Norm sowie die Addition und skalare Multiplikation eines normierten Raumes
oder die Projektion X xY 3 (z,y) — x € X . Dariiber hinaus sind fiir stetige Funktionen
f,g9 : X — R die Abbildungen f + g und f - g stetig. Gilt zusétzlich g(x) # 0 fiir alle
x € X, so ist auch 5 stetig auf X (vgl. Satz 7 und Corollar, Forster II, §2).

e Definition [Homdomorphismus]: Eine stetige Bijektion f: X — Y, deren Umkehrab-
bildung f~!:Y — X auch stetig ist, heiit ein Homéomorphismus zwischen (X, dx)
und (Y, dy). Die Rdume (X,dx) und (Y,dy) werden dann homdomorph genannt. Fiir

solch eine Abbildung ist z; & z dquivalent zu f (k) & (x).
e Definition [Lipschitz-stetig, gleichmiflig stetig]: Eine Abbildung f: X — Y heifit

o Lipschitz-stetig <= 3JL > 0Vz,2’ € X : dy(f(x), f(2')) < Ldx(z,2').
o glm. stetig <= Ve > 030 > 0Vz, 2’ € X : (dx(z,2") <§ = dy(f(z), f(2')) <¢)

e Es gilt: Lipschitz-Stetigkeit = gleichméflige Stetigkeit = Stetigkeit.

e Analog kénnen wir den Grenzwert einer Abbildung f: D — Y (D C X ) in einem Beriihr-
punkt a von D\ {a} und — im Falle der Existenz — die stetige Abénderung/Fortsetzung
von f in a definieren.

Gleichmilige Konvergenz: Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rdume.

e Definition [gleichmiBlige Konvergenz]: Eine Folge f; : X — Y von Abbildungen
zwischen metrischen Raumen (X,dyx), (Y,dy) heiBit gleichmé&8ig konvergent gegen f :
X =Y, falls klim (supdy (fi(z), f(z))) =0 erfiillt ist.

e Satz 9 [Forster II, §2]: Die Grenzabbildung f(x) = khm fr(z) einer gleichméfig konver-
genten Folge f.: X — Y stetiger Abbildungen ist selbst wieder stetig.

Stetige lineare Abbildungen: Seien (X, | |/ x),(Y,]-|ly) normierte Vektorraume.

e Satz 10 [Forster II, §2|: Eine lineare Abbildung A : X — Y ist stetig <=

dL<ocoVre X : [|Az|ly < L|z|x . (2.1)

e Insbesondere gelten fiir eine lineare Abbildung A : X — Y folgende Aquivalenzen:

A stetig <= A stetigin Oy <= JL < oo Vr e X : ||Az|ly < L|jz||x <= A glm. stetig

e Die Menge L(X,Y) aller stetigen linearen Abbildungen bildet einen Vektorraum. Durch

| Ax|ly
[Allzxy) = W Tl S | Az|ly (2.2)
a0 x X llzll x =1

wird auf L(X,Y) eine Norm definiert, welche Operatornorm von A : X — Y genannt
wird, welche genau die kleinstmogliche Lipschitz-Konstante in Gleichung (2.1) darstellt.

e Speziell ist L(X,X) der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildungen A : X — X,
welche Endomorphismen genannt werden. Ist X ein Banach-Raum, dann ist L(X, X)
mit der Operatornorm ebenfalls vollstandig.



Zusatzaufgabe 2.1: Zeigen Sie:

(a) Jede abgeschlossene Teilmenge M C X eines vollstdndigen metrischen Raumes (X, d)
ist mit der eingeschriankten Metrik d|y;«as wieder vollstandig. Insbesondere ist jeder ab-
geschlossene lineare Unterraum eines Banach-Raumes erneut selbst (versehen mit der ur-
spriinglichen Norm) ein Banach-Raum.

(b) Ist umgekehrt (X,d) ein metrischer Raum und M C X derart, dass (M, dy) (das := d‘M)
zu einem vollstédndigen metrischen Raum wird, dann ist M abgeschlossen in (X, d).

(c¢) Der Rand einer offenen Kugel in einem metrischen Raum (X, d) ist abgeschlossen.
(d) Jede offene Teilmenge U # (), X eines Banach-Raumes (X, || - ||) ist nicht vollstandig.
Losung zu Zusatzaufgabe 2.1:

(a) Ist xx € M eine Cauchy-Folge, dann konvergiert x; aufgrund der Vollstandigkeit von
(X,d) gegen einen Punkt = € X . Aber aufgrund der Abgeschlossenheit von M liegt x
schon in M (vgl. Satz 2, Forster 11, §2), d.h. x; konvergiert in M . Somit ist M vollstéindig.

(b) Sei x € X ein Beriihrpunkt von M . Dann existiert eine in X konvergente Folge {zj}
aus M . Insbesondere ist dann {zj}, eine Cauchy-Folge in M. Da (M, d,s) vollstindig
ist, konvergiert die Folge {wy}r bereits in M (also gegen ein m € M ). Aufgrund der
Eindeutigkeit des Grenzwertes muss nun aber x = m, also x € M gelten. Also enthélt M
alle seine Beriihrpunkte in X und ist somit eine abgeschlossene Teilmenge von X .

(c) Nach Beispiel (2.2) im Forster II, §2, ist die Abbildung f : X — R, definiert durch
fa(z) := d(x,a) fir ein festes a € X, stetig. Da sich Rand einer offenen Kugel als Ur-
bild 0B,(a) ={zx € X | d(xz,a) =1} = f;*({r}) der einelementigen (und daher in (R,d|)
abgeschlossenen) Menge {r} C R schreiben liss t, folgt nun auch die Abgeschlossenheit
von 0B, (a) (vgl. Corollar zu Satz 11).

(d) Der Rand von U ist nicht leer, also gibt es eine Folge z,, € U mit x, — x in X fiir ein
x € OU \ U, und diese konvergiert nicht in U .

Zusatzaufgabe 2.2:

(a) Sei r > 0 eine reelle Zahl und M C B,(0) C R? eine abgeschlossene konvexe Menge, so
dass 0 e M und z € M <= —x € M gilt. Zeigen Sie:
(i) Fiir jedes x # 0 existiert max{\ | Az € M} > 0.
L fiir z # 0,

ii) Durch ||z = max{A | AzeM}
(i) Ilar {O fiir z = 0,

wird eine Norm auf R? definiert.

(iii) Jede beliebige Norm auf R? wird durch ein geeignetes M auf diese Weise induziert.

(b) Zeigen Sie: Die offene Einheitskugel B;(0) in einem normierten Vektorraum (X, |.||) ist
homoéomorph zu X .

Losung zu Zusatzaufgabe 2.2:
(a) (i) Zunichst gilt {\ | Az e M} #0,da 0 € M gilt. Betrachte nun die stetige Funktion

g : A\ +— A\v, dann enthilt ¢! (M) als offene Umgebung von 0 € R ein offenes

Intervall um 0 € R. Somit existiert ein A > 0 mit g(A\) = Az € M, also gilt
sup{\ | Az € M} > 0. Nun ist noch zu zeigen, dass das Supremum angenommen wird.
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Dazu beobachte man, dass M wegen M C B,(0) fiir ein festes r > O beschrankt
ist. Also ist {\ | Az € M} beschriankt, denn aus ||Az| < r folgt |\ < o - Dartiber

hinaus ist ¢~ '(M) = {\ | Az € M} abgeschlossen als Urbild einer abgeschlossenen
Menge unter einer stetigen Funktion. Daher ist das Supremum bereits ein Maximum.

(ii) Die Definitheit folgt aus (i). Die Homogenitét folgt fiir positive u aus
AL 1 =
max{\ | Aur € M} =max{ — | \ux € M p = —max{\ | \x € M}
1 fu
und ibertrdgt sich auf negative p aufgrund von * € M <«<— —x € M. Zur

Dreiecksungleichung: Nach Definition gilt Hﬁ—” € M und H_ZH € M, also z +y €
(lz|| M + ||ly||M) . Aufgrund der Konvexitat von M gilt

_— — M CM
]| + [lyll ]| + llyll
und daher ||z||M+|ly[|M C (||z]| + [Jy||) M . Somit ergibt sich x4y € (||z| + ||y||) M
also .
———(x+y)e M.
]| + [lyll

Dies bedeutet aber genau ”m}r = =max{\ | Nz +y) e M} >

|l + vyl < |lz|| + ||ly||, wie behauptet.

(iif) Sei |||, eine beliebige Norm. Wihlen wir nun M := B;(0) = {z € R? | ||lz||. < 1},
dann ist — wie oben gesehen — die in (ii) zu M definierte Norm durch die Inklusion
T € M charakterisiert (d.h., eindeutig bestimmt). Die urspriingliche Norm ||.||.
erfiillt aufgrund der Homogenitét jedoch ebenso - € M. Also stimmen I|I|l« und

] ||+||yH und darum folgt

||.|| tiberein.

(b) Die offene Kugel B;(0) in einem normierten Vektorraum (X, |.||) ist homéomorph zu X,
denn die Abbildung f: B1(0) - X, =+ Ty st
e stetig, da die Identitét und die Norm stetig sind und |[|z|| < 1 fir x € B;(0) gilt,

fir z € B1(0) und y € X gilt,

e bijektiv, da f(z) =y <=z = 1+||y||

e und sogar ein Hom&omorphismus, da auch die Umkehrabbildung f1
stetig ist (aufgrund der Stetigkeit der Identitdt und der Norm).

Y) =

Zusatzaufgabe 2.3:

(a) Die Menge A := S'N H, mit der Sphire S := {(z,y) € R?* | ||(z,y)]]2 = 1} und dem
Halbraum H, := {(z,y) € R* | y > 0} ist abgeschlossen in (R? d,).

(b) Die Abbildung f: |-2,2[ — {(z,y) € S* | = > 0}, t — (cos(t),sin(t)), ist ein

Homdoomorphismus.
(c) Die Abbildung f:[0,27[— S', ¢~ (cos(t),sin(t)), ist kein Homdomorphismus.
Losung zu Zusatzaufgabe 2.3:

(a) Da sowohl die Norm als auch die Projektion stetige Funktionen sind, ist sowohl S! als
Urbild der einelementigen (und somit abgeschlossenen) Menge {1} unter einer stetigen
Funktion als auch H, als Urbild des in R abgeschlossenen Intervalls [0, oo selbst wieder
abgeschlossen (vgl. Corollar zu Satz 11). Somit ist A als endlicher Schnitt abgeschlossener
Mengen selbst abgeschlossen in (R?, || - ||2) .
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(b) Esist zu zeigen, dass f stetig und bijektiv ist und dass die Umkehrabbildung ebenfalls ste-

tig ist. Die Stetigkeit von f :t— (cos(t),sin(t)) auf | =%, Z[ folgt nach Satz 6, Forster II,
§2 (wenn man f als Abbildung von }—%, ol [ nach R xR betrachtet), da die Komponenten—

funktionen stetig sind. Wegen (cos(t))?+ (sin(¢))* = 1 und cos(t) > 0 auf |—%,2[ gilt wie
behauptet f(]—%,2[) = {(z,y) € S* | > 0}, also f:]-2,2[ — {(x y) € S|z >0}
surjektiv. Aufgrund der Monotonie und Stetigkeit von sin(t) auf } o 5[ folgt ebenso die
Injektivitdt, also insgesamt f : |-2,2] — {(z,y) € Sl | © > 0} bijektiv. Da wir die
Umkehrabbildung g = /= : {(z,y) € S' | # > 0} — |—%, %[ direkt angeben konnen mit
g(x,y) = arctan (%) und diese als Verkettung stetiger Funktionen selbst wieder stetig ist,

haben wir nun gezeigt, dass f zu einem Homoéomorphismus wird.

(¢) Analog zu (b) konnen wir zwar zeigen, dass f stetig und bijektiv ist. Die Umkehrabbildung
kann nach Satz 11, Forster II, §2, aber nicht stetig sein, da das Urbild jeder (geniigend
kleinen) offenen Umgebung um den Punkt (1,0) € S! die Gestalt [0,e] U [27 — ¢, 27|
besitzt und damit nicht offen sein kann (0 ist kein innnerer Punkt).

Zusatzaufgabe 2.4:

(a) Sei (X,d) ein metrischer Raum und seien f,g: X — R stetig. Zeigen Sie: Die Funktionen
(i) o+ max(f(z),g(z)) und (i) x> { V@)

sind stetig von (X,d) nach (R,d)).

(b) Ist die Funktion f:R2\ {(0,0)} — R definiert durch f(z,y) := “22) heschriinkt?

1‘2+ 2

Kann man f beziiglich der Euklidischen Norm/Metrik stetig in den Punkt (0,0) fortsetzen?

(c) Fiir (CY([=1,1]),] - [loo ) und (C([=1,1]), ]| . [lc ) betrachten wir die durch A(f):= f’,
f € CY([-1,1]) , definierte lineare Abbildung A : C*([-1,1]) — C([-1,1]). Untersuchen
Sie, ob A stetig ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.4:

(a) (i) Da f,g : X — R nach Voraussetzung beide stetig sind, folgt aus der Konvergenz
y — x insbesondere auch f(y) — f(x) als auch g(y) — g(z). Weiter gilt

LF@) + gw)),

max(f(e),9(x) = 31f()  9(a)| + ;

so dass wir unter Beriicksichtigung von ||a| — [b]| < |a — b| die Abschétzung

max(f, g)(x) — max(f,9)(y)| = Ju (2)] + f(2) + <w4ﬂw—gwﬂ—ﬂw—g@w
@f ()] = £ (W) = 9w)l| + /() = F@)l + l9(2) - 9(s) )
1

5(Mﬂw—gu»—aﬂw—g@»hwﬂw—f@ﬂ+mu»—mw0

< |f(x) = fW)l+lg(z) —g(y)|

finden. Demzufolge impliziert y — x auch max(f,g)(y) — max(f,g)(x), also die
Stetigkeit von max(f,g) in x. Da z € X beliebig war, folgt somit die Behauptung.

IN

IN
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(ii) Zunéchst folgt nach Lemma 1.39 die Stetigkeit von x — (f(x),g(z)). Weiterhin ist

die Funktion .
(u U) N \/UZ—W ) (u,v) ?A (070)
’ 0 , (u,v) = (0,0)

von R? nach R ist stetig, da sie einerseits in jedem Punkt (u,v) # (0,0) als Quotient

der stetigen Funktionen (u,v) — u? und (u,v) — |(u,v)|2 stetig ist und anderer-
. 2 2 . . . . . .

seits wegen —=— < = < |u| im Punkt (0,0) stetig ist, weil diese Ungleichung

insbesondere

u2

Vu? + v?
fiir (u,v) — 0 € R? impliziert. Als Komposition von stetigen Abbildungen ist somit
insbesondere fa)?

x
v (f(x). g(2)) o~
auf ganz X stetig. [ x) + g*(x)

— 0

(b) Es gilt |sin(2?)| < 2? < z®+y?, also ist |f(z,y)] <1 fiir alle (z,y) # (0,0), und somit ist
f beschrinkt. Aber f kann nicht stetig in (0,0) fortgesetzt werden, denn einerseits gilt
nach den Regeln von L’Hospital

: 2 2 2
lim f(2,0) = lim sin(@?) -, 220s@)

z—0 ,’132 z—0 2

andererseits aber hm f(0,y)=0.

'y%

(c) Offenbar ist die Abbildung A beziiglich der angegebenen Raume nicht stetig, da beispiels-
weise fiir die Funktionenfolgen f,(x) := 2™ oder g,(z) := sin(nx) zwar jeweils

x€[—1,1] ve[—1,1]
aber auch
H Afn HOO = H f'rll Hoo = max ”I’L$n71| =n e 00
x€[—1,1]
| Agn loc = | 97’1 lo = max}|ncos(nx)| - n =¥ ~
e[—1,1

gelten. Somit kann es keine Konstante C' < oo geben, fiir die gilt, dass

vieCH([-11]) + [Aflle < C )l flls -

Zusatzaufgabe 2.5:

Jeder metrische Raum kann isometrisch in einem vollstdndigen metrischen Raum eingebet-
tet werden. Genauer gesagt existiert zu jedem metrischen Raum (X, d) ein vollstindiger
metrischer Raum (X, d) und eine Abbildung ¢ : X — X, so dass ¢(X) dicht in X liegt,
dh. o(X) =X, und d(u(z),u(y)) = d(z,y) gilt.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.5:

Wir betrachten die Menge aller Cauchy-Folgen in X' und nennen zwei Cauchy-Folgen
und y, dquivalent, wenn hm d(xy, yr) = 0 gilt. Dies definiert tatsichlich eine Aquivalenz-

relation ~ auf der Menge aller Cauchy-Folgen wegen

e 1, ~ x5 aufgrund von klirn d(zg,xp) =0
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o (x ~yr) = (yp ~ x;) aufgrund von klim d(zg, yr) = klim d(Yr, Tr)

(
o ((xp~yp) A (yp ~2r) = (2 ~ z) aufgrund der Ungleichung 0 < d(zy,z;) <
d(xk, yr) + d(yk, z) — 0 bei k — oo und somit klim d(xg, z) =0.

Nun sei X die Menge aller Aquivalenzklasselg [z] von Cauchy-Folgen ; beziiglich der so-
eben definierten Aquivalenzrelation ~. Auf X kann man dann eine Metrik durch d([zy], [yx]) :=
klim d(xy,yy) definieren.

Tatséchlich existiert dieser Limes in R fiir beliebige Cauchy-Folgen x; und y; in X , denn
wegen |d(zx, yx) — d(z1, yi)| < d(xg, x1) + d(y, yi) ist die Folge d(z,yx) eine Cauchy-Folge
in R. Dariiberhinaus hiangt der Grenzwert nicht von der Wahl der Représentanten ab, denn
gilt xp ~ I und yp ~ 7, dann folgt wegen

\d(Zx, Ur) — d(zr, yi)| < d(wp, Tx) + d(yr, ) — 0
fir £ — oo die Gleichheit klim d(Zy, Ux) = klirn d(zk, yx) , also ist d wohldefiniert. Deswei-

teren ist d eine Metrik auf X, denn aus d([zx], [yx]) = 0 folgt zj ~ yp nach Definition
von ~ und somit [z;] = [y], und die Symmetrie sowie die Dreiecksungleichung fiir d

iibertragen sich direkt auf d.

Um zu zeigen, dass (X,d) vollsténdig ist, betrachte man eine Cauchy-Folge [z;], in X,
d.h. eine Folge von Aquivalenzklassen von Cauchy-Folgen in X , fiir die zu jedem & > 0
ein N € N existiert mit d([zx]m, [21]n) < £/3 fiir alle m,n > N. Wihlt man sich zu
jedem n einen Reprisentanten zy, von [xy],, so ist fiir festes n die Folge k — xzy, ja
eine Cauchy-Folge, also gibt es ein K(n) € N mit d(xg,, ) < ¢/3 fur k,1 > K(n).

Um sich einen Grenzwert der Cauchy-Folge [r3], in X zu verschaffen, betrachte man
einfach die Folge v, := xg(n), . Diese Folge y, ist eine Cauchy-Folge in X, denn seien
m,n > N, dann gibt es nach Definition von d ein [ > K(n), K(m) mit d([zm, 2m) < /3,
und mit diesem gilt

d(ymy yn) - d(xK(m)ma :L‘K(n)n) S d<xK(m)m7 xlm) + d(xl’nﬂ xln) + d(]fln, xK(n)n) S €

Und tatsédchlich konvergiert die Cauchy-Folge [zx], in X auch gegen die Aquivalenzklasse
[yx] . Denn da (wie gerade nachgewiesen) y; eine Cauchy-Folge in X ist, gibt es ein M
mit d(yn, yr) < %5 fir n,k > M. Sei nun n > M , dann gilt fiir jedes k& > M, K(n) die
Ungleichung

A(Trns Yk) < A Xkp, Yn) + A(Yn, Yi) = A(Thns T myn) + A(Yn, ye) <€

weil d(Tpn, Tr(nyn) < £/3 aufgrund der Wahl von k > K(n) gilt. Also gilt d([zx]n, [yx]) =
klim d(Tpm, i) < € fiir jedes n > M, d.h. die Cauchy-Folge [z;], konvergiert in X gegen

[y] . Somit ist (X,d) vollstindig.

Zu guter letzt kann man noch (X, d) in den so gewonnenen metrischen Raum (X, d) isome-
trisch einbetten, indem man einen Punkt z mit der Aquivalenzklasse der konstanten Folge
t(x) = x,x,... identifiziert. Die so definierte Abbildung ¢ : X — X erfiillt offensicht-
lich d(u(x),u(y)) = d(x,y), d.h. ¢ ist eine Isometrie und insbesondere injektiv. Somit hat
X aufgefasst als Teilmenge «(X) von X dieselben metrischen Eigenschaften wie vorher.
Dariiberhinaus liegt X dicht in X, d.h. es gibt zu jedem [z;] € X und & > 0 ein ()
mit d([zy],o(z)) < e, denn sei K so groB, dass d(zy, ;) < e fiir alle k,1 > K gilt, dann
erfiillt = := xx diese Bedingung.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 3

Kompaktheit

e Definition [offene Uberdeckung]: Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Familie
(Us)ier (mit einer beliebig grofien Indexmenge I') von offenen Mengen U; € T heifit offene
Uberdeckung von A C X, falls gilt

Acu .

e Definition [Kompaktheit]: Sei (X,7) ein topologischer Raum. Eine Teilmenge K C X
heifit (iiberdeckungs)kompakt, falls zu jeder offenen Uberdeckung (U;);e; von K eine
endliche Teiliiberdeckung existiert, d.h., falls mit endlich vielen Indizes 4, ..., 1, € I bereits

xclu,
j=1
erfiillt ist.

e In metrischen Rdumen (X, d) ist die Kompaktheit einer Teilmenge K C X &dquivalent dazu,
dass jede Folge in K eine konvergente Teilfolge besitzt! (vgl. Satz 8, Forster, Analysis 2
und Aufgabe 3.1 (b)). Letztere Eigenschaft wird auch Folgen-Kompaktheit genannt.

e Insbesondere folgt, dass eine kompakte Teilmenge eines metrischen Raumes (X,d) be-
schriinkt und abgeschlossen sein muss (Satz 3). Die Umkehrung gilt jedoch i.A. nicht.?

e Satz 4: Sei (X,d) ein metrischer Raum und K C X eine kompakte Teilmenge. Dann ist
jede in (X,d) abgeschlossene Teilmenge A C K wieder kompakt.

e Satz 5 [Heine-Borel]: In endlich-dimensionalen normierten Raumen (X, || -||) ist eine
Teilmenge K C X genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschréankt ist.

e Stetige Abbildungen zwischen metrischen Rédumen erhalten Kompaktheit in dem Sinne, als
dass Bilder f(K) C Y von kompakten Mengen K C X unter einer stetigen Abbildung
f X — Y wieder kompakt sind (Satz 6). Eine direkte Folge davon ist, dass im Falle
Y =R die stetige Abbildung f : X — R auf jedem Kompaktum K C X ein Maximum
und ein Minimum annimmt (Satz 7).

e Sind (X,dy), (Y,dy) metrische Riume und X kompakt, dann ist jede stetige Abbildung
f: X =Y gleichméafig stetig (Satz 9). Ist f zusétzlich bijektiv, dann ist auch ihre Umkehr-
abbildung f=!:Y — X stetig, d.h. jede stetige Bijektion von einem kompakten metrischen
Raum in einen metrischen Raum bildet einen Homéomorphismus (vgl. Zusatzaufgabe 3.2).

Zusatzaufgabe 3.1:

(a) Beweisen Sie mittels der Definition, dass die Menge A := {%| n e N} U {0} als Teilmenge
des Euklidischen R (d.h., im metrischen Raum (R, d)|)) kompakt ist.

(b) Zeigen Sie, dass jede endliche Vereinigung von kompakten Teilmengen eines metrischen
Raumes (X, d) wieder kompakt ist.

!Diese Eigenschaft ist auch als Satz von Bolzano-Weierstral bekannt.
2Siehe auch Beispiel (3.3), Forster, Analysis 2.
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Losung zu Zusatzaufgabe 3.1:

(a)

Es ist zu zeigen, dass zu einer beliebigen offenen Uberdeckung {U;}ier von A eine endliche
Teiliiberdeckung existiert. Sei dazu {U;};c; eine beliebige offene Uberdeckung von A.Dann
existiert zu jedem n € N ein U, ,sodass 1/n € U;, . Weiterhin gibt es auch ein U, , so dass
{0} € U;, . Da U, offene Teilmenge in R bildet, existiert ein € > 0, so dass B.(0) C U, .
Da weiterhin {1/n},en ein Nullfolge in R bildet, existiert zu diesem ¢ > 0 ein N(e) € N,
so dass n > N(e) unmittelbar 1/n € B.(0) impliziert. Demzufolge enthélt U, bereits alle
bis auf endlich viele der Folgenglieder % , so dass bereits

gilt und die Mengen U, ...,U;,_, damit eine endliche Teiliiberdeckung von A bilden. Da
{U, }ier beliebig war, folgt daraus die Kompaktheit der Menge A .

Sei {U;}ier eine beliebige offene Uberdeckung der endlichen Vereinigung
— U K,
=1

von kompakten Teilmengen K; eines metrischen Raumes X . Dann ist dies insbesondere
auch fiir jedes einzelne K eine offene Uberdeckung. Aufgrund der Kompaktheit der Mengen
K; finden wir jeweils endlich viele Indizes i1, ...y, , fir die

U Uy, DK, 1=1,....n,

----------

Lnj (U U”J> D A,

=1 \j=1

K, und somit gilt auch

weil fiir jedes a € A ein [ € {1,“. ..,n} existiert, so dass a € K;. Auf diese Weise kénnen
wir zu jeder beliebigen offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung von A
konstruieren, was gerade der Definition von Kompaktheit entspricht.

Zusatzaufgabe 3.2:

Zeigen Sie: Sind (X, dx), (Y, dy) metrische Riume und X kompakt, dann ist jede bijektive
stetige Abbildung f: X — Y ein Homéomorphismus.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.2:

Es ist zu zeigen, dass f~!:Y — X stetig ist. Da die Urbilder von f~! genau die Bilder von
f sind, miissen wir nur zeigen, dass das Bild einer offenen Menge unter f offen ist, oder
dquivalenterweise, dass das Bild einer abgeschlossenen Menge A C X unter f abgeschlossen
ist. Nun ist A nach Satz 4 kompakt, also auch f(A) als Bild eines Kompaktums unter
einer stetigen Abbildung nach Satz 6 kompakt in Y, und somit ist insbesondere f(A) in
Y wiederum nach Satz 4 abgeschlossen, was zu zeigen war.

Zusatzaufgabe 3.3:

(a)

Zeigen Sie, dass die Menge A := {3 — % ‘ neN } als Teilmenge des Euklidischen R nicht
kompakt sein kann, indem Sie eine offene Uberdeckung von A angeben, aus der keine
endliche Teiliiberdeckung ausgewihlt werden kann.
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(b) Sei A Teilmenge eines mit der diskreten Metrik versehenen metrischen Raumes (M, dgisiret ) -
Zeigen Sie: A ist genau dann kompakt, wenn A nur endlich viele Elemente enthélt.

(c) (Satz von Dini) Sei (X,d) ein kompakter metrischer Raum, f, : X — R stetig und
fni1 < fn fiir n € N. Die Folge (f,) konvergiere punktweise gegen 0.
Zeigen Sie, dass dann (f,,) gleichméfig gegen die Nullfunktion konvergiert.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.3:

(a) Wegen n—1 <n<n+1 <
haben wir durch {A, : n €N} mit A; :=] — 3

S <iath = 3——<3——<3—n—Jr1
und A, = |3 - 23— [ fir

’2[ n—1" n+1

n > 2 eine offene Uberdeckung von A bestehend aus abzahlbar unendlich vielen offenen
Mengen gegeben, von der aufgrund von ANA, = {3 — %} keine Menge weggelassen werden

kann. Demzufolge existiert zu der offenen (unendlichen) Uberdeckung {4, : n € N} von
A keine endliche Teiliiberdeckung, d.h., insbesondere kann A nicht kompakt sein.

(b) Nach Definition ist A genau dann kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung (U;)ic;
eine endliche Teiliiberdeckung existiert.

«
7 <:

Habe nun A endlich viele Elemente, d.h. A= {ay € M : 1 <k <n} fiirein n € N.
Dann existiert in jeder offenen Uberdeckung (U;);e; von A zu jedem der aj ein Ui,

mit a, € U; , so dass offenbar {Uiak c1<k< n} eine endliche Teiliiberdeckung

ap )

von A ist, dh. AC (J U, . Somit ist A kompakt.
k=1

Sei nun A kompakt. Dann existiert zu der offenen Uberdeckung {B% (a) : a€ A}
mit
31 —{xEM © dgiskret (@, T) 2}

1
2
deckung, etwa {B%(ak) 1<k < n} fir ein n € N. Wegen dgigiret(a,b) = 1 > %

aller offenen Kugeln mit Radius 5 und Mittelpunkt a € A eine endliche Teiliiber-

fiir a # b enthélt jede dieser offenen Umgebungen B%(ak) jedoch nur jeweils den
Mittelpunkt aj . Demzufolge kann die Teilmenge n

AcBila) ={a : 1<k<n}
nur endlich viele Elemente enthalten.

(c) Sei € > 0 beliebig, jedoch fest gewihlt. Dann gibt es aufgrund der punktweisen Konvergenz
von (f,) gegen 0 zu jedem & € X ein m = m(e,§) € N, fiir dass |f,,(§)| < . Aufgrund
der Stetigkeit der Funktionen f, ist auch |f,,| stetig, so dass ein 6 = d(,£) > 0 existiert,
fur dass |fn(z)| < e fir alle x € Bs(&§) N X gilt. Aufgrund der monotonen Konvergenz
(0 < fur1 < fn) gilt sogar |f.(z)| <e furalle z € Bs(¢) N X und alle n > m(e,§).

Das System der Bj ¢ (€) (€ € X) bildet eine offene Uberdeckung von X . Da X nach
Voraussetzung kompakt ist, konnen wir endlich viele Punkte &;,...,&, finden, so dass die
zugehorigen Umgebungen U® = Bis(e6,)(&r) bereits X iiberdecken.

Mit ng := max{m(e,&),...,m(e,&)} gilt somit fiir jedes beliebige x € X (welches sich
in mindestens einem der U*) befindet) |f,(z)| <& fiir alle n > ng.

Da ng konstruktionsgeméf nicht von x abhingig ist (sondern nur von ¢ ), bedeutet dies
genau die gleichméflige Konvergenz der Folge (f,,) auf X gegen 0.

Zusatzaufgabe 3.4:

(a) Zeigen Sie oder widerlegen Sie: Die Menge M := {(z,y,2) | 2+ y* +yz + 2% =1} ist
eine kompakte Teilmenge im metrischen Raum (R?, dj ).

(b) Ist die Funktion f: M — R, (x,y,2) — x* + y* + 2z? mit M aus (a) beschrinkt ?
Falls ja, nimmt sie ihr Maximum an ?
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Losung zu Zusatzaufgabe 3.4:

(a) Mit der stetigen Funktion ¢ : R* — R, definiert durch g(z,y,z) = 22 + y* + yz + 22, ist
M = ¢g~'({1}) als Urbild einer einelementigen (und daher trivialerweise abgeschlossenen)
Menge unter einer stetigen Funktion abgeschlossen in (R*, dj ). Wegen

2g(2,y,2) = 2%+ H(y+2) 42 2 Pyt > max{a®, )t 2%} = (max{z], Jyl, |2]})”

gilt offenbar 2g(z,y,z) > 4 fiir jeden Punkt (x,y,z) auBerhalb der Kugel Bs((0,0,0))
beziiglich der Maximumnorm ||.||o , womit dieser nicht in M = ¢g~'({1}) liegen kann. Da-
her folgt M C [—2,2]* = By((0,0,0)), also die Beschriinktheit von M in (R? d) ). Da
(R*,d)) identisch mit dem endlich-dimensionalen normierten Vektorraum (R?,||.||) ist,
folgt nach dem Satz von Heine-Borel somit aus der Beschrianktheit und der Abgeschlossen-
heit von M bereits die Kompaktheit von M in (R?, d) ).

(b) Da f die Einschrinkung der auf dem R?® definierten stetigen Funktion (z,y,z) — ||(x, vy, 2)|3
auf die nach Aufgabenteil (a) kompakte Teilmenge M ist und da nach Satz 6 das Bild f(M)
in (R,d||) kompakt ist, folgt die Beschrénktheit aus Satz 3. Dies ist auch gerade in Satz 7
zusammengefasst, welcher garantiert, dass f auf M sein Maximum annimmt.

Zusatzaufgabe 3.5:

(a) Gegeben sei die Menge M = {(z,y,2) eR¥ | 2 +y*+ =1, zy+yz+22=0}.
Zeigen Sie, dass die Funktion f : M — R, definiert durch f(x,y,2) = 2® + y3 + 2*
beschréankt ist und dass sie ein Maximum und ein Minimum annimmt.

b) Entscheiden Sie, ob die Menge Q in (R, d;;) kompakt ist.
Il

(c¢) Auf einem metrischen Raum (X, d) betrachten wir die Teilmenge A C X . Zu einem belie-
bigen x € X wird dann durch
ist(z, A) := inf d
dist(z, A) = inf d(=,y)
eine stetige Funktion z — dist(z, A) definiert (vgl. Beispiel (3.5), Forster Analysis 2, §3).

Zeigen oder widerlegen Sie: Sind A;, Ay abgeschlossene Mengen eines metrischen Raumes
(M,d) mit A; N Ay = (. Dann gilt dist(A;, As) > 0.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.5:

2 .4 L6
. _ . ) [ty . . R 1
(a) Die Funktion g:R* — R?, g(z,y,2) = <xy+yz+a:z) ist stetigund M =g ({ (0) })

nach Satz 11 (§2 Forster Analysis 2) folglich abgeschlossen. Wegen z2+y3+25 > |[(z, 9, 2) |0
folgt M C {(z,y,2) € R® | ||(z,y,2)||o < 1}, also auch die Beschrénktheit von M . Der
Satz von Heine-Borel (Satz 5, §3 Forster Analysis 2) liefert nun die Kompaktheit von M .
Als stetige Funktion auf einem Kompaktum ist f beschridnkt und nimmt nach Satz 7 (§3
Forster Analysis 2) sowohl Maximum als auch Minimum an.

(b) Aufgrund der Unbeschrénktheit kann @Q nicht kompakt sein (vgl. Satz 3, §3 Forster 2).

(c) Betrachten wir die stetige Funktion [ (R dyy) — (R,dyy), (z,y)—xy .
Dann gilt (nach den Eigenschaften des Urbildes) f~*({0})N f~'({1}) = @ und als Urbilder
einelementiger (und somit trivialerweise abgeschlossener) Mengen unter einer stetigen Funk-
tion sind beide abgeschlossen in (R?,d) ) (nach Satz 11, §2 Analysis 2, Forster). Jedoch gilt

offenbar (1,n) € f~1({1}) und (0,n) € f~1({0}), jedoch d;((1,n),(0,n)) =1 =30
und somit fir A; = f~1({0}) und Ay = f~1({0}) offenbar dist(A;, A3) = 0.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 4

Kurven, Parametertransformation, Schnittwinkel, Bogenlinge

e Definition [Kurve]: Eine stetige Abbildung ¢ : I — X eines Intervalls I C R in einen
metrischen Raum X nennt man eine parametrisierte Kurve. Das Bild C' :=¢(I) C X
einer parametrisierten Kurve ¢ heifit die Spur von ¢ oder einfach auch die Kurve, die
durch ¢ parametrisiert wird.

Im Weiteren betrachten wir parametrisierte Kurven in Banach-Raumen (X, || -|), wobei
X = R" den einfachsten und fiir n =2 oder n = 3 den anschaulichsten Fall darstellt.!

e Definition [(stetig) differenzierbare Kurve|: Eine parametrisierte Kurve ¢: / — X in

einem Banach-Raum X heifit differenzierbar in t* € I, wenn der Grenzwert

t) — c(t”
{(t) = tim S =)
t—tr L —1*

existiert, und ¢(¢*) nennt man dann die Ableitung (oder auch Tangentialvektor)? von c¢

in t*. Im Fall ¢(t*) # 0 € X existiert der Tangenten-Einheitsvektor ﬁ . Desweiteren
heifit ¢ differenzierbar, falls ¢ in jedem Punkt a € I differenzierbar ist. Ist zusétzlich
die durch Differentiation induzierte Abbildung ¢ : ¢ +— ¢(t) auch noch stetig, so nennt man
¢ stetig differenzierbar.

e Falls X = R" ist eine Abbildung ¢ = (¢1,...,¢,) : I — R™ nach Satz 6 (Forster 2, §2)
genau dann stetig, wenn alle Komponenten ¢; : [ — R, ¢ = 1,...n, von ¢ stetig sind.
Analog ist eine parametrisierte Kurve ¢ : I — R" genau dann differenzierbar, wenn jede
Komponentenfunktion ¢; : I — R", i =1,...,n, differenzierbar ist (Satz 1, Forster 2, §2).

e Sei C' C X eine Kurve im Banach-Raum X und c¢: I — X eine Parametrisierung von
C.Ist ¢ :J — I ein Homéomorphismus zwischen Intervallen I,.J, dann heifit ¢ eine
C'-Parametertransformation. Durch coy : J — X ist eine neue Parametrisierung von
C' gegeben. Dabei heifit ¢ orientierungstreu genau dann, wenn ¢ (streng) monoton
wachsend. Andernfalls heifit ¢ orientierungsumkehrend.

e Ist ¢: I — X eine differenzierbare Parametrisierung einer Kurve C' C X im Banach-Raum
X,und ¢ :J — I eine C'-Parametertransformation, so ist co ¢ (als direkte Folgerung
der Kettenregel) in allen ¢ € J differenzierbar mit Ableitung

d

Seop)t) = ielt) - ¢'(0)

Da ¢'(t) alle moglichen Werte aus R \ {0} annehmen kann, ist nur die Menge 7,C aller
Tangentialvektoren in einem Punkt x € C' durch C' eindeutig bestimmt.

e Ist C' eine Kurve in einem Banach-Raum und ist = € C' ein Punkt, an welchen die Ableitung
jeder stetig differenzierbaren Parametrisierung von C' verschwindet (also 7,C' = {0} gilt),
so heifit = ein singulidrer Punkt von C'. Andernfalls bezeichnet man = € C als einen
reguliren Punkt von C'.

Iphysikalische Interpretation: Eine Kurve beschreibt die zeitliche Bewegung eines Punktes im Raum R”"
2physikalische Interpretation: Der Geschwindigkeitsvektor ist genau der Grenzwert des Quotienten aus Orts-
differenz und Zeitdifferenz. Die Zahl ||é(¢%)]|2 gibt den Betrag der Geschwindigkeit an.
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e Ist ¢: I — X eine differenzierbare Parametrisierung einer Kurve C' C X im Banach-Raum
X, welche nicht injektiv ist, so bezeichnen wir einen Punkt = € X mit = = f(t1) = f(t2)
und t; # ty als Doppelpunkt der Kurve C'.

e Existiert (mindestens) eine stetig differenzierbare Parametrisierung ¢: I — X von C', die
injektiv ist und ¢(t) # 0 fir alle ¢t € I erfiillt, so heiBt C eine injektiv immersierte
Kurve.? In diesem Fall ist die Menge T,C aller moglichen Tangentialvektoren am Punkt
x € C ein eindimensionaler Unterraum von X.4

e Definition [rektifizierbare Kurve]: Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — X in einem
Banach-Raum (X, | - ||) heifit rektifizierbar, wenn die Léngen aller Sehnenpolygone von
¢ beschrankt sind. Dabei versteht man unter einem Sehnenpolygon zu einer Zerlegung
Z ={ty <ty <--+ <tg} von I mit Punkten ¢; € I das durch die Strecken von c(t; 1)
nach c(t;) gegebene Polygon, und unter der Lénge dieses Sehnenpolygons den Wert

e Definition [Bogenlinge|: Die Bogenlinge L(c) einer rektifizierbaren Kurve ¢: I — X
in einem Banach-Raum X ist das Supremum aller Langen der Sehnenpolygone von c,
wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen Z = {to < t; < --- < 13} von I mit Punkten
t; € I gebildet wird.

e Satz 1 [Forster 2, §4]: Jede stetig differenzierbare Parametrisierung ¢ : [a,b] — X einer
Kurve C' C X in einem Banach-Raum X ist rektifizierbar und besitzt die Bogenldnge

r@ = [l (4.1)

Ist ¢ : I — X eine stetig differenzierbare Parametrisierung und ¢ : J — I eine C*-
Parametertransformation, so gilt L(c) = L(co ¢).

e Eine Kurve C in einem Banach-Raum (X, |.|[) heifit durch eine stetig differenzierbare
Parametrisierung ¢ : I — X nach Bogenlinge parametrisiert, falls ||¢(¢)|| = 1 fir alle
t el gilt.

e Definition [Schnittwinkel]: Zwei regulidre Kurven Cp,Cy C R™ seien durch ¢; : I; — R”
und ¢y @ Iy — R™ parametrisiert. Existieren t; € I1,ty € Iy mit ¢q(t;) = ca(ts2), so ist
durch die Gleichung

o (e(t), éalta))
cos(f) = er(t) 2]l ¢ (t2) |2

der Schnittwinkel 6 := 0(c;,cy) der parametrisierten Kurven ¢; und ¢y gegeben.

(0<0<m)

e Sind ¢;: J; — I, (i =1,2) zwei C'-Parametertransformationen, so gilt

0(cy, ) falls ¢1, 9 beide orientierungstreu oder
O(c10p1,c00¢09) = falls ¢, o beide orientierungsumkehrend

m—0(cy,c2)  sonst.

3Selbst injektiv immersierte Kurven kénnen Punkte besitzen, in deren Niihe die Kurve nicht homdomorph zu
einem Intervall ist (vgl. Beispiel 2.10 im Skript aus dem Sommersemester 2010).

4Fiir eine Kurve C koénnen wir immer eine Parametrisierung finden, die fiir ein Intervall konstant ist und dort
Ableitung Null besitzt.

20



Zusatzaufgabe 4.1: Geben Sie Beispiele fiir eine Kurve C' C R? an,

(a) welche singuldare Punkte enhélt;

(b) welche keine singuldren Punkte enthélt (eine sogenannte immersierte Kurve), aber keine
injektive Parametrisierung existiert;

(c) welche injektiv immersiert ist, jedoch mindestens einen Punkt besitzt, in deren Nihe die
Kurve nicht homéomorph zu einem Intervall ist.®

Losung zu Zusatzaufgabe 4.1:

(a) (Beispiel 2.8) Die durch ¢ + (t?,3) parametrisierte Neil- o
sche Parabel C' hat (0,0) als singuldren Punkt. Denn ist
c(t) = (x(t),y(t)) eine beliebige Parametrisierung mit ¢(0) = a0
(0,0), dann muss 2’(0) = 0 gelten, da z(t) bei ¢ = 0 ein
globales Minimum hat, und wegen y(t)> = z(t)® (ansonsten
wiirde ¢ gar nicht die Kurve C' parametrisieren) gilt dann
auch ¢'(0) = =+ 2/|z(0)[z/(0) =0 (vgl. (4.6) in Forster 2).

-500 +

(b) (Beispiel 2.9) Der durch die beliebig oft differenzierbare Kur-
ve ¢ : R — R? mit c(t) := (#* — 1,¢*> — ¢) parametrisierte
Newtonsche Knoten C' besitzt den Doppelpunkt c¢(1) = N
(0,0) = ¢(—1), bei dem ¢(1) = (2,2) kein Vielfaches von
¢(—1) = (—2,2) ist. (vgl. (4.5) in Forster 2). "]

-1000 -

(c) Die durch ¢(t) := (2sin(2arctan(t)),sin(4arctan(t))) mit A P FAY NG R
c : R — R? parametrisierte Kurve C sieht aus wie ei-
ne liegende Acht, obwohl ¢ injektiv ist und ¢(¢) # 0 fiir
alle t € R erfiillt (vgl. Beispiel 2.10 im Skript (Sommer 2010)). 1

05

Insbesondere gibt es keinen Homéomorphismus von C'NU auf ein offenes Intervall I, wenn U eine
offene Umgebung von (0,0) ist. Denn (C'NU)\ {(0,0)} hat vier Zusammenhangskomponenten,
wihrend I\ {r} (r € I beliebig) zwei Zusammenhangskomponenten hat, was der Eigenschaft
widerspricht, dass ein Homéomorphismus zusammenhéngende Mengen auf zusammenhéngende
Mengen abbildet.

°Ist die Parametrisierung ¢ : I — C nicht nur eine injektive Immersion, sondern sogar ein Hom&omorphis-
mus auf ihr mit der Relativtopologie versehenes Bild C' C X, so ist C' ein Beispiel fiir eine eindimensionale
Untermannigfaltigkeit von X . Die genaue Definition einer Untermannigfaltigkeit werden wir spéiter kennenlernen.
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Zusatzaufgabe 4.2: Zeigen Sie:

(a) Das Ableiten von parametrisierten Kurven ist linear.

(b) Jede Lipschitz-stetige Parametrisierung ¢ : [a,b] — X auf einem kompakten Intervall [a, b]
ist rektifizierbar.

(c) Fiir eine Parametrisierung c : [a,b] — R"™ einer gegebenen Kurve nach Bogenlinge ist die
Lénge der Kurve durch L(c) = b — a gegeben.

Losung zu Zusatzaufgabe 4.2:

(a) Fiir Konstanten A\, u € R gilt nach Definition des Grenzwertes
i Aelt) + pe(t?)) — (Ae(t) + pe(t))

t*—t tr—t
c(t*) — c(t) c(tr) —e(t) . .
Mim = Talim T = A et

0elt) + pelt) =

(b) Mit einer Lipschitz-Konstanten L von ¢ gilt

k

> llefts) — e(tim)|| < ZLIE —ti—1| = L(b—a)

i=1

fiir eine beliebige Zerlegung Z = {to < t; < --- <t} von I (t; € I'). Damit ist die Lénge
jedes Sehnenpolygons beschrinkt, also ¢ rektifizierbar. Insbesondere folgt

L(e) = supZH )=t SL-(b—a).

(c¢) Nach Voraussetzung gilt ||¢(¢)|| = 1 in jedem Punkt ¢ € [a,b] und deswegen

b b
/Hc’(t)Hdt:/ ldt=b—a.

Zusatzaufgabe 4.3: Bestimmen Sie die . ..
(a) ... Tangentialvektoren und Kurvenlidnge der Zykloide ¢(t) = (t — sint, 1 — cost), t € [0, 27].
(b) ...Bogenlinge der Neilschen Parabel c(t) = (t%,¢%) fiir t € [-1,1].

Losung zu Zusatzaufgabe 4.3:

(a) Die Tangentialvektoren sind ¢(t) = (1 — cost,sint) und wegen (2sin(%))* = 2(1 — cos(t))
ergibt sich die Kurvenlédnge zu

2 27 2
L :/ | ¢(t) [l dt = / V2(1 —cost) dt = / 2 sin () dt = —4 cos (%) ’?)ﬂ = 8.
0 0 0
(b) Mit ¢(t) = (2t,3t%) ergibt sich aufgrund der Symmetrie fiir die Bogenlinge

=1 2(13V13-8)

Lle) = t=0 27

[e(t)[]2dt = —/18t\/4—|—9t2 dt = (4 +9t2)3

»—‘\L

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

22



Analysis 11 Sommersemester 2011, Universitidt Rostock
PROF. DR. P. TAKAC DiprL.-MATH. FALKO BAUSTIAN, KATJA [HSBERNER

Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 5

Niveaumengen, Hohenlinien

e Definition [Graph]: Sei U C R" und f:U — R, (zy,...,2,) — f(x1,...,2,) eine Abbil-
dung. Der Graph von f ist die Menge Ip:={(z,y) eUxR : y=f(x)} CR".
Fiir n =2 ist I'y als Flache iiber U im dreidimensionalen Raum interpretierbar.

e Sei U CR" und f:U — R, (2q,...,2,) — f(z1,...,7,) eine Abbildung. Dann ist f
bestimmt durch die Schar N¢(c), ¢ € R, definiert als die Urbilder

Ni(e) = f'({c}) = {z €U : f(z)=c} CR",
welche Niveaumengen (bzw. im Fall n = 2 auch Héhenlinien) genannt werden.

Partielle Differenzierbarkeit, Gateaux-Differenzierbarkeit

e Definition: Eine Abbildung f : X — Y zwischen Banach-Réumen X,Y heifit im Punkt
a € X partiell differenzierbar in Richtung h € X | falls der Grenzwert

0 a) ot 10 1) = F(@)

t—0 t

(5.1)

in Y existiert, und in diesem Fall bezeichnet man 0y, f(a) als die partielle Ableitung von
f im Punkt « in Richtung A .Ist f im Punkt a in jede Richtung partiell differenzierbar,
so nennt man die Funktion f partiell differenzierbar in a. Ist die Abbildung

G:X—-Y, G :hw— 0Onf(a) (5.2)
linear und stetig (d.h. G € L(X,Y)), dann heiit f Gateaux-differenzierbar in «a.

Bemerkungen:
(a) f: X — Y ist genau dann in a in Richtung h partiell differenzierbar, wenn die
parametrisierte Kurve ¢: R — Y, ¢(t) = f(a+th), in t =0 differenzierbar ist.

(b) f:X — R ist genau dann in a in Richtung h partiell differenzierbar, wenn die Funktion
g : R — R, definiert durch ¢t — f(a+th),in 0 differenzierbar ist.

(c)Ist f: U — R, U C R", im Punkt a € U partiell differenzierbar in die ¢-te Koor-

dinatenrichtung e; = (0,...,0,1,0,...,0), so schreiben wir anstelle von 0., f(a) iibli-
cherweise %(a). Mit der Abbildung ¢ : & — f(ai,...,a;-1,&, ais1,-..,a,) gilt dann

H(a) = ¢'(ai) .
(d) Ist f:U — R, UCR" offen, im Punkt a € U Gateaux-differenzierbar, so gilt

(@) = sl @ (5:3)

(e) Achtung: Weder aus der partiellen Differenzierbarkeit noch aus der Gateaux-Differen-
zierbarkeit kann i.A. auf die Stetigkeit einer Funktion geschlossen werden (siehe Aufga-
benblatt). Ebenso muss die Kettenregel nicht gelten.

e Ist f in jedem Punkt aus U partiell differenzierbar in Richtung A und ist auch die partielle
Ableitung 0, f als Funktion von U nach Y in jedem Punkt aus U partiell differenzierbar
in Richtung k, dann heifit f zweimal partiell differenzierbar und 00, f(a) wird die zweite
partielle Ableitung im Punkt a« € U in Richtung (h,k) genannt. Rekursiv kann man
analog partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnungen definieren.t

Worsicht: Im Allgemeinen gilt 0,0y f(a) # 0n0k f(a)
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e Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes X und f : U — R eine Funktion.
Man sagt, f hat in 2* € U ein lokales Minimum (bzw. lokales Maximum), wenn es eine
Umgebung V' von z* mit f(z*) < f(z) (bzw. f(z*) > f(x)) fur alle z € V' gibt.

Gradient, Vektorfeld, Divergenz, Rotation, Laplace-Operator: Sei U C R" offen.

e Fiir f:U — R partiell differenzierbar ist der Gradient von f in z € U der Vektor
mad fe) = (&S, o AIW) = Vi) mit V= ()

Dabei kann man V (sprich Nabla) als vektorwertigen Differentialoperator auffassen.

e Fiir f,g:U — R partiell differenzierbar gilt die Produktregel ‘ V(fg) = gVf + fVyg ‘

e Unter einem Vektorfeld auf U versteht man eine Abbildung v : U — R™.

e Sei v = (vy,...,v,) : U — R" ein partiell differenzierbares Vektorfeld (d.h. alle v; : U — R
partiell differenzierbar). Die Divergenz des Vektorfeldes v heifit dann die Funktion

divo(z) = (V,v) = Zaixz v; ()

e Fiir f:U — R partiell differenzierbar und v : U — R" partiell differenzierbar gilt
div(fv) = (grad f,v) + fdivv bzw. (V,fvy = (Vfu) + f(V,v).

e Satz: Sei U C R" offen und f: U — R zweimal stetig partiell differenzierbar. Dann gilt

o 0 0 0 0
VeeUVi,j=1,...,n : oz (a—x] (:13)) = T%(@xzﬂm)) :

e Sei U C R? offen und v : U — R? ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Unter der

Rotation des Vektorfeldes v versteht man das Vektorfeld

d o O
D20 U3 T 95 V2

e _ 0 ., _ 0
rotv ;= Vxov = 523Ul — 927 U3

0, _ 0
oz U2 Oxo U1

e Sei U C R" offen. Fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f : U — R
definiert man

da?

i=1 g

nooa2

Af = divgrad f = E % f mit dem Laplace-Operator A =
T4
i=1

e Die Losungen der Potentialgleichung Af =0 werden harmonische Funktionen genannt.

e Sei I C R ein Intervall, das als Zeitintervall interpretiert werde. Fiir U C R"™ offen seien die

Koordinaten in U x I C R™™ mit (x,¢) = (z1,...,2,,t) bezeichnet. Fiir Funktionen
heifit dann [UXxT =R, (2,t) = f(z,t),
I
"zl 7

die Schwingungsgleichung (oder Wellengleichung) und

10
Af———f =0
/ k 8tf
die Wiarmeleitungsgleichung. Dabei wirkt der Laplace-Operator auf f nur als Funktion
des Ortes z. Die Konstanten ¢ > 0 und k£ > 0 geben die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit
bzw. Temperaturleitfahigkeit an.
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Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Zeigen Sie: Fiir Abbildungen f,g: X — Y, die im Punkt a € X partiell differenzierbar in
Richtung h sind, ist auch die Linearkombination (Af+pg) mit A\, x € R im Punkt a partiell
differenzierbar in Richtung h mit On(A\f + ug)(a) = Xonf(a) + uong(a) .

(b) Zeigen Sie: Fiir beliebiges A € R ist f: X — Y im Punkt a € X in Richtung Ah partiell
differenzierbar ist, falls f: X — Y im Punkt a € X in Richtung h partiell differenzierbar
ist, und es gilt Oynf(a) = \Onf(a).

(c) Seien X,Y,Z Banach-Raume. Zeigen Sie: Eine Abbildung f = (fi, f2) : X — Y x Z ist
genau dann in a € X partiell differenzierbar in Richtung h € X | wenn die Abbildungen f;
und fy in a in Richtung h partiell differenzierbar sind. In diesem Falle gilt fiir die partiellen

Ableitungen 0y, f(a) = (Onfi(a),0nf2(a)).

(d) Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes X und seien z,7 € U Punkte, fiir
die die Strecke C':= {x+t(x—x)|t € [0,1]} in U enthalten ist. Zeigen Sie: Ist die Abbildung
f X — R in jedem Punkt der Strecke C partiell differenzierbar in Richtung & — =, dann
gibt es ein 0 €10, 1[ mit f(Z) — f(z) = Oz-o)f(x +0(T — x)).

(e) Zeigen Sie: Besitzt eine Funktion f : U — R auf einer offenen Teilmenge U C X eines
Banach-Raumes X in x* € U ein lokales Extremum und ist f in x* partiell differenzierbar
in Richtung h, dann gilt o), f(z*) =0.

(f) Zeigen Sie: Es bezeichne e; den i-ten Einheitsvektor. Zeigen Sie, dass die 1-Norm ||z||; auf
dem R" in den Punkten e; bei ¢ # j nicht in die Richtung e; partiell differenzierbar ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Unter den gegebenen Voraussetzungen gilt fiir beliebige A, u € R
A th th)) — (A
WO+ pg)a) = 1im D@ F ) Fnglatth) = (Afla) + ug(a))

t—0 t

= Alim + plim glat thz) —9a) = AOpf(a) + pong(a) ,

t—0 t t—0

was die Behauptung zeigt.
(b) Wihrend fiir A = 0 die Aussage klar ist, folgt diese fiir A # 0 unmittelbar aus
Cflar ) = f) L flat ) = f@) St sh) — f(a)
s

t—>0 t t—0 /\t s—0

Onfla) =

= A ahf(a) .

(c) Nach Satz 1 (Forster II, §2) existiert der Grenzwert Pr%w genau dann, wenn die

Grenzwerte limM und lim fa(a+th)—fa(a)
t—0 t t—0 t

Bezeichnungen fiir die Grenzwerte gilt 0y, f(a) = (Onf1(a), O fa(a)) .

existieren, und mit den entsprechenden

(d) Nach Voraussetzung ist die Funktion ¢ : [0,1] — R, ¢(t) := f(x +t(z — x)), differenzierbar.
Somit gibt es nach dem Mittelwertsatz? ein 6 €]0,1[ mit (1) — p(0) = M = ¢'(0),
also mit f(7) — f(x) = Og—un) f(x +0(T — x)) .

(e) Die Funktion ¢(t) := f(z* 4+ th) auf R besitzt in ¢ = 0 ein lokales Exremum und ist
dort differenzierbar, also folgt aus dem notwendigen Kriterium fiir lokale Extrema® demnach

0='(0) = Onf(x7).

(f) Wegen 11{13% = 11\1%% =1 und ll}%w = }1/11(1]1’7’;—’1 = —1 kann die
partielle Ableitung 0., f(e;) fiir die reellwertige Funktion f(x):= |||, nicht existieren.

2ygl. Corollar 1 zu Satz 2, Forster I, §16
3vgl. Satz 1, Forster I, §16
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Zusatzaufgabe 5.2:
(a) Sei f:R? — R durch f(0,0):=0 und f(x,y) := IQLJFZQ sonst definiert. Bestimmen Sie die
partiellen Ableitungen 9, f von f im Punkt (0,0) in jede Richtung h € R?.
(b) Beweisen Sie, dass f in (0,0) stetig ist. (c¢) Ist f Gateaux-differenzierbar in (0,0)?

Losung zu Zusatzaufgabe 5.2:

(a) Mit f(th) =t f(h) fiir alle t € R und alle h € R? (h = (hy, hy)) folgt

(thl)ZthQ
. f(th) = f(0,0) . f(th) . GhoEraRe? .. hihe
0nf(0,0) = lim / s imTs s e = Ilsli%h§+h§ AR

(b) Der Ungleichung

$2|y|
‘f( 73/)’ = 42 yg = |y‘

wegen gilt ( lign f(z,y) = 0, was offensichtlich die Stetigkeit von f in (0,0) impliziert.
z,y)—0

(c) Die Abbildung h +— 0, f(0,0) ist in diesem Fall nichts anderes als die Abbildung h — f(h),
und diese ist aber nicht linear, wie die Rechnung f(1,1) = 1 # 0= f(1,0)+ f(0,1) bestétigt.
Also ist f nicht Gateaux-differenzierbar.

Zusatzaufgabe 5.3:

(a) Sei (X,{(.,.)) ein Hilbertraum und f(x) := ||z|| = \/(x,x) die Abbildung, welche einem z €
X seine Euklidische Norm zuordnet. Ist f: X — R in Punkten a # 0 partiell differenzierbar
in jede Richtung h € X 7 Ist sie dort sogar Gateaux-differenzierbar?

(b) Zeigen Sie: Die durch ﬁ i
fl@) == e firz#0, (5.4)
0 fiirxz=0

definierte Funktion f : R™ — R ist in Null fiir beliebiges ¢ = 1,...,n, in die Koordinaten-
richtung e; partiell differenzierbar, aber dort nicht stetig.

Losung zu Zusatzaufgabe 5.3:

(a) Die Funktion ¢ — f(a + th) = \/{a+th,a+th) = (||a||?+ 2t{a, h) + t2[|n]|2)"* ist bei
a # 0 nach den iiblichen Differentiationsregeln aus der Analysis [ in ¢ = 0 differenzierbar mit

Ableitung e h) (h)
a a
onfla) = ’ =
hf(a) 2 (lal2)>  lall
__ {a,h)

Offensichtlich ist h — 0, f(a) = I linear, und die Stetigkeit dieser linearen Abbildung folgt
(vgl. Satz 10, Forster II, §2) aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung |{(a, k)| < ||a||||A|],
nach welcher die lineare Abbildung h — 0, f(a) die Operatornorm % =1 < oo besitzt. Also
ist f Gateaux-differenzierbar auf X \ {0}, da 9,f(a) bei a # 0 fiir jedes h € X existiert

sowie linear und stetig in h ist.

(b) Die durch (5.4) definierte Funktion f : R®™ — R, ist nicht nur in allen Punkten a # 0
partiell differenzierbar, sondern auch im Nullpunkt in die Koordinatenrichtungen e; partiell
differenzierbar, denn wegen f(te;) =0 fiir alle ¢t € R gilt

of
8ZL'Z‘

(0) = lim

Aber f ist nicht stetig im Nullpunkt, denn z.B. existiert der Grenzwert von f(t,t,...,t) =
% fir t — 0 nicht und ist somit insbesondere nicht gleich f(0) =0.
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Zusatzaufgabe 5.4:

Zv 0,0
Untersuchen Sie, ob die durch fla,y) = & »Hv® (z,9) # (0,0)
0, (z,y) = (0,0)

auf R? definierte reellwertige Funktion (a) stetig ist, ob (b) die partiellen Ableitungen in die
Koordinatenrichtungen jeweils existieren und ob (c¢) Gateaux-Differenzierbarkeit vorliegt.

Losung zu Zusatzaufgabe 5.4:

(a) Bei der Stetigkeit ist nur der Punkt (0,0) zu untersuchen, da in allen anderen Punkten f als
Komposition stetiger Funktionen stetig ist. Fiir alle (z,y) # (0,0) gilt nun

f(2,9) = F0,0)] = |FLs| = 2 F < o
und analog
242 22
[f(z,y) = f(0,0)] = |55z] = f‘m < v

woraus fiir (z,y) — 0 sofort f(z,y) — 0, also die Stetigkeit von f in (0,0) folgt.

(b) Fiir die partiellen Ableitungen in Punkten (z,y) # (0,0) erhalten wir

Of(x,y)  2xy°(@®+9y?) —a®y* 22 2ay’
ox n (22 + y?)? T (22 +g2)2
und
Of (x,y)  22%y(a*+y°) —a** -2y 2y
oy (22 4+ y?)? (22422

In (z,y) = (0,0) folgt fiir alle z,y € R aus f(z,0) =0 und f(0,y) =0 nach Definition

00(00) _ iy 00 _
o = Im==— =0

sowie of g),O) = lim
Y y—0

f(ovy)_o — O .

x

(c) Dariiber hinaus existieren die partiellen Ableitungen in eine beliebige Richtung h € R? wegen

(th1)2(th2)2

th) — £(0,0 th Th ) Zr (tha )2 h2h?

onf(0,0) = lig LN ZSOO0 -y JOR) ) T Pl
t—0 t t—0 ¢ t—0 t t—0 hi+ hj

— — =0,

womit die Abbildung h — 09,f(0,0) als konstante Nullabbildung trivialerweise linear und
stetig ist, also f in (z,y) = (0,0) Gateaux-differenzierbar ist.
In allen anderen Punkten ist f ebenfalls Gateaux-differenzierbar, denn die partiellen Ablei-
tungen in eine beliebige Richtung h € R? sind gegeben durch

(z+th1)?(y+tha)? 2242
th thy) — . —
8hf(96,y) _ 1% f(37 + 1,Y +t 2) f(fE; y) _ ll_r)% ( +th1)2+(y+tth2)2 2142
_ iy @)%y 4 the)?[a? + ] — 2®y[(x + thn)? + (y + the)’]
t—0 t[mQ + y2] . [(CL‘ + th1)2 + (y + thg)g]

_ _h.2x—3/4+h.ﬂ_<2wy4 2x4y>h1
o T M) P2y @ @) \hy)

womit die Abbildung h +— 0, f(x,y) wie behauptet linear und stetig ist.

Zusatzaufgabe 5.5:

(a) Sei r:R"™ — R definiert durch r(z) := ||z]ls = /> 2% fir z = (21,...,2,) € R”. Welche
k=1

Niveaumengen N,(c) = {z € R" : r(z) = ¢} sind nicht leer? Was beschreiben sie?
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(b) Zeigen Sie, dass r in allen x € R™\ {0} partiell differenzierbar ist und berechnen Sie die
partiellen Ableitungen. Was ist demzufolge der Gradient von r(x)?

(c) Fassen Sie den Gradienten von r(z) als Vektorfeld F': R™\ {0} — R"™ auf und berechnen Sie

die Divergenz dieses Vektorfeldes. Berechnen Sie dazu vorher den Gradienten von Tlm) .

(d) Sei f:R% — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion.

Berechnen Sie Ag fir g := for:R"\ {0} — R.

(e) Zeigen Sie, dass F(z) := ——-= fiir n > 3 die Potentialgleichung AF =0 16st.

(r(z))

Losung zu Zusatzaufgabe 5.5:

(a) Esist N,(0) ={0}. Fiir ¢ <0 gilt N.(c) =0 und fiir ¢ > 0 beschreiben die Niveaumengen
N, (¢) Sphéren (fir n =2 Kreise und fiir n = 3 Kugeloberflichen) vom Radius c.

(b) Fiir jedes i =1,...,n ist r(x |22 + Z x?, so dass fiir « # 0 nach der Kettenregel
k=1
k#14

0 T
o r(x) = axl z; +Zxk — i+ )y 2 = )
k#z k#z
Also gilt offenbar gradr(x = T(w) )
(¢) Analog zu (b) ist fiir « # 0 nach der Kettenregel
-} =
1 9 2, NC L2 I L
o) am | I EAPILY B (r())?
k#i ki
und somit V- 1 . Weiterhin koénnen wir die Identitdt Id : R® — R", = — x,
offenbar als spez1elles \;ektorfeld auffassen, welches die Divergenz
divid = Z—x = > l=n
i=1
besitzt. Mit (z,z) = (r(x))? und den Rechenregeln fiir die Divergenz folgt nun
1 1 1 —1
divgradr = div <— x) = <grad—,x> + —dive = —@ + p_n .
r r r r r r

(d) Nach der Kettenregel folgt zunéchst gradg = grad f(r) = f'(r)gradr = f'(r)% . Dann
ist mit der Definition von Ag und den Rechenregeln der Divergenz

Ag = divgradg = div <f'(r)£> = <gradf’(r),$> + f’(r)div%

r

= SO ¢ I = 50 Pt

r’r
(e) Wegen F = for betrachten wir hier f(r) = == mit den Ableitungen f'(r) = 2% und
F(r) = E=0=n) Nach (d) folgt somit

rn

AF = i) + ptmt = Bomom)2om -1

r rn pn—1 7

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis I1 Sommersemester 2011, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC DipL.-MATH. FALKO BAUSTIAN, KATJA [HSBERNER

Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 6

Differenzierbarkeit, Kettenregel, Stetige Differenzierbarkeit, Schrankensatz

e Definition [(total/Fréchet-)differenzierbar]: Seien (X, ||.|x), (Y,].]y) Banach-Riume,
U C X offen. Eine Abbildung f: U — Y heifit im Punkt a € U differenzierbar, falls
ein A€ L(X,Y) (d.h., eine lineare und stetige Abbildung A : X — Y') existiert, so dass

i J(@ D) — f@) = A
b Al

In diesem Fall heift A die Ableitung von f im Punkt « und wird mit df(a) := A
symbolisiert.

e Satz:? Seien (X, |.||x),(Y,].|y) Banach-Réume, U C X offen. Ist f : U — Y in a €
U differenzierbar, dann ist f in a in jede Richtung h € X partiell differenzierbar mit
df (a)h = Opf(a), also f in a auch Gateaux-differenzierbar.

e Satz 1(a) [vgl. Forster, §6]: Scien (X, ||.|x),(Y.].][y) Banach-Réume, sei f : U —
Y eine Abbildung auf einer offenen Teilmenge U C X . Ist f in einem Punkt a € U
differenzierbar, dann ist f auch stetig® in a.

e Bemerkung/Satz 1(b): Ist U C R™ offen und f: U — R™ im Punkt a € U differenzier-
bar, kann df (a) € L(R™,R™) beziiglich der kanonischen Basen wegen (df (a)e;, e;) = 24 (a)

T Oz
mit j=1,...,m und i =1,...,n durch die (m x n)-Matrix
g—ﬁ(a) %(a}
Jfla) = P (6.1)
@ g

repriasentiert werden. Diese wird dann als die Jacobi-Matrix bzw. die Funktionalmatrix
von f im Punkt a bezeichnet. Speziell fiir eine in a differenzierbare Funktion f: U —
R definiert man den Gradienten grad f(a) als Spaltenvektor mittels des Euklidischen
Skalarproduktes (-, -) durch df(a) = (grad f(a), -).

e Lemma:* Seien (X, |.||x), (Y, |-llv), (Z,|.||z) Banach-Réume, U C X offene Teilmenge.
Eine Abbildung f = (f1, f2) : U — Y x Z ist genau dann im Punkt a € U differenzierbar,
wenn die Abbildungen f; : U — Y und fy: U — Z im Punkt a differenzierbar sind. In
diesem Fall gilt df (a) = (df1(a),df2(a)).

e Satz 3 [Kettenregel]: Seien (X, |.[[x), (Y|.llv), (Z,|-||z) Banach-Raume und U C X,
V CY offen. Ist f: U — V differenzierbar in a € U mit Ableitung df(a) € L(X,Y)
und g : V — Z differenzierbar in b = f(a) mit Ableitung dg(b) € L(Y,Z), dann ist go f
differenzierbar in a mit Ableitung®

d(go f)(a) =dg(f(a))odf(a) (Kettenregel). (6.2)

In der Literatur wird die Differenzierbarkeit im oben definierten Sinn auch oft als totale oder auch Fréchet-
Differenzierbarkeit und die Ableitung A entsprechend als das totale oder Fréchet-Differential bezeichnet.

2zum Beweis siehe Satz 2.24 im Skript zur Analysis II vom Sommer 2009; ein Spezialfall ist Satz 4, Forster §6

3 Achtung: Partielle Differenzierbarkeit oder Gateaux-Differenzierbarkeit reichen im Allgemeinen nicht aus, um
auf Stetigkeit schlieflen zu kénnen. Vergleiche Aufgabe 5.2 (a) und (b).

4zum Beweis siehe Lemma 2.27 im Skript zur Analysis IT vom Sommersemester 2009

®Insbesondere gilt bei X =R* | Y =R™, Z =R" fiir die Jacobi-Matrizen J(go f)(a) = Jg(f(a))-Jf(a).
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e Definition [stetig differenzierbar]: Eine Abbildung f: U — Y mit U C X offen und
X, Y Banach-Raumen heifit stetig differenzierbar, wenn f auf U differenzierbar ist und
die Ableitung df : U — L(X,Y) stetig ist.

e Satz:% Seien (X, ||.|x), (Y, ||.|y) Banach-Riume, U C X offen. Eine Abbildung f: U — Y
ist genau dann stetig differenzierbar, wenn sie Gateaux-differenzierbar mit stetiger Gateaux-

Ableitung U > x — (h— 0O, f(z)) € L(X,Y) ist.

e Korollar [vgl. Satz 2, Forster §6]:" Existieren fiir f: U — R™ mit U C R™ offen die

partiellen Abbildungen % in jedem Punkt von U und ist x +— %(:c) stetig fiir jedes

i=1,....m, 7=1,...,n,so0ist f stetig differenzierbar.

e Der Mittelwertsatz gilt in der folgenden Form (vgl. Satz 5, Forster §6 oder Satz 2.20):

Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes (X, ||.||x) und seien z,z € U
Punkte, fiir die die Strecke C' := {z + t(z — z)|t € [0,1]} in U enthalten ist. Ist die
Abbildung f: X — R in jedem Punkt der Strecke C' partiell differenzierbar in Richtung
T —x, dann gibt es ein 0 € (0,1) mit f(2) — f(z) = Oa—a) f(x +0(Z —2)).

e Schrankensatz (vgl. Corollar zu Satz 5, Forster §6 oder Satz 2.36): Seien (X, ||.||x),
(Y,||.|ly) Banach, U C X offen und konvex. Ist f:U — Y stetig differenzierbar, so gilt

Vi el )~ f@ly < (max | i - o)l ) 17 - ol

te€(0,1]

Insbesondere ist jede stetig differenzierbare Abbildung lokal Lipschitz-stetig, d.h. es gibt zu
jedem Punkt eine Umgebung, auf der f Lipschitz-stetig ist (Korollar 2.37).

e Definition: Seien (X, |.||x). (Y,|.|ly) Banach, U C X offen. Ist die Abbildung df :
U — L(X,Y) einer stetig differenzierbaren Abbildung f : U — Y selbst wieder stetig
differenzierbar, so heifit f zweimal stetig differenzierbar mit @*f : U — L(X, L(X,Y)).
Induktiv definieren wir so k-mal stetig differenzierbare Abbildungen® und C*(U,Y)
als den Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen f:U — Y.

e Satz von Schwarz (Satz 2.39): Seien X,Y Banach, U C X offen, f € C*(U,Y). Fiir
alle z € U gilt ) ) .
ViLhe X : &f(x)(h,h) = df(z)(h, h) .

Zusatzaufgabe 6.1:

(a) Bestimmen Sie alle Punkte (z,y) € R?, in denen die Funktion f:R?* — R, definiert durch
f(z) = |zy|, (total) differenzierbar ist.

(b) Bestimmen Sie alle Punkte (x,y) € R?, in denen die Funktion f:R? — R, definiert durch
f(x) =z -|zy|, (total) differenzierbar ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.1:

(a) In der Néhe jedes Punktes (z,y) € R?\ {(z,y) € R? | xy = 0} entspricht die Funktion
f(z) = |zy| lokal dem Polynom zy oder —xy, welches differenzierbar mit df(z,y) =
+ (y :17) ist (die partiellen Ableitungen sind stetig und Satz 2, Forster §6)).

In Punkten (x,0) mit = # 0 existieren die partiellen Ableitungen 0 1) f(x,0) wegen

lim—f(x’t);f(x’o) = lim—‘xtL_O = |z|lim¢ = |z| # —|z| = |z[lm St = ... = lim—f(x’t);f(x’o)
N0 N0 N0 t,0 t,70

6
7

zum Beweis siehe Satz 2.33 im Skript zur Analysis II vom Sommersemester 2009
zum Beweis siehe Korollar 2.34 im Skript zur Analysis IT vom Sommersemester 2009

8Da man Abbildungen B € L(X,L(X,Y)) durch (z,%) +— B(z)(Z) mit bilinearen stetigen Abbildungen
X x X — Y identifizieren kann, folgt induktiv, dass die k-te Ableitung eine (nach Satz 2.39 symmetrische)
k-lineare Abbildung d*f(x): X x ... x X — Y ist.
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nicht, so dass f(x) = |zy| (beispielsweise nach Satz 1, Forster §6) in diesen Punkten nicht
differenzierbar sein kann. Analog existieren die partiellen Ableitungen 01y f(0,y) wegen

lim LE0=SO0 120 lyllim? = |y| # —ly| = |y/lim =t = ... = lim

N0 t No ¢ N0 t /0 t /0 ¢

nicht in Punkten (0,y) mit y # 0, womit ebenfalls folgt, dass f(z) = |zy| in diesen
Punkten nicht differenzierbar sein kann.

Dagegen existieren die partiellen Ableitungen im Punkt (0,0) wegen

£0.0) = 8,0f(0.0) = Jim L9100 — g

und analog f,(0,0) =0, so dass (0 0) :R? — R ein Kandidat fiir das Fréchet-Differential
df(0) ist und aufgrund von /h? 4+ h3 > max{|hi], |he|} und folglich

lim f(h) = J(0) = df(O)h = lim [haho] =0 =0 < lim max{|hy|, |he|} = 0
Inll—0 7] IBll—=0  \/h? + h2 Il|l—0

tatsiachlich f(x) = |zy| in (0,0) total differenzierbar ist. Somit ist die Menge der Punkte,
in denen f(x) = |zy| total differenzierbar ist, genau {(0,0)} U R*\ {(z,y) € R? | zy = 0}.

(b) Analog zu (a) ist die Funktion in allen Punkten (z,y) € R? mit xy # 0 differenzierbar
(da dort die partiellen Ableitungen existieren und stetig sind). Desweiteren existieren die
partiellen Ableitungen in allen Punkten (0,y) wegen

t—0 t—0

bty =0 _ Iltin(l)\ty\ = 0 und Pm—f(o’y“i*f(o’y) = lim%% = 0,

—0 t—0

~+

hi-|hi(y+ho)|
\/ h3+h3

Dagegen existieren in Punkten (x,0) mit x # 0 die partiellen Ableitungen 0(o1)f(z,0)

so dass wegen < |hy(y + ho)| dort die Fréchet-Differenzierbarkeit folgt.

wegen
lim L@ f@0) . |z[limt = x-|z| # —2-|z|] = 2 |z/lim= = lim fet)=f0)
N0 t N0 b t0 t t/0 t

nicht, so dass f(z) = x - |zy| (beispielsweise nach Satz 1, Forster §6) in diesen Punkten
nicht differenzierbar sein kann. Somit ist die Menge der Punkte, in denen f(z) = z - |xy|
total differenzierbar ist, genau R?\ {(z,0) € R? | x # 0}.

Zusatzaufgabe 6.2:
(a) Existieren die partiellen Ableitungen der Funktion f:R? — R, die durch
f(a: y) — ngg/ﬂ (xvy) a (an)
’ 0 (z,9)=(0,0)

definiert ist, im Punkt (0,0) in die Richtungen (1,0), (0,1) und (1,1)7 Ist f in (0,0)
stetig? Ist f in (0,0) differenzierbar?

(b) Geben Sie ein Beispiel fiir eine zweimal partiell differenzierbare Funktion f:R?* — R an,
fiir die O0nf(a) # On0f(a) an (mindestens) einem Punkt a € R? gilt.

(c) Bestimmen Sie fiir g(t) = (sin(t) +cos(t), t—t*) und h(z,y) = In(1+2?+1y?) die Ableitung
von (hog)(t) im Punkt ¢ = 0 mittels der Kettenregel.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a) Es gilt
o SR 28by L 2y
A A GEY I T GETi)
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Demnach existieren die partiellen Ableitungen im Punkt (0,0) sowohl in Richtung h, =
(1,0) als auch in Richtung h, = (0,1):

f(thy) . 2-1-0

T T Miere —
g L) gy 2001
t—0 t t—0 t(02 + 12)

Jedoch existiert die partielle Ableitung nicht in Richtung h,, = (1,1):

th, 2-1-1 1
lim M = lim———— = lim - existiert nicht.
{—0 t t—0 t(12 + 12) t—0 ¢t

Die Funktion ist in (0,0) nicht stetig, denn beispielsweise ist

2t%-1-1

g f(they) = I gy = 1 7 0=7(0.0)

Da die Funktion in (0,0) nicht stetig ist, kann sie dort nicht differenzierbar sein (Satz 2).

(b) (Beispiel 2.21) Die Funktion f : R2 — R, f(z,y) = 242 fiir (2,y) # (0,0) und

$2+y2
£(0,0) := 0, ist Gateaux-differenzierbar mit partiellen Ableitungen
Of (p gy = EH9BPy — o) —20(ay — o) _ (2! +42%" — )y
d or "’ (2% 4 y2)? (22 + 22
un
0F o _ PV B ety —my) (@t dety gt
oy’ (22 + 12)2 @+ g2)2

in Koordinatenrichtungen fiir (x,y) # (0,0) sowie %(0, 0)=0= %(O, 0) . Die gemischten
zweiten partiellen Ableitung im Nullpunkt existieren, sie sind aber wegen

(0%4-4-0242 —t*)t

0 f G0, -0 o

I — oz > - _
8y8x<0’0) }1—{% t }tgl(l) t !
und ) Bf (t4—4t202—04)t O
P 0.0) = 20070y e 20
a{]}a’y ’ t—0 t t—0 t

voneinander verschieden.

(c) Esgilt dg(t) = g(t) = (cos(tl)_—;;n(t)) , also im Ursprung somit dg(0) = <1> . Weiterhin

gilt
2x 2y
dh = .
(:9) (1 + 22+ y? 1+ a? +y2)

Somit ist Punkt g(0) = (1,0) die Ableitung genau dh(g(0)) = dh(1,0) = (1 0). Insgesamt
ergibt sich nach der Kettenregel

d(h o g)(0) = dh(g(0)) - dg(0) = (1 0)- G) _

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 11 Sommersemester 2011, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC DipL.-MATH. FALKO BAUSTIAN, KATJA [HSBERNER

Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 7

Taylor-Formel, Taylor-Polynom, Hessematrix

e Bezeichnungen: Fiir ein n-tupel (aq,...,®,) € Nj und = € R" definiert man iiblicherweise
n n n
laf = flalh = > lal, al = JJla), 2 = [z
k=1 k=1 k=1

Da die Differentiationsreihenfolge bei |a|-mal stetig differenzierbaren Funktionen nach dem
Satz von Schwarz (vgl. Satz 2.39 im Skript SoSe 2009) keine Rolle spielt, betrachten wir

olel f

DYf = ————
/ Ox(* ... Oxon

e Satz 1 [Forster §7]: Sei U C R" offen, f € CK({U,R) und z € U, € R" derart, dass
{z+t£|tel0,1]} CU.Dannist g:[0,1] = R, g(t) = f(x+t&) k-mal stetig differenzierbar
mit

d*g kY o
w(f) = > a(D (@ +t6)¢
k=|«f

e Satz 2 [Taylorformel, Forster II, §7]: Sei U C R" offen, f € C**}(U,R) und z € U,£ € R"
derart, dass {z +t& |t € [0,1]} C U. Dann existiert ein 6 € [0, 1], so dass

faveg = 3 P We oy DU R

lo| <k ' lo|=k+1

Nach Corollar 1 [Forster II, §7] konvergiert der zweite Term gegen Null fiir [|£]] — 0.

e (Definition 2.40) Seien X,Y Banach, U C X offen, f € C*(U,Y), a € X, d°f(a) := f(a).
Das Taylorpolynom £k-ten Grades von f im Entwicklungspunkt a ist definiert durch

Tof(w;a) == i %d"f(a)(x —a)" | mit (z —a)" = {E(ZE —a), - ,(r—a)) e X", ::8’

e Im Fall f € C*(U,R) mit U C R" offen ist die k-te Ableitung in Richtung h* durch gegeben

d*f(x)h* = ilzzjl ikzzjl R () hiy - hyy, (7.1)
Fiir k = 2 gilt wegen df (a)h = (grad f(a), h) und d*f( Z Z a) h;h; mit

7=1
der (nach Satz 2.39 symmetrischen) Hessematrix Hess f(a) := ( a2f (a))' die pragnante
Formel (vgl. Corollar 2 zu Satz 2, Forster 11, §7)

Tof(zia) = f(a)+ (grad f(a),z —a) + L(Hess f(a)(@ —a), (@ —a) |  (72)

Lokale Extrema

e Ist f:U — R mit U C X offen und (X, |.||x) Banach-Raum partiell differenzierbar in a € U
und gilt 0y, f(a) = 0 fiir alle Richtungen h € X, so heifit a stationdrer Punkt von f.
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e Sei (X,].||) Banach, U C X offen und f : U — R eine Funktion. Man sagt, f besitzt in
z* € U ein lokales Minimum (bzw. ein lokales Maximum), wenn es eine Umgebung V'

von z* mit f(z*) < f(z) (bzw. f(z*) > f(x)) fiir alle x € V' gibt.!

e Ein stationdrer Punkt a € U wird insbesondere als Sattelpunkt von f bezeichnet, wenn zu
jedem § > 0 Punkte x,7 € Bs(a) NU mit f(x) > f(a) und f(Z) < f(a) existieren.

e Satz [Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema]: Besitzt f: U — R auf einer offenen
Teilmenge U C X eines Banach-Raumes X in z* € U ein lokales Extremum und ist f in z*
partiell differenzierbar, dann ist z* ein stationiirer Punkt? von f (vgl. Satz 2.22).

o (Definition 2.45) Eine symmetrische Matrix A € R™" bezichungsweise die ihr zugeordnete
quadratische Form R™ 3 h+— (Ah, h) € R heifit

o positiv (semi-)definit, falls (Ah,h) >0 (bzw. (Ah,h) > 0) fir alle h € R™\ {0} gilt.
o negativ (semi-)definit, falls (Ah,h) <0 (bzw. (Ah,h) <0) fiir alle h € R"\ {0} gilt.
o indefinit, falls es Vektoren h,h € R® mit (Ah,h) >0 und (Ah,h) <0 gibt.

e (Lemma 2.46) Fiir eine symmetrische Matrix A € R™" gilt

o A ist positiv (negativ) definit <= Jeder Eigenwert von A ist positiv (negativ).
o A ist indefinit <= A besitzt sowohl positive als auch negative Eigenwerte.

o A ist positiv (negativ) semidefinit <= Alle EW von A sind nicht-negativ (nicht-positiv).

e Satz [Hauptminoren - Forster II, §7]: Eine reelle symmetrische n x n-Matrix A ist genau
dann positiv definit, wenn alle Hauptminoren positiv sind, d.h., wenn gilt

Vs=1,....n : det((a;r)5sy) > 0.
e Satz 4 [Forster II, §7]: (vgl. auch Satz 2.47 im Skript SoSe 2009)
Sei fe C*UR), UCR" offen, a € U ein stationérer Punkt (d.h. hier grad f(a) =0).

(a) Ist Hess f(a) positiv definit, so besitzt f in a ein lokales Minimum.
(b) Ist Hess f(a) negativ definit, so besitzt f in a ein lokales Maximum.
(c) Ist Hess f(a) indefitiv, hat f in a kein lokales Extremum (sondern einen Sattelpunkt).

Banachscher Fixpunktsatz (vgl. Satz 1, Forster II, §8)

Vor.: (i) (M,d) ist ein vollstdndiger metrischer Raum.
(ii) f: M — M ist eine (Selbst)abbildung.
(iii) f ist eine Kontraktion, d.h., 3L < 1Vx,y € M : d(f(z), f(y)) < L-d(z,y) .
)
)

Beh.: (i) Es gibt einen eindeutigen Punkt z* € M mit f(2*) = 2* (dieser heift Fixpunkt).

(ii) Zu jedem beliebigen Startwert xy € M konvergiert die durch xpyq = f(xg), & > 0,
rekursiv definierte Folge gegen z* fiir k — oo.

Zusatzaufgabe 7.1:
(a) Zeigen Sie, dass fiir eine symmetrische Matrix A € R"*" jeder Eigenwert reell ist.
(b) Ist die Hesse-Matrix fiir ein f € C*(R",R) an jedem Punkt symmetrisch?

(c) Bestimmen Sie die Nullstellen von charpol(A) :=det(A — AI) fiir A =

N O =
NN O
O = DN

In beiden Fillen wird auch von einem lokalen Extremum von f in x* € U gesprochen.
’Im Fall X = R" gilt insbesondere grad f(z*) = 0 <= Vh € R" : 0 = 0, f(2*) = (grad f(x*), h) . Vorsicht: Ist
K C X beliebig und z* € 0K N K lokales Extremum von f: K — R, gilt nicht notwendigerweise 9, f(2*) =0.
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(d)
(e)
(f)

Besitzt f(z,y,2) = % + (2x +y+9)z +y? + 3 lokale Extrema?
Bestimmen Sie die lokalen und globalen Extrema von g : R? — R, g(z,y) := 2*—8z*+y*+16.
Bestimmen Sie T5f((x,y, 2);(0,0,0)) und Tof((z,y, 2); (—4,—1,2)) mit f aus (d).

Losung zu Zusatzaufgabe 7.1:

(a)

(f)

Ahnlich dem Skalarprodukt auf R” konnen wir auf C" die Sesquilinearform (Hermite’sches
Skalarprodukt) C"x C" — C, (z,y) — (z,y)mg := y o = > 2y betrachten, welche die leicht
k=1

iiberpriifbaren Eigenschaften

(i) Vo, € CVz,y,z € C* @ (ax+ By, 2)g = alz,2)g + By, 2)n (komplex-linear),
(ii) Vo,y € C* : (x,y)m = (y,2)n (hermite’sch),
(i) Ve e C* : (z,2)g >0 und (z,2)p =0 <= =0 (positiv definit)

besitzt. Insbesondere liefert ||z||o := /(z, z)y eine Norm auf C".Ist A € C nun ein Eigenwert

der reellen symmetrischen n x n-Matrix A und x € C" ein zugehoriger Eigenvektor mit

|z]3 = (z,2)p = 1, dann gilt wie behauptet A € R aufgrund von A = A" (Symmetrie),

A = A (Reellwertigkeit) und daher A = Ma,ahn ) O, 2) i = (Az, 2) g T Ay — 7T ATy
i)

= Azlx = (x, Ax)g = (x,\x)y 0.0 Mz, z)y =\

IS

Fiir ein f € C?(R",R) gilt nach dem Satz von Schwarz (Satz 2.39) an jedem Punkt a € R"

die Gleichung 62261; - (a) = a;?;gxi (a) und somit fiir die Hesse-Matrix
2 n T 2 n o n
(Hess f(a))" = ((afng(a)) ) = (835;.(@)) = (333];.<a)> = Hess f(a) .
10%; ij=1 39 ij=1 10%; ij=1
Die Nullstellen von charpol(A) : A +— det(A — Al3) erhalten wir aus det(A — A\l3) = 0.
Entsprechend -\ 0 9 oy ; ,
det(A — \3) = 0 2—-X 1 :(1—)\)‘ 1 _)\‘—1—2’2_)\ 1‘

2 1 =
= A1-=ND2-AN)—-1-XN)—=42-X) = NP =N2-N+5rx-9
= 3N -N4+32-9 = A=3)(=\*+3)

ergeben sich nun fiir die Eigenwerte von A unmittelbar A\ =3, Ay = V3 und A3 = —/3.

Wegen df (z,y,2) = (x + 22,2+ 2y, 2z +y +9) ist P = (—4,—1,2) einziger stationdrer Punkt
von f. Da Hess f(z,y,z) = A in diesem Fall konstant und — nach (c) — indefinit ist, besitzt
f in P nur einen Sattelpunkt. Nach Satz 2.22 kann f somit keine lokalen Extrema besitzen,
da es keine weiteren stationidren Punkte gibt.

Die Ableitung von g(z,y) := x* — 82% + y* + 16 ist dg(z,y) = (42® — 162, 2y) und somit

: . - 1222 — 16 0
sind (0,0), (2,0) und (—2,0) die stationdren Punkte. Wegen Hess g(z,y) = 0 5

besitzt Hessg(0,0) die Eigenwerte —16 und 2, so dass bei (0,0) ein Sattelpunkt von g¢
vorliegt, wéihrend fiir (£2,0) die Hesse-Matrix die Eigenwerte 32 und 2 besitzt und f somit
in (£2,0) nach Satz 2.47 lokale Minima besitzt. Die lokalen sind auch die globalen Minima, da
der Wert im Sattelpunkt ¢(0,0) = 16 groBer als der Wert ¢g(£2,0) = 0 ist und g(z,y) — 400
fir ||(z,y)]] — +oo wegen g(z,y) = (22 — 4)? + 42 gilt.

Nach (7.2) ergeben sich (aufgrund der Eindeutigkeit nicht tiberraschend)

Tgf((x,y,z);(0,0,0)) = f(0,0,0)+<gradf(0,0,0),(x,y,z)T> + %<A(l‘,y,z)T,(aj',y,Z>T>
= 3+ 92 + %(x2+2y2—|—4x2—|—2yz) = f(x,y,2)
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und analog TZf(<$7yv Z)a (_47 _17 2)) = f(xv Y, Z) :
Zusatzaufgabe 7.2: Betrachten Sie die Iteration z,41 := f(z,) mit f: R —R, f(z):=ax+0b.
(a) Fiir welche a,b € R ist f eine Selbstabbildung des Intervalls [0, 1] 7

(b) Fiir welche a,b € R ist f eine Kontraktion ?
(c) Was besagt der Banachsche Fixpunktsatz fiir f auf [0,1] 7
)

(d) Geben Sie ein Gegenbeispiel dafiir an, dass |f(xz) — f(y)| < |z — y| nicht ausreicht, um die
Existenz eines Fixpunktes zu garantieren.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.2:

(a) Da f(x) := ax + b immer zwischen f(0) =b und f(1) = a+ b liegt, ist f genau dann eine
Selbstabbildung von [0,1], wenn b und a + b zwischen 0 und 1 liegen.

(b) f ist wegen |f(z) — f(y)| = |a| |r — y| genau dann eine Kontraktion, wenn |a| < 1 gilt.

(c¢) Der Banachsche Fixpunktsatz besagt, dass fiir 0 < b,a+b <1 und |a| <1 die Abbildung f
auf [0,1] genau einen Fixpunkt hat, und dass die Iteration x,; := f(z,) fiir jeden Startwert
zo € [0, 1] gegen diesen Fixpunkt konvergiert. In dem hier behandelten speziellen Fall lasst sich
der Fixpunkt 1Tba sogar per Hand ausrechnen.

(d) Beispielsweise erfiillt die Abbildung f(z) = = 4 § — arctan(z) wegen f'(z) =1 — o5 < 1
und des Mittelwertsatzes |f(x) — f(y)| = |f(§)||z — y| < |x — y| die geforderte Ungleichung,

besitzt jedoch wegen f(z) =z <= arctan(z) = Z und tan (3) = fo00 keinen Fixpunkt in R.

Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Zeigen Sie, dass mit der Matrix A := < L _\/5) die Ungleichung ||Az|z < 2|jz||z fiir

_\/§ 0 =

alle z € R? erfiillt ist.

(b) Beweisen Sie, dass die durch f(z) := 1(Az + b) mittels der oben angegebenen Matrix A und

dem Vektor b := (1,v/3)” definierte Abbildung auf der Teilmenge D := {(z,y)" | #>+y> < 1}
der Euklidischen Ebene (R? || - ||2) einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

Loésung zu Zusatzaufgabe 7.3:
(a) Wegen 0 < (2+4+2y)? =2? +2V22y + 2y = —22xy <a2?+2° gilt
[AGz, )5 = (2= V2)* + (=V22)° = 32° = 2V2uy + 2 < 4% +4%) = 4[|(z,9)[l3
fiir alle (z,y) € R?. Mittels Wurzelziehen folgt nun die Behauptung.

(b) Da die Kreisscheibe D C R? eine abgeschlossene Teilmenge des vollstindigen metrischen
Raumes (R?, dj.,) ist, ist (D,d|,,) selbst ein vollstindiger metrischer Raum. Also hat man
nur noch zu priifen, ob f eine kontrahierende Selbstabbildung auf D ist. Die Abbildung f
bildet die Kreisscheibe tatséchlich in sich ab, denn fiir jedes x € D gilt

2+2) =1,

o |

1 1
1@l = 7 (lAzllz +1llz) < 7 @llzllz +lo]2) <

also f(x) € D . Dartiberhinaus bildet f geméaf

1)~ F)lle = {1AT— Ayl = ZIA@ -yl < gl —yl

fiir alle z,y € D eine Kontraktion. Also ist der BANACHsche Fixpunktsatz anwendbar und
liefert die Existenz eines eindeutigen Fixpunktes in D .

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 8

Lineare Ausgleichsrechnung

e Ist m > n, so besitzt das Gleichungssystem Ax =00 mit A € R™*" und einem Vektor b € R™
i.A. keine Losung, da wir ,mehr Gleichungen als Unbekannte“ haben. In diesem Fall kann man
i.A. nur noch ein z* € R" finden, welches das Minimierungsproblem | Az — b|| = min
in R™ 1ost, oder anders gesagt, fiir welches die Summe der Quadrate der Komponenten des
Vektors Az — b mit x € R kleinstmoglich ist. Und z* € R™ 16st das oben angegebene lineare

Ausgleichsproblems genau dann, wenn es die | Normalengleichungen AT Az = ATb | 16st.

e Ein Anwendungsbeispiel fiir ein lineares Ausgleichsproblems ist z.B. die lineare diskrete Appro-

ximation. Es seien die (etwa physikalischen) Messwerte (¢;,y;) fiir ¢ = 1,...,m gegeben. Bei
linearer Approximation werden fiir gegebene Funktionen fi,...,f, : R — R die Koeffizienten
z; € R, j=1,...,n, einer Ausgleichskurve

g(t) = Z z; f;(t)

gesucht, fiir welche die quadratische Abweichung S (g(t;) — y;)* minimal wird. Dabei sind also
i=1

die Koeffizienten z; € R so zu bestimmen, dass mit der Matrix

filth)  fo(t) oo fulth)
filt2)  falta) - falta)

fl(tm) f2(tm) Y fn(tm)
und dem Vektor b:= (yi,...,yn)’ die Funktion F(z):= ||Az — bJ|3 minimal wird.

Diffeomorphismen, Satz iiber lokale Umkehrbarkeit, Satz iiber implizite Funktionen

e (Definition 2.53) Seien X,Y Banach, U C X, V C Y offen. Eine Abbildung f: U — V heifit
Ck -invertierbar/ ein C*-Diffeomorphismus von U auf V, wenn f € C*(U,V) bijektiv ist
und zusitzlich f~!' e C*(V,U) gilt.

e (Definition 2.54) Seien X,Y Banach, U C X offen. Eine Abbildung f : U — Y heifit lokal
C* -invertierbar bei z € U, wenn es offene Umgebungen U’ C U von z und V' C Y von
f(x) gibt, so dass f: U — V' ein C*-Diffeomorphismus ist.

e (Lemma 2.55) Seien X,Y Banach, U C X offen. Ist f : U — Y lokal C*-invertierbar
bei x € U, so ist die stetige lineare Abbildung df(z) € L(X,Y) invertierbar’ mit Inversem
4 (f(@)) € LY, X).

e (Satz 2.57/Satz 3 (Forster II, §8) — Satz iiber lokale Umkehrbarkeit /Invertierbarkeit)
Seien (X, [|.|lx), (Y,||.|ly) Banach, U C X offen. Genau dann ist eine Abbildung f € C*(U,Y)
lokal C*-invertierbar bei x € U, wenn df (x) € L(X,Y) invertierbar ist.

e (Korollar 2.58) Seien X,Y Banach, U C X offen. Weiter besitze ein f € C*(U,Y) die Eigen-
schaft, dass die Ableitung df (z) in jedem Punkt z € U invertierbar ist. Dann ist f(U) offen.
Falls f zusétzlich injektiv ist, dann ist f sogar ein Diffeomorphismus von U auf f(U).

Insbesondere gilt bei X =R™ und Y =R"™ auch m =n.
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o (Satz 2.61/Satz 2 (Forster II, §8) — Satz iiber implizite Funktionen/lokale Auflésbarkeit)

Seien (X, ||.IIx), (Y, |I-Ilv), (Z,]|-llz) Banach, W C X x Y offen und f € C*(W,Z). Lost zu
vorgegebenem z* € Z der Punkt (z*,y*) € W die Gleichung f(z*,y*) = z* und ist die Ein-
schrankung df (z*,y*)|y =: dy f(z*,y*) € L(Y, Z) invertierbar, dann gibt es offene Umgebungen
U* von z* und V* von y* sowie ein g € CH(U*, V*) mit f(x,y) = 2* <= y = g(x) fiir alle
(z,y) e U" x V*.

Zusatzaufgabe 8.1:

(a)

(b)

Sei m > mn, A€ R"™" eine Matrix vollen Ranges und b € R™. Zeigen Sie: Dann 16st der

Vektor x € R™ das lineare Ausgleichsproblem | Az — b||2 = min genau dann, wenn er die
Normalengleichungen AT Az = ATb erfiillt.

Zeigen Sie, dass die Abbildung @ : R?* — R? ®(z,y) := ((z — y)? 2xy) in der Nihe jedes
Punktes (z,y) € R? mit |z| # |y| eine differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Beweisen Sie,
dass @ ein Diffeomorphismus von A :={(z,y) | 0 <y < x} C R?* auf B:= (0,00)? ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.1:

(a)

Die Funktion f(z) := ||Az —b||3 besitzt wegen f(z) = (Ax—b, Az —0b) die Ableitung df (z)h =
2(Az — b, Ah) , denn

(i) die affin-lineare Abbildung u : R" — R™, x — Az — b besitzt wegen

lim dEth—u@)-Ah ;. Aleth)-b—(Az-b)-Ah _ ;0 _

h—0 [l h—0 i h—o Il

in jedem beliebigen Punkt die Ableitung du(zx) = A € L(R",R™).

(ii) die in jedem Punkt # 0 differenzierbare Funktion r : R™ — R, = — r(x) := ||z||» besitzt
nach ZA 5.5 (b) die Ableitung dr(z)h = (=%,h).

r(x)
(iii) es gilt f(z) = (sorow)(x) mit s: R — R, r — r?; also folgt nach Kettenregel
df(x)h = ds((r o u)(x)) - dr(u(z)) - du(x)h = ds((rou)(x)) - dr(u(z))Ah
= ds((rou)(x))- <r(u(é))),Ah> = 2r(u(x))'<%,z4h> = 2(u(x), Ah)

Die notwendige Bedingung df (z)h = 0 fiir alle h € R" ist dann fiquivalent zu AT (Ax —b) = 0.
Dariiber hinaus ist die zweite Ableitung Hess f(z) = AT A positiv definit, da A vollen Rang
hat, also ist die Losung von AT Az = ATb auch wirklich ein Minimum, welche eindeutig durch
r = (ATA)7'ATh bestimmt ist.

Nach Satz 2.57 ist ® : R? — R? in einem Punkt & € R? lokal (C'-)invertierbar, wenn ®
stetig differenzierbar ist und d®(&) als lineare Funktion von R? nach R? invertierbar ist. Die

Ableitung d®(x,y) = (2(x2; v) _2(§x_ y)) ist wegen
det(d®(z,y)) = da(z—y)+dy(z—y) = dz+y)la—y) = 4@°—y*) = 0 = |z] =y

jedoch nur in den Punkten (z,y) € R? mit |z| = |y| singulédr. Tatséichlich ist ® sogar ein
Diffeomorphismus von {(z,y)|0 <y <z} auf (0,00) x (0,00) mit Umkehrabbildung

UV:B— A, U(u,v) = (%(\/u+21j+\/ﬂ) %(\/u+2v—\/ﬂ)),

denn (z—y)? =u > 0,2xy =v > 0 ist fir (z,y) € R?> mit z >y >0 wegen u+2v = (v +y)>
und z=1((z+y)+ (x—y)), y=1i((xr+y) — (x —y)), dquivalent zu

w:%<m+\/ﬂ> und yz%(x/ﬂ—ﬂ)
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Zusatzaufgabe 8.2:
(a) Zeigen Sie, dass man fiir geniigend nahe bei 1 liegende z,y,z das Gleichungssystem
{—2$2+y2+z2 =0
2+ ev! —2y=0
durch C*-Funktionen y = ¢(z), z = ¢ (z) nach y und z auflésen kann.
(b) Zeigen Sie, dass in einer Umgebung des Punktes (2,5) das Gleichungssystem

{$2+uy+e”20

27 +u? —uv =5
durch eine C'-Abbildung (z,y) — (u(x,y),v(x,y)) mit u(2,5) = —1 und v(2,5) = 0 aufgelost
werden kann, und berechne deren Ableitung in diesem Punkt.
Losung zu Zusatzaufgabe 8.2:
(a) Die beliebig oft stetig differenzierbare Funktion
F:R*—=R?*, F(r,y,2):= (22" +9*+ 2% 2> +exp(y — 1) — 2y)

erfiillt F(z,y,z) =0 € R? fiir (x,y,2) = (1,1,1) und besitzt die Ableitung
(4 2y 2z (-4 2 2
F(my2) = ( 2c exp(y —1) -2 0> = dFLLY = ( 2 -~ 0) '

Die zu den Variablen (y,z) gehorige quadratische Untermatrix (_21 (2)> ist invertierbar. Also

existieren nach dem Satz tiber implizite Funktionen (Satz 2.61/Satz 2 - Forster II, §8) eine
Umgebung U von x = 1, eine Umgebung V' von (y,z) = (1,1) und eine vektorwertige C* -
Funktion ¢ = (p,¢) : U — V mit ¢(1) =1, ¥(1) = 1 und F(z,p(z),¥(z)) = 0 fir alle
relU.

(b) Die (sogar beliebig oft) stetig differenzierbare Funktion
F:R* - R?*, F(x,y,u,v):=(2* +uy + exp(v), 22 + u* — uv)
erfiillt. F(x,y,u,v) = (0,5) € R? fiir (x,y,u,v) = (2,5, —1,0) und besitzt die Ableitung
2¢ u Y e’

4 -1 5 1
dF(z,y,u,v) = (2 0 2u— 1 —u) — dF(2,5,-1,0) = (2 0 _92 1).

Die zu den Variablen (u,v) gehorige quadratische Untermatrix <_52 1) ist invertierbar. Also

existieren nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 2.61/Satz 2 - Forster II, §8) eine Um-
gebung U von (x,y) = (2,5), eine Umgebung V' von (u,v) = (—1,0) und eine vektorwertige
(mindestens) C'-Abbildung g : (z,y) — (u(z,y),v(z,y)) mit «(2,5) = -1, v(2,5) =0 und
F(z,y,u(z,y),v(x,y)) = (0,5) fir alle (x,y) € U.

Aus der Gleichung FoH = 0 folgt mit FoH : R*> — R? fiir H : R? = R*, (z,y) — (z,y,9(z,y))
nach der Kettenregel offenbar

I X
dF(QZ,y,U(.’I),y),U(.%',y)) : (dg(; y)) = 02 ERQ 2 s

also am Punkt (z,y) = (2,5) demnach

(;1 _01 —52 1) (dg([22,5)) = 0 = dg(2,5) = _<—52 D_l (;l _01) - _% (128 :;>
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Zusatzaufgabe 8.3:

(a) Sei y eine Funktion, welche die Gleichung F(z,y) := 2% + ¢y* — 1

0 lost, d.h. welche
F(z,y(z)) =0 erfiillt. Zeigen Sie mittels Kettenregel, dass dann ¢ = —2 be

iy#0 gilt.

(b) Seien f : R® — R und ¢ : R* — R differenzierbar und F : R*> — R definiert durch
F(z,y) = f(x,y,g9(x,y)). Driicken Sie die Ableitung von F' durch die partiellen Ableitungen
von f und g aus. Driicken Sie die partiellen Ableitungen von g durch die von f aus, fiir den
Fall, dass F' =0 gelte.

<ls |

(c) Die Gleichung 2% + z + zy = 1 besitzt fiir jedes (z,y) € R? genau eine reelle Losung g(z,y) .
Zeigen Sie, dass ¢g : R?* — R differenzierbar ist. Berechnen Sie anschlieffend dg(1,1) und
untersuchen Sie g auf stationdre Punkte. Besitzt ¢ lokale Extrema 7

Losung zu Zusatzaufgabe 8.3:

(a) Die Gleichung F(x,y) = 0 ist dquivalent zu 2? + y? = 1. Fiir geniigend kleine z (|| < 1)
konnen wir dies nach y = y(x) = +v/1 — 22 umstellen. Aus dieser expliziten Darstellung von y
ergibt sich ¢/(z) = + \/1__‘”7 = —5. Alternativ konnen wir nach der Kettenregel die Gleichung
F(z,y(x)) = 0 differenzieren und erhalten die Gleichung dF(z,y(x)) = 2z + 2y(z)y'(z) = 0.

Unter der Annahme y(z) # 0 folgt nun ebenso y/(x) = 7 -

(b) Zunéchst gilt F = foh:R?* — R mit einer Hilfsfunktion h: R* — R3 h(x,y) = (z,y,9(7,y)) .

Somit folgt nun nach der Kettenregel

1 0
— (S () 2fh(ay) Zfy)) [ 0 1

59(xy) g(z,y)

= (g f(h(,y) + Zf(h(z,y)gm9(x,y) & f(h(,9) + 52 f(h(z,9) 59(z,v)) -

Fiir den Fall F' = 0 ist somit auch die Ableitung dF(z,y) € L(R?* R) die Nullabbildung, so
dass nach Umstellen fiir die partiellen Ableitungen von ¢ folgt, dass

9 (z,y) = — % (z,y,9(z,y)) o (,y) = — 3% (x,y,9(z,y))
Oz , % (ZE,y,g([E,y)) ’ ay ’ % ($,y,g(x,y)) :

(c) Die (sogar beliebig oft) stetig differenzierbare Funktion F: R3> — R, F(z,y,2) = 2>+ 2+ zy
besitzt die Ableitung  dF(z,y,2) = (y = 32°+1) = dF(1,1,0) = (1 1 1).Die
zur Variable z gehorige quadratische Untermatrix (322 + 1) ist wegen V2 € R : 322+1 >
1 > 0 invertierbar. Also existieren zu jedem (z,y) € R? und dem nach Voraussetzung eindeutig
bestimmten z nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 2.61/Satz 2 - Forster II, §8)
eine Umgebung U von (z,y), eine Umgebung V von z und eine vektorwertige C*-Funktion
g:U—V mit g(x,y) =z und F(x,z,g(z,y)) =0 fir alle (z,y) € U.

Aus der Gleichung FoH = 0 folgt mit FoH : R? — R fiir H : R> — R?, (2,9) — (z,y,g9(x,y))
nach der Kettenregel offenbar

1

I,
ey ? Y

(z,y

dF(x,y,g(x,y))-(dg >) = (0 0) = dg(z,y) = —

also wegen z(z*+1)+1-1 =1 <= 2z =0 demnach dg(1,1) = (-1 —1). Der einzige
stationdre Punkt von ¢ ist somit (0,0), an welchem ¢ jedoch einen Sattelpunkt besitzt (die

entsprechende Hesse-Matrix Hess g(0,0) besitzt die Gestalt (_Oa —Oa) , ist also indefinit).

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/

40



Analysis 11 Sommersemester 2011, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC DipL.-MATH. FALKO BAUSTIAN, KATJA [HSBERNER

Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 9

Untermannigfaltigkeiten, Extrema unter NB (Lagrange-Multiplikator-Methode)

e (Definition 2.65) Sei f:R"™ — R™ eine differenzierbare Abbildung. Ein Punkt = € R™ heifit
reguldrer Punkt von f, wenn df(z) surjektiv ist (insbesondere muss dann n > m sein).
Ein Wert z* € R™ heifit regulidrer Wert von [, wenn jedes x mit f(z) = z* ein regulérer
Punkt ist, d.h., wenn das Urbild f~'({z*}) nur aus reguliren Punkten besteht.

e Satz 2.66/Satz 2 (Forster II, §9) — (Aquivalente Charakterisierungen von Untermannig-
faltigkeiten): Fiir eine nichtleere Teilmenge M C R™ sind dquivalent:

(a) (Beschreibung durch Gleichungen) M ist lokal Urbild eines reguldren Wertes einer
C* -Funktion vom R" in den R"" ¢, d.h. fiir jedes » € M existiert eine Umgebung
U C R", eine C*-Funktion f : U — R" ¢ und ein regulirer Wert z* € R"? von f
mit M NU = f~1({z*}).

(b) (Darstellung als Graph einer C*-Funktion) M ist lokal der Graph einer C*-
Funktion auf dem R?, d.h. fiir jeden Punkt a € M gibt es eine Zerlegung R” = X xY in
einen d-dimensionalen linearen Unterraum X und einen (n—d)-dimensionalen linearen
Unterraum Y von R™ sowie bei a = (2*,y*) offene Umgebungen U* C X von z*,
V* CY von y* und eine C*-Abbildung ¢ : U* — V* mit M N (U* x V*) = Graph(g),
wobei Graph(g) := {(x,g(x))|x € U*} den Graphen von ¢ bezeichnet.

(c) (Transformation in eine Ebene) M ist lokal C*-diffeomorph zum R?, d.h. fiir
jedes # € M gibt es eine offene Umgebung U C R" und einen C*-Diffeomorphismus
®: U — V auf eine offene Teilmenge V C R™ mit ¢(M NU) =R x {0} 4NV
(,  biegt die d-dimensionale Flache M gerade®).

e Definition 2.67: Eine Teilmenge M C R", die eine (und somit jede) der Eigenschaften aus
Satz 2.66 besitzt, heit d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™. Die Zahl
n —d wird gelegentlich als Codimension der Untermannigfaltigkeit bezeichnet.

e Definition 2.72/Satz 2.73: Sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™ .
Die Gesamtheit aller Tangentialvektoren T,M , welche aus allen moglichen Ableitungen ¢(0)
von parametrisierten stetig differenzierbaren Kurven ¢ :]—¢, e[— M besteht, die innerhalb von
M durch den Punkt ¢(0) = a verlaufen, ist ein d-dimensionaler Unterraum des R™ und heift
Tangentialraum von M im Punkt a. Ist M lokal bei a € M das Urbild eines reguléren
Wertes z* € R"¢ unter der C*-Abbildung f : R® — R" ¢ dann gilt T,M = Kern(df(a)).
(Die Zeilen von df (a) bilden dann eine Basis des n — d dimensionalen Vektorraumes N,M ,
welcher aus der Gesamtheit aller Normalenvektoren an M im Punkt a besteht!).

e (Satz 2.76 — Lagrange’sche Multiplikator-Regel) Sei U C R™ offen, f : U — R dif-
ferenzierbar und g = (g1,...,gx) € CY(U,R¥). Liegt in z* ein lokales Extremum von f
unter den Nebenbedingungen g = 0 vor und ist dg(z*) € L(R™ R¥) surjektiv, d.h. sind
die Gradienten gradg;(z*),...,grad gi(«*) linear unabhéngig, dann gibt es einen Vektor

A= (.0 € RE mit
k
grad f(z*) = Z Aigrad g;(x") . (9.1)
i=1

Dies ist dquivalent dazu, dass grad f(z*) ein Normalenvektor ist, also in N,M liegt.?

lyergleiche auch Satz 3, Forster II, §9
2vergleiche auch Satz 4, Forster II, §9
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Zusatzaufgabe 9.1:

(a)

(b)

()

In der Niihe welcher Punkte ist die C'-Abbildung ®(x,y) := (z* + v*,x + y?) ein lokaler
Diffeomorphismus?

Zeigen Sie, dass das Urbild M := {(x,y,2) | g(z,y,2) = 1} des Wertes 1 unter der Funktion
g(z,y,2) == 2% + y* + yz + 22 eine zweidimensionale C*° -Untermannigfaltigkeit des R? ist.
Ist M kompakt?

Bestimmen Sie die globalen Extrema von f(x,vy, z) := 2®+13*+ 2? unter der Nebenbedingung
g(z,y,z) =1 mit g aus (b).

Loésung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a)

(b)

Es gilt d®(z,y) = (211: 35) und d®(x,y) ist invertierbar in den Punkten (z,y) mit

det(d®(z,y)) = 4daxy — 2y # 0. Also ist @ in der ndhe der Punkte (z,y) mit x #
y # 0 jeweils ein lokaler Diffeomorphismus.

1
5 und

Der Wert 1 ist ein reguldrer Wert von ¢, denn dg(x,y, z) = (22,2y + 2,y + 2z) verschwindet
wegen

2 00
det [0 2 1] =8-2 =16 # 0
01 2

(also aufgrund der Regularitit dieser Matrix) nur im Punkt (0,0,0), ist also nur dort nicht

surjektiv. Da aber ¢(0,0,0) = 0 # 1 gilt, folgt somit (0,0,0) ¢ M . Also ist das Urbild M der
Eins unter ¢ : R* — R372 nach Satz 2.66 eine zweidimensionale O -Untermannigfaltigkeit.

Die Teilmenge M C R? ist sogar kompakt, denn sie ist abgeschlossen als Urbild der einele-
mentigen (und daher trivialerweise abgeschlossenen) Menge {1} unter der stetigen Funktion
g, und beschriinkt, da 2g(x,y,2) = 222+ y* + (y + 2)* + 2% > 4 fiir max{|z|,|y|, |z|} > 2 ist
und demnach M C [—2,2]* gilt.

Zunéachst ist zu erwédhnen, dass die als Polynom trivialerweise stetige Funktion f auf dem —
wie in (b) gezeigt — Kompaktum M := ¢! ({1}) tatsichlich sowohl ihr Maximum als auch ihr
Minimum annehmen muss. Desweiteren konnen wir aufgrund der Surjektivitat von dg(zx,y, 2)
auf M den Satz 2.76 bzw. Satz 4, Forster 11, §9 anwenden. Es sind somit Losungen von (9.1)
unter der Nebenbedingung g = 1 gesucht, was in diesem Fall auf das Gleichungssystem

20 = A2«
2y = M2y+2)
2z = My+22)
2y tyz+2t =1
fithrt. Aus der ersten Zeile erhélt man somit die Féalle A =1 oder x =0.
e Im Fall A\ =1 erhélt man aus der dritten Zeile y = 0 und somit aus der zweiten Zeile
z =0, also mit der vierten Zeile (£1,0,0) als Kandidaten fiir ein lokales Extremum.

e Im Fall x = 0 ergibt sich aus der zweiten und dritten Zeile 2(A — 1)y + Az = 0 und
Ay 4+ 2(A — 1)z =0, also das lineare Gleichungssystem

(5 ) () - @)

Eine von (y,z) = (0,0) verschiedene Losung dieser beiden Gleichungen existiert nur
dann, wenn die zugehérige Matrix singulér ist, d.h.

AN =1 =X =3\ -8\ +4=0

42



oder dquivalenterweise A\ = %i% gilt. Dann ist aber z = —y oder z = y und somit folgt
aus der vierten Zeile y*> = 1 oder 3y* = 1. Kandidaten fiir Extrema sind also (0,1, —1),

1 1 1 1
0,-1,1), (0,45, %) wd (0,—5~%).

Da f(£1,0,0) =1, f(0,1,—1) =2 = £(0,—1,1) und f (0\%%) —2—y¢ (0,—%,—\%)
gilt, liegen in (O, \/ig, \%) und (0, —\/ig, —\%) globale Minima wihrend in (0,1, —1) und
(0,—1,1) globale Maxima liegen.

Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Bestimmen Sie die Punkte auf der Ellipse 2? + zy + y* = 3, die den gréfiten bzw. kleinsten
Abstand vom Ursprung (0,0) haben.

(b) Auf der Sphire S™ ' = {z € R": |jz]ls = 1} C R" sei f:S5" ! — R durch f(z) = H1 3
=

gegeben. Zeigen Sie, dass rrgaxlf(x) = n~ " gilt.
reS™™

Losung zu Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Der Abstand eines Punktes (z,y) € R? vom Nullpunkt ist gegeben durch

d2((2,9),(0,0)) = [[(z,y) — (0,0)]2 = [|(z, y)[l2 = V2> + ¢ .
Es geniigt jedoch, die Funktion f(z,y) = 2* + y* unter der Nebenbedingung
g@)=a*+ay+y*—-3=0

zu maximieren/minimieren. Zunichst halten wir fest, dass es sich bei M = ¢g~'({0}) als
Urbild einer abgeschlossenen (da einelementigen) Menge unter einer stetigen (als Polynom
sogar beliebig oft stetig differenzierbaren) Funktion wieder um eine abgeschlossene Menge
handelt. Da auflerdem
2 2 _ 1 SR PR Lo 9 9

r+ay+y :§(x+y) +§(x +y°) > 5(3: +y7) 2§>3
fiir alle Punkte (z,y) € B3((0,0)) := {(z,y) € R* : da((z,y),(0,0)) < 3} erfiillt ist, folgt
M C Bs((0,0)), also auch die Beschrénktheit von M . Nach dem Satz von Heine-Borel ist M
demnach kompakt.
Da dg(z,y) = (2x +y x+ Zy) wegen det (? ;
ist und (0,0) € M gilt, handelt es sich bei M um eine sogar kompakte Untermannigfaltigkeit
des R? (der Klasse C*). Als stetige (da als Polynom sogar beliebig oft stetig differenzierbare)
Funktion muss f auf dem Kompaktum M sowohl ihr Minimum als auch ihr Maximum
annehmen. Fiir jeden Punkt (z*,y*) € M, an dem f ein Extremum besitzt, existiert dann
(da alle Voraussetzungen von Satz 2.76 erfiillt sind) in diesem Fall ein sogenannter Lagrange-
Multiplikator A € R! | welcher df (z*,y*) = Adg(x*,y*) 16st. Daher ist nun das (nichtlineare)
Gleichungssystem

> = 3 # 0 surjektiv fiir alle (z,y) # (0,0)

2r = A2z +y) , 2y = Mz 4+ 2y) , 22 +ay 4yt =3

zu 16sen. Nun lasst sich das Teilsystem der ersten beiden Gleichungen als (in x und y ) lineares
Gleichungssystem mit Parameter A\ auffassen. Da (0,0) ¢ M , interessieren nur Parameter

y : . 20 —2 A
A, fiir welche die Matrix < \ 9\ — 2
verschwindet nun genau bei \ = % + % , d.h.; es muss A =2 oder \ = % gelten.
Im ersten Fall ist y = —x, so dass die Nebenbedingung (v/3,—v/3) und (—+v/3,v/3) als
Kandidaten fiir Extrema liefert. Der Abstand vom Ursprung ist hier jeweils /6.
Im zweiten Fall ist x = y, so dass die Nebenbedingung (1,1) und (—1,—1) als weitere
Kandidaten fiir Extrema liefert, welche den Abstand v/2 vom Ursprung haben.

) singulér ist. Die Determinante 4(\ — 1)? — \?
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(b) Variante A: Zunéchst halten wir fest, dass f(x) > 0 ist, also ohne Einschriankung nur
Punkte betrachtet werden konnen, fiir die keine Komponente verschwindet (da sonst nur das
Minimum f(z) = 0 erwischt wiirde). Wir maximieren also die nichtnegative Funktion f(z)
unter der Nebenbedingung ¢(z) = ||z||2 — 1 = 0 mittels Lagrange-Multiplikator-Methode,
denn ¢ : R"™ — R ist stetig differenzierbar und dg(x) = 227 ist fiir alle z € S"! surjektiv
(was in diesem Fall ungleich der Nullabbildung heifit). Wir suchen also die stationéren Punkte
der Funktion F : R"™" — R, definiert durch F(x,\) = f(x) — Ag(x). Inbesondere folgt an
diesen Punkten

OF (o) = 2 I A o= =1 2
a—xi(x, ) =0 = T Hacj— =0 (1=1,...,n). (9.2)

J#i

Wie erwihnt, interessiert der Fall nicht, dass x; = 0 fiir mindestens ein ¢ ist. Also muss

A= 22 #0 (i=1....n)

o
gelten. Dies ist jedoch nur moglich, wenn alle Komponenten (betragsméfig) gleich sind. Aus
der Nebenbedingung ergibt sich dann

1:ixi:nx2 = T = :I:L (i=1 n)
o v
und somit wie behauptet f(z) = n™™. Aufgrund der Kompaktheit von S™! muss eine Ma-
ximalstelle existieren, an welcher nach Satz 2.76 Bedingung (9.2) erfiillt sein muss. Mittels
Ausschlusskriterium kénnen wir nun max, f(z) = n~" schlussfolgern.
resS" ™

n

Variante B: Fiir beliebige Zahlen ay > 0 (k =1,...,n) lisst sich per Induktion die Unglei-
chung vom arithmetischen-geometrischen Mittel

(9.3)

beweisen:

o Fiir n =2 ergibt sich 0 < (a—10)? <= 2ab < a®>+V* < ab < (“7*’))2,

womit der Induktionsanfang gesetzt ist. Gelte nun die Ungleichung fiir n und beliebige

ar > 0,k =1,...,n (im Fall a; = 0 fiir ein k ist nichts zu zeigen). O.B.d.A. sei nun
Api1 > max ay, (andernfalls ordne die Elemente um). Dann gelten
- 1 & pi1 —
il > = — d = —— > 0,
U1 = & n;ak R o (n+1Da —

so dass nun iiber die Anwendung der Bernoulli-Ungleichung nacheinander

. n+1 ntl . 1 n+1 1 1
(_n+1 kZ::l @k) = ot ((n+1)a (na + an+1)) = "t (1 + x)n—i—
Bernoulli il gl i1 " v ntl
> " (14 (n+ z) = o (1+25222) = a"apy > [] ak
k=1

folgt, was dquivalent zur Behauptung im Fall n + 1 ist.
3)

n (9 n n
Fiir x € S* gilt wegen ||z[5 = 1 somit f(z) = [z < (% > :pz) = -, wobei die
j=1 k=1

Gleichheit beispielsweise fiir = Ln (1 1 ... l)T angenommen wird.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 10

Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema unter Nebenbedingungen

e Satz 2.77: Sei U C R" offen, f : U — R und g = (g1,...,q) : U — R¥ (k < n)
jeweils zweimal stetig differenzierbar. Desweiteren sei M = ¢ '({0}). Besitzt dg(z*) fiir
einen Punkt z* maximalen Rang, gilt mit einem Vektor A\* die Gleichung dF(z*,\*) = 0

mit F: UxRF — R, durch F(z,\) = f(z)— Z A\;gi(x) definiert,’ und ist die Einschrinkung

der Hesse-Matrix Hess Fy-(z*) mit Fy« : z — F(a: A*) (d.h., bei festem A* wird nur nach
x abgeleitet) auf den Tangentialraum T,-M = Ker(dg(z*)) positiv bzw. negativ definit, so
liegt in x* ein lokales Minimum bzw. Maximum von f unter den Nebenbedingungen g = 0.

Parameterabhingige Integrale, Euler-Lagrange-Gleichung

e Satz 1.66: Sei X ein metrischer Raum und f: X X [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann
ist die Funktion F': X — R, F(z f f(x,t)dt, wohldefiniert und stetig.?

e Satz 2.50:3 Sei U C R" eine offene Teilmenge und f : U x [a,b] — R eine stetige Funktion
f(x,t), deren partielle Ableitungen 3 o7 »-(,t) nach den Variablen z;, 1 =1,...,n, als Funk-

tionen auf U x [a,b] stetig sind. Dann ist die Funktion F': U — R, F(x f f(z,t)dt
stetig differenzierbar mit partiellen Ableitungen aTF(x) = f; g g{ (x,t)dt.
e Satz 2.51: Ist L:R* - R, (q,v) — L(q,v) stetig differenzierbar und u € C*'([a,b],R) so,
dass ¢ — ZE(u(t),u/(t)) stetig differenzierbar ist, dann gilt die Euler-Lagrange-Gleichung
d 0L oL
———(u(t),'(t u(t), u'(t 10.1
o (0. 0/(0) = S () 0) (10.1)

auf (a,b) genau dann, wenn u ein stationdrer Punkt von [(u) := ff L(u(t),u/(t)) dt ist, d.h.,

wenn Ol (u) = 0 fiir alle h € C'([a,b],R) mit h(a) =0 = h(b) gilt.*

e Bemerkung: Der vorangegangene Satz lasst sich wie folgt verallgemeinern:

Sei L : [a,b] x R" x R" — R, (t,q1,...,qn,v1,...,0,) eine zweimal stetig differenzierbare
Funktion. Desweiteren sei das lineare Funktional I : C?([a,b],R") — R definiert durch

I(p) = / Lt or(t), - (), f1(8), - pult))d

Fiir ein u € C?([a,b],R") mit [(u) = . i(l[rlfb}R )I(gp) gelten dann die Euler-Lagrange-
peC2([a,b],R™
Gleichungen
d 0L oL
tou(t),w(t)) = — &, u(t),u(t k=1,... . 10.2
GO i) = SEuni@) =1 ) (102)

! Aufgrund der Ableitung nach A gilt dann insbesondere auch g(z*) =0, also z* € M .

2vgl. Satz 1, Forster II, §10

3vgl. auch Satz 2, Forster II, §10

“Dies ist fdquivalent zu Satz 4, Forster 11, §10, denn stationire Punkte sind Kandidaten fiir I(u) = irUlfI(v) .
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Kapitel L: Lebesgue-Maf3, Abstrakte Mafle

k=1 k=1
Funktion A*: P(R) — RU {oo} heifit &uBBeres Lebesgue-Maf} ciner Menge A C R.

Definition 1.1: Die durch A (A) = inf{Z(bk—ak) c Ulak, bk D A} definierte

Lemma 1.2: Das duflere Maf} besitzt die folgenden Eigenschaften

(i) VA, BEP(R) : (ACB = M(A) < X(B)). (i) VeeR : X({z})=0.
(iii) Ya,beR : (a<b = X ([a,b]) = X*([a,b]) = A*(Ja,b]) = A*(Ja,b]) =b—a).
(iv) VAe P(R)Vz e R : X\(A) = M (A+x) (Translationsinvarianz).
(v) V(Ap)rers Ak € P(R) )\*( U Ak> < N (A) (o -Subadditivitiit).

Definition 1.3: Eine Teilmenge A € P(R) heifit (Lebesgue-)messbar genau dann, wenn
XN(I) > N(ANT)+A*(I\ A) fur jedes beschrénkte Intervall 7 C R. Die Menge aller messbaren
Mengen (ist eine o-Algebra geméf Definition 2.1, Theorem 1.4) wird mit M(R) bezeichnet.
Die Funktion A : M(R) — RU{oo}, A: M +— X(M), heiBt Lebesgue-Maf3.

Theorem 1.4: (i) Alle Intervalle sind Elemente aus M(R).

(ii) Fiir jede Folge (Mg)ren aus M(R) liegen My \ My, () My, U My in M(R).
keN keN

Sind zusétzlich alle M) paarweise disjunkt (d.h., es gilt M, N M, =0 fiir k #1), so gilt

)\( g Mk) S (o -Additivitit).
keN keN

Definition 1.5: Fiir ein Intervall I := X I® C R" sei vol,(I) := [](by — ai) das n-
k=1 k=1
dimensionale Volumen, wobei aj, = inf I*®) | b, = sup I®) bezeichnen. Desweiteren heifit

Ar i P(R") — RU{oo}, A+ A (A) := inf {ZVOI(Ik) : U Iy O A, I, C R"offenes Intervall

keN keN

das n-dimensionale duflere Maf}, analog zu Definition 1.3 seien M(R") und )\, definiert.

Theorem 1.6: Das dufere Lebesgue-Mafl auf P(R") ist o -subadditiv.

Theorem 1.7: Die Aussagen aus Theorem 1.4 (ii) gelten fiir M(R™) bzw. A, .

Theorem 1.8: Fiir beschréinkte Intervalle /7 C R™ stimmt A’ (I) mit vol,(/) iiberein.
Theorem 1.9: (i) Ist A C R" offen, folgt A € M(R"). (ii) Aus X} (A) =0 folgt A € M(R").
Theorem 1.10: Fiir A C R” gilt \*(A) = inf{\(G) | G C R" offen ,A C G}.

Theorem 1.11: Fiir eine Teilmenge M C R" sind dquivalent: (i) M ist Lebesgue-messbar.

(i) Fiir jedes beschréankte Intervall I gilt A:(1) > AS(IN M)+ X(I\ M).
(iii) Zu jedem e > 0 existiert eine offene Obermenge G' D M mit A\ (G\ M) < e.
Definition 2.1: Sei 2 # () beliebig. Eine Teilmenge A C P(f2) heiit o-Algebra, falls

(a) Qe A (b)) VAe A : Q\Ae A (¢) V(Apgen, Are A @ | Are A

keN

Zusatzaufgabe 10.1:

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass die Menge der orthogonalen Matrizen der Grofle 3 x 3 eine dreidimensionale
kompakte Untermannigfaltigkeit der Menge aller Matrizen der Grofle 3 x 3 sind (wenn wir
diese mit dem R? identifizieren).

Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f: M — R, f(z,y) := 3x? + Ty?, auf der nichtkom-
pakten Untermannigfaltigkeit M = {(x,y) € R* : 2% — a2y — y? = 55}.
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Losung zu Zusatzaufgabe 10.1:

(a)

Die Menge O(3) = {A€ M(3x3,R) : ATA=1I3} lasst sich (nach Identifizierung von
M(3 x 3,R) und RY) auch schreiben als M := {z € R’ : g(z) =0 € R®} mit der dif-
ferenzierbaren Funktion ¢ : R% — R® definiert durch 24+ as+ai-1
o +aitri—1
24aritai—1
T1T4 + ToZs + T3
XT1X7 + Tokg + T3Zg
T4T7 + T5Xg + Ty

gl<$1,$2,$3,l’4,$5,$6,$7,$8,x9) —

Deren Ableitung ist dann 201 219 213
21’4 2.@5 21‘6
207 2xg 219
dg(xy, x9, X3, Ty, T5, Tg, L7, Ty, Lg) =
g( ) y 43y y L5y L6y LTy L8, 9) T4 Ts T6 T T T3
X7 s i) T T ZT3
Ty Xy Ty9g Ty T35 Ty

Um die Surjektivitédt zu zeigen, miissen wir die lineare Unabhéngigkeit der Zeilen zeigen. Fiir
die Zeilen ag, k =1,...,6 gelte mit A € R® nun > A\pap = 0 € R?. Aufgrund der linearen
Unabhéngigkeit der Teilvektoren (z1,x9,23), (%4, 75,26) und (x7,xs,19) folgen (aus den
ersten drei Zeilen des Gleichungssystems > A\pap = 0 € R?) sofort A\ = Ay = A5 = 0.
Analog ergeben sich (aus den Zeilen vier bis sechs des Gleichungssystems > Ayap = 0 € R?)
dann Ay = A\¢ = 0 und schlieilich ebenfalls A3 = 0. Damit ist M = ¢g~'({0}) das Urbild
ecines reguliren Wertes einer C'™ -Funktion von R? — R°™3 und demzufolge nach Satz 2.66
eine dreidimensionale C°°-Untermannigfaltigkeit des R?. Als Urbild einer abgeschlossenen
(da einelementigen Menge) unter einer stetigen Funktion ist M selbst auch abgeschlossen.
Da fiir alle z € M ebenso ||z]|3 = g1(z) + 1+ go(x) + 1 + g3(x) + 1 = 3 gilt, folgt auch die
Beschrinktheit, also nach dem Satz von Heine-Borel (Satz 1.58) die Kompaktheit von M .

Zunéchst bemerke man, dass M eine eindimensionale C* -Untermannigfaltigkeit ist, denn
die Ableitung dg(z,y) = (20 —y —x—2y) von g(z,y) := 2? — zy — y* — 55 ist nur im
Punkt (0,0) nicht surjektiv, welcher jedoch nicht in M liegt. Somit sind nach Satz 2.76 die
stationdren Punkte von F(z,y,\) = f(x,y) — A\g(z,y) Kandidaten fiir lokale Extrema von
f M — R. Da sich aus dF(x,y,\) = (O 0 O) insbesondere fiir x und y das lineare

Gleichungssystem 6z = A\(2z — y), 14y = A(—x — 2y) ergibt, welches nur fiir \; = —6 oder

Aoy = 134 singulér ist (und damit eine Losung # (0,0) besitzen kann), ergibt sich im Fall

A = —6 die Losungsmenge {(z,y) € M : 3z =y} =0 und fir A =% die Lésungsmenge

{(Z’,y) eEM : z= _7y} = {(77_1)7(_771)}a

wobei M genau an diesen Punkten die Niveaumenge

N154f = {(m,y) €R2 . f(l’,y) = 154}

tangiert. Die entsprechenden Tangentialrdume sind

Ty = Ker((15 —5)) = span{(;)}

= Ker ((—15 5)) == T(_7,1).
Die Einschriankung der (in diesem Fall konstanten, fiir beide Punkte gleichen) Hesse-Matrix

14 6 0 14 /2 -1 201 7
HessF%(x,y) = Hessf(x,y)—gHessg(x,y) = (O 14> _3(_1 _2) T 5 <7 49)
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auf den Tangentialraum T{7 _1) = T(_7;) ist an beiden Punkten positiv definit, denn es gilt

2/(1 7 1 2¢2 968 ,

fiir alle ¢ # 0, d.h., mit H = Hess F% (z,y) gilt v"Hv >0 fiir alle v € T(7_1) = T(_7,1) mit
v # 0. Nach Satz 2.77 besitzt f: M — R lokale Minima bei (7,—1) und (-7,1).

Zusatzaufgabe 10.2:

ta?
—s . talls (7, 0,0) ,
(a) Sei g:R?* — R die Funktion u(t,z) == ¢ @) alls (t,z) # (0,0)
0, falls (¢,2) = (0,0) .
Zeigen Sie, dass die Integrale f(z fo u(t, z)dt und g(x fo s-u(t, r)dt fiir jedes x € R

wohldefiniert sind, die Funktion f R—R d1fferenz1erbar 1st jedoch f(0) # ¢(0) gilt.

(b) (Hamiltonsches Prinzip kleinster Wirkung)
Der Zustand eines physikalischen Systems wird iiblicherweise durch von der Zeit abhéngi-
ge GroBen t,p1(t), ..., pn(t) beschrieben. Beispielsweise die Bewegung eines Massenpunktes
sowie seine Geschwindigkeit zur Zeit ¢ fassen wir im Allgemeinen als (geniigend oft stetig
differenzierbare) vektorwertige Funktionen x : [a,b] — R3, t — z(t) := (2 (1), 22(t), 23(t))
und v : [a,b] — R3, ¢+ v(t) := @(t) auf. Nun interessiert man sich fiir das Minimum des mit
Hilfe der sogenannten Lagrange—Funktion L(t,o(t),¢'(t)) gebildeten sogenannten Wirkungs-
integrales S(¢p f L(t ¢'(t))dt . Kandidaten fiir Minimalpunkte sind — falls L nicht
explizit von der Zeit abhangt — genau die Losungen der Euler-Lagrange-Gleichungen (10.2).
(i) Geben Sie die Euler-Lagrange-Gleichung beziiglich des Funktionales S(y) fiir mecha-
nische Systeme an, bei denen die Bewegung unter dem Einfluss der kinetische Energie
T = im|v||3 (mit Masse m) und eines vom Ort abhéngigen Potentials U : R* — R,
x +— U(x) betrachtet wird und bei denen fiir die Lagrange-Funktion L =T — U gilt.

(ii) Zeigen Sie, dass aus (i) die Konstanz der Gesamtenergie E =T + U folgt.

Losung zu Zusatzaufgabe 10.2:

(a) Das erste Integral ist fiir alle # € R wohldefiniert wegen f(0) = f u(t,0)dt = fo 0dt =0
einerseits und

1 1 t.Z'3 .Z'3

fiir alle o # 0 andererseits. Mit -Zu(0,0) = lim w =0 und da die Quotientenregel

t=1 T a3 T

=0 2 2@2+1)  222+1)

Ox b0
2] _ 0 t _ 3ta?(a® 422 —dtat (22 +12)  _ t2?(3t2—a?
%u(zﬁ x) = Pz ((ng—tz)z) = @21 2)1 ( ) = (@2+1%)3 )

fiir alle (t,z) # (0,0) liefert, folgt fiir alle € R die Stetigkeit von ¢ — Zu(t,z) und
somit auch die Wohldefiniert von ¢ : R — R. Insbesondere ergibt sich ¢(0) = 0 wegen
%u(t, 0) = 0. Andererseits ist die Funktion f:R — R differenzierbar mit Ableitung

/
1 x 1@+ —222 g2
f(x) 2 ((z2+1)> = 3 @mr = ey llsTFE0,
= h -0
lim ZWSO) = gy 20250 o 1 falls 2 = 0O .
h—o N h—o 2

(b) Es ist die stetig differenzierbare (und nicht mehr explizit von ¢ abhéngige) Funktion
L: RB X RS - RJ (qu U) = L(q7 U) = T<U) - U(Q) = %m(v% + Ug + U?2>) - U(Q17q27 QS)

o L _ U oL _ dOL _ op
zu betrachten. Demnach ergeben sich b = " ba. und Gor = MUk, also 7 o = MU = My .
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(i) Die Euler-Lagrange-Gleichungen (10.2) sind zusammengefasst mi(t) = —VU (z(t)) .

(ii) Die Funktion E : [a,b] — R, t — 3ml@(t)||3 + U(x(t)) besitzt nach Kettenregel die
Ableitung E(t) = m(i(t), #(t)) + (VU (x(t)), #(t)) = (m + VU (z(t)), i(t)) , welche we-
gen der nach (i) giiltigen Beziehung ma(t) = —VU(z(t)) verschwindet. Somit muss F
(nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung) konstant sein.

Zusatzaufgabe 10.3:
(a) Sind N,Q und R Lebesgue-messbar ? Falls ja, bestimmen Sie jeweils das Lebesgue-Maf.

(b) Finden wir zu jeder nichtleeren Menge ) eine o-Algebra 7

(¢) Geben Sie die maximale und die minimale o-Algebra zu einer Menge Q # () an.
Losung zu Zusatzaufgabe 10.3:

(a) Zunéchst bemerken wir, dass jede einelementige Menge {c} nach Lemma 1.2 (ii) das duflere
Maf3 Null besitzt. Zusammen mit Lemma 1.2 (iii) erhalten wir fiir jedes offene Intervall ]a, b]
(a < b) und jede einelementige Menge {c} demnach im Fall ]a,b[N{c} = {c} einerseits

N(Ja,b)) = b—a = b—c+c—a = N(a,c[Ule,b]) = X (Ja,b]\{c}) + A*(Ja,b[N{c})
und andernfalls wegen A*(f)) = 0 ebenso

A(la, b)) = A(a,0\{c}) = A(a,b\{c}) + A*(Ja,b[N{c}) .

Da dies ebenso fiir die restlichen Arten von beschriankten Intervallen gilt, folgt nach Definition
die Lebesgue-Messbarkeit einelementiger Mengen. Da letztere also in der o-Algebra M(R)
liegen, tun dies — aufgrund der dritten Eigenschaft einer o-Algebra (bzw. nach Theorem 1.4
(ii)) — auch die abzdhlbar unendlichen Mengen

Uik ma @ = ooy (U {5uf-2})

keN neN \meN

welche aufgrund der o-Subadditivitat aus Lemma 1.2 (v) ebenso dufleres Lebesgue-Mafl Null
besitzen. Da das Lebesgue-Mafl A genau die Einschriankung des dufleren Mafles A\* auf die
o-Algebra M(R) ist, folgen sofort A(N) = A*(N) =0 und A\Q) = A*(Q) =0.

Desweiteren lisst sich die Menge der reellen Zahlen als abzéhlbare Vereinigung
= {O} U]TL - 1?”] U [—Tl, - n[
neN

mit paarweise disjunkten Mengen darstellen. Nach Theorem 1.4 (i) sind diese Mengen sémtlich
Lebesgue-messbar, also in der o-Algebra M(R). Aufgrund der dritten Eigenschaft einer o -
Algebra (bzw. nach Theorem 1.4 (ii)) ist demnach auch R in der o-Algebra M(R), also
Lebesgue-messbar. Mit der nach Theorem 1.4 (ii) giiltigen o -Additivitat erhalten wir demnach

AR) = A{0}) + D An—1,nJU[-n1=n[) = 0 + > (A(n—Ln])+ A([-n,1-n[))
= > (n-m=1))+1=-n-(-n) = Y 2 = o0,

(b) Fiir eine beliebige Menge Q # () erfiillt stets die Potenzmenge P(Q2) = {A | A C Q} alle drei
Eigenschaften einer o -Algebra.

(¢) Die minimale o-Algebra ist genau Ay, = {0, Q} und die maximale A,.x = P(Q).
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Zusatzaufgabe 10.4:

(a) Sei Q ={1,2,3,4}. Bestimmen Sie o(€) fir € :={0,Q,{1,2}} und € :={0,{1,2,4},{3}}.

(b) Zeigen Sie: Ist A eine o -algebra auf einer Menge 2 und E C Q, dann ist

ANE: = {ANE|Ac A} (die Spur-o-Algebra)
eine o-Algebra auf E. Fir E€ A folgt ANE = {A|A€ Aund ACE}.

Losung zu Zusatzaufgabe 10.4:

(a) Zu Q={1,2,3,4} ist

o o({0,9,{1,2}}) = {0,9,{1,2},{3,4}}, denn sie enthélt die leere Menge, zu jedem

Element auch das Komplement, und alle abzdhlbaren Vereinigungen |J _n A, , denn es
konnen nur die Falle auftreten:

o A, = fiirein ng,also |J 4,=9Q; ¢

neN

neN Q falls A,; = Q fiir ein ng,
o Ay, ={1,2} fiir ein ng, also LEJN A, =49Q falls A,;, = {3, 4} fiir ein ny,
" ({1,2} sonst;
(Q falls A,, = Q fiir ein ny,
o Ay, ={3,4} fiir ein ng, also LEJN Ay =49 falls A,; = {1, 2} fiir ein ny,
" ({3,4} sonst;

o A,=10 firalle ne N, also |J A,=0.
neN

o o({0,{1,2,4},{3}}) = {0,9,{1,2,4},{3}}, denn sie enthélt die leere Menge, zu jedem
Element auch das Komplement, und alle abzihlbaren Vereinigungen | J, .y A5, denn es
konnen nur die folgenden Félle auftreten:

e} ATLO = fiir ein no , also UN An = Q7 0O falls A, = Q fiir ein n6
ne "o ’

Apy = {1,2,4} fiir ein ng, also [J A, =<{Q falls A,;, = {3} fiir ein n),
nel {1,2,4} sonst;
Q  falls A, = Q fiir ein ng,
Ay = {3} fiir ein ng, also |J A, = ¢ Q falls A, = {1,2,4} fiir ein ng,
neN
{3} sonst;
o A,=0 firalle ne N, also |J A,=0.

neN

o

o

(b) Es ist zu zeigen, dass AM E die drei Eigenschaften einer o-Algebra auf E besitzt.

(i) Wegen Q€ A und QNE =FE gilt auch E€ ANE.

(i) Sei B € AME. Dann existiert ein A € A mit B=ANE. Da A eine o-Algebra auf
Q2 ist, folgt auch Q\ A € A und weiter Q\ ANE € ANE. Mit £ C § ist jedoch
Q\VANE=QNE)\(ANE)=FE\B,also E\Bec ANE.

(iii) Seinun (Bg)ren eine beliebige Folge aus AME , dann gibt es (mindestens) eine entspre-
chende Folge (Aj)ren aus A, so dass B, = A, N E. Da A eine o-Algebra auf Q ist,
liegt auch die Vereinigung (J,cy Ax wieder in A und somit folgt

keN keN keN
Falls F € A, liegen alle Schnitte AN E fir A € A wieder in A, da A eine o-Algebra ist.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 11

Kapitel L: Abstrakte Mafle

e Definition 2.1: Sei € # () beliebig. Eine Teilmenge A C P () heifit o-Algebra, falls
(a) Q€A (b) VAec A : Q\Ac A (c) Y(Ap)gew, A€ A | AreAd

keN

Das Paar (€2,.4) nennen wir einen Messraum und jedes A € A heifit messbar. Zu einer
beliebigen Teilmenge & C P(2) bezeichnet o(€) die kleinste € enthaltende o -Algebra und
wird die von €& erzeugte o-Algebra genannt. Dabei gilt o(€) = ﬂ A

¢ccA
A o—Algebra in Q

e Definition 2.2: Sei X := (M,7) ein topologischer Raum. Dann nennen wir B(7) := o(7)
die Borel- o -Algebra von X . Ihre Elemente werden Borelmengen genannt.

e Definition 2.3: Sei (€2, A) ein Messraum. Die Funktion p: A — [0, 00] heifit Maf, falls

(a) p(0) =0
(b) Fiir jede Folge Ay paarweise disjunkter Mengen aus A gilt: ,u(

UA) = ¥ n(A.

keN keN

Das Tripel (€, A, 1) nennen wir einen Mafiraum. Wir sagen weiterhin, der Mafiraum

— ist endlich, falls u(Q2) < oo ist.
— ist o-endlich, falls es eine Folge Ay € A mit p(Ay) < oo und Q= |J Ax gibt.
— ist ein Wahrscheinlichkeitsraum, falls p () =1. hen

— ist vollsténdig, falls VBe AVACQ : (uW(B)=0NACB — AcA).
Alle A€ A mit p(A) =0 werden p-Nullmengen genannt.
e Lemma 2.4 [Eigenschaften eines Mafles]: Sei (€2, .4, ) ein Mafiraum. Dann gelten:

(a) Fiir (Ag)ren mit A, € A und Ay C Ay C ... gilt u( U Ak> = lim p(A).

keN

(b) Fiir (Ap)pen mit Ay, € A, u(A;) < 0o und A, D Ay > ... gilt u( N Ak> — lim p(4y).

keN

() Fiir (Ap)pen mit Ay € A gilt M( U Ak> < 3 ulA).

keN keN
Zusatzaufgabe 11.1: Sei Q # () beliebig.

Zeigen Sie, dass A := {A C X | A abzéhlbar oder Q2 \ A abzdhlbar } eine o -Algebra ist.
Hinweis: Die leere Menge ist abzahlbar.

Losung zu Zusatzaufgabe 11.1:

Es sind die drei Eigenschaften einer o-Algebra zu iiberpriifen. Es gilt () € A, da sie abzihl-
bar ist. Fiir A € A beliebig gilt A abzidhlbar oder 2\ A abzidhlbar, also offensichtlich auch
B :=Q\ A abzihlbar oder 2\ B = A abzéhlbar und damit auch B € A, also Q\ A € A.
Sei nun (Ag)ren eine beliebige Folge aus A. Sind nun alle Ay abzdhlbar, dann auch ih-
re abziahlbare Vereinigung, also |JAr € A. Andernfalls existiert ein ko, so dass Q \ Ay,
abzahlbar ist. Da Teilmengen abzédhlbarer Mengen selbst abzdhlbar sind, folgt nun auch die
Abzéhlbarkeit von Q\ (|J Ax) C @\ Ay, uns somit ebenfalls (J A, € A.
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Zusatzaufgabe 11.2:
(a) Sei (2,.A4) ein beliebiger Messraum. Zeigen Sie:

(i) Endliche Vereinigungen und endliche Durchschnitte messbarer Mengen sind messbar.
(ii) Sind A und B messbar, dann ist auch A\ B messbar.
(iii) Abzéhlbare Durchschnitte messbarer Mengen sind wieder messbar.
(b) Gegeben sei der topologische Raum X := (R,7) mit 7 := 73, und B(7) := o(7) die
entsprechende Borel- o -Algebra von X . Zeigen oder widerlegen Sie: B(7) enthélt
(i
(ii

) alle abgeschlossenen Teilmengen von X .
)

(iii) alle abzdhlbaren Vereinigungen von abgeschlossenen Mengen (diese heilen F, -Mengen).
)
)

alle abzidhlbaren Durchschnitte von offenen Mengen (diese heifien Gs-Mengen).
(iv) alle abzdhlbaren Vereinigungen von Gg-Mengen.
(v) alle abzéhlbaren Durchschnitte von F, -Mengen.
Losung zu Zusatzaufgabe 11.2:

(a) (i) Wegen AU = A fiir eine beliebige Menge A € A konnen wir eine endliche Menge
{A1,... A} mit Ay, e A k=1,...,p, durch A, :=0€ A fir k=p+1,p+2,... zu

einer abzdhlbaren Menge (Aj) ergdnzen und erhalten mit der Definition einer o -Algebra

p
UAk - UAkeA. (11.1)
k=1

keN

Nach Definition einer o-Algebra ist mit einer Menge A € A auch Q\ A € A. Daher
folgt fiir eine endliche Menge {A;,..., Ay} mit A, € A, k=1,...,p mit (11.1) dann

QAk <Lp) Q\Ak ) (11.2)

(ii) Die Behauptung folgt sofort mit (i) wegen A\ B=AN(Q\ B) € A.

(iii) Nach Definition einer o-Algebra ist mit einer Menge A € A auch 2\ A € A und liegt
fiir jede Folge (A,)nen von Mengen aus A auch |J A, in A. Fiir jede Folge (A, )nen

neN
von Mengen aus A folgt somit
ﬂAn:Q\(U(Q\An))eA. (11.3)
neN neN cA
eA

(b) (i) Da die Borel-o-Algebra genau von den offenen Mengen erzeugt ist, sind alle offenen
Mengen in B(7) enthalten. Da mit jedem A € B(7) aufgrund der Eigenschaften einer
o -Algebra auch R\ A in B(7) enthalten sein muss und da die abgeschlossenen Mengen
genau die Komplemente der offenen Mengen sind, folgt die Behauptung.

(i) Ist eine direkte Folgerung aus (a)(iii) bzw. (11.3), da offene Mengen Borelmengen sind.
(iii) Ist eine direkte Folgerung aus (i) und der Eigenschaft einer o -Algebra.

(iv) Da nach (ii) bereits alle Gs-Mengen in B(7) liegen, folgt die Behauptung aus den
Eigenschaften einer o-Algebra.

(v) Da nach (iii) bereits alle F, -Mengen in B(7) liegen, folgt die Behauptung aus (a)(iii).
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Zusatzaufgabe 11.3:
(a) Sei (92,4, 1) ein beliebiger Mafiraum. Zeigen Sie:

(i) p ist additiv, d.h., fiir paarweise disjunkte Ay € A, k=1,...,n gilt ,u( U Ak) = > u(Ag).
(ii) g ist isoton, d.h., VA, Be A : (ACB = u(A) < pu(B))
(iii) Ist (€2, A, ) endlich, dann besitzt jede messbare Menge endliches Maf.

(b) Sei (€2,.A) ein beliebiger Messraum mit A # P(2). Geben Sie ein Beispiel fiir ein Mafl p
an, so dass (2,4, 1) endlich, aber nicht vollstandig ist.

(¢c) Zeigen Sie: Sind p und v zwei endliche MaBe auf dem Messraum (€2,.4) und a,b nichtne-
gative reelle Zahlen, dann ist auch A := au + bv ein endliches Maf auf (€,.A4).

(d) Wann wird das Maf§ A aus (c¢) zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf3?
Loésung zu Zusatzaufgabe 11.3:

(a) (i) Wegen AUD = A und ANQ = () sowie wegen ) € A und p(P) = 0 folgt die Additivitit

sofort aus der o-Additivitidt, wenn wir A, = 0 fiir k = n+ 1,n + 2,... setzen, denn

dann gilt

M( U Ak) = M( U Ak) = D (A = D pA) + D> plA) = D p(Ak)
k=1 keN keN k=1 k=n+1 k=1

(i) Mit A, B € A sind stets auch A; := BN A und Ay := B\ A in A. Desweiteren gelten
offenbar A; N Ay = ) sowie A; U Ay = B. Also folgt mit der Nichtnegativitit und der
nach (i) giiltigen Additivitdt eines MaBes sofort auch

w(B) = p(AUAy) = p(Ar) + p(As) > p(An),
——

>0
was im Fall A C B wegen BN A = A mit der Behauptung iibereinstimmt.

(iii) Im Fall eines endliches Mafiraumes (€2, A, i) gilt 1(€2) < oo. Da fiir ein beliebiges A € A
offensichtlich A C Q gilt, folgt aus der in (ii) bewiesenen Isotonie von Mafien demnach

p(A) < p(2) < oo.
(b) Wéahlen wir p : A — [0,00], A +— p(A) := 0, dann ist jede A-messbare Menge eine A-
Nullmenge, somit auch € selbst. Also gilt einerseits 1(€2) = 0 < oo, andererseits miisste im

Fall der Vollstandigkeit jede Teilmenge von 2 in der o-Algebra A, also A D P(Q)) gelten.
Da jedoch stets A C P(Q) gilt, folgte dann A = P(Q2), im Widerspruch zur Voraussetzung.

(c) Wegen A(0) = ap(0)+bv (D) = a-0+0b-0 ergibt sich zunichst A\(@) = 0. Da a, b nichtnegative
reelle (und damit insbesondere endliche) Zahlen sind, folgt mit der Endlichkeit und Isotonie
von p und v ebenso die Nichtnegativitdt und Endlichkeit von A, also A : A — [0, 00], denn
fur beliebiges A € A gilt nach (a)(iii)

AMA) =ap(A)+br(A) < oo
-y

Fiir eine Folge (Ag)ren paarweise disjunkter A-messbarer Mengen gilt — aufgrund der End-
lichkeit des Mafles und der Nichtnegativitit aller beteiligten Groflen — offensichtlich auch

oo>/\(UAk) = au(kLEJNAk) + bu(UAk) = a) p(Ay) + by v(Ay)

keN keN keN keN

= Z(a,u(Ak) +bv(Ag)) = Z A(Ag) , womit die o-Additivitit gezeigt ist.
keN keN
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(d) Stimmen sowohl g als auch v mit dem Nullmaf iiberein, so haben wir keine Chance. Ist
jedoch u(€2) > 0, so kénnen wir a = ﬁ und b = 0 wahlen. Gilt zusétzlich v(Q) > 0, so
ist jede Wahl a = ﬁ,b = ﬁ mit p+¢g =1 und p,q > 0 moglich.

Zusatzaufgabe 11.4: (Konstruktion einer Menge A € P(R)\ M(R))

Auf R sei die Aquivalenzrelation a ~ b <= a —b € Q gegeben. Nach dem Auswahlaxiom
ist es moglich, eine Menge A C [0, 1] so zu konstruieren, dass sie genau ein Element aus jeder
Aquivalenzklasse aus jeder Aquivalenzklasse [r|. = {s € R | r ~ s} enthélt. Zeigen Sie:

(a) Mit t+A = {t+s]|se A} folgt [0,1]c U (t+A) C[-1,2] (b) A ¢ M(R)

teQn[—1,1]
Losung zu Zusatzaufgabe 11.4:

(a) (i) Sei C' = [r]. eine beliebige Aquivalenzklasse und ¢ € C'. Dann finden wir mindestens
ein ¢ € [e—1,¢], also ¢ — 1 < g < ¢. Dies ist dquivalent zu 0 < ¢ — ¢ < 1. Setzen wir
nun s :=c— ¢, so haben wir ein s € C' mit s € [0, 1] gefunden.

(ii) Seien s,t € Q mit s #¢.

e Angenommen, es existiert ein v € (s + A) N (¢t + A). Dann existieren as,a; € A,
so dass v = s+ as = t + a;. Dies ist aber dquivalent zu a; —a; =t — s € Q, also
as ~ a; und somit [as]. = [a]~ . Nach Konstruktion enthilt jedoch A aus jeder
Aquivalenzklasse beziiglich ~ nur genau ein Element. Daher musste a, = a; und
somit auch s =1 gegolten haben. Dies ist jedoch ein Widerspruch.

Also haben wir gezeigt, dass s,t € QAs#t = (s+A)N({t+A) =0 gilt.
(iii) Sei r € [0,1] beliebig, jedoch fest gewihlt.
e Nach Konstruktion von A existiert dann genau ein a, € A mit r ~ a,. Folglich

existiert ein ¢t € Q mit r = a, +¢. Wegen r € [0,1] und a, € A C [0,1] muss dann
t=1r—a, € [—1,1] gelten. Damit ist r € t + A fiirein ¢t € [-1,1] N Q.
Da r € [0,1] beliebig war, haben wir gezeigt, dass [0,1] C |J (t+ A).
teQN[—1,1]

(iv) Sei t € QN [—1,1] beliebig. Wegen A C [0, 1] gilt offenbar —1 < ¢+ a < 2 fiir jedes
a € A, also auch t+ A C [—1,2]. Da die Vereinigung gleichméfig beschréinkter Mengen
selbst wieder gleichméBig beschrinkt ist, folgt auch | (¢ +A) C [-1,2].

teQn[—1,1]

(b) Angenommen, es gelte A € M(R). Aufgrund der Translationsinvarianz wire dann auch fiir
beliebiges t € Q die Menge t+ A € M(R) mit \(A) =\ (t+A).

e Angenommen, es gelte \j(A) = 0. Mit der o-Additivitdt (denn in (a) haben wir die
paarweise Disjunktheit der Mengen ¢ + A gezeigt) sowie aufgrund der Isotonie eines
Mafles (vgl. ZA 11.3 (a)) ergibe sich — da Q abzéhlbar, und somit auch jede Teilmenge
von Q abzéhlbar — in Zusammenhang mit der Translationsinvarianz nach (a) dann der
Widerspruch

1 = \([0,1]) < Al( U (t+A)> W don+4) = D> M4 =o0.

teQn[—1,1] teQn[—1,1] teQn[—1,1]

e Angenommen, es gelte A\;(A) > 0. Wiederum mit der o-Additivitdt und der Isotonie ei-
nes Mafles (vgl. ZA 11.3 (a)) ergibe sich in Zusammenhang mit der Translationsinvarianz
nach (a) dann der Widerspruch

3= AM([-1,2]) = Al( U (t+A)) W doMt+A) = > M(A) =

teQn[—1,1] teQn[—1,1] teQn[—1,1]

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Kapitel L: Messbare Funktionen, Integrierbarkeit (einfacher Funktionen)

e Definition 2.5: Sei (2, A, ;1) ein Mairaum, N ={ACQ |3Be€ A: (u(B) =0NAC B)}.
Weiter sei A:={MUN | M e AANN € N'}. Dann heiit die durch

A(MUN) = u(M) fir M e A, Ne A
definierte Funktion 7 : A — [0,00] die Vervollstindigung von .

e Theorem 2.6 [Vervollstindigung von Maflen]: Mit den in Definition 2.5 eingefiihrten
Bezeichnungen folgt:
(a) A ist eine o-Algebra, welche die o-Algebra A enthilt.
(b) (Q, A7) ist vollstindig.
(c¢) Es gilt fi|4 = p, d.h., die MaBe 7 und g stimmen auf A iiberein.

e Definition 3.1: Sei (2, A) ein Messraum und D € A. Eine Funktion f : D — RU
{—00,00} heiit A-messbar auf D, falls Va € R : f~!(Ja,o0]) € A gilt.!

e Theorem 3.2: Sei (2,.4) ein Messraum und seien f, g beliebige A-messbare Funktionen
auf . Dann gelten:

(a) {weQ : flw) < glw)}eAd. (i) f7'({oc}) € A und f1({—c}) € A .

e Lemma 3.3 [Eigenschaften von A-messbaren Funktionen]|: Sei (02, A) ein Messraum
und seien (f,,)neny und f,g eine Folge von bzw. beliebige .A-messbare Funktionen (mit
moglicherweise unterschiedlichem Definitionsbereich). Desweiteren sei A € R und ¢ eine
stetige Funktion auf einer offenen Menge G C R. Dann sind die Funktionen

(a) Af, f+g, max{f g}, min{f, g}, |f], fg, L

(b) sup f,, inf f,, limsup f,, liminf f,,, lim f,
neN neN N—00 n—00 n—00

(c) pof
— falls sie definiert sind — A-messbar (und ihr Definitionsbereich ist jeweils in A ).

e Definition/Lemma 3.4 [Einfache Funktionen]: Sei (2, A) ein Messraum und e ei-
ne A-messbare (reellwertige) Funktion mit endlichem Bild f(Q2), d.h., es existieren reelle

paarweise verschiedene Zahlen ¢, k=1,...,n, so dass
f= U {a},
ke{l,...n}

dann heifit e einfache Funktion auf (.

Sind «j, j = {1,...,k}, die aufsteigend geordneten paarweise verschiedenen Elemente
von €(Q) und 4; = e '({a;}), j = {1,...,k}, die entsprechenden (offenbar paarweise
disjunkten und nach Voraussetzung messbaren) Urbildmengen, so gilt

k
e = E a;ly;
=1

welche die kanonische Darstellung von f genannt wird.?

Hierbei bezeichnet f~1(B):={x € D : f(z) € B} das Urbild von B unter f.
2Alle endlichen Linearkombinationen von Indikatorfunktionen von messbaren Mengen sind einfache Funktionen.
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e Theorem 3.5: Sei (£2,.4) ein Messraum und f eine nichtnegative numerische .4 -messbare
Funktion. Dann existiert eine Folge (e, )nen nichtnegativer einfacher Funktionen auf €2, so
dass e < egqq firalle £ € N und lim e, = f (punktweise).

e Definition 3.6 [ -fast iiberall (p-f.i1.)]: Sei (€2, A, ) ein Mafiraum. Wir sagen, eine Ei-
genschaft gelte p-fast iiberall, falls eine p-Nullmenge N existiert, so dass die Eigenschaft
fir alle w € Q\ N erfiillt ist.

e Definition 3.7 [p-messbar]: Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum. Wir sagen, eine Funktion f
definiert auf D € A ist p-messbar auf Q, falls u(2\ D) =0 und f eine B-messbare
Funktion auf D ist, wobei B={Ae€ A| AC D}.

e Lemma 3.8: Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum.

(a) Die Relation
f~g <= f=g p-fi.
ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller (numerischen) Funktionen auf €.

(b) Ist f eine p-messbare Funktion definiert auf D € A. Dann existiert eine .A-messbare
Funktion ¢ auf €, so dass f =g auf D, beispielsweise

o) = {f(w), falls w € D |

0, sonst.

(c) Ist (2, A, ) vollstandig, f eine p-messbare Funktion und g = f p-f.i., dann ist
auch ¢ eine p-messbare Funktion.

e Definition [Abstraktes p-Integral]: Sei (2,4, 1) ein Mafiraum und D € A.

k
(a) Fiir eine nichtnegative einfache Funktion e =} a;1,, definieren wir das s -Integral
j=1
als

/De(w)du(w) = Zaj,u(AjﬂD).

(b) Fiir eine nichtnegative p-messbare Funktion f auf D definieren wir das pu-Integral
als

[ rnte) = e | clwrinte)

(Hinweis: Aufgrund der p-Messbarkeit ist die Ungleichung 0 < e < f im Sinne von
p-f.i. interpretierbar.)

Zusatzaufgabe 12.1:

(a) Seien (Q,A,pn), (Q,B,v) Mairdume mit A C B und v|4 = p.
Zeigen Sie, dass jede p-Nullmenge auch eine v-Nullmenge ist.

(b) Angenommen, (2,5,v) sei die Vervollstindigung von (2,4, ). Weiter sei (€2, Ay, u1)
vollstandig mit A C A; und p = py|4. Zeigen Sie, dass B C A; und v = 5.

Losung zu Zusatzaufgabe 12.1:

(a) Sei A C Q eine p-Nullmenge. Dann gilt A € A und p(A) = 0. Wegen A C B und
v|a = p folgt damit auch A € B und v(A) = v|a(A) = u(A) =0, also dass A auch eine
v -Menge ist.
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(b) Nach Definition 2.5 der Vervollstindigung folgt
N = {AcQ|3dBe A: (wW(B)=0NACB)} ¢ B={MUN|MecAAN©eN},

denn es ist ) € A. Ebenso ist daher A C B. Somit gilt o(N UA) C B, denn B ist
nach Satz 2.6 eine o-Algebra. Andererseits gilt aber auch (N U.A) D B, denn andernfalls
konnten wir einen Widerspruch zur Vollsténdigkeit konstruieren. Also ist o(N U A) = B.
Sei nun (2, Ay, p1) vollstéindig mit A C A; und g = py|4. Dann ist nach (a) jede p-
Nullmenge auch eine g -Nullmenge, also insbesondere N° C A;. Wegen A C A; folgt
dann auch

B = o(NUA)CA, .

Da sich jedes Element aus B als (sogar disjunkte) Vereinigung einer Menge aus 4 und
einer Menge aus N darstellen lisst, folgt fiir jedes B € B nach Konstruktion der Ver-
vollstdndigung der Isotonie von Maflen

BeB = JA€eAIdNeN : B=NUAANNA=0
= v(B)=v(AUN) = w(A) = m(A) = m(A)+mN) = m(AUN) = u(B)

also wie behauptet v = |z .

Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Seien (Q,A), (2, A) zwei Messriume, so dass Q = {u,v,w,z,y,z} und QO = {a,b,c}.
Durch f(u) = f(v) = f(z) = f(2) = b und f(w) = f(y) = a sei weiter eine Funktion

f:Q — Q gegeben.

(i) Bestimmen Sie unter f die Urbilder der Elemente von A, falls A = P(Q).
(ii) Welches ist die kleinste o-Algebra A auf Q,so dass VB e A : f1(B) € A gilt.?

(iii) Auf der Potenzmenge von ) sei durch

v(0) = v({z}) = v({w}) = v({z}) =0,  v({yh) =1, v({u}) =6, v({v}) =35,

eine Funktion definiert. Zeigen Sie, dass (€2, P(€2),v) ein endlicher Mafiraum ist.

(iv) Geben Sie die kleinste o-Algebra A C P(2) an, fir welche (2, A,v|4) mit v aus
(iii) vollsténdig wird.

(v) Geben Sie die Vervollstindigung von (Q, A, 1) mit A = {0, {z, w},{y, z,u,v},Q} und

= r|y fir v aus (iii) an.

(b) Sei (92,.A) ein beliebiger Messraum und A C €2 beliebig. Unter welcher Bedingung ist die
charakteristische Funktion/Indikatorfunktion 14 :Q — R von A, definiert durch

1, fallswe A
14(w) = ’ ’
aW@) {O ,sonst, |

messbar 7
Losung zu Zusatzaufgabe 12.2:

(a) (i) Fiir die Elemente von P(Q) = {0,, {a}, {0}, {c}, {a,b},{a,c},{b,c}} ergeben sich
die Urbilder

i) = ) =0, [ {ay) = fT({a.c}) = {wy},
7 = dbed) = {wovzzh, fT({ab)) = f = Q.

3Dies ist die allgemeine Definition einer (A, A)-messbaren Funktion.
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(ii) Die kleinste o-Algebra A auf Q| fiir die VB e A : f~Y(B) € A gilt, ist
'A = U({®7 {w7y}7 {u’ U’ x? 2}79}) = {®7 {w7y}7 {u7 U?'x? 2}79}

(iii) Aufgrund der Endlichkeit von €2 iiberpriift man leicht, dass die o -Additivitit von v,
welche hier mit der Additivitat von v iibereinstimmt, offenbar erfiillt ist. Insbesondere

B @) = v({uhO{e}Ofwli{z)Ofyofz})
v({u}) +v({v}) +v({w}) +v({z}) +v({s}) +v({z})

0+1+04+64+35+0 = 42 < oo.

(iv) Die kleinste o-Algebra A C P(Q), fiir welche (Q2,.A,v|4) vollstindig wird, erhalten
wir nach ZA 12.1 (b) beispielsweise als Vervollstindigung des Mafiraumes (€, B, 1)
mit B = {0,Q} und pu = v|z. Da dieser bereits vollstéindig ist (denn die leere Menge
ist die einzige p-Nullmenge und enthilt auler sich selbst keine weiteren Nullmengen),
stimmt er nach ZA 12.1 (b) mit seiner Vervollsténdigung iiberein.

(v) In diesem Fall ergibt sich die Menge N = {0, {z}, {w}, {z,w}}, dennesist {z,w} € A
mit v|4({z,w}) = v({z}U{w}) = v({z})+v({w}) = 0 die einzige nichttriviale v|4-
Nullmenge. Somit erhalten wir

A = {MUN|McAANeN}
- {®7 {x}7 {w}7 {(I;7 w}7 {y7 Z? u7 U}? {I7 y? Z? u? U}? {w7 y? Z? u7 U}? Q}

und offenbar i = v|4, also den nach Theorem 2.6 vollstindigen Mafiraum (2, A, v)
als Vervollstandigung von (2, A, i) .

(b) Nach Definition 3.1 geniigt es, die Frage zu beantworten, wann fiir beliebiges o € R das
Urbild 1,'(Ja,00]) = {w € Q| 14(w) > a} Element der o-Algebra ist.

e Sei v > 1, dann gilt 0 €]ar, 0] und ebenso 1 €]a, 00l , d.h., kein w € Q wird unter
1, in die Menge |a, o0] := {2 € RU{—00, 00} | > a} abgebildet, wonach das Urbild
1,'(Ja, oc]) identisch der leeren Menge ist. Die leere Menge ist jedoch Element jeder
o -Algebra, also ergibt sich in diesem Fall 1,"(Ja, oc]) € A.

e Sei aw < 0, dann gilt {0,1} Cla,00]. Da jedes w € 2 unter 1,4 in die Menge {0,1}
abgebildet wird, folgt in diesem Fall fiir das Urbild 15'(Ja, oc]) = Q. Da die leere
Menge Element jeder o-Algebra ist und das Komplement einer messbaren Menge
wieder messbar, folgt auch in diesem Fall 1;'(Ja, oc]) € A.

e Sei nun « € [0,1[, dann gilt 0 ¢]ao, 0] und 1 €]a, 00|, also
15 (ays)) = 13'({1}) = 4.
Daher folgt die Aquivalenz
1;'(Ja,0]) €A <= AcA.

Daher gilt nun offenbar Vo € R : 1;'(Ja,0]) € A genau dann, wenn A € A, d.h., die
Indikatorfunktion 1, ist genau messbar, wenn es die Menge A ist.

Zusatzaufgabe 12.3:
Skizzieren Sie die Mengen Cj := { a3 | a; € {0,1,2} AV < k : a; # 1} fiir
jEN

k=0,1,2. Sind die Mengen C} Lebesgue-messbar 7 Falls ja, geben Sie )\, ( N Ck> an.

keNy

Losung zu Zusatzaufgabe 12.3:

Waurde in allen drei Ubungsgruppen ausfiithrlich behandelt.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Analysis 11 Sommersemester 2011, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC DiprL.-MATH. FALKO BAUSTIAN, DR. KATJA THSBERNER

Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 13

Das abstrakte p-Integral

e Definition 5.1 [Einfache Funktion]: Sei (2, A, ) ein Mafiraum. Eine einfache Funk-
tion ist eine reellwertige A-messbare Funktion auf €2, deren Wertebereich endlich ist. Jede
beliebige einfache Funktion lésst sich in der (nicht eindeutigen) Gestalt

e = Y ajly (13.1)
j=1

mit aq,...,q,, € R und paarweise disjunkten Mengen Ai,..., A,, € A schreiben.

e Lemma 5.2: Sei (2, A, p) ein Mairaum. Seien A;,... A, € A und By,...,B, € A paar-
weise disjunkte Mengen und «;, j = 1,...,m, und B, k = 1,...,n, nichtnegative reelle
Zahlen, dann gilt!

ZOélej < Zﬁlek - Z%’M(Aj) < ZﬁkM(Bk)-
= =1 =1 =1

e Definition 5.3 [Abstraktes Lebesgue-Integral]: Sei (2,4, 1) ein Mafiraum und D € A.

(a) Ist e eine einfache Funktion (13.1) mit paarweise disjunkten Mengen A;,..., A, € A
und nichtnegativen aq,...,a,, € R, dann definieren wir durch

/De du = zm:aju(AjﬂD) (13.2)

j=1

das p-Integral von e. (Das vorige Lemma garantiert uns die Wohldefiniertheit.)

(b) Ist f eine nichtnegative numerische p-messbare Funktion auf D, dann definieren wir

durch
/fdu ‘= sup /edu (13.3)
D 0<e<s Jp

e einfach

das p-Integral von f.

(c) Fiir numerische Funktionen bezeichnet f* := max{f,0} den Positivteil von f und
f~:=max{—f,0} den Negativteil von f.Ist f eine numerische A-messbare Funk-
tion auf D, dann definieren wir das p-Integral von f durch

/D fdu = /D 1y - /D f dp (13.4)

— vorausgesetzt, mindestens eines der Integrale ist endlich.?
Bemerkungen:

(a) Ist f auf Q definiert, gilt offenbar [, f du = [, f1lp dup .

(b) Offenbar gilt [, f du = [, f dv , falls v = p|p die Einschrinkung von p auf die
o-Algebra A|p:={A€ A : AC D} von Teilmengen von D ist.

'Dabei vereinbaren wir die in der Maftheorie gebréiuchliche Konvention 0-00o =00-0=0.
2Dabei vereinbaren wir die Rechenregeln 0o —a = 0o und a — 0o = —oo fiir reelle Zahlen a € R.

59



(c) Es ist sinnvoll, das p-Integral p-fast iiberall einzufithren, d.h., ist Q \ D eine pu-
Nullmenge und f auf D definiert, dann setzen wir

[ ran= [ rau, (13.5)

falls die rechte Seite definiert ist. (Offenbar ist die Definition unabhingig von D).

Wir bezeichnen weiter mit £* := L*(u) die Menge aller p-messbaren, pu-fast iiberall
definierten numerischen Funktionen auf €, fiir welche das pu-Integral existiert. Insbesondere
bezeichnet?

L= L) = {f e L(p /f d,uG]R} : (13.6)

Falls f € L£'(u), bezeichnen wir f als p-integrierbar. £'(p) ist ein linearer Raum iiber
R. Aus Lemma 5.2 und der Konstruktion des p-Integrals ergibt sich, dass das p-Integral ein
lineares monotones Funktional auf £'(yu) ist.

e Theorem 5.4 [Beppo-Levi]: Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum. Sei (f,,)nen eine aufsteigende Folge
nichtnegativer p-messbarer numerischer Funktionen auf €2, welche p-fast iiberall punktweise
konvergiert. Fiir das p-Integral des p-fast iiberall definierten punktweisen Grenzwertes f gilt
dann

lim fnd,u = /Qfdu. (13.7)

n—oo

Satz von Fubini (auf R"), Normalbereiche

e Satz von Fubini: Gegeben seien die o -endlichen Lebesgueschen Mafirdiume (R, M(IR¥), \;)
und (R™ M(R™), \,,,) fiir natiirliche Zahlen k,m € N und h € L*(A\gypm), dann gilt

/mm fo dXem = /R ( / . h<w7@>dhm(®>> (W) = / ) ( /R k h(w,w)dAk(w)> Don ()

e Eine Teilmenge D C R? wird als Normalbereich im R? bezeichnet, falls eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

(a) F 1,09 [a,b] = R stetigmit D= {(z,y) eR? : a<z<b oi(r) <y < o()}.
(b) F 1, [c,d] — R stetig mit D = {(z,y) € R? : (y) <z < hs(y), c <y <d}.

Der Flécheninhalt eines Normalbereiches D € R? ist dann beispielsweise (nach Fubini)

No(D) = /D Ldp(z,y) = / b ( L w(())1 d)\l(y)> () = / ' ( / w(;y)1 d)\l(x)> M (y)

e Eine Teilmenge D C R? wird als Normalbereich im R?® bezeichnet, falls stetige Funktionen
@1,02 ¢ [a,0] = R und §,& : [a,b] x R — R mit

D = {(.I',y,Z)ERB : a§x§67 901<x)§y§902(x)7 51($,y>§2§§2($,y)}

existieren (ggf. (z,y,2) permutiert). Das Volumen eines Normalbereiches D € R? ist

No(D) = /D 1 dNs(z,y,2) = / b ( [D SD(()) ( /;((:)1 d)\l(z)> d)\l(y)> i (z) .

Zusatzaufgabe 13.1:

Ist die Funktion f = 1g eine Lebesgue-messbare Funktion ? Falls ja, bestimmen Sie das
Lebesgue-Integral fR 1odA; .

3 Anmerkung: Oftmals finden wir anstelle von (13.6) als Definition dquivalenterweise, dass das p-Integral der
Funktion |f| endlich sein muss.
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Losung zu Zusatzaufgabe 13.1:

Nach Zusatzaufgabe 12.2 (b) ist die Funktion 1g genau dann Lebesgue-messbar, wenn Q
Lebesgue-messbar ist, also Q € M(R) gilt. Letzteres ist jedoch der Fall (denn abzihlba-
re Mengen sind sogar Lebesguesche Nullmengen). Da es sich insbesondere um eine einfache
Funktion mit der kanonischen Darstellung

f =010y + 1-1py = Olpg + 1-1g

handelt, erhalten wir fiir ihr Integral
/l@dAl = 0-MR\NQ) + 1-M(Q) =000 +1-0 =0,
R

wobei wir die in der Mafitheorie iibliche Vereinbarung ,, 0 - co = 0 angewandt haben.

Zusatzaufgabe 13.2: Zeigen Sie die folgenden Eigenschaften von £'(u):
() fELi () — Ifl€Lu) undesgile |fof du| < fylf] dp
(b) f p-messbar Age LMu) N |fl<g = feLl(n)

(c) feLll(n) = [ ist p-fi. endlich.

Losung zu Zusatzaufgabe 13.2:

(a) Mit f = f* — f~ und der p-Integrierbarkeit von f folgt die Endlichkeit der p-Integrale
von fT und f7, und mit |f| = f* + f~ sowie der Linearitit somit auch die Endlichkeit
des p-Integrals [, |fldp = [, fYdp + [, f dup.Da f<|f| und —f < |f] gilt, folgen
mit der Monotonie des p-Integrals [, fdu < [, |fldp und — [, fdu < [, |f]dw, also
o fdu] < [olfldp.

(b) Da |f| <g,also 0 < ft+4 f~ < g gilt, besitzen f* und f~ wegen 0 < ft < g bzw. 0 <
f~ < g und der Monotonie des p-Integrals ein endliches Integral, sind also p-integrierbar.
Aufgrund der Linearitéit folgt auch die p-Integrierbarkeit von f = f* — f~.

(c) Sei f e L£'(p). Dann existiert nach (a) ein ¢ € R mit [, |f|ldp = ¢ < oo. Aufgrund der
Messbarkeit von f und somit auch |f] ist das Urbild A := f~!({—o0,00}) = |f| "' ({o0}) =
{w e Q| |f(w)| = oo} messbar, also gilt A € A. Mit der Monotonie und (b) erhalten wir
somit

0<nepA) < [netadus 17 Ldn< [ 1fldn=c<oc
Q Q Q

fiir ein beliebiges n € N. Also u(A) < £ fiir jedes n € N. Dies ist aber nur mdéglich, falls
p(A) = 0. Somit ist A eine p-Nullmenge. Nach Konstruktion von A bedeutet dies aber
genau, dass |f| und damit auch f p-fast tiberall endlich ist, wie behauptet.

Zusatzaufgabe 13.3:

(a) Bestimmen Sie mittels des Satzes von Fubini das Integral der Funktion

(i) f(x,y) := 2%+ 2zy iiber dem in R? liegende Dreieck mit Ecken (0,0), (1,0) und
(0,2);

(ii) f(z,y,z) := wxy iber der Menge

K = {(x,y,Z)€R3 0 <z <2, [y <z, 0<2< 8—$2_92}'

(b) Berechnen Sie das Integral / (/ ye~ (1+27)y? d)\l(y)> dAi(x).
[0,00] [0,00]
Zeigen Sie dann mittels des Satzes von Fubini / e d\(z) = g :
[0,00]
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Losung zu Zusatzaufgabe 13.3:

(a) (i) Die Funktion f ist als stetige beschréinkte Funktion {iber dem vorgegebenen Dreieck
offensichtlich Lebesgue-integrierbar. Der Wert kann nach dem Satz von FUBINI iiber die
iterierten Integrale berechnet werden. Dazu beachte man, dass das Dreieck als Teilmenge
von R? explizit die Darstellung

D = {(a:,y)ER2 ‘ O§x§1,0§y§2—2m}

hat, so dass wir insgesamt

1 2—2x 1
/ f(z,y) ds(z,y) :/ (/ 2 4 2xy dy) dr = / [2%y + xy° ]zzi_h dy
D 0 0 0

1
= / (2332 — 223 + 4 + 423 — 83:2) dx
0

r=1 1

! 1
= / (2333 — 622 + 4x) dr = {—554 — 23 + 2:62:| =
0 2 =0 2

erhalten.

(ii) Die Lebesgue-Integrierbarkeit der Funktion f iiber K folgt unmittelbar aus der Tatsa-
che, dass f eine stetige beschrankte Funktion ist und K offensichtlich endliches Maf} be-
sitzt. Mit dem Satz von FUBINI folgt

2 xT 8—]32—212 2 *
/f<x,y,z) dAg(x,y,z)Z/// vy dz dy dz :// e
K 0 —x JO 0 -
2

2 x
= /0 / Sry — 2%y —ay® dy dv = /0 [4zy2 — %x?’yZ — ixyﬂ z::gix = 0.
—T

8—1’2 _y2
dy dx
0

z
z=

(b) Da sowohl fiir beliebiges = > 0 das uneigentliche Riemann-Integral

oo K
/ ye I+ gy = lim ye I+ gy — lim( L1 e~ (e’
0

K\ 101
K—o0 0 K—oo 21+I‘2 y=0 N 21"‘.1’2

als auch das dann resultierende uneigentliche Riemann-Integral

o0

1 1 1 Ko 1
—/ der = — lim / der = — lim arctan(z)
2) 1+2? 2K/ J, 1422 2K /oo

0

K

/s
=0 4

existiert und dabei die Integranden jeweils positiv sind, sind die einzelnen Integrale auch
Lebesgue-integrierbar. Es gilt f[o o0) (f[o 00) ye~ (1) d)\l(y)> d\i(z) = ZT.Nun ist aber

nach dem Satz von TONELLI die Funktion f : [0,00) x [0,00) 3 (z,y) — ye (+#)° ¢ R
ebenso \;-integrierbar und wir kénnen die Integrationsreihenfolge nach dem Satz von FUBINI
vertauschen. Mit Hilfe der Potenzgesetze und der Substitution ¢t = xy, dt = ydz, ergibt sich

T
7= / ( f(x,y) d>\1(y)> di () = / ( f(z,y) d)\l(ﬂﬂ)) dAi(y)
4 Joe0) \J0,00) 0,00) \ J/[0,00)
:/ (/ ye~(1+2*)y? d)\1($)> d\(y) = / (/ ey dx) eV dy
[0,00) [0,00) [0,00) [0,00)
2
:/ (/ et dt> eV’ dy = ( eV’ dy)
[0,00) [0,00) [0,00)

und somit nach Wurzelziehen die Behauptung.

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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Zusatzmaterial zur Analysis II — Serie 14

Satz von Lebesgue, Lemma von Fatou, £P-Riume

e Theorem [Lebesgue — Satz von der majorisierten Konvergenz]: Sei (2, A, ) ein
Mafraum. Sei (f,,)nen eine Folge p-messbarer numerischer Funktionen auf €2, welche p-f.ii.
konvergiert. Desweiteren existiere eine Funktion g € £'(u), so dass

VYneN : |f,| < g p—fast iiberall, (14.1)
dann liegt der p-f.i. definierte Grenzwert f := lim f, bereits in £*(x) und es gilt

lim [ fodp = /fdpJ. (14.2)
nmeeJa Q

e Theorem [Lebesgue fiir Reihen]|: Sei (2, A, 1) ein Mafiraum. Sei (f,)nen eine Folge pi-
messbarer numerischer Funktionen auf €. Weiter existiere eine Funktion g € £'(u), so dass

>

n=1

VmeN : < g p-fast iiberall. (14.3)

Angenommen, die Reihe ) f,, konvergiere p-fast iiberall. Dann gilt

neN
/Q % fadp = Y /Q Fadp . (14.4)

neN

e Theorem [Lemma von Fatou]: Sei (92,4, 1) ein Mafiraum. Sei (f,)nen eine Folge pi-
messbarer numerischer Funktionen auf Q und g € £'(x). Im Fall

VneN : f, > g wp-fast iiberall (14.5)
gilt dann

/liminffndu < liminf/fndu. (14.6)

Q n—oo n—oo QO

e Theorem: Sei (€2, A, 1) ein Mafiraum und f eine p-messbare nichtnegative numerische
Funktion auf 2. Dann gilt

/fd,u =0 = f =0 p-fast iiberall. (14.7)

Q

e Theorem: Sei (Q, A, ;) ein MaBraum und f € £L'(p). Gilt [, f dp =0 fiir jedes E € A,
dann gilt p-fast iiberall f=0.

e Folgerung: Sei (2, A, 1) ein Mafraum. Sind f,g € £'(p) und gilt [, f dp < [, g dp fir
jedes E € A, dann gilt p-fast iiberall f <g.

e Definition [£”-R&ume]: Sei (Q, A, 1) ein Mafiraum und p € [1,00]. Wir bezeichnen mit
Lri=Lr(Q, A, )

(a) im Fall p < co die Menge {f : Q — [—00, 0] ’ [ p-messbar und [, |f[Pdp < oo}

(b) im Fall p = oo die Menge {f : Q — [—00, 0] ) f p-messbar und p-f. . beschréinkt}
Dabei heifit f eine p-fast iiberall beschrinkte Funktion, wenn ein M < co existiert, so
dass p-fast iiberall |f| < M erfillt ist.
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Anwendungen des Transformationssatzes und des Satzes von Fubini

e In Verallgemeinerung bezeichnen wir fiir Lebesgue-messbare Mengen M C R™ mit L£*(M)
die Menge aller A, -messbaren numerischen Funktionen, dessen Integral

/ fdh, = | f-1ydr, (14.8)
M R™

existiert (aber nicht unbedingt endlich sein muss).

e Theorem [Satz von Fubini fiir Teilmengen des R"]: Sei M C R™* eine Lebesgue-
messbare Menge und f € L*(M). Desweiteren sei M, := {y € R* | (z,y) € R™"*} . Dann ist
die Funktion

r—g(x) = f(z,)dAg (14.9)

My
fiir \,, -fast alle x € R™ definiert! und g € £*(R™) mit

/ g dhm / F sk . (14.10)

Mit anderen Worten, es gilt

[t vato) = [ ([ e av)arn . e

Bemerkungen:

(a) Die Annahme L*(M) ist beispielsweise erfiillt, falls f € £'(M) gilt (Satz von Tonelli)
oder falls f eine messbare nichtnegative numerische Funktion ist (Satz von Fubini im
engeren Sinn). Bei der Anwendung vom Satz von Fubini beginnen wir gewohnlich mit
dem Satz von Fubini im engeren Sinn, um die Integrierbarkeit von |f| zu zeigen, und
wenden anschlieBend den Satz von Tonelli an.

(b) Ist m(M) die Projektion von M auf den R™ (d.h., 7(M) := {x € R™ | M, # 0} ),
dann gilt

[ s vty = [ (M)( [t D)) le) (1412

vorausgesetzt, die Menge (M) ist messbar.

e Theorem [Transformationssatz fiir Teilmengen des R"]: Seien U und V offene Teil-
mengen des R® und ® : U — V ein C'-Diffeomorphismus.? Weiter sei f : V' — R eine
A -messbare Funktion und £ C V' eine Lebesgue-messbare Teilmenge. Mit

= (fo®)(-) |detd®(-)| (14.13)

ist dann
feL (k) = geL(PHR)) (14.14)

und — falls eine der beiden Seiten erfiillt ist — gilt die Gleichung

/E () dly) = / U oD et dB@)] (o). (14.15)

IBeachte, dass das Integral iiber die leere Menge stets Null ist.

2d.h., ® ist bijektiv sowie ® und ®~! sind stetig differenzierbar. Insbesondere wissen wir aus Korollar 2.58
(Skript Sommersemester 2009 bzw. 2010, Abschnitt 2.5 zu Diffeomorphismen), dass eine injektive C*-Abbildung
®: U — R" mit detd®(x)#0 fiir alle 2 € U bereits ein Diffeomorphismus von U auf ®(U) ist.
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Zusatzaufgabe 14.1: (Substitutionsregel / Transformationssatz)

(a)

()

Seien [a,b], [, 3] beschrinkte nichtdegenerierte Intervalle in R. Zeigen Sie: Ist ¢ : [a,b] —
[, 3] eine bijektive stetig differenzierbare Abbildung, und f : [o, 5] — R eine Riemann-
integrierbare Funktion, dann sind f und f ot auch A;-integrierbar und es gilt

/ F(H@)) - |t (@)] dd (x / F(y) drly
[a,b] [a,]

Berechnen Sie die Flidche des Kreissektors Q := {(z,y) € R*|1 < 2?2 +¢*> < 4, x,y > 0},
indem Sie auf die Polarkoordinaten-Abbildung f(r,¢) := (rcos(y),rsin(¢)) den Transfor-
mationssatz und anschlieend Satz von Fubini anwenden.

Zeigen Sie, dass die Abbildung F(z,y) := (z(1—y),zy) in der Nihe jedes Punktes (z,y) € R?
mit x # 0 eine differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Beweisen Sie, dass F' sogar ein
Diffeomorphismus von |0,00[ x |0,1] auf ]0,00[ x ]0,00[ ist.

Berechnen Sie das Integral i e~ @t @)\, (u,v) , indem Sie den Transformationssatz auf
10,00[ % ]0,00]
F aus (c¢) anwenden.

Losung zu Zusatzaufgabe 14.1:

(a)

Da f R-integrierbar, ist f auch \;-integrierbar auf [a, 8] mit [ f(y) d\i(y f fly
[ov, 5]
Da t bijektiv, muss t([a,b]) = [, 5] gelten, so dass wegen der (aus der InJekt1V1tat und

Stetigkeit folgenden) strengen Monotonie die folgenden Fille unterschieden werden miissen:
e Esgilt t(a) = und t(b) =« und ¢ <0 (streng monoton fallend).
e Esgilt t(a) =a und t(b) = und ¢ > 0 (streng monoton wachsend).

Nach der Substitutionsregel aus der Analysis I (vgl. Forster I, Satz 4, §19) folgt im ersten Fall

[ o t@l G = - [ sty = - [rwar - [ Ty = [ fwanw

[a,b] [, 3]

und im zweiten Fall

[on@ twiane = [ sew)twa = [ rwa = [ 16 a

[a,b] [a, 5]

Zunéchst gilt df (r, @) = (Z?&(g)) ;ZZISIES;‘?) , also det(df(r,¢)) = r. Mit dem Transforma-

tionssatz und Polarkoordinaten sowie anschlieBender Anwendung vom Satz von Fubini gilt

2 3 T [? T
A2 (Q2) = Qld)\g(az,y) = ]127[°d])52(7[",g0) = 1 i rde | dr = 2, rdr = i
b >< ’%

Es gilt dF(z,y) = ((1 ; ) _gf) , und daher ist wegen det ((1 ; v) _xx) = x die Ablei-

tung dF(z,y) in jedem Punkt (x,y) € R* mit = # 0 invertierbar. Nach dem Satz iiber lokale
Umkehrbarkeit besitzt F' in der Ndhe solcher Punkte eine differenzierbare Umkehrabbildung.

Zur globalen Diffeomorphie: Zunéchst einmal bildet F' den Streifen (0,00) x (0,1) wirklich
nach (0,00) x (0,00) ab, denn z(1 —y) und xy sind positiv fir = € (0,00), y € (0,1).

=2 37
r=1 N 4 '

v

Fir F(z,y) = (u,v) gilt 2 = u + v sowie y = ==, wobei y bei u,v > 0 auch wirklich
wohldefiniert ist und in (0,1) liegt. Also ist F : (0,00) x (0, 1) (0,00) x (0,00) bijektiv,
die Umkehrabbildung ist explizit durch F~1(u,v) = (u + v, -%) gegeben. Bijektivitit und
lokale Diffeomorphie implizieren aber globale Diffeomorphie.

’u—i—
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(d) Mit g(u,v) := e ®+9° und (go F)(x,y) = e gilt wegen det(dF(x,y)) = = nach dem
Transformationssatz (aufgrund der Nichtnegativitit existiert das (ggf. unendliche) A, -Integral
in jedem Fall) und Satz von Fubini

/ e~ gay(u,v) = / ez dho(z,y) = / ( / e d)\l(x)> X (y)

10,00[ x ]0,00] 10,00[ x 10,1 10,1[ ]0,00(
. 2 1 . 7$2 1 — s 1 . .
Mit z = z*, xdr = 5 dz erhalten wir e " xdr = 5/ dz = — 3¢ und somit
> > f1 1
e N\ (u,v) = / e " xd\(zr) = lim —efdz = —.
R—oo [ 2
10,00[ % ]0,00] 10,00

Zusatzaufgabe 14.2:

(a) Zeigen Sie, dass die Abbildung ¥ (¢, r) := (r{, ry/1— §2> in der Nihe jedes Punktes (&,7) €
R? mit [£] <1 und r # 0 eine differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Beweisen Sie, dass
U ein Diffeomorphismus vom Halbstreifen (—1,1) x (0,00) auf R x (0,00) ist.

(b) Berechnen Sie das Integral 1 r
/ - Dal6r)
(~1)x(0.00) (1 +7262) - (14 7/1 = €22 (/1 - €2
indem Sie den Transformationssatz auf ¥ und anschliefend den Satz von Fubini anwenden.

(c) Zeigen Sie, dass M(R?) # M(R) x M(R) gilt.

Losung zu Zusatzaufgabe 14.2:

r §
(a) Die Jacobi-Matrix JW(&,7) = (_ ré \/1_7£2> besitzt die Determinante

_ r (1-€2+¢) = _r
Ji—2 o J1-¢ V-’

also ist ¥ in der Néhe jedes Punktes (£,7) mit || < 1 und 7 # 0 ein lokaler Diffeomorphis-
mus. Tatséchlich ist U sogar ein Diffeomorphismus von (—1,1) x (0,00) auf R x (0, 00), denn
ré =u und ry/1 — &2 = v konnen wir bei v > 0, [£] <1 und 7 > 0 wegen r* = u? + v?

auflosen durch Y
r=Vu?+ v? und = —.
¢ Vu?Z 4+ 0?2

1

1
14+u? (14v)?2

det(JU(&,r)) = r/1 =& +r

(b) Aus dem Transformationssatz folgt mit f(u,v) =

/ ! L De(E )
(—1,1)x(0,00) (1 +728%) - (1 + 7’\/1—752)2 \/1_752 7S

- / (f o W)(E,r) - | det(J)(E, )| dAo(E,r) = / (1, 0) Ao, )
(—=1,1)x(0,00) R x (0,00)

_ ( /R ﬁd&(u)) ( /(0700) ﬁd&(v)) _ (arctan(u)‘oooo> <—1iv ;’°> .

(c) Offenbar ist M(R?*) > M(R) x M(R). Aufgrund der Vollstindigkeit von (R", M(R"™),\,)
muss jede Teilmenge der Ay -Nullmenge N := {0} x R ebenfalls in M (R?) liegen, somit auch
M := {0} x A mit der nach ZA 11.4 existenten Teilmenge A € P(R)\ M(R). Jedoch ist
dann M & M(R) x M(R).

Alle Ubungsaufgaben sind verfiigbar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/
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