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Vorwort

Die folgende Aufgabensammlung ist in erster Linie als Nachschlagewerk fiir uns Dozenten entstan-
den, um das Erstellen von Ubungsbléttern zu erleichtern.

Desweiteren wird die Hierarchie der eingefiihrten Begriffe weitestgehend beachtet, d.h., jede Auf-
gabe wird im Regelfall erst in dem Kapitel eingeordnet, bis zu dem alles notwendige Fachwissen
sauber in der jeweiligen Vorlesung eingefiihrt worden ist.

Aus didaktischen Griinden ist es jedoch — besonders am Anfang — gelegentlich angebracht, etwas
im Stoff vor- oder eben auf (hoffentlich vorhandenes) Schulwissen zuriickzugreifen, um zumindest
einige anschauliche Beispielaufgaben zur Verfiigung zu haben. Derartigen Aufgaben ist dann der
Hinweis

.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)

vorangestellt, da sie sich teilweise auch im Unterrichtsstoff der Sekundarstufe I und II integrieren
liefen.

Wie immer gilt bei der Abgabe:
Der Losungsweg der bearbeiteten Aufgaben muss vollstéindig und liickenlos dargestellt werden.

Besonders als Priifungsvorbereitung geeignet: Seit der Einfiihrung der Bachelor/Master-
Studiengénge haben wir bereits zahlreiche Priifungsklausuren konzipiert, die sowohl einen Theorie-
teil enthalten als auch iiber anwendungsbezogene Aufgaben den sicheren Umgang mit Fachbegriffen
abtesten, ohne das dabei Hilfsmittel erforderlich sind.

In den Kapiteln 7 und 8 werden die seit dem Wintersemester 2007/2008 an der Universitit Rostock
im Modul Analysis 1 gestellten Priifungsfragen bzw. Teilaufgaben nach und nach integriert.
Aufgrund der Komplexitéit einiger Aufgaben im Hinblick auf die abgefragten Fahigkeiten und
Kenntnisse ist die Beriicksichtigung der hierarchischen Anordung beziiglich aufeinander aufbauen-
der Themen verstandlicherweise nur teilweise gegeben /realisierbar.

Angebot: Kollegen aus der Analysis sind herzlich eingeladen, alle Aufgaben zu verwenden. Auf
Anfrage sind auch die BTEX-Dateien (inklusive Losungen — sofern nicht mit ,,ohne Lsg* gekenn-
zeichnet) erhéltlich.



Dank: An dieser Stelle soll nicht unerwihnt bleiben, dass die Kollegen Prof. Dr. Aicke Hinrichd]
und Dr. Peter Denckeif] eine nicht geringe Anzahl an Aufgaben beigesteuert haben. Herzlichen
Dank.

! Johannes Kepler Universitit Linz (JKU), Institut fiir Analysis
2Universitéit zu Liibeck, Institut fiir Mathematik



Vorbereitung auf die erste Ubung

Folgende Einstiegsfragen/Einstiegsaufgaben sind beispielsweise (unter anderem auch mit einem
leichten Augenzwinkern) fiir ein eventuelles 0.te Ubungsblatt geeignet:

A 0.0.1 Lesen Sie griindlich den ,,Versuch einer Anleitung zum Studium der Mathematik*:
https://image.informatik.htw-aalen.de/Thierauf/MatheGrundlagen/Handouts/mathe-anleitung.pdf.

Wie lautet die Goldene Regel zum Aufschreiben der Losungen von Ubungsserien?

A 0.0.2 Lesen Sie die Anleitung zum Bearbeiten eines Ubungsblattes, die Sie unter
http://www.mathematik.uni-mainz.de/Members/lehn/le/uebungsblatt

finden. Wie lauten die letzten zwei Sétze? Befolgen Sie diesen Hinweis!

A 0.0.3 Wer schrieb das Buch Das ist 0.B.d.A. trivial 7

Lesen Sie innerhalb der ersten vier Vorlesungswochen dieses Buch.

A 0.0.4 Was machte Georg Cantor unter anderem in seinen Flitterwochen?






Kapitel 1

Aussagen, Mengen und Abbildungen

1.1 Awussagen, Axiome und Wahrheitstabellen

A 1.1.1 Welche der folgenden Aussagen sind Tautologien, d.h., fiir beliebige Aussagen A, B wahr?
i) A=A (ii) (AvB) =B (iii) (ANB) = A (iv) A= (B= A)

A 1.1.2 Beweisen Sie, dass aus A = B und B = C' die Aussage A = C folgt.

Anmerkung:
Die auf dieser Tautologie basierende Beweistechnik nennt man direkten Beweis.

A 1.1.3 Wie grof ist die Wahrheitstabelle, falls 4 Grundaussagen an einer Aussage beteiligt sind 7

A 1.1.4 Beweisen Sie, dass aus B und -A = =B die Aussage A folgt.

Anmerkung: Die auf dieser Tautologie basierende Beweistechnik nennt man einen indirekten
Beweis oder auch einen Widerspruchsbeweis.

A 1.1.5 Stellen Sie die Wahrheitstabelle fiir die Aussage ,,entweder — oder® auf.

Wie konnte man diese Aussage schaltungstechnisch realisieren ?

A 1.1.6 Uberpriifen Sie fiir beliebige Aussagen A, B und C' die Aquivalenzen:

(1) Doppelte Negation: -(-A) «—= A
(2) Kommutativgesetz: ANB <= BAA
AVB <= BVA
(3) De Morgansche Regeln: -(AANB) < (=A)V (-B)
“(AVE) = (A B
(4) Assoziativgesetz: (ANB)NC <= A (BAC)
(AVB)V(C <~ vV (BVC)
(5) Distributivgesetz: (ANB)V(ANC) <— A (BVC)
(AVB)AN(AV () <= A\/(B/\C’)

Alternative Formulierung von (3) und (5) inklusive Erweiterung:

Seien A, B, C beliebige Aussagen. Zeigen Sie die folgenden Tautologien mittels Wahrheitsta-
feln:

(i) AV(BAC) < (AVB)A(AVC) (il) ~(AV B) <= (=A A -B)



(iii) AN(BVC)<= (AANB)V(ANC) (iv) 7(AA B) <= (mAV —B)
V) A= B =0) = (A= B) = (A = 0))

A 1.1.7 Fiir beliebige Aussagen A und B sei A | B definiert als =(A A B). Stellen Sie die Aussagen
(i) ~A (i) AVB (ii) AN B (iv)A = B (v) A <= B
mittels der Aussagenverkniipfung | (und nur dieser) dar.

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie, dass sich die logischen Verkniipfungen V, = und <= nur mit Hilfe von A und
- darstellen lassen.

A 1.1.8 Gegeben sei das Axiomensystem bestehend aus den beiden Axiomen

A = (B=A), (1.1)
A= B=0C) = (A=B) = A=C0()). (1.2)

(a) Beweisen Sie formal nur mit Hilfe der beiden logischen Axiome (I.1)) und (|1.2) sowie
direkten Schliefens die logische Aussage A = A (Reflexivitit von =).

(b) Beweisen Sie nur mit Hilfe der logischen Axiome ((1.1)) und (1.2)) sowie direkten Schlie-
Bens, dass aus den Annahmen A = B und B = (' die Aussage A — C' folgt
(Transitivitdt von =).

A119 Gegeben seien die Konstanten A, B, C, D und die einstelligen Relationen studiertMathe(x)
und studiertPhysik(z). Ferner wollen wir die folgenden Aussagen als Axiome ansehen:

(i) Vo <studiertPhysik(a:) A= studiertMathe(a:))

v <StudiertMathe(x) A = studiertPhysik(w))
(ii) studiertMathe(A) = studiertMathe(B)
(iii) studiertMathe(B) = studiertPhysik(A) V studiertMathe(C')
(iv) studiertPhysik(D) = studiertMathe(A) A studiertPhysik(B)
(v) studiertMathe(D) = studiertMathe(A)

Zeigen Sie mit Hilfe der oben angegebenen Axiome Vz : studiertMathe(x).
A 1.1.10 (mathematische vs. natiirliche Sprache)

(a) Verneinen Sie in kurzen Worten folgende Aussagen:

(i) Es gibt ein schwarzes Schaf, das gerne Salat frisst.
(ii) Alle Studierende der Analysis sind intelligent und fleiig.
(iii) In der Analysis-Vorlesung schléft Tom oder guckt aus dem Fenster.
(b) Ist der folgende Schluss logisch richtig?
(,, Wer von der Quantenmechanik nicht schockiert ist, der hat sie nicht verstanden*

[Nils Bohr] und ,Niemand versteht die Quantenmechanik®“ [Richard Feynman|) =
»,Niemand ist von der Quantenmechanik schockiert.*

(c¢) Formalisieren Sie die nachfolgenden Sprichworter und denken Sie sich zwei weitere Bei-
spiele aus.
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Al.1.11

A1.1.12

A1.1.13

Al.1.14

A 1.1.15

A 1.1.16

A1.1.17

A 1.1.18

(i) Alle Wege fithren nach Rom.

(ii) Hunde, die bellen, beiflen nicht. (iii) Wenn zwei sich streiten, freut sich der Dritte.

Wie lauten die entsprechenden Negationen?
.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)

Die bisher nicht eingefithrten Symbole seien wie in der Schule zu interpretieren:

Welche der folgenden Ausdriicke sind Terme, welche Aussagen 7
T T=y+z, x >3z, b= (z=2),
4<1, (Bx=2)A(z>5), (x=y) = (z=2y) .

Welche der folgenden Ausdriicke sind Aussagen, welche der auftretenden Variablen sind frei
?

i) (x<4H)AN(z>3=1=4) (iii) Vz: Jy: (z <vy)
(i) Yy: (x =y) = (z <)) (iv) Vo: Jy: Jz:x =y
Welche der folgenden Aussagen sind wahr?

(i) r<4 = x<b (i) 2<b =<4 (ili) 2<3 =3<5 (iv) 3<2 =5<3

Geben Sie die folgenden Aussagen in Worten an. Entscheiden Sie, ob sie wahr oder falsch
sind:

(i) Yn € N: (Vm € N: n = 2m) (iv) I3n € N: (Im € N: n = 2m)

(ii)) Vn € N: (Im € N: n =2m) (v) Vm € N: (3n € N: n = 2m)

(ii) In € N: (Vm € N: n = 2m) (vi) 3m € N: (3In € N: n =2m)

Begriinden Sie Ihre Entscheidung gegebenenfalls mit einem Beispiel /Gegenbeispiel.
Beweisen Sie mir einer Wahrheitstafel, dass fiir alle Aussagen A, B die Aussage
(AN(A= B)) =B

eine wahre Aussage ist. Was bedeutet dies sprachlich?
Geben Sie die Verneinungen der folgenden Aussagen an:

(i) Ya: P(a), (ii) Ya: =P(a), (iii) Ja: P(a), (iv) Ja: =P(a).
Geben Sie die Verneinungen der folgenden Aussagen an:

(i) Ya: 3b: P(a,b), (ii) Ya: ¥b: P(a,b), (iii) Ja: Vb: P(a,b), (iv) 3a: 3b: P(a,b).
Welche der folgenden Konklusionen ist richtig?

(a) (Va: 3b: P(a,b)) = (3b:Va: P(a,b))

(b) (3b: Va: P(a,b)) = (Va: 3b: P(a,b))

11



A 1.1.19 Sei A(z) eine Aussageform. Wir definieren die Aussage 3!z : A(z) (sprich: ,,Es existiert genau
ein x, so dass A(x) gilt.“) durch

Bz A(z)) A (Yavy: ((A(z) A Aly)) = = = y))
Verneinen Sie die Aussage Jlz: A(x).

A 1.1.20 Formalisieren Sie die folgenden Konstruktionen der Alltagssprache, indem Sie geeignete Aus-
sagen und Aussageformen definieren und diese mit Hilfe der Thnen zur Verfiigung stehenden
logischen Verkniipfungen miteinander in Beziehung setzen.

(a) Ist es heifl, so schmilzt das Eis, es sei denn, ich besitze einen Eisschrank.

(b) Zujeder ganzen Zahl k € {0,1,2,...} existieren eindeutige ganze Zahlen p € {0, 1,2,...}
und ¢ € {0,1} derart, dass k die Summe von ¢ und dem Doppelten von p ist.

A 1.1.21 Finden Sie den Fehler in folgender Rechnung:
l== | - I
z = 1° | -1
r—1=a22-1
r—1=(z+1)-(z—-1) |/(z-1)
r—1 (z+1)(xz-1)

r—1 r—1
l=x+1 lz =1
1=2

12



......................................................................... (bisher ohne Lsg)

A 1122 (a) Uberpriifen Sie anhand von Wahrheitstafeln, ob folgende Aussagen Tautologien sind:
(i) 7(mA) <= A (ii) (A<= B)AN(B<~= () = (A<= ()
(ili) (A<= B) <= (A < —-B)
(iv) (AAB) <= (=(A = (-B)))
(v) (-(A <= B)) <= (A < (-B))

(b) ,Meiers werden uns heute Abend besuchen®, kiindigt Frau Miiller an. ,,Die ganze Fa-
milie, also Herr und Frau Meier mit ihren drei Kindern Franziska, Kathrin und Wal-
ter?“fragt Herr Miiller bestiirzt. Darauf Frau Miiller, die keine Gelegenheit voriiber
gehen lasst, ihren Mann zu logischem Denken anzuregen: ,Nun, ich will es dir so er-
klaren: Wenn Herr Meier kommt, dann bringt er auch seine Frau mit. Mindestens eines
der beiden Kinder Walter und Kathrin kommen. Entweder kommt Frau Meier oder
Franziska, aber nicht beide. Entweder kommen Franziska und Kathrin oder beide nicht.

Und wenn Walther kommt, dann auch Kathrin und Herr Meier. So, jetzt weifit du, wer
uns heute Abend besuchen wird.*

(c) Ein Fahnder sucht den Verddchtigen Xaver auf einer kleinen Insel. Er befragt fiinf Leute,
Ann, Bob, Cora, Dave und Eve, hat aber dabei ein Problem:

e Manche Leute sagen immer die Wahrheit (,,Ritter®).

e Manche machen nur falsche Aussagen (,,Schurken®).

e Jede(r) auf dieser Insel ist genau von einer Sorte, Ritter oder Schurke.
Es sagen

A @ X ist heute auf dieser Insel.

B : X ist heute nicht auf dieser Insel.

C : X war gestern auf dieser Insel.

D : X ist heute nicht auf dieser Insel und war gestern nicht auf dieser Insel.

E : C ist ein Ritter oder D ist ein Schurke.
Der Fahnder fragt, ob jemand etwas ergénzen mochte. Daraufhin sagt

A : Wenn FE ein Ritter ist, dann ist C' ein Ritter.

Nun kann der Fahnder iiber die Aufrichtigkeit aller Personen entscheiden und die Frage
beantworten: Ist X heute auf dieser Insel ?

13



1.2 Mengen und Relationen

....................................................................... (Konkrete Mengen)

A 1.2.1 Bestimmen Sie fiir die Mengen A = {a, z,4,1000, 0, lila}, B = {gruen,lila, 1000, 4, z, Auto}
und C ={1,2,4,a,b,c,d, z,y, z, Fahrrad} die Mengen

(a) A\B = {z |z € AN—(x € B)}
(b) An(BNCQC) (i) AU(BUCQC) (iv) CU(BNA) (v) C\ (B\A)

A 1.2.2 Bestimmen Sie fiir die Mengen A = {a, 4, 1000, (), sicben}, B = {gruen, lila,rot,1000,4, z}
und C = {2,4,a,c,x, 2, lila} die Mengen

(a) A\B = {z|ze€e AN—(x e B)} (ii) AnB (iii)) C\(B\A) (iv)CNn(A\ B)
................................................................. (Russellsches Paradoxon)

A 1.2.3 Ein Barbier sei definiert als jemand, der genau diejenigen rasiert, die sich nicht selbst rasie-
ren. Wer rasiert den Barbier? Beantworten Sie diese Frage im Hinblick auf das Russelsche
Paradoxon.

..................................................................... (Unendliche Mengen)

A 1.2.4 Zeigen Sie: Der Durchschnitt aller induktiven Mengen, d.h., der Durchschnitt aller Mengen
M mit ) € M und x € M = (zU{z}) € M, ist selbst wieder eine induktive Menge.

.................................. (Komplementirmengen und weitere Mengenoperationen )

A 1.2.5 Zeichnen Sie die Venn-Diagramme fiir Durchschnitt und Vereinigung zweier nichtleerer be-
liebiger Mengen A und B in den Féllen

(i) ("(ANB=0)A=(ACB))A(~(BCA) (i) AnB =10 (iii) (A C B) A (-(A = B))

A 1.2.6 Uberpriifen Sie fiir beliebige Teilmengen A, B und C einer Menge X die Aussagen:

(1) Doppelte Negation: X\(X\4) = A
(2) Kommutativgesetze: ANB = BNA sowie AUB = BUA
(3) Assoziativgesetz: (ANB)NC = An(BNCOC)

(AuUB)UC = AU(BUC)
(4) Distributivgesetz: (AUB)N(AuC) = AU(BNQO)

(ANB)U(ANC) = An(BUCQ)

(5) Dominanzgesetze: AUp = A sowie ANnd =10
(6) De Morgansche Regeln: X\(ANB) = (X\A)U(X\B)

X\(AUB) = (X\A)n(X\B)

A 1.2.7 Seien A, B Teilmengen einer Grundmenge X. Veranschaulichen Sie sich an einem Venn-
Diagramm die folgenden deMorgan-Regeln und beweisen Sie diese.

(a) AUB = ANB (b) ANB = AUB

Alternative Formulierung fiir (b):
Seien A, B,C' C X beliebige Mengen. Zeigen Sie: (X\A)N(X\B) = X\(AuB)

14



A1.28

A1.29

A 1.2.10

A1.211

A 1.2.12

A 1.2.13

A 1214

A 1.2.15

Welche der folgenden Aussagen sind fiir beliebige Mengen A, B, C' wahr?
Begriinden Sie Thre Antwort mit einem Beweis oder einem Gegenbeispiel.

(a) A\B = An(A\ B) (d) A\(BUC)=(A\B)U(A\C)
(b) (A\B)NC =(ANnC)\ B (e) AN(BUC)=(ANB)U(ANC)
(¢c) AUB = (A\B)U(B\A)U(ANB)

Beweisen Sie oder widerlegen Sie anhand eines Gegenbeispiels, ob die folgenden Aussagen
fiir beliebige Mengen A, B und C wahr sind:

(i) Au(BNnC)cCc (AuB)NnC (ii) (AuB)NC C Au(BnNC)
Es seien A, B und C' Mengen

(a) Zeigen Sie, dass eine der folgenden Formeln immer richtig ist und dass die andere unter
Umsténden falsch sein kann:

A\(B\C) = (A\B)UC; A\ (BUC) = (A\B)\C

(b) Geben Sie eine Bedingung an, unter der die i.A. falsche Formel richtig wird.

Beweisen Sie formal oder widerlegen Sie anhand eines Gegenbeispiels, dass die Aussage
(AUB)\(ANB) = (A\B)U(B\A4)

fiir beliebige Mengen A und B wahr ist.
Es seien A, B beliebige Mengen. Beweisen Sie die Aquivalenz der Aussagen

(1) ACB (2) A\B =10 (3) AnB = A (4) AUB = B
mit einem Ringschluss (1) = (2) = 3) = (4) = (1).
Beweisen Sie fiir eine Menge A und eine Familie B; von Mengen (i € I) die Giiltigkeit von

A\ (UB’L) = ﬂ(A\Bz) :
icl iel

Zeigen Sie, dass (a,b) := {{a}, {a, b}} eine Menge ist, die man wirklich als geordnetes Tupel
(a, b) interpretieren kann, also dass (a,b) = (¢, d) genau dann gilt, wenn a = ¢ und b = d gilt.
Damit wird das kartesische Produkt A x B von zwei Mengen A und B definiert durch

Ax B:={(a,b)|]a€ A,be B} .

......................................................................... (bisher ohne Lsg)

Gegeben seien beliebige Mengen N, M mit N C M. Beweisen Sie die Aquivalenz der drei
Aussagen

(a) N £ M (b) ~(M C N) (©) MAN £0
Fiihren Sie dazu den Ringschluss (a) = (b)) = (¢) = (a).
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A 1.2.16 Seien A, B, C beliebige Mengen. Zeigen Sie: AU(BNC)=(AuB)N(AUCQ).
Alternative Formulierung:
Seien A, B,C' C X beliebige Mengen. Zeigen Sie: (ANB)UC = (AUuC)N(BUCQC)

.............................................................................. (Relationen)

Definition: Sei M eine nichtleere Menge. Dann heifit R C M x M eine Relation auf M.
Insbesondere nennen wir eine Relation

e reflexiv <= Vee M: (x,z) € R
o transitiv:<=Vr e M:Vye M:Vz e M: <((x,y) € RA(y,z) € R) = (z,2) € R)
e symmetrisch < Vee M:Vye M: ((x,y) € R= (y,x) € R)
e antisymmetrisch :<— Vee M:Vye M: (((x,y) €RA(y,z) ER) =z = y)
Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heifit Aquivalenzrelation.
Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation heifit Ordnungsrelation.

A 1.2.17 Eine zweistellige Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R C A x A. Diese nennt man
transitiv, wenn mit (z,y) € R und (y,2) € R auch (z, z) € R gilt. Geben Sie alle transitiven
Relationen auf der Menge A := {1,2} an.

A 1.2.18 Weisen Sie nach, dass das in der Mengenlehre durch z = y <= Va : (a € v < a €y)
definierte Relationssymbol = die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation besitzt.

(a) fur alle Mengen x gilt: = = (Reflexivitét),

(b) fiir alle Mengen x gilt: * = y = y = = (Symmetrie) und

(c) fiir alle Mengen z,y, z gilt: ((z =y) A (y = 2)) = = = 2z (Transitivitit).
A 1.2.19 Konstruieren Sie auf der Menge M = {1,2, 3,4} Relationen Ry, Ry, R3, Ry, fiir die gelten:
(a)
(b)
()

)

(d) Ry ist reflexiv, aber nicht transitiv und nicht symmetrisch.

Ry ist reflexiv, transitiv, aber nicht symmetrisch.
Ry ist reflexiv, symmetrisch, aber nicht transitiv.

R3 ist transitiv, symmetrisch, aber nicht reflexiv.

A 1.2.20 Das kartesische Produkt einer endlichen Menge M = {my,...,m,} mit sich selbst konnen
wir systematisch darstellen in der Form

{ (ml,ml), (ml,mz), (ml,mn),
Mox M — (mg,.ml), (mg,‘mg), (mg,.mn),
(my,my), (Mmp,ma), ... (my,my) }.

(a) Welche Eigenschaft hat eine Relation A C M x M, die alle Diagonalelemente aus obiger
Darstellung enthélt 7

(b) Welche Eigenschaft hat eine Relation A C M x M, die mit jedem Element (a,b) auch
dasjenige Element enthélt, welches im obigen Schema an der Position steht, welche
durch Spiegelung der Position von (a,b) an der Diagonalen erhalten wird?
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A 1.2.21 Beurteilen Sie die Richtigkeit der folgenden Argumentation:

e ,Satz‘“: Sei A eine Menge und R eine Relation auf A. Ist R symmetrisch und transitiv,
dann ist R auch reflexiv.

e ,Beweis“: Sei a € A beliebig. Wir miissen zeigen, dass aRa gilt. Wéhle irgendein b € A
mit aRb. Da R symmetrisch, muss auch bRa gelten. Also haben wir aRb und bRa. Da
R transitiv ist, folgt aRa, was zu zeigen war.

Kann man also die Reflexivitiit in der Definition einer Aquivalenzrelation weglassen ?7?
A 1.2.22 Sei X # () eine nichtleere Menge und R, S C X x X transitive Relationen.

(a) Zeigen Sie, dass RN S auch eine transitive Relation ist.

(b) Finden Sie ein Beispiel fiir X, R und S, bei welchem RU S keine transitive Relation ist.

A 1.2.23 Der angegebene Graph beschreibe auf der Menge von 6 Stiadten {a,b,c,d, e, f} die Relation

x ~y <= Es existiert eine direkte Zugverbindung von = nach y.

(Insbesondere gibt es von jeder Stadt eine Zug-

verbindung in sie selbst.) >

e

(a) Untersuchen Sie diese Relation auf Tran- oy £ \
sitivitdt, Reflexivitdat und Symmetrie. ” 4

(b) Ergénzen Sie (mit moglichst wenig Pfei-
len) den Graphen derart, dass ~ zu einer fa) —(
Aquivalenzrelation wird.

A 1.2.24 Sei M # () und K C P(M) eine Partition von M, d.h., es gelte

VA€ K: A#0 sowie VA BEK: (ANB#0=A=B) wd M = [JA.
AeK

Zeigen Sie die Existenz einer Aquivalenzrelation auf M, deren Aquivalenzklassen genau die
Elemente von K sind.
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.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)
Seien N, Z und Q wie in der Schule verwendet.

A 1.2.25 Ist die Relation x ~ y <= —(z = y) reflexiv, symmetrisch, transitiv, antisymmetrisch auf

Q7
A 1.2.26 Welche der folgenden Relationen ist reflexiv, symmetrisch bzw. transitiv auf Q ?
(i) z~y = 2<y (ii) o~y <= 22+ax=9y*+y (i) v~y <= 22+y°=1
Welche von den Relationen sind antisymmetrisch 7
A 1.2.27 Auf der Menge N? := N x N sei durch (a,b) ~ (¢, d) :<= a+d = b+ c eine Relation gegeben.

(a) Zeigen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf N? ist.

(b) Was ist die Aquivalenzklasse eines Elementes (a,b) € N? ? Fertigen Sie eine Skizze
an, in die Sie ein beliebiges Element (a,b) € N? sowie seine Aquivalenzklasse [(a, b)]~
einzeichnen.

(c) Geben Sie ein vollstdndiges Reprisentantensystem an, d.h, eine Teilmenge M C N2, die
genau ein Element aus jeder Aquivalenzklasse enthélt.

(d) Entscheiden und beweisen bzw. widerlegen Sie, ob durch (a,b) ~ (¢, d) <= a+c=b+d
ebenfalls eine Aquivalenzrelation auf N? gegeben ist.

A 1.2.28 Sei M =72 und R C M x M eine Relation, definiert durch
(a,b) ~ (c,d) <= a—c=0b"—d*.
Zeigen Sie, dass R eine Aquivalenzrelation auf M ist.

A 1.2.29 Es seien die folgenden Mengen gegeben:

X, = {y€Z:yist gerade} X, = {yeZ: (y* +y? —2)(y* — 2y) = 0},
Xy = {y€Z:3z€Zmit y* + 2* < 2}, X {y € Z: 3y* ist durch 4 teilbar }

X3 = {y € Z: y ist durch 6 teilbar },

(a) Bestimmen Sie X1 N XQ, X3 U X5, X1 \ X3 und X2 X X4.

(b) Fiir welche i, j € {1,2,3,4,5} mit i # j gilt X; C X; ?

A 1.2.30 Zeigen Sie, dass die leere Menge eindeutig ist, d.h., sind () und (' zwei Mengen, welche die
Definition der leeren Menge erfiillen, gilt bereits () = (V".

A 1.2.31 Schreiben Sie die folgenden Mengen mathematisch korrekt auf:

(a) Die Menge, welche die leere Menge enthélt.
(b) Die Menge aller natiirlichen Zahlen, die durch 2 teilbar sind.
(c) Die Menge aller Primzahlen.

A 1.2.32 Untersuchen Sie die folgenden Mengen auf Gleichheit, Teilmengen- und Elementbeziehungen:
®7 {@} ) {®7®} Y N7 {1727573737172’174} 7 {neN ‘ n§5}

A 1.2.33 Untersuchen Sie die folgenden Mengen auf Gleichheit, Teilmengen- und Elementbeziehungen:
0, {{03}. {0.{0}} . {LN}, N, {neN|n’=1}
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1.3 Abbildungen

A 131

A 132

A 1.3.3

A134

A 135

A 136

A 1.3.7

Erinnerung: Eine Abbildung f: M — N ist eine Teilmenge R C M x N mit der Ei-
genschaft, dass es zu jedem x € M genau ein y € N mit (z,y) € R gibt. Aufgrund der
Eindeutigkeit schreiben wir dann f(x) := y.

Sei M eine Menge mit m Elementen und N eine Menge mit n Elementen. Begriinden Sie:

(a) Es existieren n™ Abbildungen von M nach N.
|

(b) Im Fall m < n existieren % injektive Abbildungen von M nach N.
n—m)!
................................. (Charakterisierung einer Abbildung durch ihren Graphen)

Welche Eigenschaften muss X # () erfiillen, damit X x X der Graph einer Abbildung von X
nach X ist? Begriinden Sie, warum diese Eigenschaften notwendig und hinreichend sind.

Seien X :={0,1,2,3,4}, Y :={0,5,10,15} und A: =X xY, B:={zx+y:z€ X,y € Y}.
Sei die Menge R C A x B wie folgt definiert:

R:={((z,y),z+y): 2 € X,y eY}.
Zeigen Sie, dass R der Graph einer bijektiven Abbildung von A nach B ist.
........................ (Charakterisierung einer Abbildung durch Zuordnungsvorschriften)
Untersuchen Sie f jeweils auf Injektivitit, Surjektivitdt, Bijektivitét.
(i) f:{,2} =>{1},z—1, () f:N—=>Nn—2n (i) f: N=>N\{l},n—n+1

m, dmeN:n=m+m,

n, sonst,

(iv) f:N—>N,n»—>{

(a) Geben Sie eine Funktion f: N — N an, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.
(b) Geben Sie eine Funktion f: N — N an, die surjektiv, aber nicht injektiv ist.

Beweisen Sie jeweils sauber, warum die von Ihnen angegebenen Abbildungen die geforderten
Eigenschaften besitzt.

Seien m,n € N. Welche natiirliche Zahl ergibt sich beginnend bei k£ € N durch n-malige
Iteration der Abbildung f: N — N, f(k) := k™ ?

....................................................... (Eigenschaften des Bildes/Urbildes)
Seien X, Y nichtleere Mengen, f eine Abbildung von X nach Y. ............... (bisher oL)
e Zu jeder Teilmenge A C X ist das Bild von A definiert durch
fA) = {yey ’ Ja € A: f(a) =y} .
e 7Zu jeder Teilmenge B C Y ist das Urbild von B definiert durch

JNB) = {eeX|FeB: fe)=b} = {veX|[@)eB}.
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A 1.3.8

A 1.3.9

A 1.3.10

A 1.3.11

A 1.3.12

A 1.3.13

A 1.3.14

(a) Was sind f~(B) und f~1(0) ?
(b) Zeigen Sie:
(i) f surjektiv <= VC C B: (C# 0= f~1(C) #0).
(ii) VA, BC X: f(ANB) C f(A) N f(B).
Geben Sie insbesondere ein Beispiel an, so dass f(AN B) # f(A) N f(B) gilt.

Seien M, N nichtleere Mengen und f: M — N eine Abbildung. Zeigen Sie:

(a) Fiir U,V € M gelten f(UUV) = f(U)UFV) und FM\U) D F(M)\ f(U).

(b) Fiir U,V C N gelten WAV = )N YY)

s
fAUuv) = fFHOUHY)
FUNAT) = M\ fH(U)

Zeigen Sie, dass eine Abbildung f: X — Y genau dann injektiv ist, wenn fiir alle Teilmengen
A, B C X gilt: f(ANB) = f(A)N f(B).

Seien A C X und B C Y und f: X — Y eine Abbildung. Welche der folgenden Aussagen
sind richtig ?

(i) Ac 7 (fA) ) A (f(A) (i) BCf(f(B) (iv) B2 f(f7(B))
Inwieweit dndert sich die Antwort, wenn f injektiv, surjektiv oder bijektiv ist ?
............................................................. (Hintereinanderausfithrungen)

(a) Seien X,Y,Z Mengen und f: X — Y, ¢g: Y — Z Funktionen. Auflerdem sei h =
go f: X — Z (sprich ,,g nach f“) die Verkniipfung von g und f gegeben durch h(z) =
g(f(z)). Entscheiden Sie, welche der folgenden Aussagen richtig sind:

(i) Sind f und g injektiv, so ist auch h injektiv.
(ii) Sind f und g surjektiv, so ist auch h surjektiv.
(iii) Sind f und g bijektiv, ist auch h bijektiv.

(b) Geben Sie im Fall der Bijektivitéit in (iii) eine Formel fiir A~! an ?

(¢) Kann man in den Aussagen (i), (ii) oder (iii) eine der Voraussetzungen weglassen ?

(d) Gelten auch die umgekehrten Implikationen in (i), (ii) oder (iii)?

Es sei A # () eine Menge und f: A — A sowie g: A — A zwei Abbildungen. Zeigen oder
widerlegen Sie durch ein Gegenbeispiel, dass fog = go f gilt.

Es seien A und B nichtleere Mengen sowie f: A — B eine Abbildung und Ig: B — B
diejenige Abbildung, welche jedes Element auf sich selbst abbildet. Zeigen Sie:

3 Abbildung g: B — A mit fog=1Ip = f surjektiv

Es seien A und B nichtleere Mengen sowie f: A — B eine Abbildung und I4: A — A
diejenige Abbildung, welche jedes Element a € A auf sich selbst abbildet. Zeigen Sie:

3 Abbildung g: B — A mit go f =14 —= f injektiv
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A 1.3.15 Sei X eine nichtleere Menge und G := {g: X — X | g bijektiv }. Zeigen Sie:

(
(

a) Fiir beliebige g1, 92 € G gilt g1 0 g2 € G.

)
b) Fiir beliebige g1,92.95 € G gilt (g1 0 92) © g3 = g1 © (g2 © g3).

(c) Es gibt genau ein e € G mit goe = e o g = g fiir alle g € G.
(d) Zu jedem g € G existiert genau ein ¢’ mit go g’ = g’ o g = e.

A 1.3.16 Es sei f: M — N eine Abbildung und R C M x M die Relation

R = {(a,b) e Mx M ‘ f(a) :f(b)}
Beweisen Sie:

(a) Die Relation R ist eine Aquivalenzrelation.

(b) Bezeichnet M/R die Menge der durch R gegebenen Aquivalenzklassen, so ist die Ab-
bildung ) .
f:M/R—= N, [z] = f([z]) := f(),

wohldefiniert (d.h., unabhéngig vom Repriisentanten) und injektiv.

Bemerkung: Die Aquivalenzklasse [x] heiBt Faser von f durch z bzw. iiber x.
.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)
Die bisher nicht eingefithrten Symbole seien wie in der Schule zu interpretieren:

A 1.3.17 Welche der folgenden Relationen R sind Graphen von Abbildungen f: N — N 7 Wie lautet

gegebenenfalls die zugehorige Zuweisungsvorschrift n — f(n) 7
{(m,n) eNxN|m-n=1}, {(m,n) e NxN|(n=0A3m)V(n=1A3tm)} ,
{(m,n)ENxN}m—n:O} : {(m,n)ENXN!(nzO/\3|m)\/(n:1/\2|m)} :

Leichte Variation:

Welche der folgenden Relationen R sind Abbildungen ? Wie lautet gegebenenfalls die zu-
gehorige Zuweisungsvorschrift (vorkommende Symbole sind wie in der Schule zu interpretie-
ren)?

{(m,n) eNxN|m—-n=0}, {(mn)eNxN|[(n=0A3m)V(n=1A3tm)}

{(p9) €eQxQlp-q=1}, {(m,n) eNxN|(n=0A3m)V (n=1A2\m)} .

A 1.3.18 Bestimmen Sie fiir die Abbildung f: R — R, z ~ 22 die folgenden Urbilder:
fPR), T {yeR[y<0}), f710), D, fIH0p), fH(=34]) (L 4).

A 1.3.19 Beschreiben Sie die geometrischen Operationen (z.B. Spiegelung, Streckung, Verschiebung),
durch welche sich die Graphen der nachfolgenden Funktionen aus dem Graphen einer vorge-
gebenen Funktion f: R — R, = — f(x) ergeben:
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() 1= R =R, o —f(2) (V) g1: R = R, 2 f (52)
(i) g2: R = R, = f(z+7) (v) g5: R—= R, z+|f|(z)
(iii) g3: R = R, x — f~!(x), falls f invertierbar ist.

A 1.3.20 Untersuchen Sie, ob die durch die nachfolgenden Operationen aus dem Graphen einer Funk-

A 1.3.21

A 1.3.22

tion f: R - R, z — f(z) entstehende Punktmenge jeweils wieder der Graph einer Funktion
ist (bzw. unter welchen Voraussetzungen sie es ist), und geben Sie diese Funktion ggf. an.

(a) Spiegelung an der z-Achse (b) Verschiebung in z-Richtung um 2 Einheiten
©

(©

(f) Spiegelung an der Geraden {(z,y) € R?|y = —z}

Spiegelung an der y-Achse (d) Verschiebung in y-Richtung um 3 Einheiten
Streckung in y-Richtung um den Faktor 5

Beschreiben Sie allgemein, durch welche (Abfolge von) geometrischen Operationen man aus
dem Graphen einer Funktion f: R — R, x +— f(z) den Graphen der Funktion

gGR—=R z—a-f(br+c)+d

erhélt, wobei a, b, ¢, d vorgegebene reelle Zahlen mit a # 0 # b sind. Hlustrieren Sie den
Sachverhalt zusétzlich an einer Zeichnung (etwa am Beispiel der Hiitchenfunktion).

Ein neu angelegter Stausee soll gefiillt werden. Dazu werden alle Offnungen der Staumauer
geschlossen. Bei ungefédhr gleichméfigem Zufluss héngt der Wasserstand an der Staumauer
im Wesentlichen von der Zeit ab, die seit SchlieBen der Offnungen verstrichen ist.

Der konkrete Fiillgraph héngt natiirlich ganz ma
wesentlich vom Geléndeprofil ab. Beantworten 4
Sie anhand der Abbildung folgende Fragen: 20-

(a) Welche Fiillhohe wurde nach 400 Stunden .
erreicht? 10-

(b) Wie lange dauerte es, bis die Fiillhohe 25 .
m betrug?

.

200 600  h
(c) Wie schnell steigt der Wasserspiegel in o _ .
den ersten 800 Stunden durchschnittlich? Abb. 2.7: Fiillhdhe mit Skalierung
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Kapitel 2

Folgen und Reihen

2.1

A21.1

Gruppen und Korper

Erinnerung:
Ein Tupel (M, *) mit einer nichtleeren Menge M, auf der eine Abbildung *: M x M — M,
(m,n) — m *n, definiert ist, heifit Gruppe, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) VE, I, m e M: kx(lxm) = (kxl)*xm (Assoziativitét)
(il) I3mg € M VYm € M: mxmg=m =mg*xm (Existenz eines neutralen Elementes)
(iii) Yme M Ine M: mxn=mo=n*m (Existenz von Inversen)

Eine Gruppe (M,*) heit kommutativ/ abelsch[] falls ihre Verkniipfung * zusitzlich
erfiillt:

(iv) Ve, le M : kxl=1xk (Kommutativitét)
Die Theorie der Gruppen besteht aus der klassischen Logik, einer Konstanten 1, einer
zweistelligen Funktion -, der zweistelligen Relation = und den nichtlogischen Axiomen

(i) = = x (Gleichheit ist reflexiv),
(ii) z =y < y = x (Gleichheit ist symmetrisch),
(i) (z =y Ay =z) = = = z (Gleichheit ist transitiv),
(iv) (z-y)-z==x-(y-z) (Assoziativitit),
(v) z-1=2x =12 (Eins ist neutral) und

(vi) Vo : Jy : 2y = 1 (Existenz Rechtsinverser).

Beweisen Sie im Rahmen der Theorie der Gruppen:

Jedes rechtsneutrale Element ist gleich 1, d.h. gilt Vy : yr = y, dann gilt x = 1.
b

(c

(d) Inverse sind eindeutig, d.h. gilt -y =1 und z -z = 1, dann gilt y = z.

(a
(b) Jedes idempotente Element ist gleich 1, d.h. gilt e - e = e, dann gilt e = 1.
Rechtsinverse sind auch Linksinverse, d.h. gilt z -y = 1, dann gilt y - x = 1.

)
)
)
)

Inach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)
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................................................. (Untersuchung auf Gruppeneigenschaften)

A 2.1.2 Auf der Menge Ny sei die Verkniipfung &: Ny x Ny — Ny durch
n, fallsm <n

m, fallsn <m

n@®m :=max{n,m} = {
gegeben. Uberpriifen Sie, ob (No, @) eine Gruppe ist.

A 2.1.3 Sei G eine nichtleere Menge mit assoziativer Verkniipfung -: G x G — G und der
Eigenschaft
Va,beG: ((Flz€eG:a-2=b)N3lyeG:y-a=0)) .

Zeigen Sie, dass dann (G, -) eine Gruppe ist.

Tipp: Zeigen Sie dazu zunéchst die Existenz eines eindeutigen rechtsneutralen Elementes.
....................................................... (Charakterisierungen von Koérpern)

Definition R1.1: Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen +: K x K — K und
< Kx K — K (kurz (K, +,-)) heiBt ein Kérper, wenn die folgenden fiinf Eigenschaften
erfiillt sind (wobei wir die Schreibweisen x + y := +(z,y) und = - y := -(z,y) benutzen):

(K1) Vz,y,z € K: (((x+y)+z =2+ y+2)A((z-y)-z = x(yz))) (Assoziativitit)

(K2) Vz,y € K: ((x +y = y+ w) A (m Yy =y :E)) (Kommutativitét)
(K3) da,b e K: ((a #b)AVz eK: (z+a=z)A(z-b= x))) (Ex. neutr. Elemente)

Aufgrund der Eindeutigkeit (Hausaufgabe) bezeichnen wir fortan @ mit 0 und b mit 1.
(K4) Vx e K: <(E|y €EKiz+y=0A(z#40= (FzeK:z 2= 1))) (Ex. Inverser)
(K5) Ve,y,zeK:iz-(y+2)=(x-y)+ (x-2) (Distributivitét)

A 2.1.4 Zeigen Sie, dass die in der Vorlesung gegebene Definition eines Korpers dquivalent zur fol-
genden Charakterisierung ist:

Ein Korper ist ein Tripel (K, +,-) bestehend aus einer nichtleeren Menge K, auf der zwei
assoziative Verkniipfungen +: K x K — K, (ky,k2) — k1 + ks und - Kx K — K|
(k1, ko) V> k1 - ko so definiert sind, dass

(1') (K,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e ist,
(2') (K\ ey, -) eine abelsche Gruppe ist

und zusétzlich
(3") Va,b,c € K: (a- (b+c)=(a-b)+(a-c) N (b+c)-a=(b-a)+ (c-a)) (Distrib.)

erfillt wird.
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.......................................................... (Folgerungen der Kérperaxiome)
A 2.1.5 Zeigen Sie: Sei (K, +,-) ein beliebiger Kérper. Dann gelten:

(a) Das neutrale Element der Addition ist eindeutig. (Dieses bezeichnen wir mit 0.)
(

b
(c

(d) Zu beliebigen Korperelementen a, b gibt es genau ein x, so dass a + x = b gilt.

)
) Jedes a € K besitzt ein eindeutiges additives Inverse. (Dieses bezeichnen wir mit —a).
) Das neutrale Element der Addition ist zu sich selbst additiv invers.
)
Leichte Variation:
Fiir gegebene a,b € K ist eine Losung = der Gleichung b = x + a eindeutig.
(e) Fir jedes Korperelement a € K gilt: —(—a) = a.
Alternative Formulierung:
Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Es gilt —(—x) = z.
(f) Fiir beliebige Korperelemente a,b € K gilt: —(a +b) = (—a) + (=b)
(g) Das neutrale Element der Multiplikation ist eindeutig. (Dieses bezeichnen wir mit 1.)
(h) Jedes a € K\ {0} besitzt ein eindeutiges multiplikatives Inverse. (Bezeichnung: a™1).
Alternative Formulierung fiir (a,g,b,h):
Sei K ein Korper. Zeigen Sie: Neutrale Elemente, Negative und Inverse sind eindeutig.
(i) Zu beliebigen Korperelementen a,b mit a # 0 gibt es genau ein x, so dass ax = b gilt.
Alternative Formulierung:
Va,b e K: (a# 0= (I : ax =0)).
(j) Fiir alle Koérperelemente a € K gilt 0 - a = 0.
Alternative Formulierung:

In einem Koérper K gilt: Die Multiplikation mit dem neutralen Element der Addition
ergibt stets das neutrale Element der Addition, d.h., Vr e K:0- -z =0.

(k) Ein Korper ist nullteilerfrei, d.h., ab=0=a=0V b= 0.
Alternative Formulierung:
Ein Korper ist nullteilerfrei: Aus xy = 0 folgt zwingend, dass x = 0 oder y = 0 ist.
(1) Fiir alle a € K gilt: (=1) - a = —a.
(m) Fiir jedes Kérperelement a € K mit a # 0 gilt: (a™!)™! = a.
Alternative Formulierung:
Zeigen Sie unter Verwendung der Korperaxiome: Vo € K: (z #0 = (z7')7! = z).
(n) Fiir beliebige Kérperelemente a,b € K mit a # 0 und b # 0 gilt: (ab)™' = a0
Alternative Formulierung:
Zeigen Sie mittels Korperaxiomen: Vr,y € K: ((x 0Ny #0)=z 1y = (:Ey)*l).
(o) Fiir beliebige Korperelemente a,b € K gilt a-(—b
(p) Fiir beliebige Korperelemente a, b, ¢ € K gilt a-(b—c) =
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A 2.1.6 In einem Korper K mit Addition U und Multiplikation M sei [J das Nullelement und @ das
Einselement. Das additiv Inverse zu einem Element X werde mit X bezeichnet. Zeigen Sie,
dass

ENE = & .

A 2.1.7 Welches ist der kleinste Korper, der die natiirlichen Zahlen enthélt ?
............................................................... (Beispiele endlicher Korper)

A 2.1.8 Gegeben sei die dreielementige Menge K = {0,1,b}. Es existiert genau eine Moglichkeit,
die Addition ®&: K x K — K und die Multiplikation ®: K x K — K derart zu definieren,
dass (K, ®,®) zu einem Korper wird. Finden Sie diese, d.h., fiillen Sie die untenstehende
Additions- und die untenstehende Multiplikationstabelle derart aus, dass die Kérperaxiome
erfiillt werden:

D ®

1 b 1 b
1 b 0 0

und

= OO
O O OO

0 0
1 1
b b

A 2.1.9 Ist die Menge {0, 1} mit den folgenden Operationen ein Korper?

04+0 = 0, 0+1 = 1, 140 = 1, 1+1 = 0,
0-0 = 0, 0-1 = 0, 1.0 = 0, 1-1 = 1.

A 2.1.10 Sei k € N\ {1}. Zeigen Sie, dass m = n <= k|(m —n) eine Aquivalenzrelatio auf Z ist
Alternative Formulierung:

Zeigen Sie, dass fiir k € N\ {1} durch m ~ n: <= k|(m — n) eine Aquivalenzrelation ~
auf Z definiert wird.

A21.11 Ist F,:={0,1,2,...,p— 1} mit der Addition z®y := z+y mod p und der Multiplikation]
r®y:=x-y mod p fiir eine PrimzahlP|p € N ein Kérper ?

Alternative Formulierung:
Zeigen Sie: Die Menge F, := {0,...,p — 1}, versehen mit der Addition a +, b := (a + b)
mod p und mit der Multiplikation a -, b := (ab) mod p, ist fiir jede Primzahl p ein Korper.

A 2.1.12 Zeigen Sie, dass Addition und Multiplikation in Z; wohldefiniert sind.

A 2.1.13 Beweisen Sie durch Rechnen in Z:
Das Quadrat jeder ungeraden natiirlichen Zahl ist ungerade.

A 2.1.14 Zeigen Sie fiir eine Primzahl p € N und festes m € Z \ pZ, dass das Produkt [m], - [n], bei
n=20,1,...,p— 1 alle Aquivalenzklassen in Z, durchléuftﬁ

2Auf der Menge Zj der zugehérigen Aquivalenzklassen [n] := {m € Z|m = n}, n € Z, kann man wegen
[n] N [m] # 0 = [n] = [m] durch [m] + [n] := [m + n] und [m] - [n] := [m - n] Addition und Multiplikation mit
neutralen Elementen [0] und [1] definieren. Statt [n] = [m] bzw. n = m schreibt man auch n =m mod k.

3Es gilt k|m, sprich ,k teilt m“, genau dann, wenn es ein ¢ € Z mit k - £ = m gibt.

4Hinweis: @ mod p (gesprochen: a modulo p) entspricht genau dem Rest, der entsteht, wenn man a durch p
teilt. Um die Existenz multiplikativer Inverser zu beweisen, verwende man den Satz von Fermat a?~! mod p = 1
mod p, der nur fiir Primzahlen p allgemein gilt.

5Dabei nennt man eine natiirliche Zahl p > 1 genau dann prim, wenn p und 1 die einzigen Teiler von p sind.

SDabei ist pZ :={k € Z | Im € Z: p-m =k} = {0, p, —p, 2p, —2p, 3p, —=3p, . . .}
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A 21.15

A 2.1.16
A 2117
A 2.1.18

A21.19

A 2.1.20

A 2121

Berechnen Sie in Z; (= F7) die Ausdriicke
B+ Bl . R-[6lr , [M-03 , Bl-M o, G, (67

Wie sehen die kleinste Gruppe und der kleinste Korper aus ?
Finden Sie ein Beispiel, dass [F,, fiir ein n # 1, das keine Primzahl ist, kein Korper ist.

Zeigen Sie, dass man die Menge M := {0, 1,2, 3} so mit einer Addition + und Multiplikation
- versehen kann, dass (M, +,-) ein Korper wird.

Alternative Formulierung

Gegeben sei die Menge K = {0, 1, a, o+ 1}. Es existiert genau eine Moglichkeit, die Addition
@: K x K — K und die Multiplikation ®: K x K — K derart zu definieren, dass (K, ®, ®)
zu einem Korper wird. Finden Sie diese, d.h., fiillen Sie die untenstehende Additions- und
die untenstehende Multiplikationstabelle derart aus, dass die Korperaxiome erfiillt werden:

&, 0 1 « a—+1 ® 0 1 a a+1
0 0 1 o a+1 0 0 0 0 0

1 1 a+1 und 1 0 1 a a+1
« o' a+1 « 0 «a
a+1l|la+1 a+1(0 a+1

Hinweis: Dieser Korper kann kein zyklischer Kérper sein (siehe Ubung).

Leichte Variation:

Zeigen Sie, dass es keinen Korper mit genau vier Elementen gibt, in dem die Elemente
0,1,1+1 und 1+ 1+ 1 verschieden sind.

.................................................. (Untersuchung auf Korpereigenschaften)

Wann ist die Menge der Abbildungen Abb(M, Q) von einer Menge M nach Q mit der Ad-
dition (f + g)(m) := f(m) + g(m) und der Multiplikation (f - g)(m) := f(m) - g(m) ein
Korper?

Untersuchen Sie, inwieweit fiir die Menge M := Fy X Fy := {(z,y) | z € Fo Ay € Fy} der
geordneten Paare mit Elementen aus Fy, versehen mit den durch (z, y)®(u,v) := (z+u, y+v)
und (z,y)©(u,v) := (z-u, y-v) gegebenen Verkniipfungen &: M x M — M und ©: M x M —
M, die Korperaxiome gelten.

Auf der Menge Z seien die beiden folgenden Operationen definiert:

e Tropische Addition ® : Z X Z — 7Z, (a,b) — a @ b := min(a,b),
e Tropische Multiplikation ® : Zx Z —Z, (a,b)—a®b:=a+b.
Beantworten Sie die folgenden Fragen und beweisen Sie alle Thre Antworten:
(a) Gelten fiir & das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz ?
(b) Gelten fiir ® das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz ?
(c) Gilt fiir die Addition & und die Multiplikation ® das Distributivgesetz 7
(d) Wird Z mit der tropischen Addition @ und der tropischen Multiplikation ® zu einem
Korper ?
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A 2.1.22

A 2.1.23

A21.24

A 2.1.25
A 2.1.26

A 2.1.27

Alternative Formulierung:
Auf der Menge Z der ganzen Zahlen seien die beiden folgenden Abbildungen definiert:

e Tropische Addition @: Z X Z — Z, a ® b := min(a, b).
e Tropische Multiplikation ®: Z X Z — Z, a® b :=a + b.

(a) Sind @& bzw. ® assoziativ, kommutativ, distributiv?

(b) Wird Z mit der tropischen Addition und der tropischen Multiplikation zu einem Kérper?
Beweisen Sie Thre Antworten!
Auf der Menge Q der reellen Zahlen seien die beiden folgenden Verkniipfungen definiert:

e Tropische Addition ®: Q x Q — Q, a ® b := min(a, b),
e Tropische Multiplikation ®: Q x Q - Q, a® b:=a +b.

Beweisen Sie die folgenden Aussagen oder widerlegen Sie sie mit je einem Gegenbeispiel:

(a) Fir @ gelten das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz.
(b) Fiir ® gelten das Assoziativgesetz und das Kommutativgesetz.

(c¢) Fiir die tropische Addition & und die tropische Multiplikation ® gilt das Distributiv-
gesetz.

(d) (Q,®,®) ist ein Korper.
....................................................... (Korper der rationalen Funktionen)
Bezeichne K die Menge der (beziiglich Erweitern und Kiirzen zusammengefassten Aquiva-

p(x)

lenzklassen von) rationalen Funktionen f(x) = ﬂ’ wobei p, g Polynome mit reellen Koef-
q(x
fizienten sind und ¢ # 0 ist.

Ist K mit der punktweisen Addition und Multiplikation ein Korper?
........................................... (Irreduzible Polynome und Erweiterungskorper)

Zeigen Sie, dass die Losungsmenge fiir die Gleichung 22 = 6 in der Menge der rationalen
Zahlen leer ist. Verwenden Sie die Eindeutigkeit der Primfaktorzerlegung.

Leichte Variation:
Zeigen Sie, dass Losungen von 22 = 3 nicht in Q liegen konnen.
Sei n € N beliebig. Zeigen Sie: (FzeQ:2’=n)=z€Z

Es seien n und m natiirliche Zahlen. Zeigen Sie: Die Gleichung x™ = n besitzt genau dann
iiber der Grundmenge Q eine Losung, wenn sie schon iiber der Grundmenge N eine Losung
besitzt.

Zeigen Sie, dass die Menge K := Q x Q := {(a,b) | a € QA b € Q}
e mit der Addition (a,b) ® (¢,d) := (a+ ¢,b+ d) und
e mit der Multiplikation (a,b) ® (¢, d) := (ac + 2bd, ad + bc)
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zu einem Korper (K, ®,®) wird. Besitzt das Polynom x? = 2 eine Losung im Kérper
(K, ®,®), wenn wir den Korper der rationalen Zahlen durch r + (r,0) in diesen Korper
einbetten?

.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)
A 2.1.28 Welche Kérperaxiome erfiillen N und Z (mit der iiblichen Addition und Multiplikation)?

A 2.1.29 Formulieren Sie die sogenannte Uhrzeigerarithmetik mathematisch prézise.

Alternative Formulierung:
,»Uhrzeitarithmetik*:
Die 12-elementige Gruppe, welche

+ 01 2 3 45 6 7 8 91011 der im anglikanischen Raum ver-
oo 12 3 4 5 6 7 8 910 11 wendeten Uhrzeitarithmetik zu-
lpr-2-3 4 5 6 7 8 91011 0 grunde liegt, ist durch die neben-
202 3 4 5 6 7 8 91011 0 1 stehende Operationstabelle ein-
33 4 5 6 7 8 91011 0 1 2 deutig festgelegt[] Warum nennt
494 5 6 7 8 9101 0 1 2 3 man diese Gruppe wohl eine zy-
505 6 7 8 910 11 0 1 2 3 4 klische Gruppe? (Welcher Zyklus
66 7 8 91011 0 1 2 3 4 5 schiebt sich hier durch die gesam-
7 8 91011 0 1 2 3 4 5 6 te Operationstabelle?)
8§ 8 9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7
9,9 10 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 *Wir erhalten diese Tabelle bei-
0010 11 0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 spielsweise, wenn wir die Modulo-
Rechnung anwenden, d.h., jeweils den
1jir 0 1.2 3 4 5 6 7 8 9 10 Rest nacl% Division mit 12 eimitteln.

A 2.1.30 Begriinden Sie, warum

(a) die Summe zweier gerader Zahlen wiederum gerade ist;
(b) die Summe zweier ungerader Zahlen eine gerade Zahl ist;
(c) das Produkt zweier gerader Zahlen wiederum eine gerade Zahl ist.

3

10 4 [k
A 2.1.31 (a) Berechnen Sie die Ausdriicke (i) Z Ko (i) Z (k+2)-k (i) Z <H 2)
k=3

k=—3 k=1 \I=1
(b) Zeigen Sie: Teilt die natiirliche Zahl k& die natiirlichen Zahlen m und n, dann teilt k
auch n —m.

(c) Zeigen Sie: Gébe es nur endlich viele Primzahlen py, ..., p,, dann géibe es unter diesen
eine Primzahl, die sowohl

ﬁpk als auch (ﬁ pk) +1
k=1 k=1

teilt. Folgern Sie mittels (b), dass es unendlich viele Primzahlen gibt.
(d) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von 54 , 221 , 2010 und 4807

A 2.1.32 Berechnen Sie, sofern existent, in Q die Ausdriicke
1 1 1 5 1 1
(a) =+ — (i) = — - (iii) (iv) v+——=
25 6 4 T BT

(S
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A 2.1.33 (a) Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:
(i) Sy :=[Tm— (bn+3)] — [-(6n+7) + 5m — (3n — 2)]
(ii) S2 := (—12a+ 20b)15z — 20x(14b — 9a)
(iii) S5 := 10ab(8a — 4b + 5¢) — (15a + 12b — 9¢)5ab
(b) Vereinfachen Sie die folgenden Potenzen:
(20, (=20, 22, —2A—s?), (22)%, (—22)%, 2A—2)*, —2(~a)’
(¢) Multiplizieren Sie aus und/oder fassen Sie zusammen:
(i) Ty := (—a — 2b)(a + 3b) (ii) 7o == (c+ b)(c — b+ 2)
(i) Ty := 35 — (11 — 5z)(3 — 22?) + 222 + 3% — 4x
(e) Bestimmen Sie | 7| in

0 T+ 2y (i) 5a + 3b 25a% — 9b? (i) 2 + vy 42% + 4oy + >
1 = 11 = 111 =
T—y x? — y? 5a — 3b T4y
(f) Kiirzen Sie die folgenden Briiche:
o Szy + 4z oar —ay L 8x3y? — 6ay3 .12 —10rs + 2552
(i) —— (il) —5——> (i) —0r 55— (iv)
2x ar? — ay? 241292 r? — 2582

A 2.1.34 Fiihren Sie die folgenden Polynomdivisionen durch:

(a) (2a% + 18a — 20) : (a + 10) (b) (8a% — 10a — 3) : (2a — 3) (c) (& +vy*): (z+y)
(b) (5p* +3pg+9p+6q—2): (5p+3q—1)
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A 2.1.37 (Beispiel eines Regelsystem) Sei X eine nichtleere Menge und ©: X x X — X, fiir
welche die folgenden Regeln erfiillt sind:

=

1
2

) : Es existieren z,y € X: x # y.
)

3) :Firallex,ye X gilt 20y =y 0O .
)
)

=

cFiraller e X git r @Oz = 2.

j=y)

4
3

: Fiir alle z,y, 2 € X gilt: Ausz Oy =2 ® 2z folgt y = z.

=

: Fiir alle z,y, 2 € X gilt: Ausz®© 2 =y © z folgt x = y.

—~
j=9)

(a) Bestétigen Sie durch Angabe eines Beispiels die Widerspruchsfreiheit des obigen Regel-
system, d.h., geben Sie auf X = {a,b,c,d, e} eine Verkniipfung ©: X x X — X durch
die Vervollstindigung der ,, Verkniipfungsabelle®

[©alblcld]e]

allalcldlel|b

||

an, so dass diese tatsichlich obiges Regelsystem (R1) bis (R5) erfiillt.
(b) Zeigen Sie: Aus den obigen Regeln (R1) bis (R5) kann folgende Regel abgeleitet werden:
(R6): Firallez,y e X gilt (z02) 0 (yOy) = (z0y) O (zOy).

(c¢) Es wird der Vorschlag unterbreitet, das Regelsystem um folgende Regel zu ergéinzen:
(R7): Es existiert ein Element n € X so dass Ve € X: n©®x = x.
Zeigen Sie, dass das so entstehende Regelsystem nicht mehr widerspruchsfrei ist.

(d) Erldautern Sie: Das obige Regelsystem (R1) bis (R5) ist nicht unabhéngig, d.h, min-
destens eine Regel kann aus den iibrigen bereits abgeleitet werden (also kann man
mindestens eine Regel weglassen, ohne etwas zu verlieren).

(e) Erldutern Sie: Das obige Regelsystem (R1) bis (R5) ist nicht vollstandig, d.h., die Menge
X und die Verkniipfung ® sind durch die Regeln nicht ,eindeutig bestimmt*.
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2.2 Anordnungsaxiome

A 221

A222

A 223

A224

A 225

.................................................. (Aquivalenzrelationen — vgl. auch S.
Sei ~ die Relation auf Q x Q definiert durch (z,y) ~ (2/,¢) <= 2(x —2') =3(y — v/).
Beweisen oder widerlegen Sie, dass ~ eine Aquivalenzrelation auf Q x Q ist.

Zeigen Sie, dass durch 2|(b — a) (2 teilt b — a) eine Aquivalenzrelation auf Z definiert wird.
................................................... (Ordnungsrelationen — vgl. auch S.

Sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass C eine Ordnungsrelation auf P(M) darstellt.
Bonusfrage: Ist C im Allgemeinen auf P(M) eine totale Ordnungsrelation ?

Zeigen Sie, dass durch
ke~ = k|l <= ImeN:k-m=1{ (2.1)

fiir k,¢ € N eine Ordnungsrelation auf N gegeben ist.

Alternative Formulierung:
Sei die Relation R auf N definiert durch (x,y) € R genau dann, wenn x ein Teiler von y ist.
Ist R eine Ordnungsrelation auf N ?

Alternative Formulierung:
Sei X := Ny \ {0} C R und sei R die Relation auf X, fir die (x,y) € R genau dann gilt,
wenn x € X die Zahl y € X teilt (d.h., falls In € X : nz = y gilt).

Beweisen oder widerlegen Sie, dass R eine Ordnungsrelation auf X ist.

Durch (a,b) C (¢,d) <= (a <cV(a=cAb< d)) sei eine Relation C auf der Menge

= {(x,y) e Nx N : z und y teilerfremd}

definiert. Zeigen Sie, dass es sich bei C um eine Ordnungsrelation auf M handelt.

Alternative Formulierung/Erweiterung:
Durch (a,b) C (¢,d) <= (a <cV(a=cAb< d)) sei eine Relation C auf der Menge

M = {(z,y) e NxN : z und y teilerfremd}

definiert. Zeigen Sie, dass es sich bei C um eine Ordnungsrelation auf M handelt und {iber-
priifen Sie, ob sich die Ordnung mit der komponentenweisen (aus dem Korper der reellen
Zahlen vererbten) Multiplikation (a,b) - (¢,d) := (a - ¢, b - d) vertragt.

Anmerkung: Warum heifit diese Ordnung wohl , lexikographisch* ?
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...................................................... (Eigenschaften angeordneter Korper)
Definition R1.2:
e Eine Teilmenge KT C K eines Korpers (K, +, -) heift Anordnung von (K, +, ), wenn
sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(A1) Fiir jedes = € K gilt genau eine der Alternativen: x € K™ oder x = 0 oder —z € K*.
(A2) Fiir alle z, y € K gilt: (cc,y EKT= (z+yeK" ANz -ye€ K+)>
e Ist K* eine Anordnung von (K, +, ), so heifit (K, +, -, K*) ein angeordneter Korper.

e In einem angeordneten Korper definieren wir die Relationen <, <, > und > wie
folgt (wobei z und y € K beliebig sind):

(i) x<y <= y—rzeKm. i)z <y = (r=yVy—zeK).
(i) z >y <= z—yeK. (iv)z>y = (z=yVy—zeK").

Folgerungen: Sei (K, +, -, K) ein angeordneter Korper. Dann folgen die Aussagen:

(a) Fiir z,y € K gilt genau eine der Alternativen: x < y oder x = y oder x > .

(b) Vx,y,z € K: ((a: <yAy<z)=1x< z) (Transitivitét)
(c) Vo,y,2€K: (z<y=z+2<y+2) (Translationsinvarianz)
(d) Yo,y eK: (2 <y = —y < —x) (Spiegelung)

Alternative Formulierung speziell fiir Q:
Firz,y e Qgilt z > y <= —x < —y.

(e) Yu,v,z,y € K: <(x <yAu< v) —r+tu<y+ v) (Addition von Ungleichungen)
(f) Vz,y,z € K: ((Jc <YyAN0<z) = 22 < yz) (Streckung/Stauchung)
(g) Yu,v,z,y € K: ((0 <z<yNO<u< v) — zu < yv) (Multiplikation v. Ungl.en)

(h) Vz,y,z € K: <($ <yNz< O) = xz > yz) (Multiplikation mit Negativen

)
(i)
()

)

(k) Vz,yeK: (0<z<y=0<y <z (Umkehrung bei Inversion

)
Vr € K: (:1: #0= 2? > 0). Insbesondere gilt 1 > 0.  (Nichtneg.tdt von Quadraten)
Vz eK: (z >0« 27! >0) (Vorzeicheninvarianz bei Inversion)

)

A 2.2.6 Beweisen Sie die Folgerungen (a) bis (k) aus den Anordnungsaxiomen.
A 2.2.7 Beweisen Sie: R := {(z,y) € Q x Q|z < y} ist eine Ordnungsrelation auf Q.
............................................. (Weitere Eigenschaften angeordneter Korper)

A 2.2.8 Sei K ein angeordneter Korper und a,b € K mit a < b.
b
Zeigen Sie, dass dann a < % < b gilt.
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A229

A 2.2.10

A 2211

A 2212

A 2213

A 2214

A 2215

A 2.2.16

A 2217

A 2218

Sei K ein angeordneter Kérper. Zeigen Sie: Fiir alle a,b € K gilt: ab < =(a* + b%).

DN | —

Leichte Variation:
Sei K ein angeordneter Korper und a, b € K. Zeigen Sie die Giiltigkeit von 2ab < a? + b?.
Alternative Formulierung speziell fiir Q:

Zeigen Sie: Fiir z,y € Q gilt 2% + y? > 2xy.

Beweisen Sie mit Hilfe der Anordnungsaxiome fiir a,b € K die folgenden Ungleichungen

b
(a) (a+b)? < 242 + 20 (b) a>0Ab>o:>—+%zz
a
(c) b>0ANa’><b® = a<b
Aquivalente Formulierung fiir (b)
Zeigen Sie: Vz,y € Q: (a:>0/\y>0:> z—i—y > 2>
y
Widerlegen Sie mit Hilfe eines Gegenbeispiels die Aussage b<0Aa2<b® = a<b

Seien a, b Elemente eines angeordneten Korpers mit a < b. Zeigen Sie die Ungleichungskette

2ab \ 2 a+b\? a?® + b?
2 < < < < < b 2.2
a® < (a—i—b) < ab < ( 2 ) < 5 <5 (2.2)

Wann gilt jeweils das Gleichheitszeichen 7

Beweisen Sie fiir a,b, c,d € K mit b,d > 0 die Aussage: % < 2 < ad < bc.
Beweisen Sie fiir a,b,c,d € R mit b,d > 0 die Aussage: — < 2 = % < ZI; < 2

Zeigen Sie: Fiir a,b,c,d € Z mit b # 0, d # 0, ist % > CEZ dquivalent zu (ad — bc) - (bd) > 0.

Alternative Formulierung:
Sei K ein angeordneter Korper. Zeigen Sie: Fiir alle a,b,c,d € K mit b # 0, d # 0 ist die

Ungleichung % > 2 dquivalent zu (ad — be) - (bd) > 0.

Sei K ein angeordneter Kérper. Zeigen Sie: Fiir alle a,b € K gilt: (a—b)* < 4(a®—b%)(a—0).
Hinweis: Verwenden Sie gegebenenfalls auch Gleichung ((2.6)).
Alternative Formulierung speziell fiir Q:

1
Zeigen Sie: Fiir alle z,y € Q gilt Z(Jc — )t < (2® —v*)(z — ).

Zeigen Sie: Existieren in einem Koérper zwei Elemente a und b mit a? + v*> = —1, so kann
dieser Korper nicht angeordnet werden.

Beweisen Sie die Aquivalenz der oben genannten Axiome (bzw. der in der Ubungs vorgestell-
ten Definition) fiir einen angeordneten Korper zu denen im Forster (bzw. in der Vorlesung)
genannten Axiomen.
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A 2.2.19 Zeigen Sie (mit der Definition iiber eine Ordnungsrelation), dass in einem angeordneten
Korper aus 0 < a und 0 < b auch 0 < a + b folgt, und beantworten Sie anschliefend die
Frage, ob man einen der endlichen Korper I, anordnen kann.

A 2.2.20 (Positivbereiche — verschiedene Ordnungen auf dem gleichen Koérper)
Betrachten Sie die Menge K := Q + v2Q = {z + yv2: 2 € Q Ay € Q} zusammen mit den
von R induzierten Operationen +,-. Zeigen Sie:

(a) Fiir jedes z = z + /2y € K sind die Zahlen 2,y € Q eindeutig bestimmt.
(b) (K, +,-) ist ein Korper.
(¢) Jede der Mengen

P = {x+y\/§:x6(@/\y€(@/\x+\/§y>0}
P, = {z4+yV2:2€QAyeQAz—V2y >0}

ist ein Positivbereich in K.
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A 2221

A 2.2.22

A 2.2.23

A 2224

A 2.2.25

...................................... (Schnittstellenaufgaben — Losen von Ungleichungen)

Welche der folgenden Teilmengen von R sind Intervalle 7
r—1 1 3—w
A= R < = b) B := R <
(a) {xe e 3} (b) {J;E [ x—i—l}
Bestimmen Sie alle x € R mit
11 14 5 r+10 _ 2z —15 a2 —2r -3
42
- <2 b < — >2
A )3T < 3 ©) =2
. : : : 9 . 10 4 o\ o2
Bestimmen Sie alle x € Rmit (i) z <z*, (i) ——3<—-+1, (ili)32°+6z—-8>1.
x x
oder:

Bestimmen Sie alle z € R mit
10 4

(i) = <a?, (i) ——3<—+1, (iii) 32% + 62 —8 > 1.
x x
Losen Sie iiber dem Korper der reellen Zahlen die folgenden Ungleichungen und skizzieren
Sie die Lage der jeweiligen Losungsmenge auf der z-Achse:
1 1 7 5
(i)§—|—§az§x—6 (ii)§(x—3)§(x—3)

Geben Sie die folgenden Mengen als Vereinigung (moglichst weniger) paarweise disjunktelﬂ
offener, halboffener bzw. abgeschlossener Intervalle reeller Zahlen an.

(i)A:ﬂ[%,Q[ (ii)B:[3,7]U[5,6[U}%,8[

neN

1
(iii)C:{xeR‘HnEN ; 0<x—n<§}

"Dabei heifit eine Familie {4;};c; von Mengen A; paarweise disjunkt, wenn Vi, j € I: (i # j = A;NA; = 0).
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.............................................................. (Eigenschaften des Betrages)
A 2.2.26 Zeigen Sie Satz 3.1 und seine Folgerungen, d.h., zeigen Sie:

(a) Satz: Sei (K, +,-, K") ein beliebiger angeordneter Korper. Fiir den Betrag |- |: K — K,
welcher durch

x im Fallr > 0,
|$M:{—w im Fallz < 0 . (23)
definiert ist, gelten die Eigenschaften:
(Bl) VzeK: |z| >0A (Jz| =0 <= 2 =0). (Definitheit)
(B2) Vz,y e K: |z -y| = |z] - |y (Multiplikativitét)
(B3) Vo,y € K: |z +y| < |x| + |y|. (Dreiecksungleichung)

(b) Folgerungen:
(i) Es gelten |1]=1,| — 1| =1 und Vz € K: |z| = | — x|
(ii) Es gelten Vo € K: 2 < |z| und Vz,y € K: (x <lyln—z<|y = |z < |?J|)
— =l
) o \yl)
(iv) Es gelten Vz,y € K: (]:E —y| > x| =y Az +y| > |z - |y!)
(v)

............................................ (Darstellungsformen des Maximum/Minimum)

Es gelten Vz,y € K: (y

(iii

Fir alle z,y € K gilt | |z| — |y|| < |z —y|.

1
§x+y+m—y0-

1
Bonusfrage: Wieso folgt daraus dann auch  min(z,y) = 5(:1: +y—|z—y|)?

A 2.2.27 Zeigen Sie: Fiir alle reellen Zahlen z,y € R gilt max(z,y) =

Alternative zusammenfassende Formulierung:

Seien x,y € R beliebig. Zeigen Sie die Gleichungen

T +y+ |-yl
2

T4y —|v—yl

und min(z,y) = 5

max(z,y) =

.............................................. (Schnittstellenaufgaben — vgl. auch Seite [72)
Im Folgenden sei X eine Menge und S(z) sowie T'(xz) Terme in z € X,
A 2.2.28 Seien a,b,c € R. Bestimmen Sie die Menge L = {z € D: S(z) =T (z)} fiir:
(a) \/E: 5 auf der Menge D = {z € R: = > 0},

(b) ;—4aufder Menge D = {x € R: 2 # 0} = R\ {0},
(c) bx +c=0auf R (allgemeine lineare Gleichung),
(d) 2> =a auf R (allgemeine quadratische Gleichung ohne lineares Glied),
(e) ar®* +br+c=0, a# 0 auf R (allgemeine quadratische Gleichung),

2

-1

(f)x 1:—:cauf]D:R\{1}, (g) Ve =2—zauf D= {xe€R:z >0}

T —
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A 2.2.29

A 2.2.30

A 2231

A 2.2.32

A 2.2.33

A 2234

A 2.2.35

A 2.2.36

A 2.2.37

A 2.2.38

A 2.2.39

............................... (Schnittstellenaufgaben — Losen von Betragsungleichungen)

4
Bestimmen Sie alle z € R mit 2 —z|+2 < —.
x
9
Variation: Bestimmen Sie alle x € R mit |z — 5[ +5 < —.
x
1
Variation (irrat. Intervallgrenzen!): Bestimmen Sie alle z € R mit |z — 2|4+ 2 < —.
x
Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt:
() | +3|+ ]z —3|>8 (i) 2(2 — ) > 1 + |z (mwxilw>xil
Bestimmen Sie die Losungsmengen folgender Ungleichungen:
3
a) ——= < 2—3z b) |z —|x|]| <1 c) 2] —1] <3
® (b) [z = Jal| < (©) 2lel —1] <
Bestimmen Sie die Losungsmenge in Form von Intervallen fiir die folgenden Ungleichungen
2 1
(i) % <1 (ii) |32 — 5| > |27 + 3| (iii) |2 — 1 — |z]|| < 3
'I —

Finden Sie alle Losungen der Ungleichung |z + 1| + |z + 2| + |z + 3| < 4.
Bonusfrage: Welche x € R losen die Gleichung |z + 1|+ |z + 2|+ |z +3] = 47

Geben Sie die Menge der x € R, welche die folgenden Ungleichungen erfiillen, als Vereinigung
von Intervallen (a,b) := {y € Rla <y < b} bzw. [a,b] :={y € R|a <y < b} an:

(a) 2+[1—zf[ <3 (b) o St
x
Geben Sie jeweils die Menge aller € R, welche die folgenden Ungleichungen erfiillen, als
Vereinigung von Intervallen an:
-1 1 4 5—|b—=x
() ‘;’_125 (ii) ifg‘@ (iii) | :ﬂ I L () [2+[4-z|[>5,
(e) [x—|z—1|| > —2zx+1 (vi) |z —al+|r—0b] <b—a, wobeia <b

Bestimmen Sie alle x € R, welche die Ungleichung |2* — 4| — |z + 2|(2* + 2 — 6) > 0 erfiillen.

-2 2
Bestimmen Sie jeweils alle z € R, welche die Ungleichung lr=2lw+2) < |z| erfiillen.
x
Bestimmen Sie alle z € R, fiir die gilt:
(a) |[T—]z—5|| <3 (b) |22 — 4z + 3| < |2% — 4 () |lz+1|—|z|+|x—1] <2

z+1

(d) [e* +z =2/ <z (o) <l (B lr+2f-fz-2[=2 (o) llo+1[-2[<1

Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:
1 1
b) (z—1)2—2> — x| >2
® o3 T =T (b) (=12 -2 > |z (€) 3~ >
(@) |13~ 2| <z —1 (©) 13— 2]~ 2 > |o 1]
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A 2.2.40
A 2241

A 2.2.42

A 2.2.43

A 2244

.......................... (Zugang iiber Dedekindsche Schnitte — inklusive Vollstandigkeit)
Zeigen Sie, dass sich jede rationale Zahl als DEDEKIND scher Schnitt darstellen l&sst.

Sei N € N und seien (A,, B,), n=1,..., N, DEDEKIND sche Schnitte.
N
Weiter sei A := |J A,,. Zeigen Sie, dass dann (A, Cy(A)) ein DEDEKIND scher Schnitt ist.

n=1
Zeigen Sie:
Die Summe zweier DEDEKIND’scher Schnitte ist wieder ein DEDEKIND scher Schnitt.

Sei N € N und seien (A,,B,), n = 1,..., N, DEDEKIND’sche Schnitte. Weiter sei A :=
N

A,. Zeigen Sie, dass dann (A4, Cp(A)) ein DEDEKIND scher Schnitt ist.
-1

n

Auf der Menge der DEDEKIND ’schen Schnitte kann man durch
(A1, By) < (A2, By) = A C A,

eine Ordnung definieren. Zeigen Sie, dass es sich um eine totale Ordnungsrelation handelt.
(Zur Definition einer Ordnungsrelation, siche Ubung.)
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.......................................................... (Weihnachtsaufgabe — ohne Lsg)

A 2.2.45 Er wischte sich den Schweifl von der Stirn, die rotglinzend unter der gleichfarbigen Miitze
hervorleuchtete. Dann strich er sich den bis iiber den runden Bauch reichenden weiflen Bart
glatt. Dieses Jahr hatte er ganz sicher gehen wollen. Und dann das.

Er hatte bis heute nicht ganz die Demiitigung verwunden, die er vor einem Jahr erlitten
hatte. Die letzte Station seiner alljdhrlichen Tour war ihm schon seit einigen Jahren die un-
angenehmste. Er hatte eine Wohngemeinschaft zu begliicken, in der 11 gleichaltrige Kinder
samt diverser Elternteile hausten. Und die Mitglieder dieser Gemeinschaft hatten Thren Kin-
dern einen Gleichheitssinn anerzogen, den fanatisch zu nennen schon fast eine Untertreibung
w-re. So brachte er allen jedes Jahr identische Geschenke. Letztes Jahr gab es 11 niedliche
Kuschelbéren. Beim Auspacken stellte sich heraus, dafl einem der Béren die Schirmmiitze
fehlte, die alle anderen stolz auf ihrem Haupt trugen. Und das Gezeter startete sofort. Er
solle sich zum Pol scheren, Versager, der er sei. Und wenn das nochmal passiere, werden
sie kiinftig auf seine Dienste verzichten kénnen. Das verletzte ihn zutiefst, und so wollte er
dieses Jahr ganz sicher gehen.

Vor ihm lagen 12 identische Pakete. Er hatte sie bei einem bekannten Internet-Powerseller
erstanden, 12 identische, um ganz sicher zu gehen, falls bei der Post wieder einmal etwas
verschwand. Vor ihm lag auch der Brief des Verkaufers. In dem stand, dass leider nur noch
11 identische Kuschelméuse im Lager gewesen seien, in das zwolfte Paket habe er als Er-
satz einen der Kuschelbéren gelegt, die im letzten Jahr der Verkaufsschlager waren. Und alle
Pakete gleich verpackt, wie gewiinscht. AuBerlich iiberhaupt kein Unterschied feststellbar.
Er wusste nur, dass das Gewicht des Pakets mit dem Béren ein wenig anders als das der
anderen war, aber nicht, ob es mehr oder weniger wog. Und seine altgediente Balkenwaage,
mit der man nur Gewichte vergleichen konnte, war kiirzlich so zerbrechlich geworden, dass
sie allerhochstens noch drei Wéagungen verkraften konnte.

Helfen Sie ihm !'!!

Zeigen Sie ihm, wie er mit drei Wagungen auf der Balkenwaage, wobei auf jeder Seite der
Waage bei jeder Wigung nur einige der Pakete liegen diirfen, das Kuschelbdrpaket heraus-
finden und sogar entscheiden kann, ob es leichter oder schwerer als die anderen Pakete ist.

Fiir jede korrekte und als Comic eingereichte Losung gibt es Bonuspunkte!!!

genauer: Fiir eine Losung, die in jedem Fall das abweichende Paket mit hochstens n Wagun-
gen liefert, gibt es 7 — n Bonuspunkte. Fiir eine Losung mit 3 Wagungen, bei der auch
noch festgestellt werden kann, ob das abweichende Paket leichter oder schwerer ist, gibt es
5 Bonuspunkte. Uberlegen Sie sich genau, ob Sie eine Losung mit maximal 12 Wigungen
tatsédchlich einreichen wollen!
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2.3 Vollstindige Induktion

A 231

A 232

A 2.3.3

A 234

Seien die Mengen
Ny == {z€R|VACR: (A induktiv =z € A)} (2.4)

sowie Z :={n € R | n € NgV —n € Ny} definiert. Wegen n € Z = n € Ny VvV —n € Ny und
—né€?Z — —néeNyV—(—n) € Ny haben wir also n € Z <= —n € Z. Zeigen Sie:

(1) Vn e Ng: (n=0Vvn—1¢€Ny).
(2) Vn € NoVm € Ny: (m —n € NgVn—m € Ny).
(3) Vn € NoVm € Nyg: n+m € Ny.
(4) Yn € NoVm € Ng: n-m € Ny.
(5) Vm,n € Z: m+ne€ZAn-mée€Z.
(6) M:={ne€eZ|n>0} = M=N,.
(7) 0 # K CcNy = Jmin{n | n € K}.
Hinweis: Verwenden Sie die Menge A = {n € Ny | Vk € Ny : (k <n =k € Ny \ K)}.
8) Vk,neZ: (k<n=k<n-—1).
(9) Gilt ) # M C Ny und ist M nach oben beschrinkt, dann besitzt M ein grofites Element.
(10) Gilt ) # M C Z und ist M nach oben (bzw. unten) beschrinkt, dann besitzt M ein
grofites (bzw. kleinstes) Element.

Zeigen Sie per Induktion: Enthélt eine Menge M das Element 0 € N und mit jedem n € N
auch das Element n + 1 € N, dann gilt N C M.

Zeigen Sie per Induktion, dass fiir gegebene f: R¥ — R und ay,...,as_1 € R durch

QAp = f(an—la s aan—k)
wirklich eine Folge a: Ny — R definiert ist.
....................................................................... (Rekursionsprinzip)

Satz R1.6 (Rekursionsprinzip):
Sei X # () eine beliebige Menge, a € X und f: Ny x X — X eine beliebige Funktion. Dann
existiert genau eine Funktion a: Ny — X derart, dass

a(0)=a A (vn eEN:a(n+1)= f(n,a(n))) . (2.5)

9

Bemerkung: Der Satz bleibt giiltig, wenn man, bei beliebigem ny € Z, ‘0’ durch ‘ny’ und

‘No’ durch ‘Z >, ersetzt.

Sei b € R beliebig. Geben Sie die Menge X sowie die Abbildung f: Ny x X — X an, fiir das
sich mit a := 1 die aus dem Rekursionsprinzip eindeutige Funktion 0" := «a(n) ergibt.
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....................................................... (Rechnen mit dem Summenzeichen)
A 2.3.5 Sei K ein Korper.

(a) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion mit dem Distributivgesetz fir y;, ..., y, € K
und = € K die Giiltigkeit von x Z Y; = Z xY; -
j=1

=1
(b) Beweisen Sie durch vollstandige Induktion (in m € N) mit dem Distributivgesetz und
Teil (a) fir yi,...,Yn, 21, .., Tm € K die Giiltigkeit von

i=1 j=1

3k

A 2.3.6 Berechnen Sie die Doppelsumme Z Z (‘;) o

k=0 j=k
Tipp: Uber welche Menge wird summiert?

A 2.3.7 Beweisen Sie die (CAUCHY-SCHWARZ-Ungleichung)

Z|akbk| < (Za%) (Zbi) fir ay,...,ap,01,...,0, €R
k=1 k=1 k=1

................................................................... (Anwendungsaufgaben)

A 238

Das Spiel ,, Tiirme von Hanoi“ besteht aus
drei Feldern und n Scheiben unterschiedli-
cher Grofle. Zu Anfang des Spiels sind alle
n Scheiben der Grofie nach auf dem linken
Feld aufgetiirmt. Ziel des Spiels ist es, den
Turm auf dem linken Feld ab- und auf dem
rechten Feld aufzubauen, wobei jedoch fol-
gende Regel eingehalten werden muss:

Es darf immer nur eine Scheibe von oben abgebaut und auf einem anderen Feld platziert
werden, und dabei darf niemals eine groflere auf einer kleineren Scheibe liegen.

(a) Uberlegen Sie, wie die Fille n = 1,2, 3, 4 ausschen.
(Hinweis: Typisches Beispiel fiir rekursive Programmierung.)

(b) Zeigen Sie per Induktion, dass das Ziel des Spiels in 2" — 1 Ziigen erreicht werden kann.

A 239 (a) Zu Beginn des Jahres 1 liege bei einer Bank das Kapital K, vor (im Fall Ky > 0 ist es
ein Guthaben, im Fall Ky < 0 ein Kredit). Weiterhin wird am Ende eines jeden Jahres
(man sagt nachschiissig) ein fester Geldbetrag E verrechnet (falls £ > 0, wird in die
Bank eingezahlt, ist £ < 0, so wird von der Bank ausbezahlt).
Das Kapital wird mit dem jéhrlichen Zinssatz p verzinst. Geben Sie eine geschlossene
Formel fiir das Kapital K,, am Ende des Jahres n an.
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(b) Sust SORGLOS nimmt bei der Gierbank einen Kredit iiber 15000 Euro mit 13% Zinsen
pro Jahr auf, um sich ein Auto zu kaufen. Sie zahlt den Kredit in jéhrlichen Raten von
2200 Euro nachschiissig ab. Wie lange wird sie zahlen? Berechnen Sie die Summe ihrer
Einzahlungen. (Beachten Sie, dass die letzte Rate u.U. kleiner als 2200 Euro ist.)

(c) Susl SORGLOS nimmt bei der Gierbank einen Kredit tiber 13.000 Euro mit 9% Zinsen
pro Jahr auf, um sich ein Auto zu kaufen. Sie zahlt den Kredit in jahrlichen Raten von
1.200 Euro nachschiissig ab. Wie lange wird sie zahlen? Berechnen Sie die Summe ihrer
Einzahlungen. (Beachten Sie, dass die letzte Rate u.U. kleiner als 1.200 Euro ist.)

(d) Sust SORGLOS nimmt bei der Gierbank einen Kredit iiber 10000 Euro mit 10% Zinsen
pro Jahr auf, um sich ein Auto zu kaufen. Sie zahlt den Kredit in jéhrlichen Raten
von 1500 Euro nachschiissig ab. Wie lange wird sie zahlen? Berechnen Sie die Summe
ihrer Finzahlungen. Wieviel hétte sie am Ende gehabt, wenn sie die Raten jéhrlich
nachschiissig auf ein Konto mit 5% Zinsen pro Jahr eingezahlt hitte? (Beachten Sie,
dass die letzte Rate unter Umsténden kleiner als 1500 Euro sein kann.)

A 2.3.10 Ein Sparer zahlt zu Beginn jeden Jahres den Betrag = bei seiner Bank ein, dieser wird mit
dem jahrlichen Zinssatz p verzinst. Geben Sie eine geschlossene Formel dafiir an, wieviel Geld
er am Ende des n-ten Jahres angespart hat.

A 2.3.11 Wie viel Geld hat man nach 7 Jahren, wenn man jéhrlich 100 EUR auf ein Konto einzahlt
und darauf 2, 5% Zinsen bekommt ?
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........................................................... (,Fehlerhafte Induktionen*)

A 2.3.12 Was ist an folgendem ,, Induktionsbeweis” fiir die Behauptung Vn € Ny : 4n = 0 falsch?

Induktionsanfang: 4 - 0 = 0.
Induktionsschluss: Gilt 4k = 0 fiir alle £ < n, so gilt auch 4n = 0. Denn es gibt k1, ky € Ny
mit n = ki + ko und kq, ko < n, also gilt 4n = 4k, + 4ks = 0.

A 2.3.13 Wo steckt der Fehler in dieser Argumentation:

Behauptung: Alle Autos haben dieselbe Farbe.

Beweis: Wir zeigen per Induktion, dass fiir alle n € N in einer Menge von n Autos alle
die gleiche Farbe besitzen.

Induktionsanfang (n = 1): Die Behauptung ist offenbar erfiillt.

Induktionsvoraussetzung: Die Behauptung sei fiir ein n € N wahr.

Induktionsbehauptung: Dann gilt die Behauptung auch fiir n + 1.

Beweis: Wir betrachten eine Menge M := {aj,as,...,Gn,an41} von n + 1 Autos.
Nehmen wir Auto a; aus der Menge M heraus, so erhalten wir eine Menge M; :=
{ag, ..., an,ans1} von n Autos, welche nach Induktionsannahme alle die gleiche Farbe
besitzen. Nehmen wir stattdessen Auto a,; aus der Menge M heraus, so gelangen wir
zur Menge M, := {ay,as,...,a,} von n Autos, welche ebenso nach Induktionsvoraus-
setzung alle dieselbe Farbe haben. Also miissen alle Autos dieselbe Farbe besitzen.

A 2.3.14 Wir beweisen mittels vollsténdiger Induktion, dass alle Frauen blond sind. Gibt es in diesem
Beweis eventuell einen Fehler?

Wir fithren den Beweis, indem wir fiir jede Gruppe von n Frauen zeigen, dass alle Frauen
in der Gruppe die gleiche Haarfarbe haben.

Da es nur endlich viele Frauen gibt, miissen also alle die gleiche Haarfarbe haben.
Da es mindestens eine blonde Frau gibt, miissen also alle blond sein.

Die Behauptung iiber die einheitliche Haarfarbe einer Frauengruppe zeigen wir per
Induktion iiber die Gruppengréfe n.

— Fiir n = 1 ist die Behauptung offensichtlich (Induktionsanfang).

— Die Induktionsvoraussetzung ist nun, dass in jeder Gruppe von n Frauen alle die
gleiche Haarfarbe haben.

— Wir miissen dies fiir Gruppen von n + 1 Frauen zeigen (Induktionsbehauptung).

— (,,Beweis:“)

Nehmen wir also eine solche Gruppe von n 4 1 Frauen her und bilden durch Her-
ausnehmen der kleinsten Frau eine Gruppe von n Frauen. Diese haben nach Induk-
tionsvoraussetzung alle die gleiche Haarfarbe.

Fiigen wir nun die kleinste Frau wieder dazu und nehmen dafiir die grofite heraus,
erhalten wir wieder eine Gruppe von n Frauen, die nach Induktionsvoraussetzung
alle die gleiche Haarfarbe haben. Die kleinste Frau hat also auch die gleiche Haar-
farbe wie die anderen n. Damit ist der Induktionsbeweis vollstéandig.
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...................................................... (Héufig verwendete Summenformeln)

A 2.3.15 (a) Beweisen Sie durch vollstindige Induktion, dass die folgende Summenformel gilt
qn+1

n 1 .
Vn € Ng Vg #1 : Z ¢ = o (geometrische Summenformel).
_ —4q

(b) Finden Sie einen alternativen Beweis, den auch jemand ohne Vorwissen verstehen kann.
oder:
Beweisen Sie die Summenformel aus (a) direkt.

A 2.3.16 Es seien a, b beliebige Korperelemente. Dann gilt fiir alle n € N die folgende Gleichung:
N () Z a"r ok (2.6)

Alternative Formulierung:
Es seien a, b reelle Zahlen. Zeigen Sie fiir alle n € N die folgende Gleichung: ([2.6))

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie: Va,b eRVn €N : "™ — " = (a—1) Z akpk

A 2.3.17 Finden Sie eine Formel fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen und beweisen Sie sie
anschliefend mittels vollstéandiger Induktion.

Alternative Formulierung:
Beweisen Sie die folgende Gleichungf] fiir alle n € N per vollstindiger Induktion

—~  n(n+1)
LG
k=1

Alternative Formulierung:

1)
Beweisen Sie: Fiir alle n € N gilt Z k= n(n + (Gauflsche Summenformel)

A 2.3.18 Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt
- 2(n+ 1)
K = 2n + 1 b po= T
§ j F1)@n+1) 3 .

Alternative (versteckte) Formulierung zu Teil (a):

2 n3

(a) Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion: Vn € N ist % + 5 + 3 eine natiirliche
Zahl.

(b) Ermitteln Sie mit Hilfe von Aufgabenteil (a) die Summe der n ersten Quadratzahlen
fiir n = 100.

8Wir erkennen an dieser Stelle, dass Rechnungen mit natiirlichen Zahlen (jeweils linke Seite der Gleichung)
oftmals zu Rechnungen mit Briichen (rechte Seite der Gleichung) fithren. Dieses ist ein typisches Beispiel dafiir,
dass sich Probleme einer Schwierigkeitsebene in einer néchsthéheren Ebene in geschlossener Form darstellen lassen.

45



.................................................................... (Binomialkoeffizienten)

-1 -1
A 2.3.19 Zeigen Sie: Fiir 1 < k < n gilt ") = (" + " , wobei
k k—1 k
n!

(Z): m furkE{O,l,,n}

0 sonst.

Diese Beziehung der Binomialkoeffizienten (Z) kann mit Hilfe des PASCALschen Dreiecks

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 ) 10 10 5 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

veranschaulicht werden. Jedes Element entsteht als Summe der beiden dariiberstehenden.

A 2.3.20 Zeigen Sie mittels vollstéindiger Induktion:

1 n
(a) Yk eEN:VneN: (n>k — ("7 =
k+1

(b) VneN : Z(—l)’“k? _ (_1)n<n—2|—1)

A 2.3.21 Beweisen Sie die Binomialformel’}

Fiir beliebige Korperelemente x,y und fiir alle n € Ny gilt  (z +y)" = (Z) "Ry,
k=0

A 2.3.22 Beweisen Sie direkt mit dem Binomischen Lehrsatz, dass fiir jede reelle Zahl x > 0 und jede

natiirliche Zahl n > 2 gilt

n2

(1 +£L‘)n Z Z.’ﬂz .

........................................... (Schnittstellenaufgaben — Binomialkoeffizienten)

A 2.3.23 Zur Kennzeichnung von Kraftfahrzeugen wird in einer Region ein System aus Buchstaben
und Ziffern verwendet, bei dem zwei Buchstaben vier Ziffern folgen. Wie viele Moglichkeiten
der Kennzeichnung von Kraftfahrzeugen gibt es insgesamt?

A 2.3.24 Ein festes 8-stelliges Passwortsystem sei nach folgenden Regeln aufgebaut:

90ftmals spricht man auch vom Binomischen Lehrsatz oder Satz von Binomi, einen Mathematiker dieses Namens
gab es aber nie
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(a) Jedes Passwort besteht genau aus 8 Symbolen.

(b) Die zu verwendenden Symbole sind die Ziffern 0 bis 9 und die Buchstaben a-z und A-Z.
Kleine und grofie Buchstaben sind als unterschiedliche Symbole betrachtet.

(c) Es muss mindestens eine Stelle geben, die von einer Ziffer belegt wird.

Man interpretiere mit dieser Aufgabe

Z <8> 107 - 5287 = 628 — 528 .
— \ j

7j=1
kombinatorisch.
...................................................................................... (oL)
: e . _ 2n i
A 2.3.25 Beweisen Sie fiir alle n € Ny die Aussage 4. = (=1)"-(2).
n n
A 2.3.26 Berechnen Sie fiir alle n € N jeweils die Zahl Z (;) Lsg: 271 7
- J
7=0
................................................................ (Weitere Summenformeln)
A 2.3.27 Beweisen Sie mittels vollstédndiger Induktion:
(a) Fiir jedes n € N gilt i L __.»n
) A TR VAT,
Alternative Formulierung:
Sei
Sy = ! + ! + ! +...+
1.2 02:3 3477 T nn+1)]

Berechnen Sie die ersten Terme Si, .55, .53, 54 und stellen Sie eine Vermutung iiber den
Wert von S, auf. Beweisen Sie diese Vermutung durch vollstéindige Induktion.

n—1
2 1 1
(b) kz:; e = 5~ m fiir alle natiirliche Zahlen n > 1 .

(c) Fiir alle n € N gilt > k28 = (n — 1)2"*! + 2 .

k=1
n—1 2k
T 1 1
d) Vv +1 ([ V N : = — .
() .T;é ( ne kzol_kaJrl 1_1‘ 1_$2n)
. ) o=k —1 nl—1
(e) Fiir alle n € N mit n # 1 gilt Z o= o
k=2

n

1
(f) Fiir alle n € Ny und beliebige Kérperelemente z, y gilt Z(y—i—/{:x) = §(n+1)(2y+nx).
k=0

A 2.3.28 Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt
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n

1 n
(@) 2 k—1)(2k+1) 2n+1

k=1
(b) Zn:k-k! = (n+1)!-1

k=1
(c) ik(k +1) = nln + 13),(” 2) (d) n K2+ 1) = n' 4-2n° Z 3n? +2n

= k=1
......................................................................... (Produktformeln)

A 2.3.29 Beweisen Sie mittels vollstéindiger Induktion die Aussage
- 1 n+1
Vn € N: >2 = 1-—=) =
n e <n = ,}_[2 ( kQ) on >

- 1
A 2.3.30 Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt die Gleichung H (1 + E) =n+1.
k=1

Alternative Formulierung:

u 1
Gilt fiir alle n € N die Gleichung [ | (1 + E) =n+4+17
k=1

A 2.3.31 Zeigen Sie mittels vollstéandiger Induktion fiir alle n € Ny und = # 1 die Giiltigkeit der
Gleichung (siehe auch S.

n 1 . x2n+1
142%) = ———
,£[0( +z%) T
Alternative Formulierung:
Fiir alle n € Ny und z € R\ {1} gilt die Gleichung
n 1— x(2n+1)
@Eny_-_—-- 7
[[a+2%)=——
k=0

............................................................... (Eigenschaften von Zahlen)

A 2.3.32 Sei K ein Korper und a,b € K. Zeigen Sie durch vollstdndige Induktion, dass fiir alle n € N
und alle aq,...,a, € K gilt

ap-...-a, =0 < 3Jje{l,....;n}:a;=0
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.............................................................................. (Teilbarkeit)
A 2.3.33 Zeigen Sie: Fiir alle n € N ist

(i) n®+ 2n durch 3 teilbar (i) 3" — 3 durch 6 teilbar  (iii) 7" — 2" durch 47 teilbar.
(iv) n®+ 5n durch 6 teilbar (v) 5" — 1 ist durch 4 teilbar.
(vi) 3" — 1 ist durch 2"*? teilbar
(vii) 1+ 22" 422" ist durch 7 teilbar
(viii) n* — n ist durch 2 teilbar (ix) n® — n ist durch 6 teilbar
)

(x) (2n+1)? — 1 ist durch 8 teilbar (xi) n? — n ist durch p teilbar, sofern p prim.
A 2.3.34 Beweisen Sie mittels vollstédndiger Induktion:

(a) Fiir alle n € N ist 5™ + 7 durch 4 teilbar.
(b) Fir alle n € Nist 10" — 3™ durch 7 teilbar.
(c) VR €N : B|(7T" —2") . (Dabei bedeutet kjn <= I €N : -k =n).

A 2.3.35 Zeigen Sie, dass 52"t 4 372271 fiir alle natiirlichen Zahlen n > 1 durch 19 teilbar ist.

A 2.3.36 Gilt fiir alle n € N, dass 11" + 122"~! durch die Zahl 133 teilbar ist ?
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A 2.3.37

A 2.3.38

A 2.3.39

A 2.3.40

A 2.3.41

A 2.3.42

A 2.3.43

A 2.3.44

A 2.3.45

A 2.3.46

A 2.3.47

A 2.3.48

A 2.3.49

A 2.3.50

A 2.3.51

.......................................................................... (Ungleichungen)
Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion: Vn e Ny:n > 0.
Ab welcher Zahl n € Ny gilt n! > 2" ? Fiihren Sie einen Induktionsbeweis.

Fiir welche n € N gilt n! > 3™ 7

Beweisen Sie per Induktion fiir alle n € N die Ungleichung 2" > n.

Fiir welche n € N gilt 2" > n? +n ?

Fiir welche n € N gilt 2" —5 > n? ?

Fiir welche n € N gilt 2" > n3 ? Begriinden Sie Thre Aussage.

1 n
Zeigen Sie fiir alle n € N die Ungleichung (H;L ) >n!

Leichte Abwandlung:

Fiir welche n gilt die Ungleichung n! < (g) /4SS (bisher oL)

Sei (pn)nen die Folge der nach Grofle geordneten Primzahlen, also p; = 2, po = 3, p3 = 5,
p4:7ap5:117176:137]77:177178:19;]79:237

Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt p, < 22",

Zeigen Sie fiir alle n € N die Ungleichungen
nd—5n+3 1
—_— < = b
B 1 <2 (b)
1
Zeigen Sie fiir alle n > 2 die Ungleichung Z P (oL)
n’
|
Zeigen Sie fiir alle n € N die Ungleichungskette 1 + — Z E <n + —
k=1

(a) Zeigen Sie (1 —z)" <1 —nx + 3n(n — 1)2? fiir beliebiges z € ]0,1[ und n € N.
(b) Gilt die Formel aus (a) auch fiir z = 0,1 bzw. fiir x <0, z > 17

Zeigen Sie mittels vollstédndiger Induktion: Fiir alle n € N gilt die Ungleichung

(a1+...+an)2 < a%++ai
n =

Zeigen Sie, dass fir z1,zs,...,2, > 0 und n € N gilt: (I+a,) > 1+ Zxk .

k=1

=

e
Il
—
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A 2.3.52 Zeigen Sie: Sofern fiir alle aq,...,a, die Bedingung —1 < ay,...,a, < 0 erfiillt ist, gilt fiir
beliebiges n € N die Ungleichung

ﬁ(1+a,j) >14) a;. (2.7)

Bonusfrage: Gilt (2.7) auch fir alle ay,...,a, mit =1 <ay,...,a, ?
A 2.3.53 Beweisen Sie mittels vollstédndiger Induktion:

(a) Fiir alle reellen Zahlen x > 0 und alle natiirlichen Zahlen n > 2 gilt
2
(I+2)" > 1+nx+%x2 .

(b) Zeigen Sie fiir alle natiirlichen Zahlen n > 2 und beliebiges z mit 0 < z < 1 die
Ungleichungskette
1

1-— < (1—-2)" < .
nx_( x) 1+ nx

A 2.3.54 Gegeben seien aq,as,...,a, € N und ein n € N. Beweisen Sie die Implikation

ﬁ (144q,) > 2" — Za]>n
j=1 7=1

Tipp: Zeigen Sie dazu zunéichst V¢ € N : (1+/¢) < 2° und beweisen Sie die Aussage indirekt.
A 2.3.55 Sei D C R ein Intervall und f: D — R eine stetige Funktion. Zeigen Sie (5 P)

(a) Falls f konvex ist, gilt fiir alle n € N und beliebige x1,...,x, € D die Ungleichung
f<:c1—|—...—|—xn) < flz)+ ...+ fx,) .
n

n

(2.8)

Hinweise:

(i) Esist f konvex <= Vzi,20 € D: f (xl +x2) < M

2 2

(ii) Beweisen Sie (2.8) zuniichst fiir n = 2% mit Hilfe von Induktion iiber k& € N.
Schlielen Sie dann von der Aussage fiir n auf die Aussage fiir n — 1. Warum ist
dann damit wirklich gezeigt, dass (2.8)) fiir alle n € N gilt?

(b) Fiir beliebiges n € N, beliebiges k& € N und beliebige positive reelle Zahlen z, ..., x,
gilt die Ungleichung

<
n

(x1+...+xn)2k 24+ (2.9)
— : :

Hinweis: Es geniigt zu zeigen, dass die Funktion f(z) = 22" (z > 0) konvex ist.
................................................................ (Mehrstufige Induktionen)

A 2.3.56 Beweisen Sie mittels vollstédndiger Induktion:
1 1
(a) Ist @ > 0 eine Zahl mit a + — € Z, dann gilt fir jedes n € Ny auch a" + — € Z .
a a"
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L5]

(b) VneN : Fo, = }:(”;k).

k=0
Hinweis: Hierbei werden mit F), die durch die rekursive Bildungsvorschrift

FU = O, Fl = 1, Fn+1 = Fn—i_anl

definierten Fibonacci-Zahlen bezeichnet. Somit ist eine zweistufige Induktion erforder-
lich.

.............................................................. (Schnittstellenaufgaben)

A 2.3.57 Begriinden Sie anschaulich/graphisch die geometrische Summenformel.

A 2.3.58 Finden Sie eine anschauliche Begriindung fiir die Gaufische Summenformel.

A 2.3.59 (Beweise ohne Worte)

n
Die Summe der n ersten natiirlichen Zahlen ist

(n+1)

, wie man dem Bild ,,entnehmen*

kann. Desweiteren wird deutlich, warum man die Zahlen

ooO0oO0OO0OODOODOOOPO

A Mt D) eeeec0ccooee

2 YEXXXEEEEEXK

auch Dreieckszahlen nennt. 00 000000000 ®
(a) Konnen Sie einen analogen ,, Beweis“ ohne Wor- 00000 OGOSOOTS
te dafiir finden, dass die Summe zweier aufein- ® @ @0 09 00 0 0 0 @
anderfolgender Dreieckszahlen eine Quadratzah] ® @ @ ® @ @ 8 0 0 0 0 @

ist 7 (N N N N N N N N N N N
(N N N N N N N N N N N

(b) KéI}nen Sie einen an.alogen »Beweis“ohmeWorte o s oo oo oee e @
dafiir finden, dass die Summe der n ersten unge- 00000000000 S

raden Zahlen genau n? ist ?
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2.4 Das Archimedische Axiom

A241

A 242

A 243

A244

A 245

A 246

Zeigen Sie Satz 3.2: Fiir alle z > —1 und n € N gilt die Ungleichung (1 4+ z)" > 1 + nx.

Alternative Formulierung:
Zeigen Sie fiir bel. x > —1 und alle n € N die Bernoulli-Ungleichung (1 + z)" > 1 + nx.

Sei K archimedisch angeordnet. Zeigen Sie: Satz 3.3(a): b >1 = VK € Kdn € N: p" > K.

Alternative Formulierung:
Zeigen Sie: Satz 3 (§3): (a) b>1 = VK e€RIneN : "> K.

Gibt es einen angeordneten Korper, in dem das Archimedische Axiom nicht gilt ? Ja:
.............................. (Beispiel eines nicht-Archimedisch angeordneten Korpers)

Sei K ein beliebiger Korper, der Q enthilt. Wir betrachten Polynome p(z) mit Koeffizienten

in K. Das einfachste Polynom ist das Nullpolynom mit der Normaldarstellung p(x) = 0

(fiir alle 2 € K). Jedes andere Polynom p(z) hat eine Normaldarstellung p(z) = 3 a;27 mit
7=0

n € Ny und a,, # 0. Die Zahl n heiffit Grad des Polynoms. Dem Nullpolynom wird der Grad

—oo zugeordnet. Ein a € K, fiir das p(a) = 0 gilt, nennen wir Nullstelle des Polynoms p(x).

Analog zur Definition des Korpers Q aus den ganzen Zahlen heraus sei K(x) definiert als

7L§ geschriebenen

a(z
geordneten Paare (p(z),q(z)) von Polynomen mit Koeffizienten aus K (wobei g(z) nicht
das Nullpolynom n(z) ist) beziiglich der Aquivalenzrelation, die solche formalen Quotienten
identifiziert, welche durch Kiirzen bzw. Erweitern (mit Polynomen iiber K) auseinander

hervorgehen, d.h.

die Menge von Aquivalenzklassen der als formale Polynomquotienten

= @ T r) Polynome mit Koeffizienten aus T n(x
Ke) = {20 \p< ).ale) Polynorme nit Koefenten aus K A q(s) # (o) | (210

Zeigen Sie, dass die repriasentantenweise definierten Operationen

pi(r) | pa() - p1(z)q2(7) + p2(2)qu ()

und p(2) . pa(7) o p1(z)p2(x)
Q1($

¢1()q2() () qor) . ¢1(2)q2()

~—
=
)
—~
8
~—

der Addition und Multiplikation in K(z) wohldefiniert sind und K(z) mit diesen ein Korper
ist.

Zeigen Sie, dass der Korper K(x) aus (2.10) fiir einen angeordneten Korper K mit der re-
priasentantenweise fiir Elemente aus K(z) durch

Qp,
0 X —/—=F “—= 0< —
q(x) b,

biz! die Normaldarstellungen von

definierten Relation <, wobei p(z) = > apz®, q(z) =
=0 =0

p(z) und g(z) seien, selbst ein angeordneter Korper ist.
Sei K D Q ein beliebiger angeordneter Korper und K(x) sowie < wie oben definiert.

(a) Zeigen Sie: Jedes Polynom vom Grad n > 0 iiber K hat héchstens n Nullstellen in K.
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A 247

A 2438

A249

(b) Zeigen Sie, dass das Archimedische Axiom in (K(z), <) nicht erfiillt ist["

Sei K ein beliebiger Korper, der Q enthélt. Wir betrachten Polynome p(x) mit Koeffizienten
in K. Das einfachste Polynom ist das Nullpolynom mit der Normaldarstellung p(z) = 0
(fiir alle x € K). Jedes andere Polynom p(z) hat eine Normaldarstellung p(z) = i a;x? mit
n € Ny und a,, # 0. Die Zahl n heiflit Grad des Polynoms. Dem Nullpolynom Wiggoder Grad

—oo zugeordnet. Ein a € K, fiir welches p(a) = 0 gilt, nennen wir Nullstelle des Polynoms
p(x). Zeigen Sie:

(a) Fir alle n € Ny gilt: Das Polynom = — a teilt das Polynom ¢(z) = a™ — z™.

(b) Ist a Nullstelle eines Polynoms p(z) vom Grad n > 1, so teilt x — a das Polynom p(x).
) Jedes Polynom vom Grad n > 1 iiber K hat héchstens n Nullstellen in K.

1 1
Sei Vn € N: — — < x < —. Zeigen Sie x = 0.
n n

Ein Beispiel fiir einen angeordneten Korper, welcher das Archimedische Axiom nicht erfiillt.
Es sei K der Korper der rationalen Funktionen, d.h., der Briiche von Polynomen mit Koef-
fizienten in R. Sei f € K. Dann schreiben wir

f>0 <= F>0:Vrel0e[: f(z)>0
und fiir beliebige f,g € K dann
f>9g == f—9g>0

(a) Zeigen Sie das (K, >) ein angeordneter Korper ist.
(b) Zeigen Sie, dass in (K, >) das Archimedische Axiom nicht gilt.

19Tn natiirlicher Weise ist K C K(z) (Polynome vom Grad 0 bzw. das Nullpolynom vom Grad —oc), also insbe-
sondere auch N C K(z).
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2.5 Intervallschachtelungsprinzip

Definition R1.3:
e Fine K-Folge ist eine beliebige Abbildung a: Ny — K. Fiir n € Nk schreiben wir
tiblicherweise a,, anstelle von a(n) bzw. (a,)nen, fir a.

e Als eine Intervallschachtelung (bzgl. (K, +, -, K")) bezeichnen wir ein geordnetes
Paar ((an)neng, (bn)neny) von K-Folgen mit folgenden Eigenschaften:

(IS1) ¥n € Ng: (an <bp A Gn < dpr A bppr < bn>
(IS2) Ve e Kt dn=n. € Ng: b, —a, < ¢.
e Wir sagen, (K, +, -, K") geniigt dem Intervallschachtelungsprinzip, wenn zu jeder

Intervallschachtelung ((a,)neny, (bn)neny) €in s € K existiert mit Vn € Ng: a,, < s < b,.

Satz R1.9 [Eigenschaften des Korpers der rationalen Zahlen Q]: Fiir die Menge

Q = {J:ER’EIp,qGZ: (q#O/\ngzzpq_l)} (2.11)
gelten die Aussagen:

(Q1): Vz,y € Q: (—mGQAx+y€Q/\m-y€@/\ (x;«é0:>%::$’1 6@)),
d.h., (Q,+, ) ist als Teilkorper von (R, +,-) ein Korper.

(Q2): Mit Q" = RTNQ wird (Q, +, -, Q") zu einem angeordneten Teilkorper von (R, +, -, RT).
(Q3): (Q,+,-,Q") ist archimdisch, wobei Ng = Ng = Ny gilt.
(Q4): Der archimedische Korper (Q, +, -, Q") geniigt nicht dem Intervallschachtelungsprinzip.

Folgerung:

(a) Jeder Teilkorper (F,+,-) von (R,+,:) mit Q C F wird mit F* := RT N F zu einem
archimedisch angeordneten Teilkorper (F,+, -, F") von (R, +,-,R"), wobei Ny = Ny
gilt.

(b) Ein archimedisch angeordneter Teilkorper (F,+, - F*) von (R, +,:,R") geniigt genau
dann dem Intervallschachtelungsprinzip, wenn F = R gilt.
A 25.1 (a) Zeigen Sie: Va,b € R: (a<b=Fr € Q:a <z <)
(b) Sei s € R beliebig. Zeigen Sie:
Es gibt eine Intervallschachtelung ((an)neNO, (bn)neN()) aus Q mit den Eigenschaften
(i) Vn € No: a, < s < by, (i) an, — s, (iil) b, — s.

Hinweise: Verwenden Sie gegebenenfalls Satz 3.3 (b) (Forster 1) sowie den vorange-
gangenen Aufgabenteil.

(c) Zeigen Sie, dass (Q,+,-, Q") dem Intervallschachtelungsprinzip nicht geniigt (Eigen-
schaft (Q4)).
Zeigen Sie vorbereitend dazu:

(i) Ve,d,z, & € R: ((cfxﬁd/\cﬁjgd):>]x—:i|§d—c>
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(ii) Das rekursiv durch (ag, bo) := (1, 2) sowie fiir alle n € Ny durch

2
“”*b ) falls (“”;b”) > 9,
(2.12)

(an-i-labn-i-l) - an—i—b a, + b, 2
b, |, falls 5 < 2,

definierte Paar ((a)neng, (bn)nen,) von Q-Folgen ist eine Intervallschachtelung in
Q.
(iii) Die Gleichung 2% = 2 besitzt keine Losung in Q.
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2.6 Grenzwerte von Folgen

.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)
A 2.6.1 Uberlegen Sie sich, warum die folgende in der Schule hiufig verwendete Formulierung

,Der Grenzwert einer Folge ist eine Zahl, der sich die einzelnen Folgenglieder beliebig
dicht anndhern, ohne sie jedoch zu erreichen.”

den mathematisch prézise definierten Begriff der Konvergenz einer Folge verkehrt !

A 2.6.2 Uberlegen Sie sich, wie Sie den Begriff der Konvergenz einer reellen Zahlenfolge in einer
graphischen Darstellung veranschaulichen kénnen.

A 2.6.3 Warum ist folgende Charakterisierung des Grenzwertes dquivalent zur Definition?
,Eine Folge reeller Zahlen konvergiert gegen einen Grenzwert a, wenn in jeder e-
Umgebung{ﬂ la — e,a + €] alle bis auf endlich viele Folgenglieder enthalten sind.*
................. (Theoretische Aussagen, beweisbar mit der e-Definition des Grenzwertes:)

A 2.6.4 Zeigen Sie, dass der Grenzwert einer Folge eindeutig ist.

A 2.6.5 Zeigen Sie fiir konvergente Folgen (a,)neny und (b,)nen die Rechenregeln
lim (a, £b,) = <1im an) + <lim bn> und  lim (a, - b,) = <lim an> . (hm bn) )
n—oo n—oo

n—oo n—oo n—0o0 n—0o0

A 2.6.6 Zeigen Sie folgende Spezialfille von Rechenregeln zu konvergenten Folgen:

(a) Seien (ay)nen und (by,)nen konvergente Zahlenfolgen mit a,, — a und b, — b fiir n — oc.
Dann konvergiert die Folge (¢, )neny mit ¢, = 3a,, — b, gegen den Grenzwert 3a — 5b.
(b) Seien (a,)nen und (b, )nen konvergente Zahlenfolgen mit a,, — a und b,, — b fiir n — co.

Dann konvergiert die Folge (¢, )neny mit ¢, = ba,, — 6b,, gegen den Grenzwert 5a — 6b.
A 2.6.7 Zeigen Sie direkt mittels der s-Definition des Grenzwertes:

(a) Ist (b)nen konvergent, dann konvergiert die durch ¢, := |b,| definierte Folge (¢, )nen-
(b) Sei (by)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert b > 0.
Zeigen Sie, dass es ein K € N gibt, so dass b, > 0 fiir alle n > K.
Verallgemeinerte Formulierung:
Sei (¢,,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert ¢ # 0.
Zeigen Sie, dass es ein K € N gibt, so dass ¢, # 0 fiir alle n > K.
(¢) Sind (ay)nen und (by,)nen konvergent, dann konvergiert auch min(ay,, b,,).
Bonusfrage: Gilt die Umkehrung auch 7
(d) Sind (an)nen und (by,)nen konvergent, dann konvergiert auch max(a,, by,).

Bonusfrage: Wogegen konvergiert max(a,, b,)? Gilt die Umkehrung auch 7

.............................................. (Folge der arithmetischen Mittel einer Folge)

14 h., in jeder (eindimensionalen) offenen Kreisscheibe mit Mittelpunkt a und Radius £ > 0
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A 268

A 26.9

A 2.6.10

A 2.6.11

A 2.6.12

A 2.6.13

A 26.14

A 2.6.15

A 2.6.16

Sei (a,)nen eine konvergente Folge reeller Zahlen mit Grenzwert a.

1 n
(a) Zeigen Sie, dass die durch b, = — E ar  gegebene Folge (b,,)nen konvergent ist
n
k=1

und bestimmen Sie ihren Grenzwert.

(b) Kann man aus der Konvergenz von (b, ),en auf die Konvergenz von (ay,),en schlielen ?
....................................................... (Umordnung von Folgen/Teilfolgen)

(a) Es sei (a,) eine Folge reeller Zahlen, die gegen einen Grenzwert a € R konvergiert.
Desweiteren sei ¢: N — N eine injektive Abbildung. Zeigen Sie, dass dann die durch
b, = ay(n) definierte Folge (bn) ebenfalls gegen a konvergiert.

(b) Geben Sie zwei Beispiele an, in denen ¢: N — N sogar eine Bijektion ist.

Beweisen Sie, dass jede Folge (a,,)5% , reeller Zahlen eine monotone (wachsende oder fallende)
Teilfolge besitzt.

............................................................. (Anwendung der e-Definition)

Weisen Sie mit Hilfe der Definition des Grenzwertes nach, dass Folgendes gilt:

1 2n — 14 21 1
() Jim 27 =82, 0 Jim gy = 0 (i) Jim S =2 ) Jim £ = 2
. P 5n? )
(a) Bestimmen Sie fir die durch a, = 3.5 95 definierte und gegen Null konvergente
n —_—

Folge (ay,)nen zu beliebigem € > 0 ein N(g), mit dem |a,, — 0| < € fiir alle n > N(¢) gilt.
Geben Sie insbesondere ein N (%) an.

(b) Zeigen Sie analog zu Aufgabenteil (a) anhand der e-Definition des Grenzwertes

1) an = — q .= 11 n = ——— s —p—
3nd — 6n + 4n3 13n2 4+ 5 13
n2

Bestimmen Sie fiir die gegen Null konvergente Folge a,, := zu € > 0 ein N(g), mit

dem |a, — 0] < € fiir alle n > N(e) gilt.

2n3 — 23

Beweisen Sie, dass die durch a,, := gegebene Folge gegen Null konvergiert, indem Sie

1
n?+1
zu € > 0 ein N(e) € N angeben, mit dem Vn > N(¢) : |a,| < € gilt.

Beweisen Sie fiir die nachstehend definierten Folgen (a,),en reeller Zahlen die Konvergenz
gegen den vorgegebenen Grenzwert a € R, indem Sie zu jedem € > 0 ein N(¢) € N angeben,
mit dem Yn > N(e) : |a, — a|] < € gilt.
—2 e 1 2 n—co
(a) ¥ (b) an i= — ~

= —n — a:=-—1
n+1

Ay = a =
an + 10 3

Beweisen Sie fiir die nachstehend definierten Folgen (a,)nen reeller Zahlen die Konvergenz
gegen den vorgegebenen Grenzwert a € R, indem Sie zu jedem € > 0 ein N(¢) € N angeben,
mit dem Vn > N(e): |a, — a| < € gilt.

1
(a) an = — 3 konvergiert gegen a := 0
n —
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_2n—7

2

(b) a, = S konvergiert gegen a := =
(©) n? n I ot 1
c) a:= — — konvergiert gegen a := -
m—1 2 SICTL 8¢8 1

............................................................. (e-Definition in Kombination)

-2

n
, o : . 3n + 11
genz, indem Sie wiederum die Definition des Grenzwertes anwenden.

3n —1
Sn+7

A 2.6.17 Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge a,, := und beweisen Sie erneut die Konver-

A 2.6.18 Die Folge (ay)nen sei durch n +— a, = definiert.

(a) Beweisen Sie die Konvergenz der Folge (a,) gegen a = 2, indem Sie direkt die Defi-
nition des Grenzwertes verwenden, d.h., finden Sie zu jedem beliebigen ¢ > 0 ein

N(e) € N, so dass fiir alle n > N(¢) die Ungleichung |a,, — a| < € gilt.

Alternative Formulierung (falls Rechenregeln schon bekannt):

Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge (a,) und beweisen Sie die Konvergenz, indem
Sie direkt die Definition des Grenzwertes verwenden, d.h., finden Sie a € R und zu jedem
beliebigen € > 0 ein N(¢) € N, so dass fiir alle n > N(e) die Ungleichung |a,, —a| < &
gilt.

(b) Bestimmen Sie jeweils (mindestens) ein N(e) fiir alle e € {107!,1073,1075}.

1\"3n -1
(c¢) Bestimmen Sie mittels Rechenregeln den Grenzwert der Folge b, = (2 + —) 5n T
n n

on —1
A 2.6.19 (a) Beweisen Sie die Konvergenz der Folge (a,) mit a, = 7n—+9, indem Sie direkt die
n

Definition des Grenzwertes verwenden, d.h. finden Sie ein @ € R und zu jedem ¢ > 0
ein N(¢) € N, mit dem fiir alle n > N(¢) die Ungleichung |a, — a| < ¢ gilt.

(b) Bestimmen Sie jeweils ein N(e) fiir e € {107, 1073, 107°}.

2\"5n—1
(c¢) Bestimmen Sie mittels Rechenregeln den Grenzwert der Folge b, = <3 — —) 7n T
n n

(-1

n3

A 2.6.20 Zeigen Sie, dass die Folge konvergiert und bestimmen Sie ihren Grenzwert.

1\
A 2.6.21 Durch a, := (3 + —) (n € N) sei die reelle Zahlenfolge (a,,)nen definiert.
n

(a) Berechnen Sie den Grenzwert a der Folge (a,),en mittels Rechenregeln fiir konvergente
Folgen.

(b) Zeigen Sie anschliefend erneut die Konvergenz der Folge, indem Sie zu beliebigem ¢ > 0
ein N = N(e) derart bestimmen, so dass fiir alle n > N(¢) die Abschitzung |a, —a| < &
gilt.

A 2.6.22 Zeigen Sie direkt mittels der e-Definition des Grenzwertes:

1 1
(i) Die Folge (—> konvergiert nicht gegen 1. (i) Es gilt lim — = 0.
n

2
neN n—oo T,
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1
(iii) Die Folge ((—1)"),en ist nicht konvergent. (iv) Es ist nh—glo I

A 2.6.23 Zeigen Sie direkt mittels der e-Definition des Grenzwertes:

Die durch a; := 2 und a,41 := %an + 2 rekursiv definierte Folge (a,) konvergiert gegen
a=>.

Tipp: Zeigen Sie zuniichst Vn € N : |, — 5| =5 (£)"
.................................... (Anwendung der Rechenregeln fiir konvergente Folgen)

A 2.6.24 Bestimmen Sie mittels Rechenregeln fiir konvergente Folgen die Grenzwerte

3n3 —5n+1 n?+6n+1 (n”+1 rﬁ+1)

lim o —om T b) lim L 2" I _
(@) Jim s (b) lim =1 () T \ 53~ or 1

A 2.6.25 Untersuchen Sie die nachstehenden reellen Zahlenfolgen auf Konvergenz und bestimmen Sie
gegebenenfalls ihre Grenzwerte:

3"+ (=3)" 3"+ (=3)"
(@Cm=—4%%;L; (de:-—%%—L;
A 2.6.26 Untersuchen Sie das Grenzwertverhalten der Folgen
n? n—1 (—1)" n?+3n —2
ni=—7—"—— (b) b, = ——, y = ————— d, = ————
@) a= gy i O @ =gayy @ n?—n+5
n?+2 n?4+n+1
b) e, = ——7— f) fn:=
(b) € n?+2n + 2 ()1 nd+n>+n+1

A 2.6.30 Berechnen Sie den Grenzwert der Folge

(@) (14_24_3+ +n—1+n)
Aplney = | —=+—+—+... — .
n?2 n?2 n? n? n? neN

A 2.6.31 Bestimmen Sie mittels Rechenregeln fiir konvergente Folgen die Grenzwerte von

3n?—n-—1 b n n? q n?+1
Qp = —————— = — — un Cp = -n
4n3 — Hn? n-+2

.................................................... (Sandwich-Lemma und Anwendungen)

A 2.6.32 (a) Beweisen Sie das sogenannte ,,Sandwich-Lemma¥“: Seien (a,)neny und (¢, )nen konver-
gente Folgen mit a, — ¢ und ¢, — ¢. Desweiteren existiere zu einer Folge (bn)nen
ein K € N, so dass a, < b, < ¢, fir alle n > K. Dann ist auch die Folge (b,)nen
konvergent mit b, — g.

(b) Bestimmen Sie mittels der in der Vorlesung bewiesenen ,Rechenregeln sowie (a) die

Grenzwerte
oo 2t +3" R . o : :
(i) lim (ii) lim —  Tipp: Wieviele der n Faktoren sind kleiner als 17
iy g 200" N . o : :
(iii) lim (iv) lim —  Tipp: Wieviele der n Faktoren sind kleiner als 17
n—oo 2N — [N n—oo !

1 n
(v) lim (n2 : (—) ) Tipp: Verwenden Sie den Binomischen Lehrsatz fiir (1 + 1)".

n—oo 2
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1 n
(vi) lim (n3 : (5) ) Tipp: Verwenden Sie den Binomischen Lehrsatz fiir (1 4 1)".

n—o0

(c) Bestimmen Sie mittels Rechenregeln fiir konvergente Folgen und ggf. (a) die Grenzwerte
von

(i) an =

n .. _n2+1_ n? S e :n!
(—2) ) b = e D=9 (i) cn

A 2.6.33 Konvergieren die nachstehenden Folgen 7 Falls ja, wogegen ?

. (=)™ . ) 3\° 5\°\ .. 2n’ 1 — 5n?
(1) oni= o Wmi=n o i () 20 = o3 T Bk

nn

. . . Qa . . a
A 2.6.34 Zeigen Sie, dass a, > ans1 > aneo > 0 und lim —2 = 1 die Konvergenz lim —F = 1
n—0o (O n—00 Ay
impliziert.
Kiirzer:
. . . a _ a
Zeigen Sie: AuS @y, > ani1 > Ay > 0und lim —=2 = 1 folgt die Konvergenz lim ——+ = 1.
n—00 QO n—0o0  Ap

............................................................ (Kombination mit Induktion)

A 2.6.35 Zeigen Sie per Induktion fiir alle n € Ny und « € R\ {1} die Gleichung

ﬁ(l 4 y6.(2’“)) _ ﬂ

11—z
k=0

n

Fiir welche x € R konvergiert die Folge a,, := H(l + x@k)) ?
k=0
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............................................................. (Bestimmt divergente Folgen)

A 2.6.36 Zeigen Sie direkt mit Hilfe der Definition bestimmter Divergenz:

n—oo n—oo

(a) <ann_>—°>°oo A by, Hoo) = a, +0b, — o0.

n—oo n—oo

(b) (anTH—Of—oo A b, — —oo) = a,+0b, — —o0.
n—oo

n—oo

(c) (an—>oo A bn7H—o>ooo> = apb, — 0.

n—oo n—oo

(d) (an % o A b, =3 —oo) = ayb, — 0.

Alternative Formulierungen:

Zeigen Sie direkt mit Hilfe der Definition bestimmter Divergenz:

n—oo

(a) Fiir a, % o und b, =3 —o0 gilt a, + by, — —cc.

(b) Fiir a, % 50 und b, == oo gilt anb, —3 0.

(c) Fiir a, % oo und by, =3 —00 gilt anb, —3 .

A 2.6.37 Zeigen Sie:
Die durch a, := n? — n fiir n € N definierte Folge (a,,)nen ist bestimmt divergent gegen oo.

A 2.6.38 Zeigen Sie, dass die durch a,, := n? — 3n fiir n € N definierte Folge (a,) bestimmt divergent
gegen oo ist, indem Sie zu jedem K € R ein N(K) bestimmen, so dass

VneN: (n>N(K)=a,>K) .

A 2.6.39 Zeigen Sie, dass die durch a,, := n® — 3n* 4+ 2n fiir n € N definierte Folge (a,) bestimmt
divergent gegen oo ist, indem Sie zu jedem K € R ein N(K) bestimmen, so dass

VneN: (n>N(K)=a, > K) .

A 2.6.40 Zeigen Sie, dass die durch a,, := n® — 8n* 4 5n fiir n € N definierte Folge (a,) bestimmt
divergent gegen oo ist, indem Sie zu jedem K € R ein N(K) bestimmen, so dass

VneN: (n>N(K)=a, > K) .
A 2.6.41 Zeigen Sie: Falls (a,) den Grenzwert a € R mit a > 0 besitzt und (b,) bestimmt divergent

gegen oo ist, dann ist auch die Folge (a,b,) bestimmt divergent gegen oc.

A 2.6.42 Geben Sie ein Beispiel fiir eine unbeschréinkte Folge (a,)nen an, so dass a, > 0 fiir alle n
gilt, die jedoch nicht bestimmt divergent ist.

A 2.6.43 Untersuchen Sie das Grenzwertverhalten der Folgen

4 4 _ 1 6" 3n—1
(a) ¢, = " : (b) d, :== —
8n —1 4mn4+1 2n -1
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.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)

A 2.6.44 Was besagt das Archimedische Axiom im Hinblick auf das Konvergenzverhalten der Folge
Qy:=n"?

A 2.6.45 Welche mathematischen Aussagen werden durch die folgenden, bitte zu vermeidenden,
,Ausdriicke“ symbolisiert?
(a) co+o00 =00, (c) a-oo=o00,fallsa € R mita>0, (e) oo+ a= o fir a € R,

(b) c0-00=00, (d) a-o0=—o0, fallsa€Rmita <0, (f) izo,fallsaE]R.
00

A 2.6.46 Sind (ay)nen und (b,)nen reelle Zahlenfolgen mit a,, "2 0 und b, "= 0o, dann existiert
keine allgemeine Aussage iiber das Konvergenzverhalten von (a,b,)nen-

Geben Sie jeweils ein Beispiel an mit a, — 0, by =% 400 und

(2) anby, =3 00 ; (d) anb, =3¢, ce€R\ {0} beliebig;
(b) anby =5 —00 ; (€) (anbn)nen unbestimmt divergent, jedoch beschrénkt;
(¢) anby =30 ; (f) (anbn)nen unbestimmt divergent und unbeschrénkt.

A 2.6.47 Sind (ay,)nen und (by)nen reelle Zahlenfolgen mit a,, "2 100 und b, "=° —o00, dann exi-
stiert keine allgemeine Aussage iiber das Konvergenzverhalten von (a, + by, )nen-

Geben Sie je ein Beispiel an mit a, —> +00, by, % 50 und

(a) an + by "= 400 ; (d) an +b, "= ¢, c€R\ {0} beliebig;
(b)) an + by "= —00 ; (e) a, + b, unbestimmt divergent, jedoch beschrénkt;
(¢) an+ by "800 (f) a, + b, unbestimmt divergent und unbeschrénkt.

A 2.6.48 Welche weiteren unbestimmten Ausdriicke gibt es noch ?

A 2.6.49 Geben Sie eine Formel an, mit der sich die Folgenglieder der Folge
1,2,2,3,3,3,4,4,4,4,5,5,5,5,5,6,6,6,6,6,6,7, ...

explizit berechnen lassen.
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2.7 Das Vollstiandigkeitsaxiom und die reellen Zahlen

A271

A272

A273

A 274

A 2.75

A 2.7.6

Zeigen Sie, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist.

Beweisen Sie, dass jede monoton fallende und nach unten beschréinkte Folge reeller Zahlen
eine Cauchy-Folge ist.

........................................................................ (b-adische Briiche)

Sei b € N mit b > 2 und (a,)n>—n, eine Folge mit der Eigenschaft

Vn € Z: <n2 —n0:>(an€No/\an<b)> ) (2.13)
Zeigen Sie, dass die Reihe Z a,b~" konvergiert mit einem Grenzwert S € [0, b™oT1].

n=-—ng
Bestimmen Sie den Grenzwert von Z a, 117" fur (an)n>1 mit ¥n € N: (ag,—1 = TAag, = 3).
n=1
Bonus:
Geben Sie die Ziffernfolgen (an)n>_n0 zu den nachstehenden Zahlen fiir die Basen b; = 10
(Dezimalbriiche), by = 2 (dyadische Briiche) und b3 = 60 (von den Babyloniern verwendete
1001

Sexagesimalbriiche) explizit an: (i) 274679 (i) 735.25  (iii) TR

Alternative Formulierung:

Geben Sie (a_n)f;% zu den nachstehenden Zahlen fiir die Basen b; = 10 (Dezimalbriiche),
by = 2 (dyadische Briiche) und b3 = 60 (von den Babyloniern verwendete Sexagesimalbriiche)
explizit an:

1001
(a) 274679 (b) 735.25 (c) TR
Begriinden Sie, warum die Reihe Z ar107" fiir jede Wahl von a;, € {0,1,...,9} gegen eine
k=1

Zahl a € [0, 1] konvergiert.

5, falls k ungerade,
3, falls k gerade.

n—oo

(a) Bestimmen Sie lim S, mit S, := ZakS_k und a; = {
k=1

(b) Begriinden Sie, warum die Reihe Zaké%_k fiir jede beliebige Folge (ay)reny mit ap €
k=1
{0,1,...,7} gegen ein a € [0, 1] konvergiert.
Alternative Formulierung:

Begriinden Sie, warum die Reihe >~ 387 fiir jede Wahl von a; € {0,1,...,7} gegen eine
k=1
Zahl a € [0, 1] konvergiert.

5, falls k ungerade,

Bestimmen Sie speziell den Grenzwert, falls a5 =
3, falls k gerade.
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A277

A 2738

A279

A 2.7.10

A 2711

A 2.7.12

A 2.7.13

A 2.7.14

A 2.7.15

Zeigen Sie, dass die Folge

3

S, =

k=1

(2.14)

2

fiir beliebige a;, € {0,1,2,3,4,5,6} eine Cauchy-Folge ist, indem Sie zu ¢ > 0 angeben, wie
man ein N () ermittelt, mit dem |S,, — S| < € bei n,m > N(e) gilt.

(a) Gegeben sei eine beliebige Abbildung a: N — {0, 1,2, 3,4}. Begriinden Sie, warum die

durch b, := > a(k) - 5% definierte Folge (b,)nen gegen eine Zahl b € [0, 1] konvergiert.

k=1

(b) Bestimmen Sie diesen Grenzwert b speziell im Fall a(k) :=

1, falls £ ungerade,
3, falls k gerade.

Leicht abgewandelte Variante:
(a) Beweisen Sie, dass fiir jede Folge (a,)nen von Ziffern a,, € {0, 1,2, 3,4} die Folge (Sy)
N

der Partialsummen Sy := > a,57" gegen eine reelle Zahl a € [0, 1] konvergiert.
n=1

(b) Bestimmen sie A}im Sy zur Ziffernfolge as,_1 := 3 und as, := 2.
—00

N
(c) Welchen Grenzwert besitzt (Z an5_”) zur Ziffernfolge asg,_1 := 0 und ay,, := 47
n=1 N

Beweisen Sie, dass fiir jede Folge von Ziffern x, € {0,1,2} die Reihe Zx,ﬁ’” gegen eine
n=1

reelle Zahl = € [0, 1] konvergiert.

Bestimmen sie den Grenzwert x der Reihe, die zur Folge x5, 1 := 2 und x5, := 0 gehort.

1
Ermitteln Sie die triadische Entwicklung von 7

.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)

Uberlegen Sie sich, wie das Hexadezimalsystem, des Dezimalsystem und das duale Zahlen-
system in das Konzept der b-adischen Briiche passt.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine reelle Zahl und zwei unterschiedliche Zahlen
b1, by € {2,3, RN 16},

fiir die es eine abbrechende b;-adische Entwicklung und eine nicht abbrechende b,-adische
Entwicklung gibt.

Ermitteln Sie die Dualzahl- und die Hexadezimalzahldarstellung der folgenden (beziiglich
der Basis 10 dargestellten) natiirlichen Zahlen 17, 127, 4096.

Anmerkung: Die Ziffernmenge im Hexadezimalsystem ist {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F'}.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine reelle Zahl, deren b-adische Entwicklung nicht eindeutig ist.
Kann diese Zahl irrational sein?

Begriinden Sie, warum eine periodische Dezimalzahl rational sein muss.
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2.8 Rekursiv definierte Folgen und Wurzeln

A 281

A 2.8.2

A 283

A 284

A 285

A 286

A 287

Zeigen Sie per Induktion, dass fiir gegebenes f: R — R und ay € R durch a, := f(a,_1)
fiir n € N wirklich eine Folge a: Ny — R definiert ist. Solch eine Folge nennt man rekursiv
definiert.

Die Abbildung ¢: N — N sei durch

(n) 3n + 1, falls n ungerade,
c(n) ==
5, falls n gerade,

definiert. Die Entscheidung iiber die Richtigkeit der Vermutung, dass fiir jede beliebige Wahl
vonn € N={1,2,3,...} die rekursiv definierte Folge

a; :=n, apy = c(ag)

ab einer bestimmten Stelle in den Zyklus 1,4,2,1,4,2, ... einmiindet, wird COLLATZ-Problem
oder 3z + 1-Problem genannt (ist z.B. n = 1, erhalten wir direkt die Folge (1,4,2,1,4,2,...))
und gehort bislang zu den ungelosten Problemen der Mathematik.

(a) Priifen Sie die Vermutung fiir n = 9 und n = 17.

(b) Priifen Sie die Vermutung fiir n = 39 und n = 113.
1
Sei (a,) die durch a; := 1 und a, 41 := §a" + 1 rekursiv definierte Folge.

(a) Zeigen Sie fiir alle n € N, dass |a, — 2| = &.

(b) Zeigen Sie nun, dass (a,) gegen a = 2 konvergiert, indem Sie zu beliebigem € > 0 eine
natiirliche Zahl N () bestimmen, so dass Vn € N : (n > N(e) = |a, — a| < ¢) gilt.

Alternative Formulierung:
1
Bestimmen Sie den Grenzwert a der durch a; := 1 und a,, 1 := §an + 1 rekursiv definierten

Folge. Zeigen Sie, dass (a,) tatsichlich gegen a konvergiert.

Hinweis: Welcher Fixpunktgleichung muss der Grenzwert geniigen?
.......................................... (Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstraf})

Zeigen Sie mittels Folgerung des Satzes von Bolzano-Weierstra$}, dass die durch a; := 1 und

(nt1 7= San + 1 rekursiv definierte Folge konvergiert.

1
Bestimmen Sie den Grenzwert der rekursiv definierten Folge by := 1, b,;1 := §(b" +1).

Hinweis: Verwenden Sie die Konsequenz aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf3.

Beweisen Sie, dass die durch a,1 := a,(2 — a,) fiir jeden Startwert 0 < a9 < 2 rekursiv
definierte Folge konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Sei a > 0. Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert 0 < xy < % die durch
Tpi1 = 2, (2 — axy)
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rekursiv definierte Folge x,, konvergiert.
Bonusfrage: Hingt der Grenzwert der Folge (2, )nen, vom Startwert xo ab? (+1 ZP)

Alternative Formulierung:
Sei a > 0. Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert 0 < xy < % die durch

Tpi1 = 2,(2 — axy)

rekursiv definierte Folge x,, gegen — konvergiert.
a

Alternative Formulierung:

1
Es sei b € R, b > 0. Weiterhin sei 0 < a1 < 7 und a,1 = 2a, — ba? fiir alle n € N. Zeigen
1

Sie, dass a,, konvergiert mit lim a, = —.
n—00 b

A 2.8.8 Zeigen Sie die Konvergenz der Folgen, welche fiir alle n € N rekursiv definiert sind durch

(a) any1 = a, —a’ zu beliebigem Startwert 0 <a; <1,
b2+ 1
2b,,

(b) bpy1 = zu beliebigem Startwert 1 < by .

1
(€) Cpyr = Z(Cn + 1) zum Startwert ¢ := 1.

2d,,
1+d,

(d) dpyq = zum Startwert dy := 2.

Alternative Formulierung inklusive Anleitung:

2a,, )
a fiir n € N definiert.

Die Zahlenfolge (ay,)nen sei rekursiv durch a; = 2 und a,, 41 =

(i) Weisen Sie nach, dass fiir alle n € N die Ungleichung 1 < a,, < 2 gilt.
(ii) Zeigen Sie, dass die Folge monoton ist.

(iii) Begriinden Sie nun, warum die Folge konvergieren muss.

(iv) Gegen welchen Wert konvergiert die Folge ? (Begriindung)

Bonusfrage: Wie lautet jeweils der Grenzwert der Folge (mit Begriindung)?

1 3
A 2.8.9 Konvergiert die durch a; :=1, a,41 := 1 (an + Z)’ rekursiv gegebene Folge ?

1
A 2.8.10 Zeigen Sie, dass die rekursiv durch ay := 2 und a,,;, := 2— — definierte Folge a,, konvergiert.
Qn,

A 2.8.11 Zeigen Sie, dass die rekursiv durch die Vorschrift a; := 0 und a,,1 =1 — firne N

2+ a,
definierte Folge (a,) konvergiert.
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........................................................... (Erweiterter Konvergenzbegriff)
A 2.8.12 Sei R := RU {—00, +oc} und <g wie in der Vorlesung definiert. Zeigen Sie: (1+3 P)

(a) Es ist <g eine totale Ordnung auf R.

b)) aceR A 2, FainR A (x,,) Teilfolge von (z,) = m,, "% 0 in R.

A 2.8.13 Sei (a,) eine reelle Folge. Beweisen Sie:

lim a, existiert genau dann, wenn die Folge (a,) genau einen Haufungspunkt h €
n—o0

R U {—00, 00} besitzt. Weiterhin gilt dann lim a,, = h.
n—oo

Hinweise/Wiederholung: Sei (a,)nen eine reelle Zahlenfolge und (a,, )ren eine Teilfolge.

e Wir sagen ,, lim a,, existiert“, wenn (a,) konvergiert oder bestimmt divergiert. In allen
n—oo

anderen Fillen sagen wir ,, lim a,, existiert nicht“ oder , (a,) ist unbestimmt divergent*.
n—oo

e Satz: Existiert lim a,, so auch lim a,,, und es gilt lim a,, = lim a,.
n—00 k—oo k—o0 n— 00

e Satz: Jeder Haufungspunkt von (ay,, ey ist auch Haufungspunkt von (a,)nen.

e Folgerung aus BOLZANO-WEIERSTRASS und der Zusatzmaterial
Jede reelle Zahlenfolge besitzt einen Haufungspunkt in R U {oco, —o0}.

............................................................ (Definition der k-ten Wurzeln)

1
A 2.8.14 Sei a > 0. Zeigen Sie, dass die zu beliebigem xg > 0 durch x, 1 = 5 (xn + i) rekursiv
Ip

2 = g konvergiert.

definierte Folge gegen die (d.h., eindeutige!) positive Losung von x
Alternative Formulierung — Anleitung am Beispiel:

Seien z > 0, a; = 1 und die weiteren Glieder der Folge (a,)nen rekursiv definiert durch

1 T
Apt+1 = B arﬂ‘a .

(a) Zeigen Sie, dass fiir alle n > 2 die Ungleichung a,, > /z gilt.
(

)
b) Zeigen Sie, dass die Folge (ay)neny monoton und beschréinkt ist.
(c) Zeigen Sie, dass die Folge (ay,)nen konvergiert.

)

(d) Berechnen Sie den Grenzwert lim a,, .
n—oo

A 2.8.15 Sei a > 0 eine reelle und k > 2 eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert
xo > 0 die rekursiv durch 1

a

definierte Folge gegen die (d.h. eindeutige) positive Losung der Gleichung z* = a konvergiert.
Diese bezeichnen wir mit /a und nennen sie die (positive) k-te Wurzel von a.

.............................................................. (Eigenschaften der Wurzeln)

A 2.8.16 Fiir natiirliche Zahlen a, b ist /a entweder eine natiirliche Zahl oder irrational.
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A 2817

A 2.8.18

A 2.8.19

A 2.8.20

A 2821

A 2.8.22

A 2.8.23

A 2.8.24

A 2.8.25

A 2.8.26

Zeigen Sie, dass die k-te Wurzel streng monoton wachsend ist.

< 2]<:—1< 1
TSI S ST VCT S

. o . L . ar+---+ap a?+-+a?
Zeigen Sie mittels vollstadndiger Induktion die Ungleichung LR £

> /n.

~ 1
Beweisen Sie fiir alle natiirliche Zahlen n > 2 die Ungleichung Z

= VE
..................................................... (Konvergenz von Folgen mit Wurzeln)

Sei (an)nen eine konvergente Folge positiver reeller Zahlen mit Grenzwert a € R (a > 0).
Zeigen Sie, dass dann die durch b, := /a, gegebene Folge (b,),en gegen den Grenzwert
b := \/a konvergiert.

Verallgemeinerte Aufgabenstellung fiir die k-te Wurzel

Sei k > 2 eine beliebige natiirliche Zahl und a,, eine konvergente Folge nicht-negativer reeller
Zahlen mit Grenzwert a > 0. Zeigen Sie, dass dann die durch b, := /a, gegebene Folge

gegen den Grenzwert b := /a konvergiert.
V2t nd+n41
m :

13/2 4 2
Bestimmen Sie die Grenzwerte lim nttnttvn und Ui
n—oo  n/n+n+1 n—o0 n? 41

................. (Geschicktes Erweitern und/oder Verwendung der 3. Binomischen Formel)

Bestimmen Sie die Grenzwerte der Folgen
(a) a, :=2vn (\/n +1-— \/ﬁ>

Leichte Abwandlung: Berechnen Sie lim v/n (vVn+1—+/n) ?

n—o0

(b) by :=/(c+n)(d+n)—n fir ¢,d>0.

Wogegen konvergiert die Folge (n (1 —4/1- E)) mit a > 07
n n>a

1 1
Untersuchen Sie die Existenz des Grenzwertes lim n (\/ 1+ —+ \/ 1+ — = 2) )
n n

n—0o0

Priifen Sie, ob die folgenden Grenzwerte existieren und berechnen Sie sie ggf.
(a) lim vn+1—+/n (b) lim (vVn?+1—+vn?—1).
n—oo n—oo
(¢) lim (vVn?+5n—3—n)

n—oo

1 1
(d) 1imn<\/1+—+</1+ﬂ—2>.
n—00 n n
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A 2.8.27

A 2.8.28

A 2.8.29

A 2.8.30

A 2.8.31

Hinweise: Fiir a > 0 gilt /a = \/y/a sowie (a — 1)(a® + a* +a+ 1) = (a* — 1).

Bestimmen Sie die (gegebenenfalls uneigentlichen) Grenzwerte a, b, ¢ der durch
ap = V/n 41000 — /0, by, := \/n+y/n—+/nund ¢, := \/n + &= — y/n definierten Folgen.

Zeigen Sie, dass fiir alle n < 1000000 die Ungleichung a, > b, > ¢, gilt, obwohl fiir die
Grenzwerte a < b < c gilt.

..................................................... (Anwendungen des Sandwich-Lemma)
Zeigen Sie mittels Sandwich-Lemma: (3+1+1 P)

(a) a >0 = /a =3 1 Tipp: Betrachten Sie zuerst a > 1 und verwenden Sie Satz 3.2.
(b) /n"™=31  Tipp: Verwenden Sie den Binomischen Lehrsatz fiir ({/n)” = (1 4 2,,)™.

Alternative Formulierung:

Beweisen Sie, dass die folgenden Grenzwerte 1 sind. (242 P)
(a) lim {/a beia > 0. Hinweis: Verwenden Sie die Bernoulli-Ungleichung.
n—oo

(b) lim ¢/n Tipp: Verwenden Sie den Binomischen Lehrsatz fiir (/n)" = (1 + )™

n—oo

Zeigen Sie unter Verwendung des Sandwich-Lemma
(a) /BrF1Im+427 =5 42 (b) Vnd—n2+1 =3 1 (c) 27¥/nt —n2+2 =3 27
(d) V3r+5"+7" =7 (e) V2n +3" — 3

.................................................. (Rekursiv definierte Folgen mit Wurzeln)

Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert 0 < ag < 2 die durch

Apt1 = Vay, +2

rekursiv definierte Folge (a,) konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Alternative Formulierung eines Spezialfalls:

Die Folge (an)nen sei gegeben durch

alz\/i, a2:\/2+\/§, agz\/2—|—\/2+\/§.

Zeigen Sie die Konvergenz der Folge (a,)nen und bestimmen Sie ihren Grenzwert.
Die reellen Zahlenfolgen (a,)nen und (by,)nen seien rekursiv definiert durch

an, + b,

a=0¢>0, b=>0>0 und an,=—03—,

boit = Vb, n€EN

Beweisen Sie, dass (a,)neny und (b,)nen gegen einen gemeinsamen Grenzwert konvergieren.

Bemerkung: Dieser gemeinsame Grenzwert wird als arithmetisch-geometrisches Mittel
M (a,b) bezeichnet.

............................................................. (Ungleichungen mit Wurzeln)



A 2.8.32

A 2.8.33

A 2.8.34

A 2.8.35

A 2.8.36
A 2.8.37

A 2.8.38

A 2.8.39

A 2.8.40

Zeigen Sie, dass das geometrische Mittel nicht grofler ist als das arithmetische Mittel, d.h.,
dass fiir alle Zahlen a,b € R mit a,b > 0 gilt

\/%ga;b.

Hinweis: In einem mathematischen Beweis schliefft man die Behauptung aus bekannten
wahren Aussagen und nicht umgekehrt. Schreiben Sie den Beweis sauber hin!

Zeigen Sie:

\/_+7>\/_+\/_

(b) Fiir a,b,c,d > 0 gilt \/(a + b)(c + d) > /ac + v/bd.

(a) Fiir a,b > 0 gilt

...................................................................................... (oL)
Zeigen Sie fiir alle n € N die Ungleichungskette
2(ViFT-vi) € = < 2(Vi- Vi)
(AGM) Es sei n € N mit n > 2 und es seien reelle Zahlen
0<a;<as<a3<...<a, (2.15)

gegeben. Zeigen Sie:

........................................................ (Aufgaben zum Goldenen Schnitt)
Fiir die positive Losung von g2 — g — 1 = 0 gilt sowohl % =g—1lalsauch 2 —g=(1—g)>.

Die durch aq :=0, a1 := 1, a,+1 = a, + a,_1, rekursiv definierte Folge erfiillt fiir alle n € N
n _1 n . PN
die Gleichung Gntt g = u mit der positiven Losung g von g> — g — 1 = 0.
n a/TL "
Zeigen Sie, dass die durch g?> = 1 + g eindeutig bestimmte positive Zahl g (die goldener
Schnitt genannt wird) irrational ist.

1
Zeigen Sie, dass die Kettenbruchfolge 1—|—1+—1, die genauer durch die Rekursion ag := 1,

L

1
ani1 = 1+ —, gegeben ist, gegen den goldenen Schnitt g konvergiert.
a

n

1
Bezeichne a,, die durch ag := 1, a,11 := 1 + —, rekursiv definierte Kettenbruchfolge und

g = %5 den goldenen Schnitt, der die positive Losung von g2 — g — 1 = 0 ist. Beweisen Sie

1
per Induktion fiir jedes n € Ny die Ungleichung |a, — g| < —. Konvergiert a,, gegen g?
gn
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A 2.8.41 Die durch g = 1 + ¢ eindeutig bestimmte positive reelle Zahl g heiit goldener Schnitt.

Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen der Wurzeln \/1 + \/1 + v 14+ vV1+..., welche préaziser
durch die Rekursionsvorschrift a, := 1, a,,+1 := v/1 + a,, definiert ist, gegen g konvergiert.
Tipp: Zeigen Sie zunéchst per Induktion |a, — ¢ < o L fiir alle n € N und danach lim a, = g.

n—o0

.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)
Im Folgenden sei &' eine Menge und S(z) sowie 7'(z) Terme in z € X.
A 2.8.42 Seien a,b,c € R. Bestimmen Sie die Menge L={ze€D: S(z)=T(z)} fir:
(a) \/5:5 auf der Menge D = {z € R: z > 0},

(b) ; =4 auf der Menge D = {z € R: z #0} = R\ {0},
(¢) br+c=0auf R (allgemeine lineare Gleichunyg),
(d) 22 =a auf R (allgemeine quadratische Gleichung ohne lineares Glied),
(e) az® +bx+c¢=0, a #0 auf R (allgemeine quadratische Gleichunyg),
-1
(f)x 1:—:17auf]D):R\{1}, (g) vVe=2—zauf D={z eR: x>0}
x —

A 2.8.43 Fiir welche x € R gilt vz — 12 < x ?

A 2.8.44 Losen Sie die folgenden Ungleichungen und skizzieren Sie die Lage der Losungsmenge auf

der z-Achse:
r+3

r+vVr—vVzr+2

A 2.8.45 Uberlegen Sie sich, warum die Dezimalentwicklung von v/2 nicht periodisch sein kann.

> 1.

A 2.8.46 Seien x > 0, a; = 1 und die weiteren Glieder der Folge (a,)nen rekursiv definiert durch

1 T
p+1 = §(an+a_) .

(a) Berechnen Sie mit dem Hilfsmittel ihrer Wahl die ersten 10 Folgenglieder der Folge (a,,)
fir x = 1,4,9,16 mindestens auf 6 Stellen nach dem Komma genau. Formulieren Sie
eine Vermutung iiber die Konvergenz der Folge (a,,) und ihren Grenzwert.

(b) Berechnen Sie mit dem Hilfsmittel ihrer Wahl die ersten 10 Folgenglieder der Folge (a,,)
fiir x = 2,3,5 mindestens auf 6 Stellen nach dem Komma genau. Erhéartet das Thre
Vermutung aus (a) ?
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2.9 Punktmengen und Abzihlbarkeit

A 2.9.1 Bestimmen Sie |J A, und () A4, fir (4+44+4 P)

neN neN
1 1
737~--7n

........................................... (Test auf Abzéhlbarkeit und Gleichméchtigkeit)

N | —

(a) Ay ={z€Z: —n<z<n} (b) A,={3n—-2,3n—-1} (¢ An:{l,

A 2.9.2 Zeigen Sie: Jede endliche Menge ist (hochstens) abzihlbar [P

Hinweis:
Eine Menge D heifit h6chstens abzihlbar, wenn sie leer ist oder wenn eine Folge (z,,)nen
existiert, so dass {z,: n € N} = D gilt. Andernfalls heifit die Menge iiberabzéhlbar.

A 2.9.3 Ist P(N) abzdhlbar 7
Alternative Formulierung:

e Zeigen Sie: Die Menge aller Teilmengen von N ist iiberabzéhlbar.
e Zeigen Sie: P(N) ist tiberabzihlbar.

e Zeigen oder widerlegen Sie: Die Potenzmenge von N ist abzéhlbar.
A 2.9.4 Ist die Menge der Funktionen f: N — N abzahlbar ?
A 2.9.5 Sei k > 2 eine natiirliche Zahl. Ist die Menge kN := {n € N | k teilt n} abzdhlbar unendlich?

A 2.9.6 Ist das kartesische Produkt A x B abzihlbarer Mengen A, B selbst wieder abzéahlbar?

A 2.9.7 Ist die Menge E := |J Ejy mit Ej, = {(01,02,...,ck) |Vj=1,...,k:¢j € N} abzahlbar ?
kEN

A 2.9.8 Ist die Menge {a + bv/2|a,b € Q} eine abzihlbare Teilmenge von R?

A 2.9.9 Ist die Menge der irrationalen Zahlen gleichméchtig zu der Menge aller rationalen Vielfachen
von Wurzeln aus rationalen Zahlen?

A 2.9.10 Ist die Menge aller endlichen Teilmengen einer abzédhlbar unendlichen Menge abzihlbar ?
A 2.9.11 Sind die Intervalle [a,b] mit a < b und [0, 1] gleichméchtig ?

A 2.9.12 Sind die Mengen [0, 1] und 0, 1] gleichméchtig ?

A 2.9.13 Sind die Mengen |0, 1[ und [0, 1] gleichméchtig ?

A 2.9.14 Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Jede tiberabzihlbare Teilmenge von R enthélt ein offenes Intervall.
(b) Die Menge aller endlichen Teilmengen von N ist (hochstens) abzahlbar.

(c) Die Menge {A C N | N\ A endlich } aller coendlichen Teilmengen von N ist iiberabzahl-
bar.

12Das ist insbesondere dquivalent zu: Jede iiberabzihlbare Menge ist unendlich.
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(d) Zwischen je zwei Intervallenﬁ gibt es eine Bijektion, d.h. je zwei Intervalle sind gleichméchtig.

A 2.9.15 Beweisen Sie die folgenden Aussagen:

(a) Jedes nichtleere offene Intervall (a,b) C R ist iiberabzéhlbar.

(b) Fiir jedes nichtleere offene Intervall (a,b) C R ist (a,b) N Q abzdhlbar und (a,b) \ Q
iiberabzdhlbar.

....................................................................... (Ausflug Topologie)
A 2.9.16 Zeigen Sie, dass fiir beliebiges O C R gilt: O offen <= R\ O abgeschlossen.
Hinweise: Sei O C R.

(a) a € O heifit innerer Punkt von £ <= J3e>0Vzr € R: (|[x —a| <e = x € O).
(b) O heifit offen, falls jedes a € O ein innerer Punkt ist.

(c) O heiit abgeschlossen, falls mit jeder CAUCHY-Folge (a,)nen aus O auch der zugehori-
ge Grenzwert in O liegt (also alle Hiufungspunkte von O auch in O liegen).

............................................................. (Héufungspunkte — allgemein)
A 2.9.17 Zeigen Sie, dass eine konvergente Folge genau einen Haufungspunkt besitzt.

A 2.9.18 Zeigen Sie: (ay,)nen konvergent <= (asgy)ken, (@2x+1)ren und (ask)ren konvergent.

Bonusfrage: Kénnen wir eine der Teilfolgen weglassen?
Leichte Variation der Riickrichtung:

Gegeben sei eine Folge b, fiir welche die Teilfolgen bs,, 02,45 und b7, konvergieren.
Zeigen oder widerlegen Sie, dass dann auch b,, konvergent ist.

A 2.9.19 Von (a,)nen sei bekannt, dass sie die Haufungspunkte a,b € R besitze und dass ag, X
sowie agni1 — bund a # b gelte. Zeigen Sie, dass (an)nen keine weiteren Haufungspunkte
besitzt.

A 2.9.20 Kann es eine streng monotone Abzéhlung der Menge QN 0, 1[ geben 7

A 2.9.21 Zeigen Sie: Ist a, eine Abzdhlung von Q N [0,1], dann ist jede reelle Zahl z € [0, 1] ein
Héaufungspunkt der Folge a,,.

13Dje Intervalle seien nicht entartet, d.h., I = [a,b] oder I = [a,b] oder I = ]a,b| oder I = ]a,b] mit a < b.
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............................... (Supremum /Imfimum/Limes Superior/Inferior — allgemein)

A 2.9.22 Bemerkung: Intervalle kann man auch folgendermafien definieren: Eine nichtleere Teil-
menge [ C R mit der Eigenschaft, dass aus x,z € [ und © < y < 2z schon y € I folgt,
heiflt Intervall.

(a) Zeigen Sie: Eine Teilmenge I C R ist ein Intervall <= |inf I ,supl| C I.
(b) Folgern Sie, dass die Intervalle genau die Teilmengen

e Ja,b] (—o0 <a<b< o),

o [a,b] (—o0 <a<b<o0),

e Ja,b] (—oo <a<b<oo)und
[a,b] (—o0 < a <b< o)

sind, also die altbekannte Form besitzen.

A 2.9.23 Bestimmen Sie Infimum und Supremum von | — 00, al, | — 00, b[, ]a, b[, ]b, +00] fiir a < b.

A2924 SeiaeR,a>0und M = {x : z € R Az" < a}. Sei auBerdem b = sup M.
Zeigen Sie, dass dann nicht b" > a gilt. Hinweis: Beweismethode mit Widerspruch.

A 2.9.25 Seien V, W C R nichtleer, beschrinkt und V —W = {v—w | v e V,w e W}. Zeigen Sie:
(a) V — W ist nach unten beschrankt.  (ii) Es gilt inf(V — W) = inf(V') — sup(W).
A 29.26 (a) Seien A C B C R beliebig. Zeigen Sie:
(i) A0 = inf A<sup A
(i) A# D)= (El(xn)neN aus A mit 2, = sup A A (Y )nen aus A mit y,, — inf A)
(iii) sup A <sup B (iv) sup(—A) = —inf A (v) inf A > inf B
(b) Sei (an)n>n, aus R beliebig sowie A := {a, | n > ng}. Zeigen Sie:
(i) ((an)n2no mon. wachsend = a,, =3 sup A>
A <(an)n2n0 mon. fallend = a,, == inf A>
(ii) liinﬁsoljp(—an) =— liTILg %)Iolf an (iii) ligg g}f a, < liinﬁsoljp an

(iv) Sei a € R. Dann gilt
T (a) V5>OEIN€€NVTL€N:(nzNE:>an>a—5>,
iminfa, = a <

B (8) F(am,)ken Yk € N: ay,, <a+ce.

(v) liminfa, = limsupa, = c € RU {£o0} <= a, —3 ¢

n—oo

A 29.27 (a) Seien A,BCR nichtleere beschriinkte Mengen. Wir setzen ...................... (oL)
A+B = {a+blac ANbeB} und A—-—B := {a—b|la€ ANbeE B}

Zeigen Sie:
(i) sup(A+ B) =sup(A) +sup(B) und anschlieBend inf(A — B) = inf(A) — sup(B)
(ii) sup(A U B) = max{sup(A),sup(B)} (iii) sup(A N B) = min{sup(A), sup(B)}

(b) Seien A, B C R nichtleere beschréinkte Mengen. Definieren Sie sinnvoll A- B. ....(oL)
Unter welcher Voraussetzung an A und B gilt sup(A - B) = sup(A) - sup(B) 7
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A 2.9.28

A 2.9.29

A 2.9.30

A 2.9.31

A 2.9.32

A 2.9.33

A 2.9.34

A 2.9.35

Sei (b, )nen eine reelle Zahlenfolge und b € R U {—o00, 00}. Zeigen Sie:

(a) limsupb, <b — dnp e Ndg<bVneN: (n>ny= b, <q).
n—oo

(b) liminfb, > b — dng e Nd¢>bVneN: (n>ny= b, > q).
n—o0

................................................ (Supremum/Imfimum — konkrete Mengen)

Geben Sie fiir die folgenden Mengen M, jeweils das Supremum sup M, und das Infimum
inf M, das Maximum max M, und das Minimum min M, an, falls diese existieren:

M, =N, My:={-1)":neN}, M:={1+1:neN}
M, :=Z, M; = {(—2)" : n e N}, Mg :={n+1 : neN},
M;:=Z\N, Mg:={1+1 :ze[l,2[}, My:={z€Q : |z|<|z—2|}.

Alternative Formulierung fiir M o:

Bestimmen Sie Supremum und Infimum der Mengen

1 1
M, = {1+E|HGN}’ MQ::{n+ﬁ|n€N}, M :={zeQl||z| <|z-2|} .

—1)m —_1)"
Bestimmen Sie Infimum und Supremum von A := { (=1) + (=1 :m,n €N }
m n

Bestimmen Sie Supremum und Infimum folgender Mengen. Entscheiden Sie jeweils, ob ein
Maximum und/oder ein Minimum existiert.

n |z

(i) Ml::{%)neN} (11)M2::{2n+1 ‘neN} (in)MS::{’x‘ll ‘xG]R}

Bestimmen Sie im Falle der Existenz Supremum, Infimum, Maximum und Minimum von
(a) M, = {2 € R: a(x — 1)(z +2) > 0} (b) M. L | nmeN
a ={x cx(r—1)(x = n,m
! 2 n+3m '’

: : : . : 3n? 42
Bestimmen Sie den Limes superior und wenn moglich den Grenzwert von B .
2n(n+1) ) cn

................................................. (Konkrete Beispiele zu Haufungspunkten)

Finden Sie eine Folge (s;,)neny mit  inf s, < liminfs, < limsups, < sups, .
neN n—>00 N—00 neN

Beweisen Sie limsup(a,, +b,) < (lim sup an) + (lim sup bn) und geben Sie Beispielfolgen
n— o0 n—o0 n—o0
an, fiir die eine echte Ungleichung vorliegt.

Alternative Formulierung:

Beweisen Sie die Ungleichung
lim sup(a,, + b,) < (limsupa,) + (limsup b,)

n—o0 n—oo n—o0

Geben Sie Folgen an, fiir welche die Ungleichung echt ist, d.h., mit < gilt.
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A 2.9.36

A 2.9.37

A 2.9.38

A 2.9.39

A 2.9.40

A 2941

A 2.9.42

A 2.9.43

A 2.9.44

A 2.9.45

Gibt es eine Folge mit abzdhlbar unendlich vielen Haufungspunkten?

(125)% — (—5)“>”
2-(25)3 '

Bestimmen Sie die Haufungspunkte der Folge a,, := (

Bestimmen Sie die Haufungspunkte der rekursiv durch die Vorschrift b; := 2 und b,,11 :=
1 — b, fiir n € N definierten Folge (b,,).

Bestimmen Sie alle Haufungspunkte der Folge a,, := cos(nm) + % und geben Sie Teilfolgen
an, die gegen diese Haufungspunkte konvergieren.

3+ %, fiir n = 3k,
Bestimmen Sie lim sup a,, und lim inf a,, fiir die Folge a,, := { 3 — 2 fiir n = 3k + 1,
n—00 n—00 n
- 3+ ¢/n, firn=3k+2.

Bestimmen Sie fiir die nachstehend definierten Folgen (a,)nen, (bn)nen, (Cn)nen jeweils den

Limes inferior und den Limes superior:
1—1—(%)” , fallsm=0 mod 3,

1
a, = —(Z), by = V(1+ (=DM )n+1, ¢, = 2+ fallsn=1 mod3,
2, fallsn =2 mod 3 .

)

S|

Bestimmen Sie den Limes Superior und den Limes Inferior der Folgen a, := (—1)"(1 +
und b, := (—1)"p,, wobei p,, der kleinste Primteiler von n sei.

2
B+ (=)
Bestimmen Sie die Menge aller Haufungspunkte, den Limes Superior und den Limes Inferior
fiir die nachstehenden Folgen (b,) und (c,):

by = (1+(=D"n, ¢ = (=) (2——) + (=15 <1+ 1) .

n

Ermitteln Sie Limes Superior und Limes Inferior der Folge a,, :=

.................................................................... (Schnittstellenaufgabe)

Hilberts Hotel:

Hilberts Hotel hat zu jeder natiirlichen Zahl n ein Zimmer. Wenn das Hotel voll belegt ist
und ein weiterer Gast kommt, so muss dieser nicht abgewiesen werden, sondern man bittet
den Gast aus Zimmer n in das Zimmer mit der Nummer n + 1 umzuziehen und vergibt das
freigewordene Zimmer 1 an den neuen Gast. Nun kommt ein Bus, der zu jeder natiirlichen
Zahl einen Sitzplatz hat, auf dem ein Reisender sitzt. Kénnen alle neuen Géste in Hilberts
Hotel unterbracht werden und, wenn ja, wie ?
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2.10 Reihen und ihre Konvergenzkriterien

............................ (Vorbereitung — Reihen als spezielle rekursiv definierte Folgen)

A 2.10.1 Sind die nachstehenden Folgen konvergent/bestimmt divergent? (4 P)
1 n k
(n+1)!3n T+ 7 1
n ‘= —42)™ b bn = n -/ d dn = Y
(8) a (=42)" (b) (n+2)! —n! (c) ¢ V442 (d) —~\ 2

Bestimmen Sie gegebenenfalls ihren (moglicherweise uneigentlichen) Grenzwert.
A 2.10.2 Zeigen Sie das ,,unendliche Assoziativgesetz* ([2.16) fiir konvergente Reihen:
Ist Z a, konvergent und k — ny eine streng monotone Abbildung N — N mit n; = 1, dann

> a, = Z( > aj> . (2.16)

J=nk

n=1

gilt

.................................................................. (Die geometrische Reihe)
A 2.10.3 (a) Beweisen Sie durch vollsténdige Induktion, dass die folgende Summenformel gilt

1 _ qn+1

1 (geometrische Summenformel). (2.17)
—4q

VneNoVg#1: ) " =
k=0

(b) Sei ¢ € R beliebig und (S, )nen die durch Sy = 1, S, = S,,—1 + ¢" rekursiv definierte
Folge.

(i) Finden Sie mittels (a) eine explizite Darstellung der Folge (.S, )nen und begriinden
Sie, warum sie genau fiir |¢| < 1 konvergiert.

(ii) Beweisen Sie im Fall ¢ € ]0, 1] erneut die Konvergenz der Folge (S),)nen, in dem Sie
zeigen, dass es sich um eine monotone und beschriankte Folge handelt.

A 2.10.4 Untersuchen Sie die Konvergenz der geometrischen Reihe Z ¢ im Fall |¢| < 1.
k=0

................................................... (Beispiele bestimmt divergenter Reihen)

A 2.10.5 Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen bestimmt divergieren:

(a) Z d fiir ein d # 0 (arithmetische Reihe)
n=0
1 : :
(b) = (harmonische Reihe)
n
n=1

..................................... (Teleskopreihen und Co — z.T. Partialbruchzerlegung)

. .1 A )
A 2.10.6 Driicken Sie 1.2 + 5.3 + 3.1 4 ... mit Hilfe des Summenzeichens aus.

> 1
Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe Z _—
= k(k+1)

78



A 2.10.7 Geben Sie die folgenden Reihen mit Hilfe des Summenzeichens an. Berechnen Sie jeweils die
N-te Partialsumme, untersuchen Sie die Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls den
Grenzwert der Reihe.

1 1 1
eV Tl o v R s B S
. S
B ot it T o9 T T 169

()2+2+2+2+2+
c) - +-+—+—+-—-+...
3 8 15 24 35

Alternative Formulierungen:

1
k+1)(k+2)

(a) Ermitteln Sie den Grenzwert der Reihe Z i
k=1

Tipp: Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von £ — FUESICES) und iiber-

priifen Sie, welche Terme sich in der n-ten Partialsumme aufheben.

Leichte Abwandlung: Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe Z

-
f=nd—n
Y2
(b) (i) Berechnen Sie fiir jedes N € N die N-te Partialsumme Sy := E RO
n J—

n=1
? Falls ja, geben Sie den Grenzwert an.

(ii) Konvergiert die Reihe E 20
n2 —
n=1

[ee]

Bosti Sie den G t der Reih bzw. )  ————s .
(c) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe ; 21 W Z n(n+ 2)

Leichte Abwandlung;:

Priifen Sie die Reihe Z o auf Konvergenz. Berechnen Sie ggf. ihren Grenzwert.
n=2
A 2.10.8 Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge S, := i 7
.10. g n.—k:14k2_1.
Leichte Abwandlung: Zeigen Sie die Giiltigkeit von i 1 = l
& & & Lo =1 2
_ 1

...inkl. Erweiterung: Bestimmen Sie den Grenzwert .S der Folge S,, := Z

£ (2k —1)(2k + 1)

Ab wann gilt |S — S,| <1074 ?

A 2.10.9 Berechnen Sie die N-te Partialsumme und im Falle der Existenz auch den Grenzwert der

Reihen
<a> =2 m (b) Zg n2 — 4 (C) Z0 fnfn-l—Q mit fO . 17 fl - 1’ fn+2 - fn+1+f”’
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A 2.10.10 Bestimmen Sie H <1 — l)

A 2.10.11

A 2.10.12

................................................................. (Teleskop-Produktfolgen)

n
n=2

Alternative Formulierung:

1 1 1
Zei e(l—=)-(1—=)-...-|1—— .
eigen Sle( 2) ( 3) ( n) —0

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie, dass die durch

definierte Folge gegen den Wert 0 konvergiert.
Alternative Formulierung:
. . 1 1 1
Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge a,, := (1 — 5) . (1 — §> cee (1 — —).
n

Beweisen Sie, dass die nachstehend definierte Folge (a,)nen gegen den Grenzwert % konver-
giert:

T (R GO COR =)

Alternative Formulierung:

1 1 1 1
Beweisen Sie die Konvergenz (1 - ?) (1 - ?) (1 — ﬁ) — 5

......................................................... (Allgemeine Konvergenzkriterien)
Zeigen Sie:
(a) Satz 7.4 (Leibniz-Kriterium fiir alternierende Reihen):

oo

Ist (ax)ren eine monotone Nullfolge, so konvergiert Z(—l)kak.

k=1
(b) Satz 7.5: Z ay, absolut konvergent — Z ay konvergent
k=1 k=1

Alternative Formulierung:
Beweisen Sie mittels Cauchyschem Konvergenzkriterium fiir Reihen, dass aus der abso-
luten Konvergenz einer Reihe die Konvergenz einer Reihe folgt.

oo

(c) Zeigen Sie: Eine Reihe Zan ist genau dann absolut konvergent, wenn nichtnegative

n=1

o [o.¢]
konvergente Reihen Z b,, und Z ¢, existieren, so dass Vn € N: a,, = b, — ¢,.

n=1 n=1
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(d) Satz 7.7: (Quotientenkriterium):

Ag41
Qg

36 €10,1] 3k € N Vk € N: (kao — ap £ 0A

2

o0
== Z ay absolut konvergent

k=1
Alternative Formulierung:
Gilt ay, # 0 fiir alle k& > ko und lim 2L = ¢ fiir ein ¢ € [0, 1], dann konvergiert Z ag

ko<k k=1
absolut.

A 2.10.13 Beweisen Sie das Wurzelkriterium:
30 €]0,1] Jko e NVE €N (k‘ > ko = |ax] < 9) = Zak absolut konvergent
k=1

A 2.10.14 Sei (ay)nen eine Folge reeller Zahlen. Zeigen Sie das allgemeine Wurzelkriterium:

(a) limsup V/|a,| <1 = Zan konvergiert absolut.

n—oo

nozol
(b) limsup {/|a,| >1 = Zan divergiert.
n—oo n=1 o
(¢) VneN:a, >0Alimsup {/a, >1 — Z a, divergiert bestimmt gegen +oo0.

n—00
n=1

A 2.10.15 Es sei (a,)92, eine Folge mit a,, # 0 fiir alle n € N. Zeigen Sie:

lim |2 =06 = lim { la,| = oo (2.18)
n—oo | Ay n—o00
und
lim [ —seR =  lim { lan| = s . (2.19)
n—00 | Ay n—o00

Hinweise: Zu jeder reellen Folge (a,) existierenm stets limsup a, = H und liminf a, = h.
n—00 n—0o0

Es gilt stets liminf a,, < limsup a,,.

n—00 n—00
Weiteﬂ gilt  liminfa, =limsupa, =g <= lim q, existiert und lim a, = g.
n—oo n—oo n—oo n—oo

....................................................................... (Versteckte Reihen)

1
A 2.10.16 Konvergiert die durch a; := 1 und ag;; := a, + — fiir k& € N definierte Folge (ax)pen 7
Qg

“Dabei ist H < 0o, wenn (a,,) nach oben beschrinkt (bzw. h > —oo wenn (a,) nach unten beschrinkt) ist und

H = oo (bzw. h = —o00), wenn (a,) nach oben (bzw. nach unten) unbeschrénkt ist. Im letzten Fall ist H (bzw.
h) keine Zahl, sondern der Ausdruck limsup a,, = 0o (bzw. liminf a,, = h) besagt, dass es eine bestimmt gegen oo
n—00 n—0oo
(bzw. —o0) divergente Teilfolge gibt.
15Dies gilt sowohl fiir g € R, also auch wenn g = —oo oder g = oo ist — dann ist bestimmte Divergenz gegen g
gemeint.
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A 2.10.17 Zeigen Sie: (‘v’k; € N: |ar — apy1| <277 = (ap)ren ist eine Cauchy-Folge )

Alternative Formulierung:

Sei (ay)ren eine reelle Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass fiir alle natiirlichen Zahlen k die
Ungleichung
|CLk — ak+1‘ < 2_k

gilt. Zeigen Sie die Konvergenz der Folge (ay)gen 7

Tipp: Was besagt das Vollstandigkeitsaxiom ?

....... (Anwendung des Verdichtungskriterium — auch Integralvergleichskriterium moglich)

= 1
A 2.10.18 Zeigen Sie, dass Z o fiir jede natiirliche Zahl s > 2 konvergiert.
k=1

82



A 2.10.19

A 2.10.20

A 2.10.21

A 2.10.22

A 2.10.23

A 2.10.24

A 2.10.25

A 2.10.26

A 2.10.27

......................... (Anwendung hinreichender und notwendiger Konvergenzkriterien)

Gegeben sei die Reihe Z o(=D"=n, (242 P)
n=1

(a) Ist hier das Quotientenkriterium anwendbar ?
(b) Ist hier das Wurzelkriterium anwendbar 7 Bonusfrage: Ist die Reihe konvergent 7
Zeigen Sie, dass fiir die durch )

27" firn=0 mod 2,

Ay =
3™ firn=1 mod 2,

gegebene reelle Zahlenfolge mit Hilfe des Quotientenkriteriums keine Aussage iiber die Kon-

vergenz der Reihe Z a, moglich ist, wohl aber mit Hilfe des Wurzelkriteriums.

n=0

Alternative Formulierung:

1
Untersuchen Sie die Konvergenz der Reihe Z — wobei a, :=
a

n=1 "

2" fallsm =0 mod 2,
3" fallsn=1 mod 2.

Priifen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

0o k OO kE+1 & . 3-k  fiir gerade k.
(a> Z k244 (b) Z k341 (C) Z ap mit a = {5—k
k=1 =1 pt

fiir ungerade k.

“n+1
K iert ?
onvergier nz::l 2l
Konvergiert i(—l)” ! 7
— n+1
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
. n = n = (=1)"n 1+ (=1)F = n?
b d _— —
(a>;n2+1 ();nQ—l (C); nt 1 (); 2kh (e);n!
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:
“n+1 = (=)t ) - 1
b d T —
@2 T PRy Wl @lg—a
Priifen Sie die folgenden Reihen mittels bekannter Kriterien auf Konvergenz
WY ) Y @ Y @ Y
k2 +1 Tk —4 n
k=1 k=1 k=1 n=1
—1
Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz: (a) Z o/
n
n=1
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n=1 n n=1
=1 = /n+22\" > 1 L (-D"(n+1)
f h
Unz::”Q ) nz::<2”+62) (k) nz;: n? 11 ) nz;z ny/n
A 2.10.28 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz
= (1+n2\? - = (=1)n = (n+1)5"
(a) ( ) c) " (d) D Sz
; 1 +nd Z +n) ; n ; 2n3n+l
(e) Z(—l)” (1 —a") fiir eine reelle Zahl 0 < a < 1.
n=1
f h — i —1)'—
- \" /1 1 = n! - 1
j 14— k — — 1 — _
<J>HZ:;< +n> U;(w \/n+1> ()n:1n2 (m);moo-nﬂ
A 2.10.29 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz
= (=1)"(n +4) =\ n? = (-D)"(n+1) “n
= d -
=\ n? - 2n 2n —1 - -
— f — —¢ h — -1
@35 O (5 ) @ X 0 SV
........................................................................... (ohne Lsg)
> 6" >\ (n+1)5" e (4 1) = (=1)" 1\
(i) ; — () ; TR, (iif) ; o (iv) nz_:l (14—
W3 )y 1 (i) 30—
2(71—1—1)"—271” nl\/(Qn—l)(2n+1) = —1

Fiir welche Reihen kann keine bestimmt divergente Umordnung existieren ?

A 2.10.30 Untersuchen Sie die Reihen _ auf Konvergenz.
Sad ow Sal
A 2.10.31 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz: (1+2+1+1+1 P)
Ny & /(1 (=1)F = o\ k2 +1 =1
(a)z2—k (b)Z(ﬁﬂLT) (@Z(l—\/z) (d)Zm (6)27
k=1 k=1 =1 k=1 =1
(1 (-1
) (E+ ( kQ) ) ............................................................... (oL)
k=1

Bonusfrage: Zu welchen Reihen existiert keine bestimmt divergente Umordnung?
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A 2.10.32 Fiir welche a > 0 konvergiert Z(—l)” (1—<%/a)?

n=1
A 2.10.33 Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz:

()1+3+32+33+ O
a - - - —
2.3 2.5 2.7 7 39 27 81

A 2.10.34 Untersuchen Sie die Reihen auf Konvergenz und absolute Konvergenz:

@ Y1 (Vs - va) Syt

n?+1

n=1 n=1

.................................................................... (oL — mittels Taylor ?)

A 2.10.35 Untersuchen Sie die Reihe z:(—l)’”rl (\775 - 1> auf absolute Konvergenz:

neN
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.................................... (Uberpriifung von allgemein gehaltenen Aussagen)

A 2.10.36 Zeigen Sie oder widerlegen Sie mit einem Gegenbeispiel:

(a)

(b)

()

Die Reihe Z (Tpy1 — ) konvergiert genau dann, wenn die Folge x,, konvergiert.

n=1
oo o0
Gilt a,, =% a und konvergiert Z b, absolut, dann konvergiert auch Z anb,, absolut.
n=1 n=1
(0.9} [e.9]
Konvergiert die Reihe Z aj absolut, dann ist die Reihe Z ai konvergent.
k=1 k=1
o oo
Konvergiert die Reihe Z a, und gilt Vk: a; > 0, dann ist die Reihe Z a; konvergent.
k=1 k=1
Alternative Formulierung:
oo (0.9}
Konvergiert die Reihe Z a, und gilt Vn: a,, > 0, dann ist die Reihe Z a? konvergent.
n=1 n=1

o0 o0
Ist Z a, konvergent mit Vn € N: a,, > 0, dann konvergiert auch die Reihe Z Ny

n=1 n=1

Alternative Formulierung:

Konvergiert die Reihe Zak und gilt Vk: ap > 0, dann ist die Reihe Z,/akakﬂ
k=1 k=1
konvergent.
IR . o =
Konvergiert die Reihe Z a, und gilt ¥n € N: a,, > 0, so konvergiert die Reihe Z .
n
n=1 n=1
Alternative Formulierung:
: e . R N7
Konvergiert die Reihe Z a und gilt Vk: ap > 0, dann ist die Reihe Z T konvergent.
k=1 k=1
oo oo 2
: a,
Ist ; a, absolut konvergent, dann konvergiert auch ; T+a absolut.
Existiert ¢ € R mit n?a, iy ¢, dann konvergiert die Reihe Z Ay,
n=1
o0 (o) a
Gilt Vn € N: a,, # —1 und ist a, absolut konvergent, dann auch L

Ist (an)nen eine monoton fallende Folge nichtnegativer reeller Zahlen, fiir welche die

Reihe Z a, konvergiert, dann ist die Folge (na,),en eine Nullfolge.

n=1
Hinweis: Verwenden Sie das Cauchysche Konvergenzkriterium fiir Reihen.



(k) Ist (a,) eine konvergente Folge und Z b, konvergent, dann konvergiert Z anby,

n=1 n=1

Alternative Formulierung:

[e.9]

Existieren Folgen (a,)nen und (by)nen, so dass a, sowie an konvergent, jedoch

n=1

(o.)
Z anb, divergent ist 7

n=1

(1) Konvergiert die Reihe Z ayn, so konvergiert auch die Reihe Z at.

n=1 n=1

(m) Ist (a,) eine Nullfolge nichtnegativer Zahlen, dann konvergiert die Reihe Z(—l)"an.
n=1

[e.9]

(n) Ist 1 Haufungspunkt der Folge {/|a,|, dann divergiert die Reihe Z an

e8] n=1
(o) Die Reihe Z a, konvergiert, falls 1 Haufungspunkt der Folge {/|a,| ist.

n=1

(p) Ist die Reihe Z a2 konvergent, dann konvergiert die Reihe Z aj absolut.
k=1 k=1

(q) Gilt ax > 0 fiir alle £ € N und Q1 > 1 fiir unendlich viele k € N, so divergiert die

Qg
o0
Reihe E ay.
k=1

Alternative Formulierung:

Gegeben sei eine Reihe E ar mit a; > 0 fur alle £ € N und liad > 1 fiir unendlich
ay
k=1

o
viele k € N. Dann ist die Reihe Z ay nicht konvergent.
k=1

A 2.10.37 (a) Zwei Folgen (an)nen, (bn)nen positiver reeller Zahlen heifilen asymptotisch propor-
tional, wenn es ein ¢ > 0 mit §* "% ¢ gibt. In diesem Fall schreiben wir (ay,) ~ (by).

Zeigen Sie:
(an) ~ (b)) = <Zan < o0 = Y by < oo).
n=1 n=1

= 1
(b) Konvergiert die Reihe Z Tn ?
nyn

[e.9]

1
(c) Untersuchen Sie die Reihen 5 5= und ——— auf Konvergenz.
T n \/_ nvn®
n=1
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.................................................................... (Kuriositétenkabinett)
A 2.10.38 Zeigen Sie: Ist (a,)nen diejenige Teilfolge der Folge der natiirlichen Zahlen (n),ecn, welche
durch Weglassen derjenigen Folgenglieder n entsteht, in deren Dezimaldarstellung mindestens

1
einmal die Ziffer 9 auftritt, dann ist die Reihe Z — konvergent.

neN "

Leichte Variation:

=1
Die harmonische Reihe Z — divergiert bekanntlich bestimmt gegen co.
n

n=1
— 1
Man streiche in der harmonischen Reihe 5 — alle Glieder, bei denen die Dezimaldarstellung
n
n=1

des Nenners n die Ziffer 7 enthélt. Zeigen Sie, dass die so erhaltene Reihe konvergiert.
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................................................................. (Umordnung von Reihen)

1 1 1
A 2.10.39 Konvergiert die Reihe 1 — 3 + 371 + ... gegen denselben Grenzwert wie die Reihe
T 1 1 1 1 1 1 1 1 1 1
e e T — 4. _ _ 2
4+3 6 8+5 10 12 +2n+1 dn+2 4dn+4

N N
-1
A 2.10.40 Fir a, = ( ,n €N seien (Sy)nen = ( E an> sowie (Tn)nen = ( E aT(n)>
n
Ne NeN

n=1 N n=1

s(2n+1) firn=1 mod 3,
und 7: N — N eine Abbildung definiert durch 7(n) =4 2(2n—1) fiirn=2 mod 3,.
an fiir n =0 mod 3.

Berechnen Sie den Vektor (T(n))l8

n=1
dem Komma. Zeigen Sie weiterhin:

sowie Si und Tig und Tig — %Sm auf 8 Stellen nach

(a) 7 ist eine Bijektion N — N. Folglich ist (7%) eine Umordnung von (Sy).

(b) Fiir alle N € N gilt T3y = %SQN

(¢) lim Ty = 38 # S, wobei S > 0 den nach dem LEIBNIZ-Kriterium existierenden Grenz-
n—oo

wert von Sy bezeichne.

, die divergiert.

—1)"
A 2.10.41 Konstruieren Sie eine Umordnung von E (=1
n
neN

A 2.10.42 Zeigen Sie, dass die Reihe Z

1
2 1 gegen eine Zahl kleiner als 1 — 3 + = konvergiert,

jedoch nlcht absolut konverglert Finden Sie weiterhin eine Umordnung 7 : Ny — N, so dass

1 1 1
die Reihe Z(—l)T(”)m gegen eine Zahl grofier als 1 — 3 + R konvergiert.
n=0

Alternative Formulierung:

oo

1 1 1
Zeigen Sie, dass die Leibniz-Reihe Z(—l)"
0

1 gegen eine Zahl kleiner als 1 — 3 + s

n=
konvergiert, jedoch nicht absolut konvergiert. Konstruieren Sie eine Umordnung, die gegen

1
eine Zahl grofler als 1 — 3 + R konvergiert.

1
3n 1 gegen eine Zahl kleiner als 1 — 1 + - kon-

vergiert, jedoch nicht absolut konverglert

A 2.10.43 (a) Zeigen Sie, dass die Reihe Z

(b) Konstruieren Sie eine Umordnung der Reihe aus Aufgabenteil (a), die gegen eine Zahl

1
grofler als 1 — 1 + - konvergiert.

A 2.10.44 Priifen Sie, ob es fiir die folgenden Reihen eine Umordnung gibt, die gegen +oo divergiert.
Falls ja, geben Sie solch eine Umordnung an.
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A 2.10.45

A 2.10.46

A 2.10.47

A 2.10.48

............................................................ (Cauchy-Produkt von Reihen)

[e.e] n [ee] bn
(a) Gegeben seien die Reihen ; % und nz_; E Berechnen Sie ihr Cauchy-Produkt.
oo o0 b
(b) Berechnen Sie das Cauchy-Produkt der beiden Reihen Z 2 und Z —.
“— n! “— nl

Sei |z| < 1. Berechnen Sie jeweils das Cauchy-Produkt von
(a) (Z $k> (Z(—U%k) und  (b) (Z(—nw) (Z(_nw) .
k=0 k=0 k=0
Alternative Formulierung:
Sei |z| < 1. Berechnen Sie die Cauchy-Produkte

(i) (Zﬁ) (Z(—l)kxk> und  (ii) (Z(—nw) <Z(—1)kxk>

k=0 k=0 k=0

o0

Zeigen Sie, dass die Reihe Z(—l)"

1
konvergiert (jedoch nicht absolut), wohingegen
NS glert (j ) geg

n=0
das Cauchy-Produkt der Reihe mit sich selbst divergiert.

Alternative Formulierung:

1) J
Fir n € Ny seien a, := b, := (=1) und ¢; = Zaj_nbn. Zeigen Sie, dass die Reihen

vn+1 "
Z a, und Z b, konvergieren, jedoch ihr Cauchy-Produkt Z c; divergiert.
n=0

n=0 = 7=0

o0

Leichte Variation des ersten Telils:

- 1
Zeigen Sie, dass die Reihe Z(—l)”— konvergiert, aber nicht absolut konvergiert.
n=1 Vﬁ%
s-(s=1)-...-(s—=n+1)
1-2-...-n
finiert. Sie geben an, wieviele Moglichkeiten man hat, aus s verschiedenen Objekten n aus-
zuwéhlen.

de-

Fiir s,n € N sind die Binomialkoeffizienten durch (S> =
n

S

(a) Zeigen Sie, dass (1+x)° = Z (:L) 2" gilt und damit dann Z (Z) (n i /<:> = (S ;L'— t)-

n=0 k=0
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. e ._noa—k+1
(b) Fiir a € R sei (n) _HT

k=1
Zeigen Sie, dass die Binomialreihe B, (z) := Z (a) a™ fiir |z| < 1 absolut konvergiert
n

n=0

und fiir das Cauchy-Produkt B, (z)Bg(x) = Ba1p(x) gilt.

Alternative Formulierung fiir (b):

(i) Zeigen Sie, dass die Binomialreihe B,(y) := E (x) y" fir z,y € Rmit |y| <1
n
n=0
konvergiert. Dabei bezeichnet

x S —k+1
= _ 2.2
() =11" (2:20

k=1
den verallgemeinerten Binomialkoeffizienten.

(ii) Beweisen Sie mit Hilfe der Formel Z (i) ( Y ) = (I i y) und des Cauchy-
k=0

n—=k n

Produktes von Reihenfiir z1, 2,y € R mit ly| <1 das Additionstheorem

By, (y)BCC2 (y> = By 4, (y> : (2'21)
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.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)

A 2.10.49 Informieren Sie sich iiber das sogenannte Paradoxon des Zenon von Elea.

A 2.10.50 Achilles, der schnellfiiflige, unbesiegbare griechische Held, misst sich im Wettrennen mit
einer Schildkrote. Die Schildkrote bewegt sich mit Geschwindigkeit v, und Achilles hat die
Geschwindigkeit v, > vs. Darum bekommt die Schildkrote beim Start den Vorsprung sg vor
Achilles. Mit elementarer Schulphysik sieht man: Achilles hat die Schildkrote nach der Zeit

S0

te =
Vg — Us

eingeholt. Der griechische Philosoph ZENON (von Elea, etwa 490 bis 430 v. Chr.) interpretier-
te das Wettrennen so: Um die Schildkréte einzuholen, muss Achilles den Punkt erreichen, an
dem die Schildkrote startet. Wenn er diesen Punkt erreicht hat, hat sich die Schildkrote aber
ebenfalls weiterbewegt, sie liegt also noch vorne. Hat Achilles auch diese Distanz iiberwun-
den, so hat sich auch die Schildkréte wieder ein Stiick weiter bewegt, usw. Die provokante
Schlussfolgerung von ZENON: Achilles kann die Schildkrote niemals einholen.

Berechne die Zeit t. mittels der Interpretation von ZENON. Worin lag sein Irrtum?
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2.11 Die Exponentialreihe

A 2.11.1 Fiir ein w € R sei w, eine beliebige Folge mit w, — w. Zeigen Sie: (1+1+2+2 P)

n 1 1 n 1 .=

(¢) Zu jedem e > 0 existiert ein K € N, so dass

8
—

- n |wn\k (]w] + 1)”f €
v : > = E < E A A )
n €N (n K : (k‘) R k I < 1

(d) Zu e und K aus (c) existiert ein M € N; so dass

VneN : <TLZM = Vk=0,..., K—1:

Bonusaufgabe: Zeigen Sie nun

(1+2)" sy Yoo 2.2

n
und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

1 n 2 n
A 2.11.2 Untersuchen Sie die Folgen a, :=1— — und b, = (n i 1) auf Konvergenz

1

n—2

—n+5
A 2.11.3 Konvergiert die Folge (2,,)nen n>3, definiert durch z,, := (1 — ) ? Falls ja, wogegen?

3 2n 2 1\"
A 2.11.4 Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen (i) (1 - —) sowie  (ii) (n2 il 2)
n n? —

................................................. (Explizite Bestimmung von Grenzwerten)
A 2.11.5 Bestimmen Sie mittels geometrischer bzw. Exponentialreihe die Grenzwerte

=, =7 4 5k > (~1) = =
);3 " (b) i (c) ZW (d) ;( Z 2n+1

k=0 k=0 n=

k

A 2.11.6 Bestimmen Sie lim (1 — i
k—o0 ]{}2

Tipp: Verwenden Sie (2.22)) oder Bernoulli-Ungleichung und Sandwich-Lemma.

A 2.11.7 Bestimmen Sie die Grenzwerte der folgenden Reihen:

= " = 32 = T (=) /3 (=1
S DTN T WV d el
(2) ;4%! ;271 T (9 ;( ) (n!+ on ) (d) ;(2n+ 3n
>3 1)k2k 3k
A 2.11.8 Ermitteln Sie die Grenzwerte von ; o Z ( Sz = 1)!) .
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1
A 2.11.9 Ist die Reihe Z o konvergent? Falls ja, gegen welchen Wert 7
k=0

A 2.11.10 Untersuchen Sie die Reihe Z e ¥  auf Konvergenz.
k=1

n

1, :
A 2.11.11 Verwenden Sie (2.19) und (2.22)), um den Grenzwert von (— \/n!) zu bestimmen.
neN

Alternative Formulierung:

L, . . .
Zeigen Sie, dass die Folge (— \/n!> konvergiert, und bestimmen Sie ihren Grenzwert.
n neN
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Kapitel 3

Stetigkeit von Funktionen

3.1 Grenzwerte von Funktionen

.................................................. (Allgemeine Aussagen/Zusammenhinge)
A 3.1.1 Wiederholung;:
e Wir nennen p einen Haufungspunkt (HP) einer Menge A, falls eine Folge (2,,)nen mit

Vn € N: z,, € A\ {p} und z,, — p existiert.

e Die Definition des rechtsseitigen Grenzwertes lautet:

li{n f(z) =¢ <= aist HP von DN|a,co[ und

V(2p)nen aus DN]a, ool: <lim () =a = lim (f(z,)) = c>

n—o0 n—oo

e Die Definition des linksseitigen Grenzwertes lautet:

li}n f(z) =c¢ <= aist HP von DN| — 00, a[ und

V(2 )nen aus DN] — 0o, al: (hm (xn) =a = lim (f(z,)) = c>

n—oo n—oo

(a) Zeigen Sie, dass man sich in der Definition des rechtsseitigen Grenzwertes auf streng
monoton fallende Folgen beschranken kann, d.h., zeigen Sie die Giiltigkeit der Aussage

li{(n f(z) =¢ <= aist HP von DnNla, oco| und Y(z,)en aus DNla, 0o

(((xn)neN streng monoton A lim (z,) = a) = lim (f(x,)) = c>

n—oo n—o0
(b) Sei a ein Haufungspunkt von DN ]a, 00| und von DN | — 0o, al. Dann gilt
lim f(z) =c¢ = lim f(z) =¢c und lim f(z) =c.
T—a z\a x/'a

Hinweis: Beachten Sie, dass wegen ¢ € RU{—o00, 00} drei Falle zu unterscheiden sind.
Variation von (b):
Sei f: ]a,b[— R eine beschriankte Funktion. Zeigen Sie:
VG,b:(l' — — I — ¢ A i :)
gelab] : (limf(@) = (lim f() = ¢ A lim f(&) = o

o€
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....................................................................... (Standardbeispiele)

A 3.1.2 Zeigen Sie: Fiir jedes a € R existiert der Grenzwert lim f(x), sofern die Funktion f: R — R

r—ra
ubereinstimmt mit

(a) einer der konstanten Funktionen f.: R+— R, z +— ¢ (c € R) oder
(b) einer der linearen Funktionen g,: R — R, = — bz (b € R\ {0}) oder

N
(c) einem Polynom py(z) = Z bpx® (Vk=0,...,N: b, € R, by #0).
k=0

A 3.1.3 Beweisen Sie mittels der Definition des Grenzwertes von Funktionen

(a) limz? =4 (b) limz?® = 125 (¢) lim |z —2| =0 (d) lim |z —7=0
T2 T—7

r—2 r—5
2
.ozt —4
(e) lim =4
r—2 xr — 2
TH#£2

2
A 3.1.4 Existiert der Grenzwert  lim — ? Falls ja, bestimmen Sie ihn.

2 ol
|
A 3.1.5 Berechnen Sie fiir m,n € N den Grenzwert lin} * T
z—=1 ph —
x#1
A 3.1.6 Berechnen Sie lim (vVz +1— /x).
T—00
: . (1—x)?
A 3.1.7 Berechnen Sie den Grenzwert lim ————
z—1 1 — 22
2 _9 2 _ 2 —6 2_2x -8
A 3.1.8 Berechnen Sie die Grenzwerte lim T2 ,  lim r-ren und lim oo
=l +dr+3 7 =8 1?9 sl a? — 9z + 20

1
A 3.1.9 Sei |z| :=max{z € Z | z < x}. Zeigen Sie lim L—J = 1.
z#0

Alternative Formulierung:

x—0 X 2€ZL

1
Bestimmen Sie den Grenzwert limz L—J mit |y] := maxz.
xz#0 z2<y

Leichte Variation:

Zeigen Sie direkt mittels Definition des Grenzwertes fiir Funktionen: lin% x {—J =3
z#0

A 3.1.10 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

612 —4x — 2 3?2 —2r—1 o4t —r—1

(a) alclan% 202+ 1 — 3 (b) alclarri4x2+2x—6 (c) xlgglx?’—ﬁ—x—l—l
vV1+2z—3 2422 —8 2492 —8

(d) i VA2 =9 (e) lim rror—o (f) lim LreE—S
x4 \/——2 72 2 —xr -2 =2\ 202 — 91 — 4
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A 3.1.11

A 3.1.12

A 3.1.13

A 3.1.14

A 3.1.15

Untersuchen Sie, ob die Funktion go f in a = 0 den Grenzwert lim f(z) besitzt, falls f, g: R —
r#a
R gegeben sind durch
0, z2z€Q, 1, z=0,
r=, T g @ ) r, X ?é 0.

Bestimmen Sie zu a,b,c € R, a > 0, die Konstanten «, 8 € R derart, dass fiir die Funktion
flz) = Var! +br+c—ax—f (3.1)

die Konvergenz lim f(x) = 0 gilt.

T—00

x? —
Ist die durch f(x) :=

1 definierte Funktion f: R — R beschrénkt?

Besitzt f ein Maximum?
.................................................................. (Pathologisches Beispiel)
Die Funktion f: ]0,1] — R sei stiickweise linear definiert durch

n 2n(1 — (2n — 1)x) xe]gn,anl],neN,
! 2n((2n+ 1)z —1) ,z€ |35, +], neN.

2n+1’ 2n

Zeigen Sie: Vn € N existieren lim f(z) und lim f(z), jedoch existiert lim0 f(z) nicht.
z—

. T

2n 2n—1

Alternative abgeschwichte Formulierung:

Auf dem halboffenen Intervall ]0, 1] sei die Funktion f fiir alle n € N durch

1 1

definiert sowie auf [ﬁ, %] linear, d.h., im Graphen der Funktion sind jeweils die Punkte
(l (l)) und (n +1,( L )) durch eine Strecke verbunden. Skizzieren Sie den Graphen der

n’\n n+1
Funktion und zeigen Sie, dass der Grenzwert lir% f(z) nicht existiert.
T—

.............................................. (Schnittstellenaufgaben — Funktionenreihen)

[e.o]

1
a) Zeigen Sie fiir beliebiges z € R die absolute Konvergenz der Reihe )L
(a) Zeigen Sie fiir beliebiges i u nvergenz der Rei ;( ) (2k+1)!x

(b) Bezeichnet nun jeweils g, den Grenzwert der von = abhéngigen Reihe aus (a), dann wird
durch f: x — g, eine Funktion f: R — R definiert. Zeigen Sie, dass dann die Reihe

S (-1 2k = x2k

/(@) ’“:”
fiir festes = # 0 gegen ——— konvergiert.
x

(c) Sei (zp)nen eine Nullfolge, so dass Vn € N: x,, # 0 gilt. Bestimmen Sie lim —f(x">

n—oo T
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3.2 Stetige Funktionen

A 321

A 3.22

A 323

A 324

A 325

A 3.26

A 3.2.7

A 3.28

....................................................... (Anwendung der Folgen-Definition)
Zeigen Sie: Die konstanten Funktionen f.: R+— R, z+ ¢ (¢ € R) sind in allen x € R stetig.
Erweiterung:

Zeigen Sie die Stetigkeit von konstanten und linearen Funktionen sowie die Stetigkeit von
Summen, Produkten und Hintereinanderausfithrungen stetiger Funktionen.

Sei I C R ein nichtleeres offenes Intervall und f: I — R eine Funktion.
Geben Sie ein Folgenkriterium dafiir an, dass f in einem Punkt a € I unstetig ist.

Sei [a, b] C R ein kompaktes Intervall. (242 P)
Sei f: [a,b] — R eine Treppenfunktion. Zeigen Sie: f stetig <= f konstant.

Erinnerung:
Eine Funktion f: [a,b] — R heifit Treppenfunktion, falls es tg,t1,...,t, € [a,b] mit a =tg <t < ... <
t, = b und reelle Zahlen ¢y, ca, ..., ¢, gibt, so dass f(z) = ¢ fir alle © € Jtx_1,tx[ (kK =1,2,...,n).

Sei f:[0,1] — R stetig und es gelte Vz € [0,1]: f(z) = f(«?).
Zeigen Sie, dass f konstant ist.

Gegeben seien Funktionen u,v,w: R — R, so dass fiir alle x € R die Ungleichungskette
u(r) < v(x) < w(x) erfiillt sei. Desweiteren seien die Funktionen u und w stetig in einem
Punkt 2y € R mit u(zg) = w(z). Zeigen Sie, dass dann auch v in xj stetig ist.

........................ (Minimum, Maximum, Positivteil, Negativteil stetiger Funktionen)

Seien f und g stetige Funktionen. Zeigen Sie die Stetigkeit von

x), falls f(x) > g(x),
max(f, g)(z) = f(z) fz) = g(x) (3.2)
g(x), falls f(z) < g(z) .
Hinweis: Fiir beliebige z,y € R gilt max(z,y) = %(x +y+lr—yl).
Seien f und g stetige Funktionen. Zeigen Sie die Stetigkeit von
. x), falls f(z) <g(x),
min(f,g)(r) = {770 eSS o) (3.3
g(z), falls f(z) > g(z) .

1
Hinweis: Fiir beliebige z,y € R gilt min(z,y) = é(x +y—|z—y|).
Sei f: R — R stetig. Die Funktionen f., f_: R — R seien definiert durch

_ ) f(@), falls f(z) 20, )= f(x), falls f(z) <0,
felo) = {0, flls fz) <o 4 @)= {o, falls () >0, OV

Zeigen Sie zunéchst die Identitdten f = f. — f_ und |f| = fi + f_ sowie anschlieflend, dass
die Funktionen f, und f_ stetig sind.
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................................................ (Weitere stiickweise definierte Funktionen)
A 3.2.9 Zeigen Sie:

21, < 3,
Es existiert ein a € R mit stetigem f,: R — R, definiert durch f,(z) := X v
2azx, x> 3.

Alternative Formulierung:

21 <3
Fiir welchen Wert von a € Rist f: R - R, f(z) = * T stetig ?
2az, T > 3,
A 3.2.10 Bestimmen Sie das Paar (a,b) € R?, so dass fap: R — R stetig wird, welches definiert ist
durch
-2, r < —1,
flap(@) :==Qax—b, —-1<xz<]1, (3.5)
3, x> 1.
Alternative Formulierung:
_2a x S _17
Existieren a,b € R, sodass f: R - R, f(zx)=<ar—b, —-1<x<1, stetigist?
3, x>1,

A 3.2.11 Fiir welche Konstanten a,b > 0 ist die Funktion f: R\ {0} — R, welche durch

var+b fir z > 0,
f(x) = 1

a— bz

fir z < 0,

gegeben ist, stetig in den Punkt 0 fortsetzbar?

A 3.2.12 Zeigen Sie:

a’x —2a, x> 2,

Es existieren a € R mit stetigem f,: R - R, z — f,(z) :=
12, z <2

—c)?, fallsz <1
A 3.2.13 Existieren ¢ € R mit stetigem f.: R — R, definiert durch f.(z) := (z =), fallsz<l, ?
x, falls z > 1,

Alternative Formulierung:
Fir welche Konstanten ¢ € R 14sst sich die durch

fa) = {(:c—c)2 bei z < 1

T beixz > 1

definierte Funktion f: R\ {1} — R stetig in den Punkt x = 1 fortsetzen?

1—ax firzx<l,

A 3.2.14 Fiir welche a € R ist die Funktion f: R - R, z+— { stetig 7

a—2x* firxz>1,
A 3.2.15 Zu welchen Parametern a,b € R existiert eine stetige Funktion f: R — R mit

.%‘2

f(z) =g [1 -z

ar+b wenn —1l<z<27?

wenn r < —1 oder x > 2 |
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A 3.2.16 Fiir welche Konstanten ¢ € R ldsst sich die durch

) = {(:E—c)4 bei v < 1

x bei x > 1
definierte Funktion f: R\ {1} — R stetig in den Punkt x = 1 fortsetzen?
............................................................................ (bisher otexL)

2, T #1,

A 3.2.17 Zeichnen Sie den Graphen der Funktion f: R - R, f(z) = {0 L
) r =

(a) Bestimmen Sie die einseitigen Grenzwerte li{r% f(z) und li}ri f(z).

(b) Existiert der Grenzwert lin% f(x)?
T—

Falls ja, welchen Wert hat er ? Falls nein, warum nicht ?

3—x, x<2,

f—|—2, r>2

A 3.2.18 Zeichnen Sie den Graphen der auf R\ {2} definierten Funktion f(x) = {
2

(a) Bestimmen Sie die einseitigen Grenzwerte li\r% f(z) und 11/1% f(x).

(b) Existiert der Grenzwert lin% f(z)?
T—

Falls ja, welchen Wert hat er ? Falls nein, warum nicht ?

(c¢) Bestimmen Sie die einseitigen Grenzwerte li{% f(z) und li}% f(z).

(d) Existiert der Grenzwert lin% f(z)?
T—

Falls ja, welchen Wert hat er ? Falls nein, warum nicht ?

A 3.2.19 Begriinden Sie, warum die folgenden Funktionen {iber ihrem Definitionsbereich stetig sind:

) T —2 V
0 A =VE=ETS ) A= |5 ) A =
e — 2 1+
A 3.2.20 Uberpriifen Sie die Stetigkeit der Funktionen f: D — R mit
> —x—6 43
(a) D=[2,00[und f: z — 4z —8 (b) D=Rund f: z z—3 7
5, T = 3.

1
(¢) D=R\ {4} undf:xl—>—4—7x
l’ J—
................................................................... (Die Ségezahnfunktion)

o g —al

A 3.2.21 Die Funktion zack: R — R sei definiert durch zack(x) =

Wie sieht der Graph der Funktion zack aus ? Beweisen Sie:

(a) Fiir |z| < 3 gilt zack(z) = |z|.
(b) Fir alle z € R und n € Z gilt zack(x 4+ n) = zack(x).
(c) zack ist stetig.
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A 3.2.22

A 3.2.23

A 3.2.24

A 3.2.25

A 3.2.26

A 3.2.27

A 3.2.28

A 3.2.29

A 3.2.30

........................................................................ (Weitere Beispiele)
(a) Zeigen Sie glclir(l) exp(z) =1
(b) Zeigen Sie die Stetigkeit von exp: R — R.

Diskutieren Sie, ob die folgenden Funktionen f stetig sind. (242+2+2 P)

(a) f(x):=cosh(x) = % (¢ +e™") auf ganz R.

(b) f(x):=|z] auf [0,1[ und [0,2[. (c) f(z):=2? auf [0,00[. (d) f(z):= Vx auf [0, oo].
Bonusfrage: Welche der Funktionen sind gleichméfig stetig 7 (24242+2 ZP)
Warum ist die Funktion f(x) := 2 auf 0, oo| stetig?

........ (Funktionalgleichungen stetiger Funktionen — weitere Bsp.e bei allgemeine Potenz)

Zeigen oder widerlegen Sie:
Sind f,h: R — R stetig mit Vg € Q: f(q) = h(q), dann gilt schon Vz € R: f(z) = h(x).

Welche stetigen f: R — R erfiillen die Funktionalgleichung Va,y € R: f(z+y) = f(z)+f(y)?
Alternative Formulierung inklusive Anleitung:
Verwenden Sie die bereits in der vorangegangenen Aufgabe bewiesene Aussage

,Sind f und g zwei auf ganz R definierte stetige Funktionen und gilt f(r) = g(r) fiir
alle r € Q, so ist sogar f(z) = g(x) fiir alle z € R.“,

um alle stetigen Funktionen f: R — R zu finden, die fiir alle z, y € R die Funktionalgleichung
flz+y) = f(z) + f(y) erfiillen. Setzen Sie dazu a = f(1) und berechnen Sie nacheinander
f(0), f(n) firneN, f (%) fir m,n € N, f(z) fir z € Q und f(x) fiir x € R.

Finden Sie alle stetigen Funktionen f: R — R, welche die Gleichung f(x+vy) = f(x)+2f(y)
fiir alle x,y € R erfiillen.

........................................................... (Anwendung der e-6-Definition)
Zeigen Sie, dass die e-9-Charakterisierung dquivalent zur Stetigkeit ist (Satz 11.3).

Beweisen Sie mittels e-d-Definition, dass die Wurzelfunktion f(x) := /= im Punkt a := 1
stetig ist.

Leichte Variation:

Bestimmen Sie den Grenzwert lin% v/z. Uberpriifen Sie Ihr Ergebnis mittels e-0-Definition.
z—

Zeigen Sie: Auf ganz Q ist die Funktion g: Q — R stetig, welche definiert ist durch

() 0, falls 2% < 2,
€Tr) =
g 1, falls 22 > 2.

Alternative Formulierung:
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A 3.2.31

A 3.2.32

A 3.2.33

A 3.2.34

A 3.2.35
A 3.2.36

A 3.2.37

A 3.2.38

A 3.2.39

A 3.2.40

0, falls 2% <2
Zeigen oder widerlegen Sie: Die Funktion g: Q — R mit glx)=<" R ’
1, falls 22 > 2

ist auf ganz Q stetig.
Zeigen Sie: Ist die Funktion g: [0, 1] — R beschrinkt, so ist x +— z - g(x) in 0 stetig.

Zeigen Sie: Ist h: R — R stetig mit A(0) = 0, n > 0 und ¢: [-n,n] — R beschriankt, dann
ist die Funktion z +— g(x) - h(z) in 0 stetig.

Alternative Formulierung:

Sei n > 0 und h: R — R eine stetige Funktion mit h(0) = 0.  Zeigen oder widerlegen Sie:
Fiir jede beschriankte Funktion g: [—7,n] — R ist die Funktion x + g(z) - h(z) in 0 stetig.

Leichte Variation:

Sei f:[—1,1] — R eine in 0 stetige Funktion mit f(0) = 0. Zeigen Sie, dass dann fiir eine
beliebige beschrankte Funktion g: [—1,1] — R auch f - g in 0 stetig ist.

Zeigen Sie das Corollar zu Satz 11.3:
Sei D C Rund f: D — R stetig in @ € D mit f(a) # 0. Dann existiert fiir ein 6 > 0 eine
d-Umgebung Us := DN |a — 0,a + §] von a, so dass f(z) # 0 fiir alle z € Uy gilt.

Seien a < b, f: |a,b] — R stetig in ¢ €]a, b[. Zeigen Sie, dass dann zu jedem € > 0 ein § > 0
existiert, so dass Us(c) :=]c — 0,c+ d[ Cla,b[ und |f(z)| > (1 —¢)|f(c)] fir alle z € Us(c)
gilt.

......................................................... (Beispiele unstetiger Funktionen)
Zeigen Sie die Unstetigkeit von nichtkonstanten Treppenfunktionen.

Sei |x] :=max{z € Z | z < x}. Ist dann f(x) := |z auf [0, 2] stetig ?

Geben Sie eine monotone Funktion f: R — R an, welche abzdhlbar unendlich viele Spung-
stellen besitzt.

Geben Sie eine monotone Funktion f: [a,b] — R an, welche abzéihlbar unendlich viele Spung-
stellen besitzt.

Bestimmen Sie die Menge aller Punkte in denen die folgende Funktion stetig ist:
(x =1z .
3:2—_ fir z g {—1, 1} s

f:R%R7 f(x) = 1 firxr=1
2 Y
0 firez=—-1.
: e T . 0, zeQ . . . . :
Zeigen Sie: Die Dirichlet-Funktion f(z) = ist in keinem Punkt stetig.
I, zeR\Q

Leichte Abwandlung:
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A 3241

A 3.2.42

A 3.2.43

A 3.2.44

A 3.2.45

A 3.2.46

1
Die Funktion f: [0,1] — R sei definiert durch f(z) = {(1)’ v i 0.1]nQ,
T :

Zeigen Sie, dass f in keinem Punkt des Definitionsbereiches stetig ist.

Die modifizierte Dirichlet-Funktion d: R — R ist definiert durch

fir x ¢ Q

0
d(z) = 1

z
fiir x = — mit teilerfremden n e N,z € Z .
n

Zeigen Sie, dass d in allen x € R\ Q stetig und in jedem z € QQ unstetig ist.

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie die Stetigkeit auf R \ Q und die Unstetigkeit auf Q der Funktion f: R — R,
definiert durch

1
f(z) = {m falls z € Q , (3.6)

0 sonst.

r fiurzeQ,

1 firz ¢ Q,

Ist die Funktion f: R — R stetig, welche durch f(z) := { definiert ist?

Alternative Formulierung:

x  firx € Q,

1 firx g Q,

In welchen a € R ist die Funktion stetig, in welchen nicht ?

Die Funktion f: R — R sei durch f(z) := definiert.

x fiir x € Q,
l—2 firxgQ,

Ist die Funktion f: R — R stetig, welche durch f(z) := { definiert ist?

Bestimmen Sie den natiirlichen Definitionsbereich und untersuchen Sie die stetige Fortsetz-

barkeit von
Trt + 1223 — 422 + 42 + 8

) = 3+ 3x+ 14

Skizzieren Sie die folgenden Funktionen und untersuchen Sie sie auf Stetigkeit:

— [2] (b) g(z) = (z = [2])(z — [2] = 1)
[

.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)

Seien f(z) = 2z +3 und g(x) = 2 — 2 — 24 Funktionen auf R. Ermitteln Sie die Funktionen
(f og)(x) sowie (g o f)(z) und bestimmen Sie den Wertebereich von f, g, fo g und go f.
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3.3 Gleichmifige, Lipschitz- und Hoélder-Stetigkeit

A 3.3.1

A 3.3.2

A 3.3.3

A 334

A 335

A 3.3.6
A 3.3.7

............................................................. (Allgemeine Zusammenhénge)

Zeigen Sie: Lipschitz-stetige Funktionen f: D — R sind gleichméfig stetig.

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie: Eine Lipschitz-stetige Funktion f: D — R ist auch gleichméafig stetig.
Zeigen Sie: Ist f: [a,b] — R stetig, so ist f auf [a, b] sogar gleichmiBig stetig.
Alternative Formulierung:

Sei f: [a,b] = R mit —oo < a < b < 00. Zeigen Sie:
Ist f auf [a, b] stetig, so ist f auf [a, b] sogar gleichmiBig stetig.

Sei a < b < ¢ < oo. Ist eine auf [a, ¢[ stetige und auf [a,b] und [b, c| gleichméfBig stetige
Funktion auch auf [a, ¢ gleichméBig stetig?

(a) Sei f eine gleichméfig stetige Funktion auf D und (‘%”)ne eine Cauchy-Folge in D.

Zeigen Sie, dass die Bildfolge (f(x,))
(b) Gilt Aussage (a) auch fiir stetige, aber nicht unbedingt gleichméfig stetige Funktionen?

N

2en auch eine Cauchy-Folge ist.

....................................................................... (Standardbeispiele)
Ist die Funktion f(z) := z? auf [0,b], b > 0, gleichmifig stetig ? Auch auf [0, oo[ ?
Alternative (erweiterte) Formulierung fiir den zweiten Teil:

Untersuchen sie die Funktion z?: [0, 0o — [0, co[ auf Stetigkeit und gleichméflige Stetigkeit.
Zeigen Sie, dass f: [0,00[— R, x — /x gleichmiBig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig ist.
Beweisen Sie:

1

(a) Die Funktion f(x):= — ist auf jedem Intervall [a, 0o, a > 0, gleichmé&Big stetig.
x
1

(b) Die Funktion f(z) := — ist auf ]0, co[ nur stetig (und nicht gleichméBig stetig).
x

Leichte Variation:

1
Zeigen Sie fiir die Funktion f(x) = —.
x

(a) f ist stetig auf dem Intervall D = |0, oo.

Verwenden Sie dabei direkt die e-9-Charakterisierung der Stetigkeit:
Vye DVe>030 = §(y,e) >0VzeD: (xr—y|<d = |f(x)— f(y)] <e¢)

(b) f ist nicht gleichméfBig stetig auf dem Intervall ]0, 1];
(c) f ist gleichméBig stetig auf dem Intervall [1, oof.
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A 3.3.8

A 339
A 3.3.10

A 3.3.11

A 3.3.12
A 3.3.13

A 3.3.14

A 3.3.15

........................................................................ (Weitere Beispiele)

Zeigen Sie, dass die in (3.1]) ermittelte Funktion f auf [K, co[ gleichméBig stetig ist, wobei
K € R so grof} sei, dass f(x) fiir x > K wohldefiniert ist.

Existiert ein f: [0, 1| — R beschrinkt, stetig, aber nicht gleichmaBig stetig?
Existiert ein f: ]0,1] — R beschréinkt, stetig, aber nicht gleichméBig stetig?
........................................................................ (Holder-Stetigkeit)

Eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I heifit Holder-stetig mit Exponent o > 0,
falls es ein L < oo mit |f(z) — f(y)| < L|z — y|* fiir alle z,y € I gibt.

(a) Zeigen Sie, dass Holder-Stetigkeit gleichméBige Stetigkeit impliziert.

Alternative Formulierung:
Beweisen Sie, dass jede Holder-stetige Funktion f auf einem Intervall I mit Exponent
a > 0 gleichméaBig stetig auf [ ist.

(b) Zeigen Sie, dass f: [0,1] — R, definiert durch 1

f(z) == { In(x)
0 firx =0,

ﬁir0<x§%,

stetig ist, jedoch kein o > 0 existiert, fiir das f Holder-stetig mit Exponent « ist.
............. (Stetige Funktionen auf kompakten Mengen — Satz vom Minimum/Maximum)
Zeigen Sie, dass das Bild kompakter Mengen unter stetigen Funktionen kompakt ist.

Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall I C R.

Welche Voraussetzungen an f und [ garantieren, dass f auf I ein Maximum und Minimum
annimmt ?

Hat zu gegebenen ¢, d € R die Funktion f: [a,b] — R, f(z) := cz + d ein Minimum 7
Wenn ja, wie lautet es ?

Zeigen Sie:
Ist f: R — R stetig mit liril f(z) =0, so besitzt f ein Maximum oder ein Minimum.
T—r=00
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3.4 Der Zwischenwertsatz

A 341

A 3.4.2

A 3.4.3

A 344

A 345
A 3.4.6

Zeigen oder widerlegen Sie:
Zwischen je zwei reellen Zahlen liegt immer eine rationale Zahl/[|

Folgt aus der Stetigkeit einer Funktion f: R — Q schon, dass f konstant ist ?

Alternative Formulierung:
Falls f: R — Q stetig ist, muss dann f konstant sein?

Sei f: R — R eine stetige Funktion. Wir nennen z € R einen Schattenpunkt, wenn ein
y >z mit f(y) > f(z) existiert. Es seien a,b € R, a < b, keine Schattenpunkte, jedoch alle
Punkte im Intervall ]a, b] seien Schattenpunkte. Zeigen Sie:

(i) Vo € Ja,b] gilt f(z) < f(b) (i) f(a) = f(b).

Formulieren Sie den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen und beweisen Sie, dass die
Funktion g(x) := 2® + x + 1 eine reelle Nullstelle besitzt.

Beweisen Sie, dass die Funktion f(r) := 23 — 3z + 1 genau drei reelle Nullstellen besitzt.
Beweisen Sie mit Hilfe des Zwischenwertsatzes:

Jede Polynomfunktion von ungeradem Grad besitzt mindestens eine Nullstelle in R.

6 _ 23 + x — 2 besitzt mindestens zwei Nullstellen in R.

(a)

(b) Die Polynomfunktion f(z) =z
(c) Die Funktion f(z) = 2% — 32° 4+ 2® — 5x + 3 besitzt zwei Nullstellen im Intervall [0, 3].
(d) Ist f: [0,1] = R stetigmit f(0) = f(1), dann gibteseinp € |0, 1] mit f(p) = f (p+ 3).

Zeigen Sie nun weiter den sogenannten Antipodensatz:

Angenommen, die zeitabhéngige Temperaturverteilung auf der (idealisierten) Erde sei
eine stetige Funktion auf R x S,. Dann existieren zu jedem Zeitpunkt auf dem Aquator
zwei Antipoden (d.h., zwei Punkte, deren Verbindungsstrecke durch den Erdmittelpunkt
verlduft) mit gleicher Temperatur.

(e) Ist f:[0,1] — R stetig mit f(0) = f(1), dann gibt es ein p € [O, %] mit f(p) = f (p + %)
(f) Sei f: [a,b] — R stetig mit f(a) = b und f(b) = a.
Dann existiert ein £ € [a,b] mit f(§) =a+b— f(§).
2 +1 a%+1

(g) Fiir a,b € R mit a < b besitzt f(x) = + 2 eine Nullstelle in ]a, b[.
r—a x—

(h) Zu vorgegebenen Punkten xq,xs,...,x, € |a,b[ finden wir zu einer auf ]a,b| stetigen

Funktion f ein £ € Ja, b] mit nf(§) = zn:f(xk)
k=1

Alternative Formulierung:

Sei f: ]a,b[ — R stetig. Zeigen Sie:
Zu vorgegebenen Punkten z1,zs,...,x, € |a,b] existiert ein £ € Ja,b] mit nf(§) =

!Das bedeutet, dass die rationalen Zahlen dicht in den reellen Zahlen liegen, d.h. fiir jede reelle Zahl x existiert
eine Folge rationaler Zahlen x,, mit z,, — z.
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A 3.4.7

A 348

A 349

A 3.4.10

n

> fla).

k=1
Hinweis: Fiir eine Teilmenge E eines angeordneten Kérpers mit Elementen ey, ..., e,
gilt
1 n
minE < — er, < maxk .
S WE

(i) Ist f: [a,b] = R stetig mit f([a,b]) C [a,b], dannP| existiert ein p € [a,b] mit f(p) = p.
Alternativ (nicht ganz dasselbe, aber gleicher Losungsansatz moglich):

Ist f: [a,b] — R stetig mit a < f(a), f(b) < b, dann besitzt f einen Fixpunkt £ € |a, b[.

Zeigen Sie mit Hilfe des Brouwerschen Fixpunktsatzes im R':
Ist f: [a,b] — R stetig mit f([a,b]) C [a,b], so existiert ein p € [a,b] mit f(p) =a+b— p.

Existiert fiir f: D — R mit D C R ein p € D mit f(p) = p, dann heifit p Fixpunkt von f.

Existieren ein Intervall D C R und ein f: D — R stetig mit f(D) C D, so dass
(a) fin D keinen Fixpunkt besitzt 7 (+1 ZP)
(b) fin D mehr als einen Fixpunkt besitzt 7 (+1 ZP)

Beweisen Sie:

Es sei A C R kompak{ffjund f: A — R eine Kontraktion (d.h. |f(y) — f(z)| < L|z — y| mit
L < 1firalle z,y € A) mit f(A) C A. Dann besitzt f genau einen Fixpunkt (d.h. ein z € A
mit f(z) = x und die fiir einen beliebigen Startwert o € A durch x4 := f(x,) fir n >0
definierte Folge konvergiert gegen den Fixpunkt.
.................................................. (Beispiele aus dem Kuriositatenkabinett)
Zeigen Sie, dass sich die durch f(z) :=sin (1) fiir # # 0 definierte Funktion f: R\ {0} — R
nicht stetig in den Nullpunkt fortsetzen ldsst, jedoch f bei beliebiger Festsetzung von f(0) €
[—1,1] die ,,Zwischenwerteigenschaft“ besitzt, d.h., fiir beliebige a < b mit f(a) # f(b)
existiert zu jedem ¢ €]f(a), f(b)] (bzw. zu jedem ¢ €]f(b), f(a)]) ein p €la,b] mit f(p) = c.

2Dies ist eine Variante des Brouwerschen Fixpunktsatzes im R!.
3Dies ist in diesem Fall gleichbedeutend mit beschrinkt und abgeschlossen
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3.5 Umkehrfunktionen, Logarithmus, allgemeine Potenz

A 35.1
A 3.5.2
A 3.5.3
A 354
A 355

A 3.5.6
A 3.5.7

A 3.5.8

A 359

A 3.5.10
A 3.5.11

A 3.5.12

A 3.5.13

............... (Vorbereitung und Anwendung des Satzes iiber die stetige Umkehrfunktion)
Zeigen Sie: Eine streng monotone Funktion ist injektiv.

Es existiert eine injektive Funktion f: [0, 1] — R, die nicht monoton ist.

Geben Sie ein Beispiel einer bijektiven Funktion f: [a,b] — [a,b] an, die nicht monoton ist.
Beweisen Sie: Eine stetige und injektive Funktion auf einem Intervall ist streng monoton.

Beweisen Sie, dass die Umkehrfunktion jeder stetigen bijektiven Funktion f: R — I auf dem
Intervall I := f(R) stetig ist.

Zeigen Sie: Jede monotone Funktion besitzt hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

Zeigen Sie, dass fiir jede streng monotone (aber nicht unbedingt stetige) Funktion f: [a, b] —
R die Umkehrabbildung f~': f([a,b]) — [a,b] C R stetig ist.

...................................................................... (Allgemeine Potenz)

Zeigen Sie:
Satz 12.4: Die Funktion exp,: R — R ist stetig und es gilt:
(i) Vo,y € R: exp,(z +y) = exp,(z)exp,(y)
(ii) Vn € Z: exp,(n) = a" (i) Vp € Z Vg € N, ¢ > 2: exp, <§> = var
Satz 12.5 [Rechenregeln fiir Potenzen]: Fiir alle a,b,z,y € R mit a > 0,b > 0 gilt
(i) a®a¥ = o™ (i) (a®)? = a®  (iii) a®" = (ab)* (iv) ()" = a7®

Sei y > 0 gegeben. Losen Sie die Gleichung 2% = y mittels der Exponentialfunktion und des

natiirlichen Logarithmus nach x auf.
Ist die Funktion f: R — 0, 00|, f(x) := 2%, stetig? Ist auch die Umkehrfunktion von f stetig?
Zeigen Sie: Die Funktion x — a” ist

(i) streng monoton wachsend, falls a > 1; (ii) streng monoton fallend, falls 1 > a > 0.
Warum ist die Funktion f(x) := 2® auf |0, oo stetig?
...................................................... (Stetigkeit und Funktionalgleichung)
Welche stetigen f: R — R erfiillen die Funktionalgleichung Vz,y € R: f(z4vy) = f(x)-f(y)?

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie Satz 12.6 [Funktionalgleichung]:
Sei F': R — R eine stetige Funktion mit

Ve,y: Fx+y) = F(x)F(y) .
Dann ist entweder F' =0 oder a:= F(1) >0und Vz € R : F(z) =a" = exp(z-In(a)).
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A 3.5.14 Bestimmen Sie alle stetigen Funktionen h: ]0,00[— R, die fiir beliebige x,y > 0 die Glei-
chung h(z - y) = h(z) + h(y) erfiillen.
....................................... (Umkehrfunktionen der hyperbolischen Funktionen)
A 3.5.15 Die Funktionen cosh: C — C (cosinus hyperbolicus) und sinh: C — C (sinus hyperbolicus)
sind definiert durch
1 1
cosh(zx) := 3 (e"+e7) und sinh(z) := 3 (" —e™®) . (3.7)

Weiterhin definieren wir die Funktion tanh: C — C (tangens hyperbolicus) durch

sinh(x)

tanh(x) := cosh(z)

(3.8)

Zeigen Sie:

(i) Die Funktionen aus (3.7)) und (3.8)) sind stetig.
(ii) Fiir alle z € C gilt (cosh(z))? — (sinh(z))? = 1.
(iii) Die Funktion sinh bildet R bijektiv auf R ab.

A 3.5.16 Beweisen Sie, dass die durch ({3.7) definierte Funktion sinh: R — R eine stetige Umkehrab-
bildung arsinh: R — R besitzt.

Erweiterte Formulierung (inklusive area tanh):

Zeigen Sie: Die Funktionen sinh: R — R und tanh: R —] — 1, 1] besitzen die Umkehr-
funktionen arsinh: R — R (Areasinus hyperbolicus), artanh: | — 1,1[— R (Areatangens
hyperbolicus), und es gilt

arsinh(z) = In <x + \/FH) (x € R),

artanh(z) — 1111( ) (2] < 1).

2

1+ 2
1—2z

A 3.5.17 (a) Ist der Cosinus Hyperbolicus stetig, d.h., die Funktion
e’ +e”
cosh: R - R, x +— cosh(z) = —5 ? (3.9)
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion in (3.9 nur ein Minimum, aber kein Maximum besitzt.
Bonus: Warum widerspricht dies nicht dem Satz vom Minimum/Maximum ?

(c) Begriinden Sie (ohne explizite Bestimmung), warum cosh auf [0, oo[ eine Umkehrfunk-
tion arcosh: [1, 0o[— [0, 0] (Area Cosinus Hyperbolicus) besitzen muss.

(d) Zeigen Sie, dass  arcosh(z) = In(z + V2?2 —1) fiir alle z € [1, 0o gilt.

Alternative Formulierung fiir (c,d):

Zeigen Sie, dass cosh auf [0, 00[ eine Umkehrfunktion arcosh: [1,00[— [0,00[ (Area
Cosinus Hyperbolicus) besitzt, und dass fiir alle x > 1 gilt

arcosh(z) = In <x+ m> :
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............................................................ (Spezielle Grenzwerte/Kombi)

A 3.5.18 Uberpriifen Sie die folgenden Grenzwerte:

T

(a) Yk € Np: lim — = oo (b) ¥k € No: lim 2%e™® = 0
Tr—0o0 I T—00
(c) Vk € Ny: }:1{‘%91; e 0 (d) wlgg) In(x) 00 (e) 9161{% In(x) 00
1
(f) Ya > 0: (hmxa =0 A limz =00 A lim In(x) =0 A lima®In(z) = O)
N0 N0 z—oo ¢ 2\0
. exp(x)—1
lim ———— =1
(g) lim ——

A 3.5.19 Zeigen Sie lim z* = 1.
2\,0

A 3.5.20 Warum ist die Funktion F'(z) := 2 auf |0, oo[ stetig? Ist sie auch stetig in 0 fortsetzbar?

A 3521 (a) Ist die Funktion f: [0, 00[— R definiert durch f(0) = 1 und f(z) = 2@ fiir x > 0
stetig?
(b) Ist die in (a) definierte Funktion f(x) auf [a, 8] mit 8 > a > 0 gleichméfig stetig?
Ist sie es auch auf [0, a] mit o > 07
Bonusfrage: Ist f auch auf [0, co[ gleichméBig stetig?
A 3.5.22 Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
(c) linéln(|x2 — 52+ 6|) — In(|x — 3|)
T—

A 3.5.23 Sei a > 0. Nutzen Sie die Stetigkeitseigenschaften von exp und In, um zu zeigen, dass

(a) lim Ya=1 (b) lim /n=1

n—oo n—oo

............................ (Folgen und Reihen mit Logarithmus bzw. allgemeiner Potenz)

A 3.5.24 Beweisen Sie, dass fiir eine Folge x,, > 0 die Reihe Zln ( I ) genau dann konvergiert,

n—1 Tn+1

wenn die Folge z,, gegen eine positive Zahl konvergiert.

A 3.5.25 Berechnen Sie die N-te Partialsumme und im Falle der Existenz auch den Grenzwert von
(a) f:ln 1+ =
n=1 n '
........................................................................... (Binomialreihe)

A 3.5.26 Zeigen Sie mit Hilfe der Binomialreihe fiir s = —% € R (statt s € N), dass fiir die kinetische

Energie £ = myc? (W — 1) eines mit der Geschwindigkeit v < ¢ bewegten Korpers

c

der Ruhemasse mg in der Relativitédtsttheorie die Naherung F = %mOUQ + %mOUQ (%)2 + ...
gilt.
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3.6 Der Korper der komplexen Zahlen

A 3.6.1 Wie ist die komplexe Multiplikation definiert?

Zeigen Sie, dass die komplexe Multiplikation kommutativ ist.

A 3.6.2 (a) Was fillt IThnen auf, wenn Sie die folgenden Matrix-Vektor-Multiplikationen

a —b c c —d a
?
(b a > <d) und (d . > (b) berechnen

(b) Bestimmen Sie das Matrizenprodukt (Z _ab _ab 2)

Was konnen wir im Fall (a, b) # (0,0) sehen ?
Welche Struktur hat die Menge aller dieser Matrizen mit der Matrizenmultiplikation ?

(¢) Verwenden Sie (b) um auf das multiplikative Inverse einer komplexen Zahl zu schliefen.

A 3.6.3 Die Menge R? sei mit den Verkniipfungen @, ®: R? x R? — R?, welche durch

() - () 00 - ()

definiert seien, versehen. Zeigen Sie, dass (R?, @, ®) ein Kérper ist.E]

Berechnen Sie ((1)) ® (2)

2 5
A 3.6.4 Berechnen Sie das Produkt (5 + 61) (12 + 18i).

S
|
|
gl

i)VzeC : z=2 (i)V2,weC : zvw=z+w, (ii)Vz,weC : z-
A 3.6.6 Zeigen Sie, dass |21 - zo] = |21] - |22] fiir beliebige 21, zo € C gilt.

A 3.6.7 Wie sind Realteil Re(z) und Imaginérteil Im(z) einer komplexen Zahl z € C definiert?

1
A 3.6.8 Bestimmen Sie den Real- und den Imaginérteil der komplexen Zahl z = g _:;
i
A 3.6.9 Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form z = x + iy mit z,y € R dar:
(1+1)° (1+1)® (1—1i)? _ i3

0 a5 ) 7 vae (i) Ty ) T3
A 3.6.10 Was ist falsch an
2=-1 = i=vV-1 = 1:\/%_1:\/_31:\/—_121 — 1=1=-17

1

4Die Verkniipfung ® kann als eine spezielle Matrix-Vektor-Multiplikation aufgefasst werden, denn es ist

ac—bd\ _ f(fa —b\[c\ _ (c —d\ [a bei a —b a b\ _ a® + b2 0 di ¢
ad+bc) — \b a)\d) T \d ¢ )\p)"PNVERN Gy o J\<b o) T\ 0 a24p?) O
tretenden Matrizen bis auf einen positiven Faktor orthogonal sind und daher die Multiplikation mit einer komplexen

Zahl als eine Drehstreckung bzw. Drehstauchung interpretiert werden kann (siehe auch Polarkoordinatendarstel-
lung).
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A 3.6.11

A 3.6.12

A 3.6.13

A 3.6.14
A 3.6.15

A 3.6.16

A 3.6.17

Zeigen Sie, dass es fiir jedes z € C\ {0} ein multiplikatives Inverses gibt und geben Sie es
explizit in der Gestalt x 4+ iy mit z,y € R an.

Alternative Formulierung:
Berechnen Sie das multiplikative Inverse von z := a + ib # 0 in C.

Bestimmen Sie Real- und Imaginérteil, den Betrag, das Quadrat sowie das konjugiert Kom-
plexe, das additive und das multiplikative Inverse (jeweils in der Gestalt x + iy mit reellen
x,y) fir die komplexe Zahl

4 7
z = (45 + 15i) (g+§i) .

................................................ (Weitere Eigenschaften komplexer Zahlen)
Zeigen Sie:

(i) Vz € C\ {0}

Z
Z

~ 1 mmmEc:04:1=jawGC\my

gls

:Z>

Zeigen Sie die Parallelogramm-Gleichung: Vz,w € C: |z+w|*+|z—w|? = 2(|z]> + [w|?).

Beweisen Sie fiir z,w € C die negative Parallelogrammgleichung |z+w|*—|z—w|? = 4 Re(zw).
Alternative Formulierung:

Zeigen Sie: Fiir beliebige w, z € C gilt
|z+w* — |z —w]* = 4Re(zw).
Dabei bezeichnet Re(z) den Realteil von z € C.

Zeigen Sie, dass das Dreieck mit den Ecken 0, z, w genau dann ein gleichseitiges Dreieck ist,
wenn |z|? = |w|? = 2Re(2w) gilt.
(a) Sei p(z) ein Polynom mit reellen Koeffizienten.
Zeigen Sie: Vz € C: <p(z) =0 < p(z) = O).

Alternative Formulierung:

Sei p(z) = Z apz" ein Polynom mit reellen Koeffizienten a;, € R.
k=0
Beweisen Sie: Ist z € C eine Nullstelle von p, dann ist auch z eine Nullstelle von p.

(b) Ein Polynom ungeraden Grades mit reellen Koeffizienten besitzt (mind.) eine reelle
Nullstelle.

(i) Zeigen Sie die obige Aussage mit Hilfe von (a).
(ii) Zeigen Sie die obige Aussage mittels Zwischenwertsatz.

Leichte Variation in der Aufgabenstellung:

Warum existiert fiir ein Polynom p von ungeradem Grad mit reellen Koeffizienten min-
destens eine reelle Losung der Gleichung p(z) =0 ?
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A 3.6.18

A 3.6.19

A 3.6.20

A 3.6.21

A 3.6.22

A 3.6.23

A 3.6.24

.................................................................... (Teilmengen in (C,|.|))
Bestimmen Sie die folgenden Mengen und zeichnen Sie sie gegebenenfalls

(a) My :={z€C| Im(z) =3},
(b) My :={z| || =1}, (c) M3:={z€C| Re(z—z) =1}

Wie sehen die folgenden Teilmengen M C C der komplexen Ebene aus? Fertigen Sie eine
Skizze an und begriinden Sie diese.

M, :={z€C||z| <3} My:={z€C||z—1-2i <1}
M;={z€C|z—-2z=1i}

Skizzieren Sie die Teilmengen
M, ={2€C|lz—4+i| =3} und My:={2€C|z+2z=2}

und begriinden Sie Thre Skizze.

Stellen Sie die folgenden Mengen in der Gauflschen Ebene dar: (2+2+1 P)
(a) A = ZGC‘ : > : (c) C = {ze@‘]z—i[—\z—l—l\}
o Re(z) = Im(z) o B

1
Skizzieren Sie die Teilmenge {z eC ’ Re(z) = Re (;) } von C.

Alternative Formulierung:

1
Bestimmen und skizzieren Sie die Losungsmenge der Gleichung Re(z) = Re (—)
z

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen der komplexen Zahlenebene:

A = {zeC‘|z—1+i[§2 A —1§Im(z)§0}, B = {zGC)QIm(z)—i—l:Re(zQ)}.

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen von C und begriinden Sie Thre Skizze:
My:={z€C||z—2+3i|=5} und M, :={z€C||z] =Re(z) + 1}

Welche Menge wird durch Mj := {z eC { z2—Z= 3} beschrieben?

Skizzieren Sie die Menge
M, :={2€C| Re(z) >0, Im(z) >0, Re(z)+Im(z) <1}.

Bestimmen Sie zur Menge M; := {|z|: z € My} im Falle der Existenz Supremum, Infimum,
Minimum und Maximum.

........................................................ (Konvergenz von Folgen in (C, |.|))



A 3.6.25 Sei (2,,)nen eine Folge aus C und ¢ € C. Dann definieren wir

lim =c: <= Ve>03IN(E)eNVneN: (n>N(E) = |z —c<e¢)

n—oo

Zeigen Sie, dass die Aussagen (1), (2), (3) gleichwertig sind (Dabei ist Re(z) der Realteil und
Im(z) der Imaginérteil von z € C):

(1) lim(z,) =c¢

n—oo
(hier konvergiert eine komplexe Zahlenfolge gegen eine komplexe Zahl ¢ € C).

(2) lim (|z, —¢|) =0 (hier konvergiert eine reelle Zahlenfolge gegen den Wert Null).
n—oo
(3) lim Re(z,) = Re(¢) und  lim Im(z,) = Im(c).

n—oo n—oo
(2+1)"

- 7 ?
ooy "C

A 3.6.26 Konvergieren die Folgen an :=1" bzw. b, ==

3+id\"
5

A 3.6.28 Priifen Sie, ob die Folgen a,, := (1 —1|— ) bzw. b, := (g + 13) alternativ ¢, := (3 —g 1)
1

A 3.6.27 Berechnen Sie fiir alle n € N.

in C konvergieren.

Alternative (erweiterte) Formulierung (Teil 2):

3+4i\"

Zeigen Sie, dass die durch a, := in C definierte Folge (a,)5, beschrankt ist,
jedoch keine Cauchy-Folge bildet und folglich nicht konvergieren kann.

Hinweis: Fiir beliebige 21, 25 € C gilt |z122] = |z1] - |22/

i " 3 AN\"
A 3.6.29 Priifen Sie, ob a, := ( ! > . by = (— — i—) bzw. ¢, := |b,| in C konvergieren.

4i\"
A 3.6.30 Bestimmen Sie den Grenzwert lim (3—2 1) .

....................................................................... (Konvergenz — Mix)

A 3.6.31 Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen (a,)52, bis (e,)2°; auf Konvergenz. Bestimmen
Sie gegebenenfalls die Haufungspunkte, indem Sie geeignete Teilfolgen mit ihren Grenzwerten
angeben. Geben Sie im Falle der Konvergenz jeweils ein mogliches N (g) zu variablem € > 0
an bzw. im Falle der bestimmten Divergenz ein mogliches N(L) zu variablem L € R an.

() o ()

S
3
I

A 3.6.32 Untersuchen Sie die Folge

T0+T1n+7’2n2—|—...—|—rknk
S0+ 811+ s9n? + ...+ spnk

114



fiir vorgegebene r;,s;, € C, j = .k mit s # 0, fiir die der Nenner fiir (fast) alle n € N
von 0 verschieden ist, auf Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.

........................................................ (Konvergenz von Reihen in (C, |.|))

o0

A 3.6.33 Zeigen Sie, dass eine in C absolut konvergente Reihe Z ¢, auch konvergent in C ist.
k=0
" " . 1—i\"
A 3.6.34 Uberpriifen Sie die Reih i — d (i ¥ f K .
erpriifen Sie die Reihen (i) ; ~ (ii) ;n (2 " i) auf Konvergenz

Sind die Reihen auch absolut konvergent 7

1
(z+n)(z+n+1)

A 3.6.35 Sei —z € C\N beliebig, fest. Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe Z

...................................................................... (Stetigkeit in (C, |.|))

A 3.6.36 Sei f: C — C stetig und a € C Haufungspunkt der komplexen Zahlenfolge (2, )nen-
Zeigen Sie, dass dann f(a) Haufungspunkt der Folge (f(2,)),,cy ist-

.................................................................. (Schnittstellenaufgaben)

A 3.6.37 Schreiben Sie die folgenden Funktionen f: R? — R jeweils zu einer Funktion f: C — R einer
komplexen Variablen um:

Q) file,y) =z, (i) falz,y) = 22+ 2 (i) fo(z,y) = (iv) filw,y) = ——

xXr
x2+y2’ x2+y2'

3.7 Die Exponentialfunktion im Komplexen

A 3.7.1 Zeigen Sie mit Hilfe der Definition und der Funktionalgleichung:

(a) Zu jedem c € C gibt es eine Folge (as)2,, so dass

[e.9]

Vz € C: f(2) = 22 exp(z Zagz—c

=0

(b) Es gibt eine Folge (bs)32, gibt, so dass Vz € C: <|z| <l = yg»)=

= Z bgzé> .
=0
Bestimmen Sie explizit die Folgen (ag)p®, und (be)p,.

Nutzen Sie dabei nur die Mittel der Vorlesung/Ubung, d.h., noch keine Differentialrechnung!
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3.8 Die Eulersche Formel — trigonometrische Funktionen
A 3.8.1 Zeigen Sie: Es gelten
(i) Vz € C: exp(z) #0, (ii) Vz € C: exp(Z) = exp(2), (iii) Vz € R: |exp(iz)| = 1.
Alternative Formulierung von (iii):
Zeigen Sie, dass | exp(it)| = 1 fiir jedes ¢t € R gilt.
...................................................................... (Formel von Moivre)
A 3.8.2 Zeigen Sie die Formel von Moivre:  Vn € Ny: (cos(¢) + isin(p))"™ = cos(np) + isin(nyp).
A 3.8.3 Zeigen Sie, dass die Formel von Moivre direkt aus der Eulerschen Formel folgt.

1 2016
A 3.8.4 Geben Sie fiir z = <—— + %) den Real- und Imaginéarteil an.

V2

1 2015
A 3.8.5 Geben Sie Real- und Imaginérteil der Zahl z = (—E + %) an.

1 L\ 201
A 3.8.6 Geben Sie Real- und Imaginéarteil der Zahl z = | —— + — an.
& ( V2B )

A 3.8.7 Geben Sie Real- und Imaginérteil der Zahl z = (i — \/§)8 an.

A 3.8.8 Geben Sie Real- und Imaginérteil der Zahl z = (\/51 — 1)8 an.

A 3.8.9 Beweisen Sie mit Hilfe von e* %2 = e*1e*2 (2, 2, € C) die Formel cos(2x) = cos?(z) — sin®(z)
fir x € R.

A 3.8.10 Verwenden Sie die Formel von Moivre (cos(y) + isin(¢))" = cos(ng) + isin(ny), um die
Funktion cos(3¢) allein mit Hilfe von cos(y) und sin(y) auszudriicken.

A 3.8.11 Finden Sie je ein Polynom P(x,y) = Z Z ajkxjyk mit reellen Koeffizienten a;, so dass
k=0 j=0

= cos(4p) — sin(6yp) ; (f) P(cos(p),sin(p)) = cos(dyp) .

Alternative Formulierung von (b):

Verwenden Sie die in (a) gezeigte Formel, um ein Polynom P(z,y) = ZZajkxjyk mit
k=0 j=0
reellen Koeffizienten a;; zu finden, so dass P(cos(p),sin(¢)) = cos(2¢) — sin(3¢) gilt.
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A 3.8.12 Zeigen Sie mittels vollsténdiger Induktion fiir alle z € C\ {1} und n € Ny die Gleichung

1— ZnJrl

k _
d = — (3.10)
k=0

A 3.8.13 Verwenden Sie die Formel von Moivre, um 1+ cos(¢) + cos(2¢) + - - - + cos(ny) fiir beliebig
grofie n € N allein mit Hilfe von cos((n+1)y), sin((n+1)¢g), cos(y) und sin(p) auszudriicken.

.................. (Herleitung der Additionstheoreme mittels Definition/Eulerscher Formel)

A 3.8.14 (a) Stellen Sie sin(y) und cos(¢) mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion dar.
(b) Zeigen Sie die Giiltigkeit des Additionstheorems (sin(p))* + (cos(¢))® = 1.

(c) Weisen Sie mit Hilfe von (a) die folgenden Additionstheoreme nach:

sin (5 =) = cos(¢) . coslpEe) = cos(p) cos(t) F sin(i) sin(v) |
2sin(yp) cos(p) = sin(2yp) , sin(p +1) = sin(p) cos(v) £ cos(p) sin()) .

Alternative Formulierung fiir (i) und (iii):
Zeigen Sie die Giiltigkeit von sin (g — (p) = cos(p) und sin(2¢) = 2sin(yp) cos(p).
Alternative (verkiirzte) Formulierung:

Stellen Sie sin(y) und cos(y) mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion dar. Berechnen
Sie mit Hilfe dieser Darstellung die folgenden Additionstheoreme:

(sin(¢))? + (cos(@))* = 1, cos(p 1) = cos(p) cos(v) F sin(p) sin(y)
%(COS(QQO) +1) = (cos(p))?, sin(pE£1) = sin(yp)cos(r)) % cos(p)sin(z)) .

xr —

A 3.8.15 Zeigen Sie sin(z) —sin(y) = 2cos <SL'T+3/> sin ( y> fiir beliebige x,y € R.

A 3.8.16 Gegeben sei ein x € R mit der Eigenschaft Vk € Z: (2k+1)7 # x. Zeigen Sie: Mit u = tan (%)
ergeben sich

2 1—u?
sin(z) = 1 +uu2 sowie cos(x) = TZQ . (3.11)
. . . sin(p) .
A 3.8.17 Die Funktion Tangens ist durch tan(y) := —-= definiert.

cos(p)
(a) Fiir welche ¢ € R ist tan(yp) definiert? Zeichnen Sie den Graphen von tan(y).
t t
(b) Beweisen Sie das Additionstheorem tan(p + ¢) = an(y) + tan(z))
1+itan (£)

: 1 — tan(y) tan(¢))

(c) Zeigen Sie die Identitit ————=2& = cos(y) + isin(y).
1 —itan (£)

A 3.8.18 Zeigen Sie die Verdopplungsformel des Cotangens: 2 cot(22) = cot(z) — tan(z).
Bemerkung: Mit Hilfe der Funktionen aus (3.13) definieren wir dabei (sofern moglich)

tan(z) = 2102((2 und cot(z) = %Ej)). (3.12)
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cot(x) - cot(y) — 1

A 3.8.19 Zeigen Sie die Giiltigkeit von  cot(z +y) = cot(y) + cot(2)
Y x

fiir alle 2,y € ]0, g [

............................. (Schnittstellenaufgaben — Anwendung der Eulerschen Formel)

A 3.8.20 Geometrisch: Warum kann man jede komplexe Zahl z # 0 eindeutig als z = r (cos(p) + isin(p))
schreiben, wobei r € |0, 00] und ¢ € [0, 27[ ?

A 3.8.21 Wie berechnet man zu z € C den Radius r» und den Winkel ¢ ?

A 3.8.22 Stellen Sie die komplexen Zahlen in trigonometrischer Form (z = r(cos(y) + isin(y))) dar:

() 1—i-v3 (b) ;i (€ 1-cos(Z)+imsin(7)

A 3.8.23 Bestimmen Sie den Betrag r und das Argument ¢ fiir die folgenden komplexen Zahlen

1
1—i

(i) 21 =1, (ii) 2 = —1 — V/3i (iil) 23 =
A 3.8.24 Was ist die komplexe Multiplikation geometrisch ?

A 3.8.25 Geben Sie die komplexen Zahlen

741 d 1 <7r>+. 1 e <7r>
Z1 = un Z9 . —m —= — COS | — 1| —= Sin | —
P SN 3 V2 3

in Polarkoordinaten an, d.h., in der Gestalt z = rel¥ mit » € R,7 > 0 und ¢ € [0, 27[.

3 2.
A 3.8.26 Stellen Sie die komplexe Zahl » = — 2> — =
2 (1+41)?

der Form z = r (cos(p) + isin(p)) mit r > 0, p € [0, 27|, dar. Berechnen Sie auch 2*.

in der Form z = z 4+ iy mit z,y € R und in

Alternative (erweiterte) Formulierung:

Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form z = x + iy mit x,y € R und in der
Form z = r (cos(ip) + isin(p)) mit r € RT, ¢ € [0, 27, dar. Berechne auch z*:

(a) 21 = —v2(1 +1) (b) 29— —5 - 271

2 (1+i)2
............................................. (Schnittstellenaufgabe — Ausflug Bogenléange)

A 3.827 Seix € R, n € N und A[()")Agn)...A%”) der Polygonenzug der Punkte

(a) Zeigen Sie:

Die Lange L, = ),
k=1

A,g”) - A,Sl_)l des Polygonenzuges erfiillt L, = 2n

sin (%) ‘

(b) Beweisen Sie die Identitéit lim 2nsin (;) =z

n—oo n
(c) Zeigen Sie: Im Fall z > 0 gilt lim L, = z.
n—r00
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Bemerkung: In der Schule wird singu,ue iiber die Verhéltnisse von Seitenlédngen im rechtwin-
keligen Dreieck definiert. In der Vorlesung wird ab jetzt die Potenzreihendefinition sin(z) =
Im(e™) verwendet. Sei z € ]0, 2 [. Wir betrachten das Dreieck, das durch die Punkte 0,1, e
der komplexen Zahlenebene definiert wird. Im Dreieck 0, 1, e ist die Lange der Hypotenu-
se 1 und die Liange der Gegenkathete des Winkels zwischen den Strecken 0,1 und 0, e ist

Im(e'?). Die GroBe dieses Winkels sei o. Nach klassischer Definition ist dann

_ |Gegenkathete|  Im(e™)
~ |Hypotenuse| 1

Singchule(()é) = Im(eim) .

Der Begriftf der Grofle o des Winkels o kann exakt iiber den Begriff der ,,Bogenlinge des

Einheitskreisbogens von 0 bis e*“ gefasst werden, aber nicht bei unserem jetzigen Kennt-

nisstand. Weiter kann man dann zeigen, dass lim L, = «. Es ist auch heuristisch (d.h.
n—oo

ohne exakten Begriff der Bogenlidnge) sicher einsichtig, dass durch , Verfeinerung® des Po-
lygonzuges sich dieser immer mehr an den Kreisbogen ,annéhert®, also auch die Lange des

Polygonzuges sich an die ,,Linge des Kreisbogens®. (¢) besagt nun, dass lim L, = x. Damit
n—oo

ist @ = z und somit singgule(®) = Im(e'®). Damit stimmen die klassische Definition und die
Definition iiber die Potenzreihe

k=0 k=0
iberein.
............................................................... (Rekursion mittels Cosinus)
A 3.8.28 Sei (2,)n>1 eine Folge mit 1 > 0 und z,,11 = x, - (cos(z,))? fir n > 1. (5 P)

(a) Zeigen Sie die Konvergenz von (z,),>; mittels Satz von Bolzano-Weierstras.
(b) Zeigen Sie, dass der Grenzwert der Folge (%”) eine ganze Zahl sein muss.

(c) Berechnen Sie fiir die Startwerte x; = 6.2 bzw. 7 = 6.25 bzw. x; = 6.29 die Anfangs-
folgenglieder
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3.9 Umkehrfunktionen trigonometrischer Funktionen

A 39.1

A 3.9.2

A 393

A 394

A 3.95

A 3.9.6

A 397

A 3.98

A 399

A 3.9.10

..................................................... (Anwenden von Additionstheoremen)
T

Berechnen Sie die exakten Werte von cos(x), sin(z), tan(x) an den Stellen g, ,g, 3

AN

Verwenden Sie dabei Additionstheoreme.

Bestimmen Sie nur unter Verwendung von Additionstheoremen die exakten Werte von

3T . 3T ¢ 3T ¢ 3 Ti Bosti g : chst (ﬂ')

— in(— n(— — ) . Tipp: immen n —=).
cos{7q ) sinl g5 ), tanlgg ) cot{ g5 pp: Bes en Sie zunéchst cos (¢
Weiterer Hinweis: Verwenden Sie ™ = —1 und (3.10)) sowie die Definition des Cosinus.

1
Losen Sie auf dem Intervall } —g, g [ die Gleichung sin(z) + cos(x) = 3

Beweisen Sie: Fiir alle z,y € R mit =, y,x +y ¢ {5 + kn : k € Z} gilt

tan(z) + tan(y)
1 — tan(z) tan(y) -

tan(z +y) =

Zeigen Sie anschlieflend die Funktionalgleichung des Arcustangens: Fiir alle z,y € R
gilt

| arctan(z) + arctan(y)| < g —> arctan(x) + arctan(y) = arctan (f +y ) :

................................................................... (Grenzwerte /Stetigkeit)

arctan(z)

Bestimmen Sie den Grenzwert lim —
x—1 %—1
Berechnen Sie lim M.
T—00 €T
i ) a:-cos(—), fiir x # 0, )
Ist die Funktion  f(x) := 2x auf ganz R stetig 7
0, firz =0
1
Warum lésst sich die durch g(z) := 1/|z|sin (—) fiir  # 0 definierte Funktion stetig in den
x

Punkt z = 0 fortsetzen ?

Hat die stetige Fortsetzung von ¢ auf dem Intervall }—%, %[ ein Maximum/Minimum ?

.................................... (Folgen und Reihen mit trigonometrischen Funktionen)

: 3
Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge ¢, = sin(n) + (cos(n))

o0 2 s [e.e] . k
Untersuchen Sie die Reihen Z %ﬁj(n) und Z sin(k) auf Konvergenz.

n=1 k=1
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A 3.9.11 Untersuchen Sie das Konvergenzverhalten von Z sin (

) und von Z - cos(n

oo t n
A 3.9.12 Konvergiert die Reihe Z W

n=1

?

(i-arctan(n))”

o0 o 2
A 3.9.13 Untersuchen Sie die Reihen E 5 und g 1-sin ( " 7r1> auf Konver-
n n
n=1

n=1
genz.

.......................................................... (Erweiterung des Kosinus/Sinus)

A 3.9.14 (a) Beweisen Sie fiir beliebige z € C die absolute Konvergenz der Reihen
S2k+1

cos(z) == Z(— und sin(z) := Z 2k 2T (3.13)

k=0 ’ k=0

(b) Zeigen Sie: Die so definierten Funktionen cos, sin: C — C erfiillen die Gleichungen

cos(z) = = (¥ +e™¥) und sin(z) = l (e —e™™)

21

N | —

A 3.9.15 Zeigen Sie, dass  |sin(z)|> = (sin(Re(z)))? + (sinh(Im(z)))? fiir alle z € C.
A 3.9.16 Zeigen Sie, dass | cos(z)|*> = (cos(Re(z)))? + (sinh(Im(2)))?* fiir alle z € C.

................................................................... (Verkettete Funktionen)

1
A 3.9.17 Was ist der maximale Definitions- und Wertebereich von x — arcsin <x2—i— )?
x

A 3.9.18 Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich und den zugehorigen Wertebereich von

f(z) := arccos (“’2 — “”) .

T2
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3.10 Losen von Gleichungen iiber C

A 3.10.1

A 3.10.2
A 3.10.3

A 3.104
A 3.10.5
A 3.10.6
A 3.10.7
A 3.10.8
A 3.10.9

A 3.10.10
A 3.10.11
A 3.10.12

A 3.10.13
A 3.10.14
A 3.10.15
A 3.10.16

A 3.10.17
A 3.10.18
A 3.10.19

Was ist ,, Wurzelziehen* bzw. das Losen der Gleichung 2" = w geometrisch 7
............................................... (Gleichungen mit Polynomen 1. Grades)
Geben Sie die Losung z € C von (1 —1i) - z =1 in der Form z = 2 + iy an (wobei z,y € R).
Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung (3 + 2i)z = (6 — 5i).

............................................... (Gleichungen mit Polynomen 2. Grades)

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 22 = i.
Bestimmen Sie alle Losungen 2z € C der Gleichung 2% = —i.
Bestimmen Sie in C alle Losungen von 22 +49 = 0 und von 922 + 62 +5 =10 .

Bestimmen Sie in C die Nullstellen von f(z) = 2% + 36 und von g(z) = 22% + 2z + 5.
Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2% + 4z + 8 = 0.
Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2% =1 +1i .

............................................... (Gleichungen mit Polynomen 3. Grades)

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2% = —1.
Bestimmen Sie alle Lésungen z € C der Gleichung 2z* = —1 +1i.
Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 22 = 1 +1i.

............................................... (Gleichungen mit Polynomen 4. Grades)

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2* = 2.

Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung z* = iz in C.

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2* = 8(iv/3 — 1).

Ermitteln Sie alle Losungen z € C der Gleichung z* = —1 und skizzieren Sie diese in der
Ebene.

Alternative Formulierung:
Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung z* + 1 = 0.

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2* = 16i.

Welche Losungen besitzt die Gleichung z* —iz? = (i — 1)2% in C?

Zeigen Sie, dass es eine reelle und eine rein imagindre Nullstelle der Gleichung f(z) = 0 mit
f(z) = 2" +42% + 622 + (6 — 2i)z +3 — 2i

gibt. Ermitteln Sie anschlieffend die verbleibenden Nullstellen der Gleichung f(z) = 0.

............................................... (Gleichungen mit Polynomen 5. Grades)



A 3.10.20
A 3.10.21

A 3.10.22

A 3.10.23

A 3.10.24

A 3.10.25

A 3.10.26

A 3.10.27

A 3.10.28

A 3.10.29

Wieviele Losungen in C besitzt die Gleichung 2° + %(1 +1)> =0 ? Geben Sie sie an.

Losen Sie die Gleichung z° =1 in C.

............................................... (Gleichungen mit Polynomen 6. Grades)
Welche z € C 16sen die Gleichung 2° 4 (1 — 2iv/2)2% — 2iv/2 = 0.
....................................................... (Allgemeine Kreisteilungsgleichung)

Geben Sie zu beliebigem n € N die n-ten Einheitswurzeln an, d.h. alle Lésungen z € C der
Gleichung 2" = 1.

............................................................ (weitere Teilmengen in (C,|.|))

Stellen Sie die folgenden Mengen in der Gaulschen Ebene dar:
B = {z eC ’ cos(2Re(z)) = cos(2 Im(z))}

—1
Bestimmen Sie alle z € C mit Re (Z - ) > 2.
z—1
Lsg: Zunichst ist 0 + i nicht in der Losungsmenge, da sonst die linke Seite nicht definiert
ist. Wegen
z—1 (z—1D(E+1)  |2P—-z+iz—i

= = 3.14
z—1 |z —i|? |z —i|? (3.14)
schreibt sich obige Ungleichung mit a := Re(z) und b := Im(z2) als
2 b2 —a—2>b
. GoE 22 b —abE@ AP o442 bav boa> (a2
Fiir reellwertiges o := b — a ist also die Ungleichung 0 > 2% —x +2 = (:1: — %)2 + % ANl

l6sen. Aufgrund der Nichnegativitéit von Quadraten ist die Losungsmenge jedoch leer.

—1
Bestimmen Sie alle z € C mit Re <Z - ) >1.

z—1
Lsg: Zunéchst ist 0 + i nicht in der Losungsmenge, da sonst die linke Seite nicht definiert
ist. Wegen (3.14)) schreibt sich obige Ungleichung mit a := Re(z) und b := Im(z) als

a4+ —a—>b
Zro-1g = bw masbz=24l baw b-azl
Somit Ist die Losungsmenge die berandete schiefe Halbebene {z € C | Im(z) > Re(z) + 1}
ohne {0 +1i}.

....................................................................... (Teilmengen in R?)

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen des R? in der (z,y)-Ebene: (242 P)
2 1 1 2
(a) < (z,y) € R* : —> " r#0,y#0 (b) {(z,y) € R* : cos(2z) = cos(2y)}
Skizzieren Sie die Menge B := {(z,y) € R? ’ lz —y|+2<|yl}.

................................................................................ (ohne Lsg)
Skizzieren Sie die Menge A := {(z,y) € R? | [z — 1]y — 1 > 0}.
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Kapitel 4

Differenzierbarkeit von Funktionen

4.1

A411

A412

A4.13

A414

A 415

Differenzierbare Funktionen

............................................................... (Anwendung der Definition)

Beweisen Sie, dass jede in a € R differenzierbare Funktion f: R — R auch stetig in a ist.
Alternative Formulierung:

Zeigen Sie Corollar zu Satz 15.1: Ist f in a differenzierbar, dann ist f auch stetig in a.
Zeigen Sie, dass bei beschriinktem b: [—1,1] — R die Funktion z ~ z%b(z) im Nullpunkt
differenzierbar ist und dort die Ableitung 0 besitzt.

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie:  Ist g beschrinkt, dann ist # — 2?g(x) im Nullpunkt differenzierbar.

B) —
Sei f(z) := z?. Fiir welche z € R existiert der Grenzwert }llin% flo+ f)z /() ?
%
Untersuchen Sie jeweils fiir £ = 1,2, 3,4, 5, und die Funktionen
3 " 1 1
A =% )= meN),  f@)=1 A= fle) = ew()

in welchen Punkten z € R der Grenzwert lim fulz +h) — filz) existiert.

h—0

Alternative Formulierung:

In welchen Punkten = € R sind die folgenden Funktionen differenzierbar? Bestimmen Sie in
diesen Punkten jeweils die Ableitung mit Hilfe der Definition der Differenzierbarkeit!

o) =3 pa)y=atmeN),  f@)=1, A =g () = exle)

1
In welchen Punkten = € R sind die Funktionen fi(x) := \/z, fo(z) := —= differenzierbar?

NG

Bestimmen Sie in diesen Punkten die Ableitung mittels Definition des Differentialquotienten!
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A4.16

A4.1.7

A4.1.8
A4.1.9

A 4.1.10

A41.11

Gegeben sei die Funktion f(z) := . Bestimmen Sie fiir alle x € R den Grenzwert

2+ 1

flx+h) = f(x)
- :

lim
h—0

Alternierende Formulierung:

Priifen Sie mit Hilfe der Definition, ob die Funktion f(z) :=

1 differenzierbar ist.
x

Priifen Sie mit Hilfe der Definition, ob die Funktion f(z) := — 1 differenzierbar ist.
x
Uberpriifen Sie mittels Definition die Differenzierbarkeit der Funktion s(z) = |x].
Bestimmen Sie die Ableitungen (mittels Definition) der Funktionen (24+2+2 P)
1
(a) u(x):= S0 () fir alle z € R\ {n7 : n € Z}.

Alternative Formulierung:
r(z+h) —r(x)

Sei r(x) == — . Fiir welche x € R existiert der Grenzwert lim ?
sin(x) h—0
1
(b) v(z):=— fiir alle z € R\ {0} (n € N).
xn
(¢) w(x):= “ firallez € R \ {0}.
T

Alternative erweiterte Formulierung fiir (c):

Berechne die Ableitung von € Zunéchst mit Hilfe der Definition und danach unter Nutzung

von Ableitungsregeln.

........................................................ (Stiickweise definierte Funktionen)

fla+h) = f(a)

Sei a € R beliebig, fest. Bestimmen Sie b, ¢ € R, so dass ’llir% Y existiert, falls
—
x? z < a, ) . . .
flz) = Tipp: Ist die Funktion f dann auch stetig ?
br+c, x>a.

Variation:

existiert, falls

fla+h) = f(a)
h

Sei a € R beliebig, fest. Bestimmen Sie b, ¢ € R, so dass }llim

—0
x° z < a, . . . .
flz) = Tipp: Ist die Funktion f dann auch stetig ?
bxr +c, x> a.
0 falls x > 1,
Beweisen Sie die Differenzierbarkeit von g: R = R, 2z ¢ 2% -3z +2 fallsx € [-1,1],
4 falls x < —1.

Bestimmen Sie die Ableitung. Ist die Funktion stetig ?
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A 4.1.12 Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit im Punkt a = 1:

1—2%, fallsxz>1,
22 -1, fallsoz <1;

(a) fi(z) = {

|
5 falls 0 < 2 < 1, xﬁ falls 0 < 2 < 1,
s xr
) A0 =17 © sty =4 17!
, fallsz >1; 1 falls x > 1.

Alternative Formulierung fiir (c): Untersuchen Sie die folgende Funktion auf Stetigkeit
und Differenzierbarkeit im Punkt a = 1:

x—|—27 falls 0 <z < 1,
x+1
g(@) =935 _
, fallsxz >1.
4
Bonus: (+4 ZP)

Finden Sie ein Beispiel fiir eine in allen x # a differenzierbare, jedoch in a € R unstetige
Funktion f: R — R, welche dennoch li{n fl(x) = li}n f'(x) erfiillt.

Warum ist dieses Beispiel kein Widerspruch zur Aussage, dass Stetigkeit von f in a eine
notwendige Bedingung fiir die Differenzierbarkeit von f in a ist ?

a?cos (L), 2 #£0,

T

A 4.1.13 Zeigen Sie die Stetigkeit und Differenzierbarkeit der Funktion f(z) = {0 0
: r=0.

Ist f stetig differenzierbar?
Variation:

Gegeben sei die Funktion

(a) Berechnen Sie die Ableitung ¢'(z) fiir x # 0.
(b) Ist g(z) stetig im Punkt 2o = 0 ? (Begriindung)

(c) Ist die Funktion g(z) in z¢ = 0 differenzierbar?
Falls ja, bestimmen Sie den Wert an dieser Stelle.
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A4.1.14

A 4.1.15
A 4.1.16
A 4117

A 4.1.18

........................................... (Eigenschaften der Ableitung/Ableitungsregeln)

Satz 15.2: [Algebraische Differentiationsregeln|

Seien f, g : D — R differenzierbare Funktionen und A, 4 € R. Dann sind auch die Funktionen
f+9,Af, fg: D — R differenzierbar und fiir alle x € D gelten

Af+pg)(x) = M'(x)+pg (o) (Linearitit) (4.1)
(f9)'(z) = [f(2)g(x)+ f(z)g'(z)  (Produktregel) (4.2)

Ist g(z) # 0 fiir alle x € D, so ist auch %: D — R differenzierbar und fiir alle x € D gilt

(i) () = 9(@) [ (x) = g'(@) /() (Quotientenregel) (4.3)

9 (9(x))”

Satz 15.3 [Ableitung der Umkehrfunktion]: Ist f: D — R differenzierbar in = mit
f'(x) # 0 und besitzt f in der Umgebung von z die Umkehrfunktion f~!, dann gilt

-1y’ — = also -1/ = —1
(f7) (f(x) = = Iso  (f71) (v) W) (4.4)

Satz 15.4 [Kettenregel]:

Sind f: D — Rund g: E — R Funktionen mit f(D) C E und ist f differenzierbar in z € D
und ¢ differenzierbar in y := f(z) € E, dann ist die Komposition go f: D — R (sprich: g
nach f“) ebenfalls differenzierbar in x mit

(go f)(x) = (g0 f)lx)- flx).  (4.5)

Sei u: R — R eine differenzierbare ungerade (d.h. fiir alle z € R gilt u(—z) = —u(x))
Funktion. Beweisen Sie, dass die Ableitung von u eine gerade Funktion ist.

Beweisen Sie, dass die Ableitung einer geraden Funktion eine ungerade Funktion ist.
Beweisen Sie mittels Eulerscher Formel, dass der Kosinus die Ableitung vom Sinus ist.
Bestimmen Sie mittels Rechenregeln die Ableitung der Funktionen

(a) sinh(x) und cosh(z) (b) sin(x) und cos(x)
Alternative Formulierung von (b):
Differenzieren Sie sinh(x) := %(ex — e ®) und cosh(zx) := %(ew +e™").

Berechnen Sie die Ableitung von g: ]0, 00[— R, = +— (2z)".
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A 4.1.19
A 4.1.20
A41.21
A 4.1.22
A 4.1.23

A4.1.24
A 4.1.25

A 4.1.26

A 4.1.27

A 4.1.28

A 4.1.29

..................... (Anwendung des Satzes iiber die Ableitung der Umkehrfunktion)
Bestimmen Sie die Ableitung von ¢(z) = In(z) und w(z) = v/ mit Hilfe der Umkehrfunktion.
Bestimmen Sie die Ableitung (f~!)(y) fiir die Funktion f(z) = In(v1+27) .
Bestimmen Sie mittels Ableitung der Umkehrfunktion die Ableitung von a(x) = arctan(z).
Fiir welche = € R existiert die Ableitung von arcsin(z) und wie lautet sie ?

Berechnen Sie die Ableitung der Umkehrfunktionen arccos: | —1, 1[— |0, 7[ (Umkehrfunktion
von cos) und arsinh: R — R (Umkehrfunktion von sinh).

Wie lautet die Ableitung von f(z) := arsinh(z? — ) im Punkt x¢ :=1 7

Warum muss f: R — R, definiert durch f(z) := z+€%, eine stetige Umkehrfunktion besitzen?
Sei nun f~': R — R die Umkehrfunktion von f. Berechnen Sie die Ableitung von (f=)" (1).
Alternative Formulierung:

Begriinden Sie knapp, warum die Funktion f: R — R, definiert durch f(z) := z + e”, eine
stetige Umkehrfunktion besitzt.

Sei nun f~': R — R die entsprechende Umkehrfunktion von f. Berechnen Sie die Ableitung
von f~! an der Stelle 1.

Die Funktion f: |—%,%Z[ — R sei durch f(z) := 5z + tan(z) gegeben. Zeigen Sie:
(a) Die Funktion f besitzt eine differenzierbare Umkehrabbildung ¢g: R — |—%, Z].
(b) Fiir alle y € R gilt |¢'(y)| < % und fur alle y, z € R gilt |g(y) —g(2)| < |y — 7|
Hinweis: Fiir (b) wird auf den Mittelwertsatz vorgegriffen!
................................................................ (Weitere Ableitungsregeln)

Beweisen Sie mit vollstdndiger Induktion fiir das Produkt von n differenzierbaren Funktionen
fi,-- s fn: R — R die Giiltigkeit der verallgemeinerten Produktregel

(H fk) =Y i (H fj> . (4.6)

Beweisen Sie fiir die n-te Ableitung eines Produktes von n-mal differenzierbaren Funktionen
f,9: R — R die Leibnizsche Produktregel

n

(fo)™ = > (Z)f("‘“g““) . (4.7)

k=0

Berechnen Sie mit Hilfe der Leibnizschen Produktregel (z In(z))®2009).
Variationen:

(a) Berechnen Sie mit Hilfe der Leibnizschen Produktregel (x In(x))19),
(b) Berechnen Sie mit Hilfe der Leibnizschen Produktregel (z In(z))®'6).
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A 4.1.30

A 4.1.31

A 4.1.32

A 4.1.33

A 4.1.34

(c) Berechnen Sie mit Hilfe der Leibnizschen Produktregel (z In(z))®17).

(Differenzieren von Lésungen von Gleichungen)

(a) Berechnen Sie die Ableitung der Losung ¢(x) der Gleichung f(¢(x))

g(z).

(b) Bestimmen Sie nun die Ableitung von 2% und von der Losung ¢ von (¢(z))® = sinh(z).

o(r)

Berechnen Sie die Ableitung der Losung () der Gleichung f(z) - g(x) unter Ver-

wendung der Produktregel. Dabei gelte f(z) # 0 fiir alle .
(

Berechnen Sie die Ableitung der Lésung ¢(z) der Gleichung o(z) - ¥ = 1 fiir k € N und

x # 0.

(Losungen von Differentialgleichungen)

Beweisen Sie, dass jede differenzierbare Losung der Differentialgleichung ¢/ (x) = —zy(x),
2

a > 0, die Gestalt y(z) = C exp <_§_) besitzt.
a

Beweisen Sie, dass jede differenzierbare Funktion y, welche Lésung der Differentialgleichung
y' = ay ist, von der Gestalt y(x) = Ce* mit einer Konstanten C' ist.

Anwendungsaufgabe — Differenzengleichung vs. Differentialgleichung:

In einer Stadt gibt es 120.000 Haushalte. Man vermutet, dass jeder dritte Haushalt auf eine
neue digitale Fernsehtechnik umsteigen mochte. Eine Firma geht davon aus, dass die Zunah-
me des Verkaufs bei Markteinfithrung am grofiten war und modelliert die Verkaufszahlen mit
begrenztem Wachstum. Sie macht dabei die Annahme, dass die Zunahme des Absatzes pro
Monat immer 12% der noch moglichen Verkéufe ausmacht (¢: Zeit in Monaten).

Andere Formulierung: Eine Firma geht davon aus, dass der Verkauf bei Marktein-
fithrung am grofften war und modelliert die Verkaufszahlen mit begrenztem Wachstum.
Sie macht dabei die Annahme, dass der Absatz pro Monat stets 12% der noch moglichen
Verkiufe ausmacht (¢: Zeit in Monaten).

Wird die Firma im ersten Jahr 30.000 Geréte verkaufen ?
Bemerkung: Bezeichnet H die 40.000 moglichen Verkédufe und ¢ = 0,12, so ist etwa

(a) (diskreter Fall — Anfangswertproblem) die Differenzengleichung

fn+1)—f(n) = q- (H— f(n)) mit Anfangsbedingung f(0) =qH
—_—
noch mogliche
Verkéufe
(b) (kontinuierlicher Fall — Randwertproblem) die parameterabhéngige gewohnliche Diffe-
rentialgleichung )
y(0) = qH
= H-(1-¢)H,
N i . y(1) = q(H —y(0)) +y(0)

y'(t) = k(H—y(t)) mit Randwerten — g+ (1— q)y(0)

= ¢H+(1—-q[H—(1-qH]
\ = H-(1-q°H
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A 4.1.35

A 4.1.36

A 4.1.37

A 4.1.38

A 4.1.39

A 4.1.40

A 4141

A 4.1.42

A 4.1.43

zu losen.
......................................................................... (Rechenaufgaben)
Fiir welche = € R sind die folgenden Funktionen definiert/differenzierbar ?
(a) 22sinh(z)  (b) tan(z)  (¢) In(1—z%)  (d) a%sin(z) (e) arccos(3z~2)
(f) z(sin(In(z)) — cos(In(z))) (8) exp(tan(x)) (cos(x))”
Alternative Formulierung:

Bestimmen Sie durch Anwendung von Rechenregeln die Ableitungen von ...
Geben Sie explizit an, in welchen Punkten diese Funktionen definiert sind und in welchen
Punkten sie differenzierbar sind.

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der Funktionen
(a) f(x):=1In(l —2?) (b) g(x) := zcos(In(z))
und ermitteln Sie deren Ableitung.

r+1
246

Berechnen Sie die Ableitungen von: (i) (z + 3)%" - 24 (ii) In(z* + 1) (iii)

Bestimmen Sie die Ableitung (dort, wo mdoglich) von

(a) u(z) = arctan(x3® 4+ 222 — 1) (b) v(z) = exp(tan(z))(sin(z))®* (c¢) w(z) =a® (a > 0)

Berechnen Sie jeweils die 1. Ableitung von (a) sin(z) (b) cos(x)
_ : 22 _ sin(z) e
(€) Sla)=cos (sin(a) ) (@) f@) =T @ f@) =
(f) f(z)= (cos ((sin (e4”‘"))3>) (g) f(z) = arctan(2?) (h) f(z) =+/zVx
- \/m . esin(ac) . — " In(sin(u 2) = Zsin(z)
0 f0)= g ) )= hisinw) (9 ()=
Bestimmen Sie die Ableitung von (+5 ZP)

1 1+ sin(x) 1
z+In(z) 3
x , ln( —1—sin(:z:))’ Qwarctan(l_i_ﬂ), \/ vz + 1.

(arctan(vz?® + 1))2’

Bestimmen Sie fiir alle x € R die Ableitung von f: x + sin(xe”) und h: z —

241

CEGCOS(m) 1

Differenzieren Sie die Funktionen f(z) = Tn(z)
n(x

Bestimmen Sie mit Hilfe der Definition die erste und zweite Ableitung von f(z) := |z3| auf
R.

131



....................................................... (Schnittstellenaufgaben — ohne Lsg)

A 4.1.44 Geben Sie fiir die folgenden Funktionen die natiirlichen Definitionsgebiete an, untersuchen Sie
die Funktionen auf Differenzierbarkeit in den Punkten des Definitionsbereichs, und berechnen
Sie gegebenenfalls die Ableitung:

(s%n(:c

(a) e®cos@ (b —?2 (c) [72 — 2| (sin(x))”  (d) 2> (e) (COS (1 _x))z

sin(x?) 1+

(f) [cos(z)]  (g) 2(5) (b)) (@ +2)@ (i) sin(exp(a?) — 1)  (j) arctan(ln(1 + z))
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4.2 Lokale Extrema, Mittelwertsatz und Konvexitét

A421

A4.22

A4.23

A4.24

A 425

A 426

Begriinden Sie, warum fiir eine differenzierbare Funktion f: Ja,b[— R an einer lokalen Ma-
ximalstelle = € |a, b[ die Ableitung verschwindet.

Leichte Variation:

Zeigen Sie: Ist g: R — R differenzierbar und nimmt in a € R ihr globales Maximum an,
dann gilt ¢'(a) = 0.

Geben Sie eine stetige Funktion f: R — R an, die ein (lokales oder globales) Maximum in
einem Punkt annimmt, in dem f nicht differenzierbar ist.

Beweisen Sie:

Ist f:[a,b] — R differenzierbar auf dem offenen Intervall ]a,b| sowie stetig in den Rand-
punkten a, b und gilt f’(z) > 0 fiir alle = € |a, b, dann ist f auf [a, b] monoton wachsend.

Gegeben seien stetige, auf |a, b| differenzierbare Funktionen f, g: [a,b] — R mit f(a) > g(a)
und f'(z) > ¢'(x) auf |a, b|. Zeigen Sie, dass f(z) > g(x) auf [a, b] gilt.

Seia € Rya <beRU{oo}, f: [a,b[ = R differenzierbar und hIIll) f(z) existiere.
z—

(a) Zeigen Sie: f hat ein globales Maximum <= Jz( € I := [a, b[ mit hn}) fz) < f(xo).
z—

(b) Zeigen Sie: f hat ein globales Minimum <= Jx, € I := [a, b] mit lin}) f(z) > f(xo).
x>

(c) Zeigen Sie: Alle globalen Extrema liegen in K = {x € ]a,b[ : f'(z) =0} U {a}.

.................................................................. (Pathologisches Beispiel)

so+a?sin(2) fiir z #0,

Zeigen Sie, dass die durch
Jx) = {0 fiir z = 0,

definierte Funktion f: R — R differenzierbar mit f/(0) = 3 ist, jedoch kein Intervall ]a, b],
a < 0 < b, existiert, auf dem f monoton wéchst.

In etwa vom gleichen Typ: (Lsg(?): f(z) = —a® (sin (1))2)

Konstruieren Sie eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : | — 1,1[ — R, mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) f besitzt in 0 ein lokales Maximum;
(b) Es gibt kein & > 0, so dass f im Intervall [0, ] monoton fallend ist;

(c) Es gibt kein € > 0, so dass f im Intervall [—¢, 0] monoton wachsend ist.

Sogar Striktes Maximum: (Lsg(?): f(x) = —a® — (sin (1))2)

Konstruieren Sie eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : | —1,1] — R, mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) f besitzt in 0 ein striktes lokales Maximum;
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A 427

A 4238

A429

A 4.2.10

A 4211

A 4212

A 4213

A 4214

(b) Es gibt kein £ > 0, so dass f im Intervall [0, €] monoton fallend ist;

(c) Es gibt kein € > 0, so dass f im Intervall [—¢, 0] monoton wachsend ist.
.................................................. (Schnittstellenaufgaben — Anwendungen)

Aus einem kreisrunden Stiick Papier (mit Radius R) soll ein Sektor so herausgeschnitten wer-
den, dass daraus ein Kreiskegel moglichst grofien Volumens geformt werden kann. Bestimmen
Sie den dafiir notwendigen Sektorwinkel.

In welchem Verhéaltnis miissen bei einem Zylinder mit Kreis als Grundflache der Durchmesser
dieses Grundfldchenkreises und die Hohe des Zylinders stehen, damit bei gegebenem Volumen
die Oberfliche des Zylinders minimal wird?

Seien ai,as,...,a, € R gegeben. Fiir welchen Punkt = ist die Summe der Quadrate der
Abstéande |z — a;] am geringsten ?

Alternative Formulierung:
Bestimmen Sie zu gegebenen aq, ..., a, die Zahl z, fiir welche die Summe der Quadrate der
Abweichungen a; — x, ..., a, — r minimal ist.

Bestimmen Sie alle Koeffizienten a,b, c € R, fiir welche die durch f(x) = 2% + az? + bz + ¢
definierte Funktion f: R — R sowohl ein lokales Maximum als auch ein lokales Minimum
besitzt.

Es sei a eine beliebige reelle Zahl.
Wieviele reelle Losungen besitzt die Gleichung 2x +sin(z) = a? Begriinden Sie Thre Antwort.

Berechnen Sie, dort wo sie existiert, die Ableitung der Umkehrfunktion von f(z) = 2z +
sin(z).

................................... (Extrema von Funktionen auf beschrinkten Intervallen)

Bestimmen Sie das Maximum und Minimum der Funktion f(z) := 2® — 3z + 1 auf dem
Intervall [0, 2].

Untersuchen Sie folgende Funktionen auf lokale/globale Extrema
(&) f:[-33[-R, z—2—2)e™ (b)g: |—00,4 =R, z+ —(=3+3z+2>)e "
(a) Zeigen Sie die Differenzierbarkeit der Funktion
;- [—2,0] LR oo eisin(%) f?rx e [-2,0],
m 0 firx =0 .

Entscheiden und bestimmen Sie gegebenenfalls die lokalen und globalen Maximalstellen
und Maxima sowie die lokalen und globalen Minimalstellen und Minima der Funktion

f.

(b) Wie sieht es aus, wenn wir stattdessen die Funktion
’: {_2’0} LR e o™= sin (%) fiir x € [—%,0[ ,
7T 0 firz =0,

betrachten.
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A 4.2.15

A 4.2.16

A 4217

A 4.2.18

A 4.2.19

A 4.2.20

A 4221

A 4.2.22

A 4.2.23

.................................................. (Monotonie und lokale/globale Extrema)
Gegeben seien f(x) := —22? + 4x — 4 und g(z) = x?%e”.

(a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktionen f: R — R und g: R — R.
(b) Wo sind f, g monoton wachsend bzw. monoton fallend 7
(c) Besitzen die Funktionen f und g auch globale Maxima oder Minima ?

x
14 22

Bestimmen Sie die lokalen Extrema der durch f(z) := definierten Funktion f: R — R.

1

Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f: |0,00[— R, f(z) := = .

Entscheiden und bestimmen Sie gegebenenfalls die lokalen und globalen Maximalstellen und
Maxima sowie die lokalen und globalen Minimalstellen und Minima der Funktion

2 — 3z + 22

flz) = SRt reR\{-1,-2}.

Sei n > 0. Beweisen Sie, dass die Funktion f: ]0,00[— R,z — z"e™" genau an der Stelle
x = n ihr globales Maximum annimmt.
.............................................................................. (Konvexitit)

Es seien I und J Intervalle, f: [ — J konvex und ¢g: J — R monoton wachsend und konvex.
Zeigen Sie, dass die Funktion g o f: I — R ebenfalls konvex ist.

Hinweis: Uber die Differenzierbarkeit der Funktionen sei nichts bekannt !

Zeigen Sie Satz 16.6:
Sei D C R ein offenes Intervall und f: D — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann
gilt
f konvex = VeeD: f'(z) >0.

Zeigen Sie: Die Funktion f(x) := %\x|p ist fir p > 1 auf ganz R differenzierbar mit Ableitung

x|P2x | x #0,

filay =
0 ,r=0.

Ist f konvex?

Wo ist die auf |0, oo definierte Funktion f(z) := 2™® konvex bzw. konkay ?
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4.3 Methode des logarithmischen Ableitens

A 431

A 432

A 433
A 434

A 435

A 4.3.6

A 437

Bestimmen Sie die Ableitung von Inof mit einem differenzierbaren f: R —]0, ool.

!/
Beweisen Sie, dass das logarithmische Ableiten L: f +— = von Funktionen f > 0 die Re-

chenregeln L(fg) = L(f) + L(g) und L(f*) = aL(f) erfiillt.
Zeigen Sie, dass (1 + 2)* auf Rt monoton wiichst.

Zeigen Sie, dass eine differenzierbare positive Funktion f: R —]0, co[ genau dann ein lokales
Maximum/Minimum in x besitzt, wenn Inof ein lokales Maximum/Minimum in = besitzt.

22 —2x—1

e
Berechnen Sie die lokalen Extrema von f(x) := T einerseits direkt und andererseits

x
durch logarithmisches Ableiten.
Leichte Variation:
ex2—2m—1

Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f(z) := ——— einmal direkt durch Anwenden

12
x
notwendiger und hinreichender Kriterien und dann noch einmal erneut mit logarithmischem

Ableiten.

Bestimmen Sie die Ableitung der folgenden positiven Funktionen, indem Sie zunéichst jeweils
(Inof)" bestimmen und anschlieend die Beziehung zur Ableitung von f verwenden.

(:p+§);(i+7) (e) f:]2700[—>]R,g;;—> %

(b) f:R—-R, z— 3" (f) £:10,7[ = R, z + (sin(z))@4
(z = 1)(x +3)

(x =5)*(x+ 1)(z + 2)

[1—x . 4 2
1) (sin(z))"(cos(z))

(a) f:]1,00] > R,

(¢) f:]1,00[\{5} =R, z—

(d) f: ]O,g[\{l}—)R,xl—)\g/ﬁ

.................................................. (Schnittstellenaufgaben — Anwendungen)

Die Starke der Strahlung, die ein schwarzer Kérper der Temperatur 7' in der Wellenlénge A

aussendet, wird durch die Funktion a

X (exp(75) — 1)

beschrieben, wobei a, b feste positive Konstanten sind. Zeigen Sie, dass genau eine (von
T abhéngige) Wellenldnge \,.. € ]0,00[ existiert, fiir welche die Strahlungsemission am
stérksten ist, und dass AT = C mit einer von T unabhéngigen Konstanten C' gilt.

E(\) =
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4.4 Weitere Anwendungen der Konvexitét

A 4.4.1 Zeigen Sie nacheinander die
(a) Young-Ungleichung: Sind p, ¢ € |1, co| mit 1—17 + % = 1, dann gilt

Vao,y € R: <(m20/\y20) — x%y% < E—|—g).
P q
Hinweis: Ist der Logarithmus eine konvexe Funktion ?
(b) Hoélder-Ungleichung: Seien p, ¢ € ]1, oo[ mit % + é = 1. Dann gilt

n

v,y €C" 2 Yl < Ixlllyllg (4.8)

v=1

Bemerkung:
Im Spezialfall p = 2 erhalten wir die bekannte Cauchy-Schwarz-Ungleichung.

(c) Minkowski-Ungleichung:
vp € [1,00[ ¥x,y € C": [lx +yll, < [[x[lp + Iyl - (4.9)

A 4.4.2 Wann wird in der Cauchy-Schwarz-Ungleichung und wann wird in der Minkowski-Ungleichung
jeweils Gleichheit angenommen 7

A 4.4.3 Zeigen Sie die Ungleichungen:

A 4.4.4 Es sei

das geometrische Mittel und

1+ ... +x,
n

Alxy, ..., zp) =

das arithmetische Mittel. Zeigen Sie die Ungleichung von Ky FaN:
Es seien n € N und z4,...,x, € ]0,%[. Dann gilt
G(z1,...,xy) < Az, ..., xp)
Gl—ay,...,1—x,) = Al —a1,...,1—x,)

Hinweis: Betrachten Sie f(z) = In(1 — z) — In(z), z € ]0,1].

A 4.4.5 Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(x) := 2%, konvex ist.
Beweisen Sie (z + y)* < 8(z* + y*) fiir alle 7,y € R.

A 4.4.6 Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(x) := z*, konvex ist.
Beweisen Sie §(z + 2y)* < 3(x* + 2y*) fiir alle z,y € R.
Alternative Formulierung:

Beweisen Sie (x + 2y)* < 27(z* + 2y*) fiir alle z,y € R.

137



4.5

A 451

A 452

A 453

A 454

A 455

A 456

A 4.5.7

A 458

A 459

Weitere Anwendungen des Mittelwertsatzes

Sei f: R — R differenzierbar mit |f/(z)| < K < oo fiir alle z € R. Ist f gleichmifig stetig?

Hinweis:
Verwenden Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung um Lipschitz-Stetigkeit zu zeigen.

Zeigen Sie, dass die Funktion arctan: R — R gleichméfig stetig ist.

Zeigen Sie, dass die Funktion In: [1, 00[— R gleichméiBig stetig ist.
Hinweis: Zeigen Sie zunéchst Lipschitz-Stetigkeit.

Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, die gerade ist und eine Nullstelle in a > 0
besitzt. Beweisen Sie, dass es dann einen Punkt z €| — a,a] mit f'(z) = 0 gibt.

Sei g: R — R eine differenzierbare gerade (d.h. fiir alle x € R gilt g(x) = g(—=)) Funktion.
Beweisen Sie einmal ohne und einmal mit dem Satz von Rolle, dass die Ableitung minde-
stens eine Nullstelle besitzt.

Beweisen Sie die obige Aussage erneut unter der Zusatzvoraussetzung, dass g stetig differen-
zierbar ist, in dem Sie den Zwischenwertsatz auf die Ableitung anwenden.

Sei f:]a,b[— R differenzierbar mit |f(x) — f(y)| < |z — y|? fiir alle 2,y € ]a, b].
Ist f konstant?

Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und zeigen Sie anschlieflend:

Sei @« € R mit a > 1 gegeben und f: R — R eine differenzierbare Funktion. Gilt fiir alle
z,y € R die Ungleichung |f(z) — f(y)| < |z — y|*, so ist f konstant.

Alternative (etwas verallgemeinerte) Formulierung:
Eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I heifit Holder-stetig mit Exponent « > 0,
falls es ein L < oo mit |f(z) — f(y)| < Lz — y|* fir alle z,y € I gibt.

Zeigen Sie, dass jede Funktion f auf einem Intervall, die Holder-stetig mit Exponent o > 1
ist, schon konstant ist.

Alternative versteckte Formulierung:
Begriinden Sie, warum man im Allgemeinen keine Holder-stetigen Funktionen zum Expo-
nenten o > 1 betrachtet.

Zeigen Sie, dass bei einer 27-periodischen differenzierbaren Funktion f: R — R die Ableitung
f’ an mindestens zwei Stellen im Intervall [0, 27[ verschwindet.

Beweisen Sie den Satz von Cauchy (auch ,verallgemeinerter Mittelwertsatz“ genannt):

Seien f,g: [a,b] — R im offenen Intervall ]a, b[ differenzierbare und in den Randpunkten a, b
stetige Funktionen. Weiter gelte ¢'(x) # 0 fiir alle x € ]a, b[.
. _ . f) = fla) [
Dann ist g(b) # g(a) und es gibt ein £ € |a, b| mit = .
07t o 90— gla) g
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A 4.5.10 Zeigen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes:

(a) Ve e R\ {0}: e > 1+ x.
Lsg:
Betrachte fiir € R\ {0} die Funktion f(z) = f'(z) =e* > 0.

e Fiir jedes x > 0 existiert nach MWS ein £ € ]0, z[ mit

em;1:f(:?::g(o):f/(é):e£>60=1.

Umstellen liefert somit f(z) > f(0) + z, also wie behauptet e* > 1 + x.
e Fiir jedes x < 0 existiert nach MWS ein £ € |x, 0] mit

L—et _ f(0)— ()

—x 0—=x

= fO) = <=1

Wegen —x > 0 folgt zunédchst 1 —e* < — z. Umstellen ergibt wieder e* > 1 + .

................................................................... (ab hier ohne Lsg)
2

im<ln(1+x)<x (c) Vx > 0: cos(x)—1+%>0

A 4.5.11 Gegeben seien a € R und = € [—1,+00[\{0}. Verwenden Sie den Mittelwertsatz, um die
folgenden Ungleichungen zu beweisen:

(a) (I1+2)*<l+4axfir0<a<l,
(b) (14+2)*> 1+ ax fir a < 0 oder a > 1.
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4.6

A46.1

A 4.6.2

A 4.6.3

A4.6.4

A 4.6.5

A 4.6.6

A4.6.7

A 4.6.8

Die Regeln von L’Hospital
Sei 0 < ¢ < oo und f € ]g,00[ — R differenzierbar mit lim f'(z) = ¢ € RU{—00,00}.
T—r 00
Beweisen Sie, dass dann auch lim M =c.
=00 T

Bemerkung: Es handelt sich um einen interessanten Spezialfall der Regel von L’Hospital.
Diese diirfen Sie beim Beweis natiirlich nicht (!) benutzen, da wir diese Aussage beim Beweis
der Regel von L’Hopital benutzt haben!

Beweisen Sie mittels des verallgemeinerten Mittelwertsatzes/Satz von Cauchy die Regel von
L’Hospital fiir den Fall h{n flz)=0= li{n g(x).

............................................................... (Scheinbares Gegenbeispiel)

Wo steckt der Fehler in dem folgenden scheinbaren Gegenbeispiel zur Regel von L’Hospital?
Fiir f(x) = 2 + sin(x) cos(z) und g(z) = f(z)es™®) existiert der Grenzwert lim fgxg offen-
z—oo g(x
sichtlich nicht. Dennoch gilt
! - 2

lim f(z) = lim (e @ cos(z) = 0.

A e Zcos(x) + (@)
.................................................................... (Anwendungsbeispiele)
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte (242 P)

"—1 tan(3 i
(a) lim ’ mit neZ (b) lim e'm( z) Hinweis: Verwenden Sie lim sin(e) = 1.
=1 T — z—0 51n(2x) a—0 @
Berechnen Sie die Grenzwerte (1+3+1 P)
3
1 i =2 1
(a) lim zln (1 + —> (b) lim (smx) (c¢) lim n(x) fir a > 0.
T—00 €T N0 X z—o00 ¢
Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte: (24242 P)
(a) lim (cos <£>>m (b) lim (z—2*In{1+ E (¢) lim(1 — 2%)sin(@
m—00 m r—400 x x—0
(d) 1 )Y () lim ¥mZT1 (f) Tim (2 — !
im (cos | — e) lim ¥Ym im - —
m—00 m m—00 z=1\z—1 Inz
Berechnen Sie nach geeigneter Umformung mit der Regel von L’Hospital (Bernoulli-L’Hospital)

1 1 x
limzln(z), limz® lim|————|, lim(7—2z)tan(z), lim <1 + E) fir a € R.
2\0 2\0 e—0 \sin(z) = a7 T—00 T
Alternative Formulierung zum zweiten Grenzwert:

Nutzen Sie die aus dem verallgemeinerten Mittelwertsatz folgende Regel von L’Hospital, um
den Grenzwert lim z* zu berechnen.

z\0

1 n
Sei n € N beliebig. Berechnen Sie den Grenzwert  lim x <(1 + —) — 1).
x

T—00
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A 469

A 4.6.10

A 4.6.11

A 4.6.12

A 4.6.13

A 4.6.14

A 4.6.15

A 4.6.16

A 4.6.17

A 4.6.18

Berechnen Sie die Grenzwerte (i) lim (1 + 21’)% (i) lim tan(z) _3 sm(x).
z—0 z—0 T
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte mittels L'Hospitalscher Regeln:
. 1+sin(Z2) . . In(sin(bz))
(a) lim T3 (b) lim In(z) In(1 — z) () lim In(sin(37))
Berechnen Sie
1 2 1 1 1
(a) lim M (b) lim ( cot(z) — — (¢) lim [ — — :
z\,0 Sll’l(l’) z\,0 xT z\0 \ T et —1

1 i _
Berechnen Sie lim + zsin(z) ! cos(z)
o (sin (5))
Bestimmen Sie die folgenden Grenzwerte, falls diese existieren:

(a) lim |sin(z)|" (b) lim va (exp (—é) - 1)

x—0 r—400

........................................................................ (Kombi-Aufgaben)

arctan(z)

Ist die Funktion f(x) := stetig in den Punkt a := 0 fortsetzbar 7

, , sin(z?) ,
. Ist die Funktion f: R\ {0} — R, x — ———= stetig fortsetzbar.
T

(2
Zeigen Sie weiter, dass die durch f(0) := 0 und f(z) := sin(a”) fiir # # 0 definierte Funktion

f:R—=Rzwar lim f(z) =0 erfiillt, aber nicht lim f'(z) = 0.
T—F00 xT—r+00

)
_ .. sin(zx

Berechnen Sie lim (=)
x—0 x

sin(x)

Ist die durch f(z) :=
im Nullpunkt?

fir  # 0 und f(0) := 1 definierte Funktion f differenzierbar

1 beiz =0
Zeigen Sie die Stetigkeit der Funktion  f:[0,1] = R, z — e? . ’
¥ bei x € ]0,1].

Begriinden Sie, ohne zu rechnen, dass f ein globales Maximum und ein globales Minimum
hat.

Berechnen Sie alle globalen Maximumstellen und alle globalen Minimumstellen sowie das
globale Maximum und das globale Minimum von f.

Sei f: R — R in einer Umgebung von z € R differenzierbar und in z selbst zweimal diffe-
renzierbar. Zeigen Sie mittels der Regel von L’Hospital die Giiltigkeit von

flz+h) = 2f(x) + f(z = h)

. Y/
}lllg(l) 2 = f"(z). (4.10)
Zeigen Sie, dass fiir die durch f(z) := |z|x definierte Funktion der Limes auf der linken Seite

in (4.10]) bei z = 0 existiert, obwohl die Funktion nicht zweimal differenzierbar im Nullpunkt
ist.
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A 4.6.19 (a) Zeigen Sie: % = Cosg : cos% ... COS 236—” und damit smx(x) = nlLIEO]HCOS %

(b) Zeigen Sie mit Hilfe von (a), dass fir den Grenzwert der Produktfolge (P,), definiert

durch P, := [] ax mit ap := \/g und ay = w/% + %ak_l, k=1,2,..., gilt:
k=0

N 1,141,111
2V 2 2V 2 2 2\2 2yV2 2V2

................................................................................ (ohne Lsg)

A 4.6.20 Wie oft ist bei n € N die durch f(z) := 2" sin (1) fiir 2 # 0 und f(0) := 0 definierte Funktion
im Nullpunkt differenzierbar ?
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4.7 Kurvendiskussion

A471

A 472

A 473

A4.74

A 475

A 4.7.6

A 477

A 4738

Diskutieren Sie die Funktion f(z) := exp(2? — z) — 1, d.h. ermitteln Sie Nullstellen, lokale
Extrema, Wendepunkte sowie die Intervalle, in denen f positiv / negativ, monoton wachsend
/ fallend bzw. konvex / konkav ist.

Diskutieren Sie die Funktion f(z) := In(1 + 2?) — 1, d.h. ermitteln Sie Nullstellen, lokale
Extrema, Wendepunkte sowie die Intervalle, in denen f positiv / negativ, monoton wachsend
/ fallend bzw. konvex / konkav ist.

Bestimmen Sie aulerdem liril m und skizzieren Sie die Funktion f.
r—t+oo I

Gegeben sei die Funktion f(z) = z® = exp(z In(x)). (5 P)
(a) Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich und die Intervalle, in denen die Funk-

tion positiv/negativ, monoton wachsend/fallend, konvex/konkav ist.

(b) Berechnen Sie die Grenzwerte in den Randpunkten (gegebenenfalls auch +o00) des je-
weiligen Definitionsbereiches, die nicht mehr zu demselben gehéren.

(c¢) Bestimmen Sie die lokalen/globalen Extrema sowie Wendepunkte, falls diese existieren.
Gegeben ist die Funktion f(x) = e**(z? — 2x —55), =z € R.

(a) Bestimmen Sie die Intervalle, in denen die Funktion monoton fallt (bzw. wéchst).
(b) Bestimmen Sie die Intervalle, in denen die Funktion konkav (bzw. konvex) ist.

(c¢) Bestimmen Sie ggf. die lokalen und globalen Maximalstellen und Maxima sowie die
lokalen und globalen Minimalstellen und Minima der Funktion sowie ihre Wendepunkte.

In(z) 1 2 —1

Gegeben seien  (a) f(z) = . (b) g(x) =ze"= und (c) h(x)= T

(i) Bestimmen Sie jeweils den maximalen Definitionsbereich und die Intervalle, in de-
nen die Funktion positiv/negativ, monoton wachsend/fallend, konvex/konkav ist.

(ii) Berechnen Sie die Grenzwerte in den Randpunkten (gegebenenfalls auch +00) des
jeweiligen Definitionsbereiches, die nicht mehr zu demselben gehoren.

(iii) Bestimmen Sie die lokalen/globalen Extrema sowie Wendepunkte, falls diese exi-
stieren. Skizzieren Sie die Funktionen aufgrund der gewonnenen Informationen.

Untersuchen Sie die Funktion f: R — R, definiert durch f(z) := m4e*x2, auf Monotonie,
Konvexitat sowie auf lokale und globale Extrema. Besitzt f Wendepunkte ?

Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(z) := e *, zwar lim f(z) = 0 erfiillt und ein

r—300
Maximum besitzt, aber kein Minimum hat.

Diskutieren Sie die Funktion f: R\ {0} — R, f(z) = ) 4 1 berechnen Sie die

Grenzwerte in der Definitionsliicke und fiir z — 400, bestimmen Sie die offenen Intervalle,
auf denen f positiv/negativ bzw. monoton wachsend/fallend ist, bestimmen Sie die lokalen
und globalen Maxima/Minima von f, und fertigen Sie aufgrund der gewonnenen Informa-
tionen eine Skizze an.
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A 479

A 4.7.10

A4711

A 4.7.12

A 4713

A 4714

A 4.7.15

Ist die Funktion g: ]0, +oo[— R, g(z) := xIn(z), konvex ?

Besitzt g ein globales Minimum 7

Ermitteln Sie den Definitionsbereich, Nullstellen, lokale Extrema und Wendestellen von
22— 1
9(x) = r+2

Priifen Sie auch, wo diese Funktionen positiv/ negativ, monton wachsend / fallend bzw.
konvex / konkav sind. Skizzieren Sie die Funktionen aufgrund der gewonnen Informationen.
x

Gegeben sei die Funktion f(z) = m,
r+a

wobei a > 0 beliebig.

(a) Welche Nullstelle besitzt f7

In welchen Intervallen ist f monoton wachsend/fallend, konvex/konkav?

(b) Bestimmen Sie lim f(z) und lirf f(z) sowie die lokalen Extrema von f.
a T—>LT OO0

T—>—

Gibt es globale Extrema?

Diskutieren Sie die durch (h(z))? = 22%—2? eindeutig bestimmte Funktion h(x) auf R, indem
Sie sie auf Nullstellen, Monotonie, Extrema, Konvexitdt und Wendepunkte hin untersuchen.

Bonusfrage: An welche Gerade ax + b schmiegt sich die Funktion fiir + — +o00 an?

Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f(x) := arctan(x) — g
: : (1+a)P
Sei p > 1 und = .
ei p> 1 und sei f(x) T 27

(a) Bestimmen Sie das Minimum und das Maximum von f(z) in [0, 1].

(b) Beweisen Sie mit Hilfe von (a) die Aussage

Ya,b>0:a? +0° < (a+b)P <27 Ha? +1P) . (4.11)

Untersuchen Sie jeweils, ob die folgenden Funktionen in xy = 0 ein lokales Extremum besit-
zen. Bestimmen Sie gegebenenfalls welcher Art das Extremum ist.
2 2 3. .2 1+2°
(a) f(x) =exp(z®)cos(z) (b) g(z)=ax*(sin(x))’ + x?cos(x) (c) h(z) = T2
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................................................................ (bisher ohne ge-tex-te Lsg)

A 4716 Sei f: I — R eine n-mal stetig differenzierbare Funktion. In einem Punkt a € I gelte
flla)=...= f™Y(a) =0und f™(a) # 0. Zeigen Sie
(a) Falls n gerade und f™(a) > 0 ist, dann hat f bei a ein strenges lokales Minimum.
(b) Falls n gerade und f™(a) < 0 ist, dann hat f bei a ein strenges lokales Maximum.

(c) Falls n ungerade ist, dann hat f bei a kein Extremum.

Hinweis: Verwenden Sie die Darstellung des Restgliedes der Taylor-Formel nach Lagrange.

A 4.7.17 Gegeben sei die Funktion g(x) = wobei a > 0 beliebig.

)
22 + a?

(a) Welche Nullstelle besitzt g?
In welchen Intervallen ist ¢ monoton wachsend/fallend, konvex/konkav?

(b) Bestimmen Sie lim g(x) und lim g¢(z).
Tr—00 T—r—00

(c¢) Untersuchen Sie g auf lokale und globale Extrema sowie Wendepunkte.
A 4.7.18 (a) Untersuchen Sie die auf [0, 00| gegebenen Funktionen f,(z) = 2"e™* (n € N) auf lokale
und globale Extrema.
(b) Die Funktion f: R — R sei durch f(z) :=e% (2 + 22) definiert.
(i) Untersuchen Sie f auf Monotonie und lokale Extrema.

(ii) Wieviele Losungen besitzt die Gleichung f(xz) = 1 {iber R 7 Begriinden Sie Thre
Antwort.

(c) Bestimmen Sie die Extremalstellen der folgenden Funktionen

(i) f(z) = e sin(z) (i) g(z) = Va* — 423 + 5a? (iii) h(z) = 22e*"
(d) Finden Sie auf den angegebenen Intervallen den kleinsten und den grofiten Wert der
Funktionen

(i) f:[-2,2] >R, f(z) =x+e® (ii) g: [-1,1] = R, g(x) = /5 — 4x

A 4.7.19 Fiir folgende Funktionen soll eine Kurvendiskussion (Definitions-/Wertebereich, Nullstellen,
Unstetigkeitsstellen, lokale /globale Extrema, Monotonie, Wendepunkte, Konvexitit /Konkavitét),
Verhalten im Unendlichen, Asymptoten, Skizze) durchgefiihrt werden:

2 x
(a) f(x) = m in Abhéngigkeit von der Konstanten ¢ € R.
x
y T 7& 07 17 _17
(b) g(z) = { In(|z])
0, x = 0.

A 4.7.20 Bestimmen Sie das Rechteck in der (z,y)-Ebene, dessen Eckpunkte auf der Ellipse

2 2
oy
pER
liegen, dessen Seiten parallel zu den Koordinatenachsen sind und dessen Fliacheninhalt ma-

ximal ist.
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4.8

A 481

A 482

A 483

A 484

A 485

A 486

A 487

Aquivalenz von Fixpunkt- und Nullstellenproblemen
— Numerische Verfahren

........................................................................... (Fixpunktsitze)
Brouwerscher Fixpunktsatz im R! — Existenz
p

Zeigen Sie:
Ist f: [—1,1] — R stetig mit f([—1,1]) C [—1, 1], dann existiert ein p € [—1,1] mit f(p) = p.

Tipp: Verwenden Sie den Zwischenwertsatz.
(Banachscher Fixpunktsatz im R' — Existenz & Eindeutigkeit)
Beweisen Sie den folgenden Fixpunktsatz:

Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall und f: D — R eine differenzierbare Funktion
mit f(D) C D. Weiter existiere ein ¢ < 1, so dass |f'(z)| < ¢ fiir alle z € D. Sei
zro € D beliebig und z,, := f(z,-1) fir n € N. Dann konvergiert die Folge (x,)nen,
gegen die eindeutige Losung £ € D der Gleichung f(§) = &. Insbesondere gilt die
Fehlerabschétzung

n

I—gq

|mn_xn—1| S |$1_x0| .

............................. (Einfache Anwendungen/Selbstabbildungen & Kontraktionen)
Betrachten Sie die Iteration x4 := f(z,) mit f: R - R, f(x) := ax +b.

(a) Fiir welche a,b € R ist f eine Selbstabbildung des Intervalls [0, 1] 7
(b) Fiur welche a,b € R ist f eine Kontraktion ?
(c) Was besagt der Banachsche Fixpunktsatz fiir f auf [0,1] ?

Welches ist das maximale (beschrinkte) Intervall, auf dem f(z) := 22 eine Selbstabbildung
ist? Fur welche b > 0 ist f: [0,b] — [0, b] eine Kontraktion?

Sei f stetig differenzierbar und x* ein Fixpunkt von f. Zeigen Sie mittels Fixpunktsatz, dass
es bei | f'(z*)| < 1 eine Umgebung U von z* gibt, fiir welche die Iterationsfolge x,,,1 = f(z,)
zu jedem Startwert x( € U gegen z* konvergiert. Solche Fixpunkte z* nennt man stabil.

Tipp: Verwenden Sie auch den Mittelwertsatz.

Fiir Startwerte aus welchem Intervall ist die Gleichung z® — 22 —z — 1 = 0 (néherungsweise)

16sbar, indem man den Banachschen Fixpunktsatz auf 1 + — + — = x anwendet ?
T  x

Gegeben sei die Funktion f(z) =1 — az?.

(a) Ermitteln Sie die Parameter a > 0, fiir die f(z) das Intervall [—1, 1] in sich abbildet.
(b) Zeigen Sie, dass es fiir diese Parameter genau einen Fixpunkt von f in [—1, 1] gibt.

(c¢) Fiir welche Parameter ist dieser Fixpunkt stabil?
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(d) Berechnen Sie mit dem Taschenrechner Trajektorien fiir @ = 5 und fiir a = 1.
..................................................................... (Populationsmodelle)

A 4.8.8 Das Modell x,.; = az,(1 — z,) fir die zeitliche Entwicklung einer Population entsteht,
indem man annimmt, dass sich innerhalb eines Zyklus (z.B. eines Jahres) die Population x
um einen Faktor k(x) dndert, d.h. z,,11 = k(x,)x, gilt, dieser Faktor aber umso kleiner ist, je
mehr Uberbevolkerung (und damit Mangel an Nahrung und Lebensraum fiir jeden einzelnen)
herrscht. Hier wurde k(z) = a(1 — ) gewéhlt, so dass fiir  nahe bei 0 die Population um
den Faktor a wéchst, wiahrend fiir  nahe der Maximalpopulation 1 ein gewaltiges Sterben
einsetzt (k(1) = 0).

Zeigen Sie, dass das Modell X, 1 = §(P—X,)X,, mit Maximalpopulation P durch z,, := %
in das Modell z,,+1 = ax,(1 — z,,) Uberfithrt wird (Entdimensionalisierung).

A 4.8.9 Ein einfaches Modell fiir die zeitliche Entwicklung einer Population (z.B. von Insekten) in
einem Okosystem ist die Iteration x,.; = f(x,) mit der logistischen Abbildung f(z) =
a(l — )z, wobel a > 0 ein fester Parameter ist.

(a) Zeigen Sie, dass das Modell fiir Parameter a € [0, 4] insoweit Sinn macht, als dass mit
z, € [0,1] auch z,.; € [0, 1] gilt.
(b) Fithren Sie drei Schritte der Iteration bei a = %, 1,2 und dem Startwert xy = % durch.

(c) Fiir welche 0 < a < ap garantiert der Banachsche Fixpunktsatz die Existenz genau
eines Fixpunktes in [0, 1] 7

(d) Zeigen Sie, dass es fiir g < a genau einen weiteren Fixpunkt 0 # x, € [0, 1] gibt, und
dass dieser Fixpunkt fiir a < 3 stabil ist.

(e) Bestimmen Sie die Fixpunkte ¢ {0,z,} der Doppel-Iteration x,1 = f(f(z,)). Was
bedeuten diese fiir die Einfach-Iteration?
A 4.8.10 Gegeben sei die Funktion f(z) =4z(1 —z), 0 <z < 1.
(a) Zeigen Sie 0 < f(x) <1 fiir jedes z € [0, 1].
Dabei kénnen wir f als Funktion f: [0, 1] — [0, 1] betrachten.

(b) Bestimmen Sie die Fixpunkte der Abbildung f: [0,1] — [0, 1], d.h., bestimmen Sie die
Losungen der Gleichung f(z) = x.

(c) Berechnen Sie die 3. iterierte Funktion f3 := f o f o f und zeichnen Sie den Graphen
von f3(x).
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A 4811

A 4.8.12

A 4.8.13

A 4.8.14

................................. (Das Newton-Verfahren zur Bestimmung von Nullstellen)

Das Newton-Verfahren kann man als Iterationsverfahren zur Auffindung eines Fixpunktes
von F(z) :=x— [(z) interpretieren. Welche Bedingung an f fiir die Konvergenz des Newton-

f'(=z)

Verfahrens liefert die Anwendung des Banachschen Fixpunktsatzes auf F'?

Fiihren Sie fiir die folgenden Funktionen und Startwerte drei Schritte des Newton-Verfahrens
zur Bestimmung einer Nullstelle durch, und priifen Sie jeweils, ob das Newton-Verfahren
wirklich gegen eine Nullstelle konvergiert:

1
(a) 42% — 1 fiir 2o =1 sowie 2o =0 (b) m5—x—gﬁir zo =0 sowie zg=1

1 92 durch

Fiihren Sie die Newton-Iteration fiir f(z) = 22 — 1 sowie die Startwerte —2, —%, 0,3,

und begriinden Sie, ob das Newton-Verfahren gegebenenfalls konvergiert.

Sust SORGLOS hatte einen Kredit iiber 10000 Euro mit 10% Zinsen pro Jahr aufgenom-
men, um sich ein Auto zu kaufen. Sie zahlte den Kredit in jahrlichen Raten von 1500 Euro
nachschiissig ab. Dabei musste sie 12 Jahre zahlen (wobei die letzte Rate geringer war als
1500 Euro). Nach 9 Jahren ist das Auto endgiiltig schrottreif.

Wie hoch hétten die Zinsen seien diirfen, damit sie bei sonst gleichen Konditionen den Kredit
nach 9 Jahren abbezahlt hitte?

Hinweis: Gesucht ist eine Losung p > 0 der Gleichung

1 91
—10000 - (1 +p)9 + 1500 - % = 0.
Bestimmen Sie dazu eine Nullstelle der Funktion
f(p) = —10000-p-(1+p)?+1500- ((1+p)? —1)

mit dem Newton-Verfahren mit Startwert py = 0.1 und vier Newton-Iterationen.
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Kapitel 5

Riemann-Integrierbarkeit

5.1 Das Integral von Treppenfunktionen

A 5.1.1 Bestimmen Sie jeweils das Integral der folgenden Treppenfunktionen ¢: [—4,7] — R und
¥: [—2,1] — R, welche durch

2 fiirt e [—4,-1],
p(t):=<4 fiirte[3,7, und () = {
—5 sonst,

-3 firte[-1,0],

1 sonst,

definiert sind.
Permutation:

Bestimmen Sie jeweils das Integral der durch

3 firt e [-1,0] 2 firte[—4,-1],
— ir —1,0/, .
o(t) = { und  P(t) =44  fiirt € [3,7]),
1 sonst,
—5 sonst,

definierten Treppenfunktionen ¢: [-2,1] — R und ¢: [—-4,7] — R.
A 5.1.2 Wihlen Sie zwei beliebige Treppenfunktionen ¢, : [—3, 8] aus.

(a) Bestimmen Sie ¢, p_, ¥, 9_.

(b) Bestimmen Sie die Integrale

/_iso(t)dt, /_2|<p(t)|dt, ‘/_iga(t)dt', /8(¢(t))3dt, /8(3%5@)@)(&

-3 -3

sowie

................................................................ (Ober- und Untersummen)



Ab5.1.3

A5.1.4

A5.1.5

Ab5.16

A5.1.7

A5.1.8

Bestimmen Sie fiir jedes n € N auf dem Intervall [0, 10] beziiglich der dquidistanten Unter-

10k
n

teilung (:v,(g”) =

.....

Uln,f) = Z(} inf )[f(:v)> () = ) (5.1)

=1\l

und die analog definierte Riemannsche Obersumme O(n, f) der Funktion f(z) = 2*.

Berechnen Sie fiir jedes n € N auf dem Intervall [—2, 3] beziiglich der &quidistanten Unter-

teilung (x,(gn) = -2+ %) die Riemannsche Untersumme

Usn, f) = Z(} inf g(x))-(x;”—x,i’”l) (5.2)

(n) _.(n)
k=1 k—1Tk

und die analog definierte Riemannsche Obersumme O(5n, f) der Funktion g(z) = 2.

Geben Sie fiir eine monoton fallende Funktion f: [0,n] — R die Untersumme zur dquidi-
stanten Zerlegung 0,1,2,3,...,(n — 1),n des Intervalls [0, n] an.

Geben Sie fiir eine monoton wachsende Funktion f: [1,n] — R die Riemannsche Untersumme
zur dquidistanten Zerlegung 1,2,3,...,(n — 1), n des Intervalls [1,n] an.

.......................................................... (Riemannsche Zwischensummen)

Finden Sie die Riemann-Zwischensumme ZS(Z,, f) fir jedes n = 1,2,...,f(z) = 1 +
auf [—1,4], wenn Sie eine dquidistante Zerlegung {],in)} I o= [z 2] von [-1,4]
k=1
ONNC
annehmen und den Zwischenwert £ = ’“*1; b setzen

......................................................................... (bisher ohne Lsg)

Sei a,b € R mit a < b. Eine Unterteilung P des Intervalls [a,b] ist ein (n + 1)-Tupel
(0, ..., 2Ty) von zy, € [a,b] mit a = zq < x; < ... <z, = b. Die Menge aller Unterteilungen
von [a, b] sei P([a,b]). Seia < bund f: [a,b] — R eine beschrinkte Funktion. Dann kann man
zu jeder Unterteilung P = (x¢, 21, ...,2,) € P([a,b]) des Intervalls [a, b] die Riemannsche
Obersumme .
OS(P.f) =3 ( sw @) —w) (5.3)
k=1 TE€ lTp—1,2k

und die Riemannsche Untersumme

Us (P, f) ::i( inf f(:c))(xk_xk,l) (5.4)

— € k1,2

definieren. Aus der Definition sehen wir sofort, dass fiir jede Wahl von P offenbar

b b*
us(p.f) < [ fas< [ flade < 0S(Pp (5.5)
gilt. Zeigen Sie: Fiir jede beschréankte Funktion f: [a,b] — R gelten
b b*
/ f@)de = sup US(P.f)  sowie f@)de = inf OS(P.f) (5.6)
ax ZeZ([a,b]) a PeP([ab])
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5.2 Das Riemann-Integral

A 521

Ab.22

A 523

Ab24

A 525

Ab5.26

A 527

A 5238

A 529

1% 1% 1%
Finden Sie beschriankte f,g: [0,1] — R mit / (f+9)(x)dx < / f(z)dx +/ g(x)da.
0 0 0

Zeigen Sie: Potenzen |f|P, 1 < p < oo, Riemann-integrierbarer Funktionen f: [a,b] — R sind
wieder Riemann-integrierbar.

Zeigen Sie: Produkte Riemann-integrierbarer Funktionen sind wieder Riemann-integrierbar.

...................... (Das Riemann-Integral als Grenzwert von Ober- und Untersummen)

1
Berechnen Sie das Integral / 2dz  mithilfe der Riemann-(Ober- oder Unter-)Summen.
0

n—oo

10
Berechnen Sie das Integral / 2% dx als den Grenzwert lim U(n, f) der entsprechend ([5.1))
0

gebildeten n-ten Untersummen. Existiert lim O(n, f)?
n—oo

3
Bestimmen Sie das Integral / 2% dx, indem Sie den Grenzwert lim U(5n, f) der entspre-

_9 n—o00
chend (5.2)) gebildeten 5n-ten Untersummen ermitteln.
Gegen welchen Wert konvergiert O(5n, f)7

Sei x > 1 gegeben. Ermitteln Sie auf dem Intervall [1, z] die Riemannsche Untersumme von
f(t) := % zu der durch t,(:) = $§, k=0,...,n, gegebenen Unterteilung des Intervalls [1, z].

Welcher Wert ergibt sich im Limes n — oo fiir die Folge der Untersummen U <{t,(€n)} , 1) ?
k=0

~+

1
Welchen Wert besitzt das Integral / n dt?
1

Die Funktion % ist als stetige Funktion auf [1,2] Riemann-integrierbar. Berechnen Sie die
Riemannsche Untersumme des Integrals
2
1
/ —dz
1z

bzgl. der dquidistanten Unterteilung x; := 1 + %, k=0,...,n, sowie unter Verwendung von
— + = In en Wert des Riemann-Integrals durch den Grenziibergang n — oo.
1’““; In(2) den Wert des Ri Int Is durch den G iib
k=1

Seien a,b € R mit 0 < a < b. Bestimmen Sie das Integral

/ab\/de

als Grenzwert der Riemannschen Obersummen fiir die Funktion \/z, € [a,b], bzgl. der
Unterteilung durch die Punkte 23 = (vVa+ (Vb — a)£)2 k=0,...,n.

Leichte Variation:

Sei 0 < a < b < oco. Bestimmen Sie das Integral f;\/f dz, indem Sie den Grenzwert der
Riemannschen Untersummen fiir die Funktion /z auf [a,b], bzgl. der durch die Punkte

z, = (Va+ (Vb — Va)£)2 k=0,...,n, gegebenen Unterteilung berechnen.
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A 5.2.10

A 5211

A 5.2.12

A 5.2.13

A 5214

A 5.2.15

A 5.2.16

A 5.2.17

A 5218

A 5.2.19

.................. (Das Riemann-Integral als Grenzwert von Riemann-(Zwischen-)Summen)

Seien a,b € R mit 0 < a < b. Bestimmen Sie als Grenzwertes von Riemann-Summen

Z (&) (@ — Tp—1)

b
1
den Wert des Integrales / — dz wie folgt: Betrachten Sie die dquidistante Zerlegung Z,
0 T

mit z, = a + d%, k=20,1,2,...,n,d:=b—a, und als & := /Tr_1xr das geometrische
Mittel von z;_; und zy.

Die Funktion x? ist als stetige Funktion auf [0, 1] Riemann-integrierbar.

Berechnen Sie die Riemann-Summe von fol 2?2 dx beziiglich der dquidistanten Zerlegung
T = %, k = 0,...,n, und den durch das geometrische Mittel gegebenen Stiitzstellen
§k 1= \/Tk—_1Tk, sowie durch Limesbildung n — oo den Wert des Integrals.

Berechnen Sie die Riemann-Summe von fol c®dx, ¢ > 0, bzgl. der dquidistanten Zerlegung
Ty = %, k =20,...,n, und den rechten Knoten als Stiitzstellen, sowie durch Limesbildung
n — oo den Wert des Integrals.

Beweisen Sie mithilfe Riemannscher Summen

1 1 1 1 1 km 2
imn(—t—— 4 p—— == lim — > sin (2 ) = =,
(a) lim n (n2 + CESE + ot on— 1)2> 5 (b) lim — 2 sin ( - ) -

Zeigen Sie die Riemann-Integrierbarkeit der Funktionen (243 P)

sign(sin(%)) fiir x #0,

(a) f:[0,1] — R, gegeben durch  f(x) := {0 i 0
irx=0.

0 firzeR\Qoderxz=0,

L fiir 2 € Q mit = 2(m,n € N teilerfremd).

n

(b) g: [0,1] — R, gegeben durch  g(z) := {

Geben Sie eine Funktion f auf [0,1] an, die nicht RIEMANN-integrierbar ist, deren Betrag
| f| aber RIEMANN-integrierbar ist.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine Riemann-integrierbare Funktion f: I — R, die keine
Stammfunktion besitzt.

Finden Sie ein Beispiel fiir eine Funktion f: I — R, die eine Stammfunktion besitzt, aber
nicht Riemann-integrierbar ist.

Zeigen Sie, dass es eine stetige Funktion F': [a,b] — R gibt, die auf |a, b| differenzierbar ist,
deren Ableitung f := F’ jedoch unbeschrankt und somit nicht RIEMANN-integrierbar ist.

1 z€Q
0 zeR\Q

auf dem Intervall [0, 1] Riemann-integrierbar ?

Ist die Funktion f(x):= {
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A 5.2.20 Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, welche durch

)1 firreQ
f@:)'_{o fiir s € R\ Q

definiert ist, iiber keinem Intervall [a, b], a < b, Riemann-integrierbar ist.

5.3 Der Mittelwertsatz der Integralrechnung

A 5.3.1 Beweisen Sie den Mittelwertsatz der Integralrechnung.

A 5.3.2 Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung die Trapezregel:
Fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R existiert ein £ € [a, b] mit

b _b—a wo(b—a)?
[ 1w = 255 @+ 1) - 1167

Alternative Formulierung:

Fiir jede C%-Funktion f: [a,b] — R existiert ein ¢ € [a,b] mit

[ @ = P50 @+ s - 105

A 5.3.3 Zeigen Sie mittels Berechnung des Limes des Differenzenquotienten, dass die Funktion

F(z) = / sin(x+s) ds (x > 0) differenzierbar ist. Bestimmen Sie die Ableitung F’(z).
0

................................ (Differentiation nach Integrationsgrenzen — noch ohne Lsg)

A 5.3.4 Seien u,v: [, 5] — [a,b] differenzierbare Funktionen und sei f: [a,b] — R stetig. Berechnen
Sie die Ableitung der Funktion

v(z)
F::cn—>/ (1) dt |

Verwenden Sie dies zur Bestimmung von li{‘r[l) G(z) und hH(l) G(z) fur die Funktion

2

1 x
G:x|—>—3/ sin(v/t) dt .
7 Jo
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5.4 Der Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

A 5.4.1 Beweisen Sie den zweiten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung.

A 5.4.2 Begriinden Sie knapp, warum die Funktion f(x) := max(z? x) eine Stammfunktion besitzt.

Finden Sie eine Stammfunktion von f und bestimmen Sie mit deren Hilfe das Integral

/_Zf(x) dr .

A 5.4.3 Begriinden Sie knapp, warum die Funktion

5.7
max (22, z) , fiir ¥* < max(z? z) , (5.7)

{x3 , fir z° > max(2?, ) ,
auf jedem beliebigen Intervall [a, b] C R eine Stammfunktion besitzt.

Finden Sie eine Stammfunktion von f und bestimmen Sie mit deren Hilfe das Integral

/_Zf(x) dx .

A 5.4.4 Finden Sie Stammfunktionen zu f(z) = max{1,2*} und g(x) = min{1, z*}.
3 3
Bestimmen Sie anschliefend / f(z) dx und / g(x) dx.
-7 -7

A 5.4.5 Warum besitzt die Funktion f: ]0,00[— R, z + sin (1) eine Stammfunktion?

T

Existiert eine Stammfunktion von f, welche stetig in den Nullpunkt fortsetzbar ist?

sin(z) fir —m <2 <0,

A 5.4.6 Existiert auf | — 7, 7| eine Stammfunktion zu g(z) = { 2 cos(x) ?

- fir 0 <x<m,
sin(x)

A 5.4.7 Tst die Funktion f(z) = \/49167_1 Riemann-integrierbar auf [£,1]? Falls ja, dann berechnen Sie
das Riemann-Integral.

A 5.4.8 Gegeben ist die Funktion

Fle) = x xsin(%) fiir z > 0
N 0 fiirz = 0.

Ist die Funktion F”(z) Riemann-integrierbar auf [0,b] (b > 0)7
....................... (Existenz Riemann-integrierbarer Funktionen ohne Stammfunktion)

A 549 (a) Zeigen Sie die sogenannte Darboux-Eigenschaft differenzierbarer Funktionen:

Sei f: [a,b] — R differenzierbar und ¢ € R erfiille f'(a) < ¢ < f/(b) (oder alternativ
f'(b) < ¢ < f'(a)). Dann existiert ein p € |a, b[ mit f'(p) = c.

(b) Zeigen Sie mittels (a), dass nichtkonstante Treppenfunktionen keine Stammfunktion
besitzen.

A 5.4.10 Besitzt jede Riemann-integrierbare Funktion eine Stammfunktion ?

A 5.4.11 Besitzt die Funktion f(z) = sign(z) eine Stammfunktion ?
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1
anrl dz

A 5.4.12 Zeigen Sie, dass lim 2% ——

n—oo 1 n
" dx
0

=1 gilt.

Tipp: Siche Seite
......................................................................... (Lehrer spezial!ll)

A 5.4.13 Behandlung der Integrationstheorie im Unterricht
Untersuchen Sie in einem Unterrichtswerk Threr Wahl die Behandlung der Integration.

(a) Formulieren Sie eine fachlich prézise Definition des dort verwendeten Integralbegriffes.

(b) Wie werden die grundlegenden Integraleigenschaften (Linearitéat, Monotonie, Beschrankt-
heit) behandelt? Arbeiten Sie dabei genau heraus, welche Aspekte
(i) vollstandig begriindet werden,
(ii) durch Plausibilitdtsbetrachtungen oder anschauliche Argumente vermittelt werden
(iii) als Fakten (ohne Begriindung oder Plausibilitdtsbetrachtungen) mitgeteilt werden.
(c) Untersuchen Sie, welcher Anteil der bereitgestellten Aufgaben sich jeweils folgenden
Lernzielen zuordnen lésst:
e Konzeptionelles Verstandnis des Integralbegriffes
e Verstdndnis der inhaltlichen Bedeutung
(i) Integration als Werkzeug zur Bestimmung von Flacheninhalten (und ggf. Volu-
mina)
(ii) Zusammenhang zwischen Integration und Differentiation, insbesondere zum
A. Zusammenhang zwischen partieller Integration und Produktregel
B. Zusammenhang zwischen Substitutionsregel und Kettenregel

e Beherrschen des Integralkalkiils (Berechnung konkret gegebener Integrale), insbe-
sondere zur

(i) Integration von Konstanten, Monomen bzw. Inversen von Monomen

(ii) Integration von Produkten (Anwendung der partiellen Integration)

)
(iii) Integration der Exponentialfunktion sowie trigonometrischer Funktionen
(iv) Integration von design-ten verketteten Funktionen (Substitutionsregel)

)

(v) Integration von design-ten rationalen Funktionen (Anwendung von Polynomdi-
vision, Partialbruchzerlegung)

Nehmen Sie Stellung zum gefundenen Ergebnis.

(d) Finden Sie (oder recherchieren Sie in einem geeigneten Unterrichtswerk der 12. Jahr-
gangsstufe) einen ,schiilergerechten Beweis“ fiir den Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung. (Hinweis: Das iibliche Argument mit dem Mittelwertsatz der Integral-
rechnung lésst sich durch die Aussage ersetzen, dass stetige Funktionen auf kompakten
Intervallen Maximum und Minimum annehmen. Letztere konnte man anschaulich plau-
sibel machen.)
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5.5 Substitutionsregel und Partielle Integration

A 551

A 552

A 5.5.3

Abb54

A 5.5.5

Zeigen Sie: Ist R(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen, so kann man die Integration
von = +— R(z,Vax +b) durch Substitution von y := /ax + b auf die Integration einer
rationalen Funktion in y zuriickfithren.

Alternative (erweiterte Formulierung):

Sei R(u,v) eine rationale Funktion in zwei Variablen, a,b € R und n € N. Fiihren Sie das
Integral [ R(z, V/ax + b) dz mittels geeigneter Substitution auf das Integral einer rationalen
Funktion in einer Variablen zuriick.

dz an.

22
/ 2z +1

Wenden Sie dies auf das unbestimmte Integral

Zeigen Sie:
Ist R eine auf [a, b] C |0, 00| definierte rationale Funktion, so gilt

/ " e dr = / Rt % dt (5.9)

n(a)

Alternative Formulierung:
Sei R(t) eine rationale Funktion. Fiihren Sie durch eine geeignete Substitution das Integral
| R(e") dz auf das Integral einer rationalen Funktion von ¢ zuriick.

1 T 2x
Wenden Sie dies auf das Integral / —ii——:e dx an.
e X

!/
......................................... (Stammfunktionen von 7 und f - f’ sowie f"- f’)

Sei f: Ja,b[ — R eine differenzierbare Funktion.

(a) Finden Sie eine Stammfunktion von f - f’.

(b) Sei n € N beliebig, fest. Finden Sie eine Stammfunktion von f" - f’.

/
(c) Sei zusitzlich f > 0. Finden Sie eine Stammfunktion von = .

f
.................................................... (Stammfunktion der Umkehrfunktion)

Sei f: Ja,b] — R differenzierbar mit echt positiver Ableitung und einer Stammfunktion F.
Bestimmen Sie eine Stammfunktion zur Umkehrfunktion 1.

oder:

Sei f: Ja,b] — R eine differenzierbare Funktion mit echt positiver Ableitung und einer
Stammfunktion F. Berechnen Sie eine Stammfunktion zur Umkehrfunktion f~!.

......................................................................... (Rechenaufgaben)

Berechnen Sie die folgenden unbestimmten Integrale und fithren Sie ggf. die Probe durch:

(a) / tan(z) dr (b) / esin(z) dz,  (c) / m i (d) / (sin(x))? dz.
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Ab5.5.6

A 5.5.7

A 5.5.8

A 559
A 5.5.10

A 5511

A 5.5.12

A 5.5.13

A 5.5.14

A 5.5.15

A 5.5.16

Berechnen Sie (a) / xsin(x) de  sowie (b) / zsin(z?) dr  und fithren Sie eine Probe
durch.

Bestimmen Sie mit partieller Integration/Substitution Stammfunktionen zu (4 P)

e** + cos(z)

(a) (423 —1)In(x) (b) e* cos(4x — 3) (c) zv/1l—ux (d)

el’
Alternative Formulierung zu (c),(b):
Berechnen Sie (i) /x\/l —xdr und (i) /eQ‘E cos(4x — 3) dx.
Bestimmen Sie mit partieller Integration/Substitution Stammfunktionen zu (5 P)
In(z) ,
(a) zv1+ a2 (b) ——= auf R* (¢) cos(z) (1 —2zxsin(z))
x

Bestimmen Sie Stammfunktionen zu (i) a(x) = exp(z?)22® und (i) b(x) = 9% cos(3%).
Bestimmen Sie Stammfunktionen von: (i) (z® + 2z + )M - (322 + 2) (ii) = In(x)

In(x)

mn

2
Berechnen Sie das Integral / dz fiir jedes n € N\ {1}.
1

3
Berechnen Sie das bestimmte Integral / (z* 4+ 102 + 9)Vx + 1 dz.

-1
oder (grosserer Integrationsbereich):
Berechnen Sie das bestimmte Integral

9
/ (2% 4+ 10z + 9)Vz + 1dx .

-1
Tipp: Substitution y : =z + 1
.................................................................... (Flachenberechnungen)

Berechnen Sie die Fliiche zwischen der z-Achse und dem Graphen von g(t) = (t —t*)e™ im
Intervall [—2,2].

Kann man die Funktion f: ]0,00[— R, f(x) := zIn(x), stetig nach x = 0 fortsetzen?
1
Berechnen Sie / f(z) dzx fir die Funktion f aus (b).
0
Bestimmen Sie den Fliacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der z-Achse.

2 2
Berechnen Sie den Fliacheninhalt der Ellipse E := {(x, y) € R*: LY%< 1}.

a? b2~

Losen Sie [ /1 — z2dx, s € [—1, 1], mit Hilfe der Substitution z = sin(¢) und berechnen Sie
“1

anschliefend daraus die Flache einer Kreisscheibe mit Radius 17
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A 5.5.17

A 5.5.18

....................................................... (Herleitung von Rekursionsformeln)

Es sei n € Ny und a # 0. Finden Sie eine Rekursionsformel zur Bestimmung einer Stamm-
funktion H,(z) von h,(x) = 2"e*.
Geben Sie mit deren Hilfe eine Stammfunktion von hs(x) an.

Leichte Variation/Spezialisierung]:

Sei n € Np, a # 0. Finden Sie eine Rekursionsformel zur Bestimmung der Stammfunktion
H,(x) von h,(z) = ™™ mit H,(0) = 0.
Geben Sie mit deren Hilfe eine Stammfunktion von hs(z) an.

Gegeben sei b # 0. Finden Sie eine Rekursionsformel zur Berechnung von
Jn = /xQ" sinh(bx) dz (n € Np).
Leichte Variation:

Fiihren Sie mittels partieller Integration die Berechnung von J, = / 2" sinh(x) dv fiir

n € N auf die Berechnung von J,,_; zuriick.

Geben Sie eine Stammfunktion zu f(z) := 2 sinh(z) an.

A 55.19 (a) Beweisen Sie fiir die Stammfunktion 7,,(x) von (cos(z))" mit I,(0) = 0 die Rekursions-

formel . '
L(z) = = (cos(x))" "sin(z) + o I, o(x)
n
(b) Folgern Sie aus (a) die Beziehungen
: 2n — 1 1
Cop = /2 (Cos(g;))zn dr = n—4 ..., E
. on 22
und 2 n 2n 2
Cont+1 = /0' (COS(CE‘))2 +1 dx = 2n+ 1 § .
Con+1

= 1 mit Hilfe der Integraldarstellung von ¢, aus (b) und folgern
(2n)?

on— 1)(2n + 1)

................................ (Schnittstellenaufgabe — siche Abschnitte 5.7 und 6.1)

(c) Beweisen Sie lim
n—oo 0271

Sie, dass das Wallissche Produkt H (
n=1

m .
gegen 5 konvergiert.

o0

(d) Beweisen Sie/ exp(—2?)dx = /7.

—00

2 —n
Anleitung: Zeigen Sie zunichst, dass exp(—z?) = lim (1 + as) gleichméfig auf jedem Intervall
n— o0 n

[ R, R], und schlieBen Sie danach auf die Konvergenz der uneigentlichen Integrale.
Verwenden Sie anschlieflend, dass mit der Folge ¢,, aus Aufgabe (b) die Formel

o) 1_2 -n
/ <1+n> dx = 2\/’7162n—2

gilt (Substitution von = y/ntan(t)), und berechnen Sie den Grenzwert mittels (c).
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5.6 Integration rationaler Funktionen

................................................. (Vorbereitung — Rechnen mit Polynomen)

A 5.6.1 Uberpriifen Sie, ob die Menge {f | f: R — R} mit sinnvollen Verkniipfungen einen linearen
Raum bildet.

A 5.6.2 Zeigen Sie, dass der aus der Schule bekannte Vektorraum R? die von uns eingefiihrte Defini-
tion eines linearen Raumes erfiillt[]

A 5.6.3 Gegeben seien die Polynome p(x) = 23 — 42% + 1, q(x) = —42° + 2* — 13z sowie u(z) = 4.

(a) Bestimmen Sie die Polynome p(z) + ¢(z), p(z) + u(z) sowie p(z)q(z), p(x)u(x) und
p(z)po(x), wobei py das neutrale Element der Addition im Raum der Polynome sei.
(b) Geben Sie jeweils den Grad der Polynome aus (a) an.

(c) Bestimmen Sie jeweils das additive Inverse der Polynome aus (a).

(d) Geben Sie eine Grad-Formel fiir die Summe zweier Polynome an.
A 5.6.4 Fiihren Sie die Polynomdivisionen (z* — 1) : (z — 1) und (2* — 36) : (* — 2z + 3) durch.

A 5.6.5 Finden Sie jeweils die Menge aller Nullstellen iiber dem Korper K und bestimmen Sie die
Vielfachheit jeder Nullstelle. Verwenden Sie auch die Methode der quadratischen Ergidnzung.

(a) x4 m iiber K = Q und iiber K =R

(b) 2?2 — 2 sowie 2% + 2z — 8 {iber K = Q und iiber K = R

(c) * —2?+x—1und 23 — 2> — 2+ 1 iiber K=R

(d) z* — 822 — 9 iiber K = Q und iiber K = R

(e) 2° — 9x? 4 272% — 272% iiber K = Q (vi) 2% — 62* + 1122 — 6 iiber K =R

Hinweis: Besitzt ein Polynom mit Koeffizienten aus Z eine Nullstelle a € Q, so ist a € Z.
......................................................... (Partialbruchzerlegung allgemein)

A 5.6.6 Ist die Partialbruchzerlegung einer rationalen Funktion eindeutig ?

A 5.6.7 Gegeben ist die rationale Funktion r(z) = ZEZ, mit p(z) = (2 — 21) - ... - (2 — 2,) und z; # z;

fiir © # j. Zeigen Sie: Die Partialbruchzerlegung von r besitzt die Gestalt

A 5.6.8 Finden Sie eine Stammfunktion von

A Ex+ F »? .
oy Ao : s du fil falls ¢ — 2 It.
(a)/(x_a)kdiv ir k€ N. (b) /(SL’Q—l—px—i—q)Edm ir ¢ €N, falls ¢ 4>0g1t

!Dieser kann mit dem Raum der Polynome hochstens zweiten Grades iiber deren Koeffizienten identifiziert
werden und somit als Unterraum von {f | f: R — R} interpretiert werden.
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A 5.6.9

A 5.6.10

Alternative Formulierung fiir (b.i):

Ex+ F 2

. . b .
Int S dx, falls D :=q¢ — — > 0 gilt.
ntegrieren Sie / PSR x, falls q 1 gl

Zeigen Sie, dass fir £ > 1 und D > 0

/(t2+D)fdt ~ 20— 1)D (t2+D)“+(2€—3)/Wdt].

Spezialfall bzw. Anwendung:

dt
Bestimmen Sie /m, D > 0.

.......................................................................... (Schmunzelecke)

Die rationale Zahl — ist eine hervorragende Naherung fiir die Zahl 7. Viele Leute behaupten

22
sogar m = - Berechnen Sie das Integral

1 401 _ o34
/ (1 —x) s
0 1+ 1‘2

und argumentieren Sie mit dessen Hilfe sowie mittels qualitativer Eigenschaften des Inte-

granden sowie des allgemeinen Integrals, warum m # - gelten muss.

Langfassung — Ein verbreiteter Irrglaube

Die rationale Zahl % ist eine hervorragende Néaherung fiir die Zahl 7. Viele Leute glauben
sogar m = % Der Durchschnitt der Menge dieser Menschen mit der Menge der streng bibel-
treuen Glaubigen ist angeblich relativ grofl. In diesem Zusammenhang erzéhlt der israelische

Mathematiker Gil Kalai folgende Geschichte:

Eine israelische Tageszeitung veroffentlichte einmal einen Artikel iiber eine Person, die
die ersten 2000 Stellen der Dezimaldarstellung von 7 im Kopf hat. Der Artikel enthielt
die ersten 200 Stellen. Eine Woche spéter musste die Zeitung folgende Gegendarstellung
bringen: ,,Einige unserer Leser bemerkten, dass m = % ist. Hier ist die korrekte Version
der ersten 200 Stellen von 7 =

22

T = 3.142857142857142857142857142857142857142857142857142857142857142857

14285714285714285714285714285714285714285714285714285714285714285714
28571428571428571428571428571428571428571428571428571428571428571

Wir bitten um Verzeihung.“

Sich 2000 Stellen von 7 zu merken bekommt eine ganz andere Dimension unter der Voraus-
22

setzung m = =

Berechnen Sie

/0 EACEDLN (5.9)

1+ 22

und beweisen Sie damit den Irrtum der Journalisten!
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A 5.6.11

A 5.6.12

A 5.6.13

A 5.6.14

A 5.6.15

A 5.6.16

A 5.6.17

A 5.6.18

A 5.6.19

A 5.6.20

....................................... (Weitere Rechenaufgaben zu Partialbruchzerlegung)

Berechnen Sie

/1 20-2h (5.10)

1+ 22

Bestimmen Sie eine Stammfunktion der rationalen Funktion f(x) :

Tat +122°% — 42 + 40 + 8
3 +3x+14

Zerlegen Sie und integrieren Sie anschlieend.

Ermitteln Sie den Definitionsbereich und eine Stammfunktion von

A2 + 8z + 10
ot +4a3 + 522 44 + 4

(5.11)

Hinweis: Der Nenner besitzt die doppelte Nullstelle —2.

Bestimmen Sie jeweils eine Stammfunktion der rationalen Funktionen

3x24+6x+5 _2$3+2x2+2x+1

() fa) = (b) gla) = =0

425 + 2° + 62* + 1523 + 222 + 62 + 2
(2?2 +1)%(x —1)2

Ermitteln Sie eine Stammfunktion von

Finden Sie Stammfunktionen zu
—23 + 1022 — 31z + 31 _ —a® 4102 — 31z + 31
25 — 1324 + 6723 — 17122 + 2162 — 108 \ (x —2)%(z — 3)3
1 2 —dx+1

() 9(2) = S5 () o) = 5552

(a) fz) =

Bestimmen Sie die Zerlegung der folgenden reellen rationalen Funktionen

x5+ 22t + 22 + 22 xt z+1
b) S = I =
3 — 2212+ (b) S(x) (2 —1)2 (¢) T(x) 4

(a) R(z) =

Bonus: Finden Sie Stammfunktionen zu R(z), S(z), T(z).

Alternative Formulierung von (c+Bonus):
r+1
zt—x

Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der rationalen Funktion f(z) :=

und ermitteln Sie eine Stammfunktion von f.

Bestimmen Sie Stammfunktionen von

- (b) s(a) = (©) ta) = 25

xt—1
3—x 2x 4+ 3
TR () v(@) = o7

Bestimmen Sie fiir die folgenden rationalen Funktionen
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A 5.6.22 Bestimmen Sie eine Stammfunktion von

(a)

1 1 1 20 — 1 1
(b) 1+ ¥ (©) (x+1)2(x2+ 1)’ (d) 22 —5x+6’ (€) ?(x+1)

x3—x’

den Definitionsbereich in R, die reelle Partialbruchzerlegung und eine Stammfunktion.
Fiithren Sie ggf. eine Probe durch.

Alternative Formulierung fiir (c)

Bestimmen Sie den Definitionsbereich und eine Stammfunktion von f(x) =

Nur Partialbruchzerlegung

Zerlegen Sie die folgenden rationalen Funktionen in Partialbriiche:

. 1 1 27 — 1 1
G Yerrery Yesee Yeeiy

.............................. (Substitution in eine rationale Funktion einer Variablen)

Sei R(t,s) eine rationale Funktion in zwei Variablen. Fiihren Sie das Integral
/ R(cosz,sinx) dx

durch die Substitution ¢ = tan (%) fir —m < & < 7 auf das Integral einer rationalen
Funktion von ¢ zuriick.

1
Bestimmen Sie eine Stammfunktionen von —————— mittels (a).
4 + cos(x)

Zeigen Sie: Ist R(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen und ist f: z ~—
R(cos(x),sin(x)) sogar m-periodisch, dann kann man die Integration von f durch die
Substitution y := tan(z) auf die Integration einer rationalen Funktion zuriickfiihren.

Sei a # 0 # b. Bestimmen Sie mittels (¢) eine Stammfunktion von

1
a?(sin(x))? + b?(cos(x))?

Fiithren Sie zur Berechnung einer Stammfunktion von

/(@) !

T 1 (sin(e))? 012

in einem ersten Schritt die beiden Substitutionen ¢ = tan (g) bzw. t = tan(z) durch.
Entscheiden Sie dann, welche von beiden die effektivere ist und berechnen Sie auf dieser
Grundlage eine Stammfunktion von f. (noch ohne Lsg)

......................................... (Substitution inklusive Partialbruchzerlegung)

1
r+vVrt—x+1

mit Hilfe der ersten EULERschen

Substitution
Var? +br+c=:t—+ax, (a>0).
: o : 2% + 5e** — 3e” : :
A 5.6.23 Finden Sie eine Stammfunktion von Tipp: Siehe auch (5.8))

e3x+e2x_ez_1'
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A 5.6.24

A 5.6.25

A 5.6.26

A 5.6.27

A 5.6.28

A 5.6.29

A 5.6.30

A 5.6.31

A 5.6.32

A 5.6.33

A 5.6.34

A 5.6.35

.................................................................. (Rechenaufgaben — Mix)

Finden Sie Stammfunktionen zu
1 .. et — 1 2+ 1

W m=T—s (i)

e’ +1 x
Bestimmen Sie (etwa mithilfe einer geeigneten Substitution) Stammfunktionen von

e’ 1 1 xt

©ier  © me )Y we

vor+1+2
(x+1)22—Vr+1

Finden Sie eine Stammfunktion von

32% — 4z + 3
2 —a?—x—2

Bestimmen Sie Stammfunktionen von f(z) := 22?sin(2?) und g(z) :=

In(x)

12

und berechnen Sie lim f(z).

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) :=
T—00

Ermitteln Sie Stammfunktionen von

(a) u(x) = ﬁ , (b)ou(z) = m , () w(z) = ’ 5 fir = > 0.

Berechnen Sie die folgenden bestimmten Integrale

(a) /leln(x) dz  (b) /O %(sin(x))2 dz  (c) /0 1&%@ (d) / (In(z))? dx

1 + cosh( -

........................................................................ (bisher ohne Lsg)

Berechnen Sie das bestimmte Integral /0 7 950 250 dx

Ermitteln Sie Stammfunktionen von
_ _ 10 o N B _ cos(2x)
(a) f(z)=2(1—-2)", g(x) =sin(bx —a) —sin(ba —x) , h(z) cos(z) — sin(2)

P =i "W =Tms POt Y e

Ermitteln Sie jeweils den Wert der folgenden eigentlichen Riemann-Integrale

W [ ! w0 [raa @ [V e

or 28in(z) — cos(z) + 5 2 + cos(x)

(d) /_% cos(x)ln(iii) iz

1
2

5 pd g2 _7p 49 1
Berechnen Sie (a)/x +;4_2II2+1$+ dx (b)/\/zi—l dx

Berechnen Sie folgende unbestimmte Integrale

1 1 + sin(z) . . 1 .
(a) /(S.in(glz'))Q(cos(ac))‘1 d (b) / 1 — cos(x) d (c) /sin(a:) cos(2x) d

HINWEIS: Substitution mit = = arctan(t), x = 2arctan(t), ¢t = cos(x) fiir 1./2./3. Integral.
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5.7 Uneigentliche Riemann-Integrale

A5.7.1

A 5.7.2

A 5.7.3
AbT74

AbB.75

................................................... (Majorantenkriterium und Anwendung)

Beweisen Sie das folgende Majorantenkriterium fiir uneigentliche Integrale:
Sind die Funktionen f, g: [a,b[ — R fiir jedes a < u < b iiber [a, u] Riemann-integrierbar, gilt
|f] < g und existiert das uneigentliche Integral fab g(x) dzx, so existiert auch das uneigentliche

Integral f; f(x)dx
Zeigen Sie:

Das uneigentliche Integral /
0 x

> sin(x) sin(z)

dzx.

dx konvergiert, jedoch divergiert /
0 x

Alternative Formulierung:

> sin(x)

Zeigen Sie, dass / dz existiert (es hat den Wert 7, was z.B. mit dem DIRICHLETschen

0 x
Lemma gezeigt werden kann). Beweisen Sie auch, dass dieses uneigentliche Integral nicht

sin
absolut konvergiert, also / ‘—‘dx nicht existiert.
0
1

Uberpriifen Sie die Existenz des uneigentlichen Integrals / dx.
V(I+z)(1—2)

Zeigen Sie:

o0

Aus der Existenz des uneigentlichen Integrals / f(x) dx folgt nicht lifm flx) =
1 X [e.9]
Hinweis: Betrachte f(x) := cos(z?).

Uberpriifen Sie das uneigentliche Integral

/0 amtan(g) x (5.13)

(14 22)

auf Existenz. Geben Sie eventuell den Wert an.

Losungsvorschlag:
Zunichst halten wir fest, dass wegen (arctan(z)) = e mit Hilfe der Substitutionsregel
x
/ arctan(z / f@)-f@) de = lim (f(x)*1" ~ lim (arctan(z))2]" _ 7r_2
0 1 —+ £L‘2 R—o0 2 0 R—o0 2 0 8

folgt. Da nun einerseits der Integrand aus (5.13)) stetig und nichtnegativ ist sowie andererseits
wegen V(¢ > 1: C% > C% = ( > 1 auch

arctan(x)
1+ 22

Ve >0:0< arctan(:lr?)) <
(1+a2)}

gilt, folgt nun die Existenz des uneigentlichen Integrals ([5.13]) nach dem Majorantenkriterium
fiir uneigentliche Integrale.
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A 576

Ab5T7

A 5.7.8

A 579

A 5.7.10

Ab5.7.11

A 5.7.12

A 5.7.13

A 5.7.14

A 5.7.15

A 5.7.16

A b.717

......................................................................... (Beispielintegrale)

1 00 o0
1 1
Fiir welche a € R existiert / —dz, fiir welche / —dx, fiir welche / exp(ax)dx 7
0 ¢ 1 xe 0

Berechnen Sie bei Existenz auch den Wert des Integrals.

< 1
Existiert das uneigentliche Integral / dx 7
oo 1+ 22

1 1

Berechnen Sie die uneigentlichen Integrale / In(z) dx und / zln(x) dx .
0 0
: . : In(x)

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) := —5= auf dem Intervall |0, +oo].

x

1
Existiert das uneigentliche Integral / n(;c ) dx ?
1z
Bestimmen Sie gegebenenfalls den Wert dieses uneigentlichen Integrals.

Uberpriifen Sie die Existenz und bestimmen Sie ggf. den Wert der uneigentlichen Integrale

9 1 00 3 00 00 00
1 1 1 1 1 1 1
/ —dx, / —dz, / —dx, / — du, / — du, / — dux, / —— dx.
0 VT 0 T e 0 T . T . T o e*+1

...... (Beispielintegrale inklusive Partialbruchzerlegung/Substitution/partielle Integration)

Uberpriifen Sie, ob die folgenden uneigentlichen Integrale existieren, und berechnen Sie ge-
gebenenfalls ihren Wert:

o [ b [,
(a) /0 (sin(z))? (b) 0o /sin(z)

>zl
Bestimmen Sie den Wert des uneigentlichen Integrals / (95 n(z)
0

1+ 2%)2 e

dz 7 Bestimmen Sie es gegebenenfalls.

Existiert das uneigentliche Integral / 5
o e +1

Alternative Formulierung:

< 1
Berechnen Sie das uneigentliche Integral / ———dx .
0 e +1
: o : r+2 . : :
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) := — n und berechnen Sie das uneigentliche
3+

Riemann-Integral / f(z) dx. Existiert das uneigentliche Riemann-Integral / f(z)dx ?
1 0

* 27?2 +1
Berechnen Sie das uneigentliche Riemann-Integral / f—+ dz.
a2
. : : > 3
Existiert das uneigentliche Integral 1 3 dx ?
g xt—ax°—x+1
222 +4x +5

Uberpriifen Sie, ob das uneigentliche Integral / dx existiert, und
0

xt+4x3 + 52?2 +4x 4+ 4
berechnen Sie es gegebenenfalls.

Hinweis: Der Nenner besitzt die doppelte Nullstelle —2. (Siehe auch ((5.11]))
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A 5.7.18

A 5.7.19

A 5.7.20

A 5.7.21

A 5.7.22

A 5.7.23

A 5.7.24

1
und g(z) := —————. Zeigen Sie:

Gegeben seien die beiden Funktionen f(z) := 2 1n(z) (In(x))
x (In(x

(a) Es gelten lim f(z) = lim g(x) = 0.

r—r—+00 T—+00

(b) Das uneigentliche Integral / g(x) dz existiert, wahrend / f(z) dz nicht existiert.

.............................................................. (Integralvergleichskriterium)

Beweisen Sie Satz 20.1:
Fiir eine monoton fallende, nichtnegative Funktion f: [0, co[— [0, o[ existiert das uneigent-

liche Integral / f(z) dx genau dann, wenn die Reihe Z f(k) konvergiert.
1 k=1

Nur eine Richtung:

Beweisen Sie das Integralvergleichskriterium:
Existiert fiir eine monoton fallende, nichtnegative Funktion f: [0, co[— [0, 00| das uneigent-

liche Integral / f(z) dz, so existiert auch Z f(k).
1 k=1

= 1
Warum konvergiert die Reihe E — fir £ > 17  Warum divergiert sie fiir 0 < k <17
n
n=1

Alternative Formulierung fiir £ = 1:

Beweisen Sie die bestimmte Divergenz der harmonischen Reihe alternativ mittels Satz 20.1.

. =1
Uberpriifen Sie mittels Integralvergleichskriterium, ob die Reihe —— konvergiert.
gralverg kzl 7 g
. N * In(z)
Berechnen Sie das uneigentliche Integral 5 du .
.z
= In(k
Konvergiert die Reihe Z % ?
. (Kombi-Aufgaben)

: : : : |2 sin (L) fiir @ # 0,
Die Funktion F': R — R sei definiert durch F(z) := ’”
0 fiir x = 0.
Zeigen Sie, dass F differenzierbar ist, und bestimmen Sie die Ableitung f von F.
Ist f Riemann-integrierbar iiber [0, 1]?
Ist | f| uneigentlich Riemann-integrierbar iiber |0, 1]?

..................................................... (Anwendungen der Gamma-Funktion)

o0

Beweisen Sie / exp(—x?)dx = +/m auf alternative Weise mit Hilfe von
s . N
F(i) = / t2exp(—t)dt = V7
0

und einer geeigneten Substitution.
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Kapitel 6

Approximierbarkeit von Funktionen

6.1 Funktionenfolgen

Punktweise und Gleichmiflige Konvergenz

....................................................................... (Spezielle Beispiele)

x

A 6.1.1 Sei (fn)nen die Folge der Funktionen f,: R =R,z — < nz, xz€]— %,
1

x L

IN
|

(a) Zeigen Sie: Die Folge (f,)nen konvergiert punktweise gegen die Funktion:

1, x>0,
flx) == <0, x =0,
-1, x<0.

(b) Zeigen Sie: Die Konvergenz in (a) ist nicht gleichméfig.

0, r < 1-2
A 6.1.2 Konvergiert die Folge (fy)nen mit fo: [0,1] = R,z = dn(z—1)+2, 1-2 < 2z < 1-1
1, 1-1 <z

punktweise auf [0, 1] 7 Konvergiert (f,)nen gleichméBig auf [0, 1]7

A 6.1.3 Zeigen Sie, dass die durch f,(z) = 2™ definierte Folge (f,)nen von Funktionen f,: [0,1[— R
punktweise gegen die Nullfunktion konvergiert, jedoch nicht gleichméfig.

Versteckte Darstellung:

Konvergiert die Funktionenreihe 0o

L+ (@"—a"") (6.1)
n=1

auf [0, 1] gleichmaBig?

Alternative Formulierung:

Untersuchen Sie die Funktionenreihe (6.1]) auf gleichméBige Konvergenz auf [0, 1[.
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A 6.1.4 Zeigen Sie, dass die durch f,(z) := 2"(1—2") definierte Folge von Funktionen f,,: [0,1] - R
punktweise, jedoch auf [0, 1] nicht gleichméfig gegen die Nullfunktion konvergiert.

A 6.1.5 Untersuchen Sie die durch f,(z) := 22" (1—2") definierte Folge von Funktionen f,: [-1,1] —
R auf punktweise und gleichméflige Konvergenz.

A 6.1.6 Auf [0, 1] seien die Funktionen f,, durch f,(x) = nz(1 — z)" (n € N) gegeben.

(a) Berechnen Sie fiir jedes = € [0, 1] jeweils den Grenzwert lim f,(x).

n—oo
(b) Berechnen Sie lim (sup fn(x)>
n=00 \ zel0,1]
(c) Ist die Folge ( fn(a:))neN gleichméfig konvergent 7
-1 firrx < -2,
A 6.1.7 Sei (fu)nen die Folge der Funktionen f,: R = R, f,(z) = {sin (%)  firx € [-Z,7],
1 firz > .

(a) Untersuchen Sie die Funktionen f, auf Differenzierbarkeit.

(b) Existiert der punktweise Grenzwert f(x) := lim f,(z)? Konvergiert f, gleichméfig ?
n—oo

Alternative Formulierung:

1, r>
Sei (fn)nen die Folge der Funktionen f,,: R — R, x +— ( sin (%) , —~<wx<T
-1, r< =T

(a) Untersuchen Sie die Funktionen auf Differenzierbarkeit auf R.
(b) Berechnen Sie lim f,(x).
n—oo

(c) Ist die Folge ( fn)neN gleichméBig konvergent auf R ?

........................................................................ (weitere Beispiele)

. onx
1+ |na

A 6.1.8 Die Funktionen g, : R — R seien durch g, (z) definiert. (242 P)

(a) Zeigen Sie, dass alle Funktionen g,, stetig sind.

(b) Fiur welche z € R ist die Funktion g(z) := lim g,(x) definiert bzw. stetig ?
n—oo

A 6.1.9 Priifen Sie nachstehende Folgen jeweils auf punktweise und gleichméfiige Konvergenz:
x

(a) fn:[0,1] = R, z +— msin <E> (b) gn: [0,1] = R, z — sin (7z") (5 P)

1
A 6.1.10 Konvergiert die Folge der Funktionen f,,(x) := 4/ — + 22 punktweise auf R? Auch gleichméBig?
n

k
A 6.1.11 Konvergiert die Funktionenfolge fi: [0,27] — R, fi(x) := (@) , punktweise?
Konvergiert f; gleichméafig?

n

A 6.1.12 Konvergiert die Funktionenfolge f,: R — R, f,(z) :=

52 punktweise?
€T n
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A 6.1.13

A 6.1.14

A 6.1.15

A 6.1.16

A 6.1.17

A 6.1.18

A 6.1.19

A 6.1.20

A 6.1.21

........................ (Auswirkung einer wesentlichen Variation des Definitionsbereiches)
Sei (fn)nen die Folge der Funktionen f,,: R - R, x +— L Zeigen Sie:
n

(a) Die Folge f, konvergiert punktweise gegen die Nullfunktion,

(b) Die Folge f, konvergiert jedoch auf R nicht gleichméfig gegen die Nullfunktion.

(c) Ve > 0 konvergiert die eingeschrénkte Folge f, i, gleichméBig gegen die Nullfunktion.
Konvergiert die durch g,(z) := e~ & definierte Folge (g,)nen punktweise auf |0, oof ?

Sei b > 0. Konvergiert die Folge (g, )nen gleichméBig auf |0,b]? Und auf |0, co[?

Sei b > 0. Konvergiert die durch f,,(x) := In (:L‘%) definierte Folge von Funktionen f,: [1,b] —
R auf dem Intervall [1,b] punktweise? Konvergiert f,, auf [1, b] gleichmafBig? Auch auf [1, co[?

Konvergiert die durch f,(z) := 2™ definierte Folge komplexwertiger Funktionen f,, auf jeder
Kreisscheibe D, := {z € C||z| < r} mit Radius r < 1 punktweise?

Konvergiert f,, auch gleichméafig auf D, 7

Konvergiert die Funktionenfolge f,, punktweise oder gleichméfig auf der Kreisscheibe Dy ?
........................................................... (Allgemein gehaltene Aussagen)
Angenommen, es konvergieren f, gegen f und g, gegen g jeweils gleichméfig auf D.

(a) Zeigen Sie: Dann konvergiert f, + g, gleichméBig gegen f + g auf D.
(b) Zeigen Sie: Sind f,, g, beschrénkt, so konvergiert f, - g, gleichméfig gegen f - g auf D.
(c) Gilt (b) auch ohne die Beschrénktheitsvoraussetzung ?

Es sei (f,,)nen eine Folge stetiger Funktionen, die gleichméBig auf [0, 1] gegen f konvergiere.
Beweisen Sie die gleichméBige Konvergenz der Folge f2 — f2.

Seien die Funktionen f,: [0,1] — R und g,: R — R stetig.

Beweisen Sie, dass bei gleichméBiger Konvergenz f,, — f auf [0,1] und g, — ¢ auf R auch
die Folge g,, o f,, gleichméBig auf [0, 1] gegen g o f konvergiert.

Sei f: R — R gleichméBig stetig. Zeigen Sie: Bei gleichméBiger Konvergenz von y,,: [a,b] — R
b
auf [a, b] gegen y: [a, b] — R konvergieren auch die Integrale / f(yn(x)) dz fiir n — oo gegen

b
/ f(y(x)) dx, falls alle Integrale existieren und endlich sind.

Sei f: R — R stetig. Zeigen Sie: Bei gleichméfiger Konvergenz von stetigen y,,: [a,b] — R
b b
auf [a, b] gegen y: [a,b] — R konvergieren die Integrale / f(yn(x)) dx gegen / fy(z)) du.

Spezialfille:

Konvergiere die Folge der stetigen Funktionen y,,: [a,b] — R gleichmif ig gegen die Funktion
y: la,b] = R.

b b
(a) Beweisen Sie lim [ y,(x)dx :/ y(x)de .

n—oo a
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A 6.1.22

A 6.1.23

A 6.1.24

A 6.1.25

A 6.1.26

A 6.1.27

b b
(b) Beweisen Sie lim [ (y,(x))*dz = / (y(x))? dx .

n—oo

Seien a,b € R, a < b und I = [a,b]. Weiter sei (f,) eine Folge Riemann-integrierbarer
Funktionen f,: I — R, die gegen ein f: I — R gleichméfig konvergieren, d.h.,

lim sup | f,(z) = f(z)| = 0.

n—o0 zel

Zeigen Sie, dass auch f Riemann-integrierbar ist und lim fn dr = / f(z

n—oo
............................................... (Allgemein gehaltene Aussagen — bisher oL)

Sei (f,,) eine Folge von Funktionen, die auf dem Intervall [a,b],a < b;a,b € R, gleichmé&Big ge-
gen eine Funktion f konvergiert und sei g eine Funktion, definiert durch g(z) := 2sin(2z) cos(2x).

(a) Zeigen Sie die punktweise Konvergenz der Folge (f, - g).
(b) Konvergiert die Folge (f,, - g) auch gleichméaBig auf [a,b]?

Eine Funktionenfolge f,: R — R sei durch fo(t) := sin(t), fai1(t) := 3f.(t) + 1 definiert.

(a) Zeigen Sie, dass die Folge (f,)>2, gleichméBig auf R konvergiert.
Bestimmen Sie die Grenzfunktion.

(b) Was lisst sich sagen, falls als Startfunktion fo(t) := ¢* gewéhlt wird ?
.................................................................... (Kuriositétenkabinett)

Sei (ag)ken eine Abzéhlung von Q N [0, 1] und 1,(z) die Funktion, welche durch

1, z=y
1y(z) =
0, z#y
definiert wird. Zeigen Sie, dass durch f,,(x) := >_ 1, () eine Folge RIEMANN-integrierbarer
k=1

Funktionen definiert ist, die auf [0, 1] punktwe?se gegen eine nicht-RIEMANN-integrierbare
Funktion f konvergiert.

Zeigen Sie: Die Folge der Funktionen f,(z) := %e’% konvergiert auf [0, 00| gleichméBig
n

gegen die Nullfunktion, aber fiir das uneigentliche Integral ist / fulz) doz = 1 fir jedes
0
n € N.

Warum ist dies kein Widerspruch zu Satz 21.4 7

Wir definieren Funktionen f,,, g,,: [0,1] — R durch 1
N7 nsin(nrz) , falls0 <z < — |

@) = (2=3)  wd  g(e) = L
2 0, falls = <z <1.

n

(a) Gibt es f,g:[0,1] — R, so dass die Funktionenfolgen (f,,)nen und (g, )nen punktweise
gegen f bzw. g konvergieren? Wenn ja, ist diese Konvergenz dann auch gleichméfig?
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(b) Falls mindestens einer der beiden Grenzwerte existiert:
Konvergiert die entsprechende Folge der Integrale dann auch gegen das Integral des
Grenzwertes?

1 1
D.h., gilt beispielsweise / fo(x)dx — / fdxz?
0 0

........................................................................ (Kombi-Aufgaben)

nxt

A 6.1.28 Konvergiert die Funktionenfolge f,(x) := & n?
na

punktweise auf R 7

Konvergiert f, gleichméflig auf R ?

Zeigen Sie: Die Funktionen g, := +/f, sind beliebig oft differenzierbar und konvergieren
gleichméBig auf R, jedoch ist die Grenzfunktion nicht differenzierbar.

Alternative Funktionenbezeichnung:

4

=12 —T:xnxQ punktweise/gleichméfig auf R 7

(b) Zeigen Sie: Die Funktionen v, := /u,, sind beliebig oft differenzierbar und konvergieren
gleichméfig auf R, jedoch ist die Grenzfunktion nicht differenzierbar.

(a) Konvergiert die Funktionenfolge w, (z) :

1
A 6.1.29 Konvergiert die durch f,(z) = —sin(nxz) definierte Folge von Funktionen punktweise auf R?
n

Auch gleichméfig ?
Konvergiert die Folge der Ableitungen f!(x) punktweise auf ganz R 7
Auch gleichméBig ?

mit

A 6.1.30 (a) Bestimmen Sie fiir festes n € N die Stammfunktion F, von f.(z) = — e
n?+x

F,(0) = 0. Hinweis: Es gilt arctan’(z) =

1+ 22

(b) Konvergieren die Funktionenfolgen f,, und F,, (aus Aufgabenteil (a)) punktweise auf R?

Konvergieren f,, und F;, gleichméafig auf R?
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Approximation nach Bernstein/Jackson

A 6.1.28 (Bernsteinpolynome)

(a) Fir k € {0,1,...,n}, n € N, ist durch B,in)(x) = (7)2*(1 — 2)"* das k-te Bernstein-

Polynom vom Grad n definiert. Zeigen Sie mit Hilfe von (z +y)" = > (})a*y" ", dass

die folgenden Identitéaten erfiillt werden:

(i) > B,(Cn) () =1 und B,(Cn) (x) > 0in [0,1] (nichtneg. Zerlegung der Einheit),
k=0

(ii) i k- B,in) (x) = nz,

k=0
(iii) ék(l{: —-1)- B,in) () =n(n — 1)z (iv) ki_o(k —nx)?- B,(cn) (x) = nz(1l —x).

(b) Sei f eine auf dem Intervall [0, 1] stetige Funktion. Zeigen Sie mit Hilfe der Aussagen
von (a), dass fiir jedes € > 0 ein Polynom p.(z) mit || p. — f ||< € exitsiert.

Hinweis: Zeigen Sie, dass die durch p,(z) := >_ f (%) B,in)(x) definierte Polynom-Folge
k=0
(pn)S2, fiir n — oo gleichméBig auf [0, 1] gegen f konvergiert.

(c) Verallgemeinern Sie die Aussage von (b) auf reellwertige stetige Funktionen iiber einem
beliebigen kompakten Intervall [a, b].
Hinweis: Nach dem Satz von Heine-Borel (wird in der Analysis 2 bewiesen) ist eine
Menge K C R™ genau dann kompakt, wenn K beschréankt und abgeschlossen ist.
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6.2 Potenzreihen

A 6.2.1 Uberpriifen Sie die folgenden Reihen auf (abs.)Konvergenz in Abhingigkeit von x € [—1, 1]:

0 (_1 n—1 o 2+l
i ; nz; o1

Erweiterung von (i):

o0

(a) Zeigen Sie, dass fur die Identitat In(1 + x) Z

" gilt.

(b) Zeigen Sie, dass sich fiir |z| < 1 aus (a) die Identitét In <1 ) = 1 herleiten

n=1

— X

lasst. Weiterhin finde man damit eine Darstellung von In(2).

A 6.2.2 Sei xg € R und a,, eine Folge reeller Zahlen.

In welchen Punkten = € R ist die Funktion f(x Z an(x — xo)" stetig ?
n=0

A 6.2.3 Ermitteln Sie die Grenzfunktion der Potenzreihe Zx"

n=0
A 6.2.4 Stellen Sie e~ fiir beliebiges x € R als Potenzreihe Z apx" dar.
n=0

T 1 o0
A 6.2.5 Stellen Sie und fiir beliebige = € 10, 1] jeweils als Potenzreihe E apx™ dar.
2 2
(x+1) 2 +1 —

.............................................. (Bestimmung des Konvergenzbereiches in R)

A 6.2.6 Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen

00 n 00 e 3
(a) ; % : (b) Z%z—nxn : (c) ; Z—nx” .

A 6.2.7 Bestimmen Sie den Konvergenzradius der Potenzreihen

Zn +2n — 1)a" (b)ZQ_n($+7)na (C)Z(x;—;g)n’ Z

n=1

3 |

[e=]

3

o0 nfl)n
DI "

3
—_

und geben Sie fiir jede Potenzreihe alle x € R an, in denen Konvergenz vorliegt.

= 2"(x +5)"
A 6.2.8 Bestimmen Sie alle x € R, fiir welche die Potenzreihe E (m——;) konvergiert.
n
n=1
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A6.2.9

A 6.2.10

A 6.2.11

A 6.2.12

A 6.2.13

A 6.2.14

A 6.2.15

. ) ) = 1 e 1 2
_ 1) - n 9

Wo konvergieren die Potenzreihen (i) nz% 1 (x—1) und (i) ; n(x + 1) 7
Leichte Variation:

> 1 > 1
Wo konvergieren die Potenzreihen (i) Z 2n j:_ . (x+2)" und (i) Z —(x —3)™7?

n n
n=0 n=1

Fiir welche x € R konvergiert die Reihe Z(—l)"a:% 7

n=0

Zeigen Sie fiir alle x € R mit |z| < 1 die Konvergenz der Reihe Z Vkat.
k=0

................................................ (gliedweise Differentiation und Integration)

Bestimmen Sie die Grenzfunktion der Potenzreihe f(z) := Z(n —1)a" auf | — 1,1].

n=1
Alternative Formulierung:

Bestimmen Sie fiir die auf | — 1,1[ durch f(z) := Z(n — 1)z" gegebene Funktion eine
n=1

explizite Formel.

o0

Ermitteln Sie die Grenzfunktion der Potenzreihe Z n(z +1)", dort wo sie existiert.
n=1

Alternative Formulierung:

Ermitteln Sie den Konvergenzradius und ggf. die Grenzfunktion der Potenzreihe Z n(x+1)".
n=1

Alternative Formulierung:

Fiir welche x konvergiert die Reihe Z n(x + 1)". Finden Sie eine explizite Formel.

n=1
.............................................. (Bestimmung des Konvergenzbereiches in C)
Beweisen Sie: Wenn die Potenzreihe Z a,2" in einem Punkt zy € C konvergiert, dann auch
n=1

in jedem Punkt z mit |z| < |z].

(a)* Zeigen Sie das verallgemeinerte LEIBNIZ-Kriterium:
Es sei (an)nen, €ine nichtnegative, monoton fallende Nullfolge. Dann konvergiert

P:z— (Z akzk>
k=0 n€Np
fir alle {z € C: |z| <1} \ {1}, insbesondere gilt R > 1.
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A 6.2.16

A 6.2.17

A 6.2.18

A 6.2.19

A 6.2.20

Hinweis: Schatzen Sie

n n

(1-2) Z apz’ = Z(ak — 1) 2+ A1 2™ — a2

k=m k=m

ab und wenden Sie das Konvergenzkriterium von CAUCHY an.

(b) Es gelte nun zusétzlich Z a, = 0o. Dann gilt R = 1 und auf dem Rand der Kover-

genzkreisscheibe konverglert P fiir alle z # 1, aber nicht fiir z = 1.

Bestimmen Sie den Konvergenzradius der folgenden Potenzreihen:

[e.o] n

() Yontzn (b)Y %z” (0> (n4 + %) o (@)Y %z

n=0 n=0 n=0
f 1+ = n’
(0 Z( +n) .

Ermitteln Sie den Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe f(z

Sie (im Fall der Konvergenz) eine explizite Formel fir f(z) an.

Ermitteln Sie den Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe f(z

Sie (im Fall der Konvergenz) eine explizite Formel fir f(z) an.

Fiir welche z € C konvergiert die Reihe f(z) := Z(—l)"z4" ?

n=0

Zeigen Sie die Gleichung f (%1) = %.

Untersuchen Sie die Funktionenreihen

D) 14 (" —a""), (i) x+§:(§ji—

0 f;(ug)"ln

n=»

Z e* 2% und geben

E ¢*212F und geben
k=0

...... (Teleskopreihen)

auf gleichméfige Konvergenz auf dem Intervall [0, 1]. Zu (i) siehe auch (6.1)).
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........................................................................ (Kombi-Aufgaben)

/1 1
A 6.2.21 Zeigen Sie, dass Z (2)x" fir alle x € R mit |z] < 1 konvergiert, wobei <8) ;=1 und
n
n=0
1 Lol _yo....(_(n=-1
2 ) =2 (G- 1) G=(n-1) fir n € N definiert ist.
n /,’L . (n —_— 1) e e e . 1

A 6.2.22 Zeigen Sie, dass die Reihe

i (6 + s;n(n))nxn

n=1

fiir alle z € R mit || < £ absolut konvergiert. Beweisen Sie weiterhin die Abschitzung

i (6 + Sgin(n))"xn

n=1

<7 firalle xe€R mit [z]<]1.

A 6.2.23 Zu (ay)nen existiere ein M € R, so dass Vn € N: |a,| < M. Zeigen Sie: (242 P)

(a) Fiir jedes « € | — 1, 1] konvergiert die Reihe Z anx".

0 n=1
(b) Fiir die durch f(x) :=1 +Z a,x" gegebene (nach Aufgabenteil (a) existierende) Funk-
n=1
tion f: | —1,1[— R gilt
—1,1]: .
Vee|—1,1] (|x!<1+M:f(:c)>0)
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6.3 Taylor-Reihen

A6.3.1

A 6.3.2

A 6.3.3

A 6.3.4

A 6.3.5

A 6.3.6

A 6.3.7

A 6.3.8

A 6.3.9

A 6.3.10

A 6.3.11

A 6.3.12

A 6.3.13

Sei f: R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und g(x) := Ty f(z;a) das
Taylorpolynom zweiten Grades von f zum Entwicklungspunkt a € R.

Zeigen Sie:
Hat g ein strenges lokales Extremum in a, dann hat f ein lokales Extremum in a.

........................................................................ (Taylor-Polynome)
Bestimmen Sie das Taylorpolynom ersten Grades von f(z) := arsinh(z) im Punkt 2, := 0.
Bestimmen Sie das Taylorpolynom dritten Grades von f(z) := arsinh(z) im Punkt zq := 0.
Bestimmen Sie T f(2;0) und T3g (2; %) fiir f(z) = @ und g(z) = In(sin(x)).

Bestimmen Sie das 3. Taylor-Polynom von tan: }—%,g[ — R an der Entwicklungsstelle
a=0.

Sei f: R — R durch f(z) := zIn(1+ 2?) definiert. Bestimmen Sie das Taylorpolynom ersten
und zweiten Grades von f zum Entwicklungspunkt a := 0.

Begriinden Sie, warum f in a = 0 keine lokale Extremalstelle besitzt.
............................................................................ (Taylor-Reihe)

Bestimmen Sie die Taylorreihe von f(z) := In(1 + z) um den Entwicklungspunkt xy = 0.

Alternative Formulierung:
N — (=)

Z Sie, d E —
eigen Sie, dass p

k=1

z* die Taylorreihe von f(z) := In(142) zum Entwicklungspunkt

To := 0 ist.

Priifen Sie nach, ob die Taylorreihe von f auf dem Intervall [0, 1] gleichmé&Big konvergiert.

1

Berechnen Sie die Taylor-Reihe der Funktion f = ———.
2+ —1

Berechnen Sie die Taylor-Reihe von arcsin: [—1,1] — R im Entwicklungspunkt 0 durch
Integration der Taylor-Reihe der Ableitung von arcsin.

1
5 um den Punkt a := 0 in eine Potenzreihe.

Entwickeln Sie f(x) := a—oe
—x

dr —9
Bestimmen Sie die Taylor-Reihe der Funktion f: | —2,2[— R, f(z) := ﬁ, u
z? — bx

den Entwicklungspunkt xy := 0 und iiberpriifen Sie, ob die Taylorreihe auf | — 2, 2[ gegen f
konvergiert.

m

Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von cosh(z) um den Entwicklungspunkt zq := 0.

Geben Sie eine stetige Funktion auf einem Intervall |xg — R, zo + R[ an, die sich dort nicht
in eine Potenzreihe entwickeln ldsst.
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A 6.3.14

A 6.3.15

A 6.3.16

A 6.3.17

A 6.3.18

A 6.3.19

A 6.3.20

Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(x) := |z|, keine Potenzreihenentwicklung um
den Entwicklungspunkt xg := 0 besitzt, jedoch um den Entwicklungspunkt xy := 1 in eine
Potenzreihe entwickelt werden kann.

Wo konvergiert diese Potenzreihenentwicklung gegen f 7
................................................................. (Lagrangesches Restglied)

Approximieren Sie die Funktion f(z) = ze® durch ein Taylor-Polynom geeigneter Ordnung
an der Stelle a = %, so dass der maximale Fehler auf dem Intervall [i, 1} kleiner als 1073 ist.

Zeigen Sie mittels Restglied-Darstellung von Lagrange:
Ist f: [a,b] — R dreimal stetig differenzierbar, so gilt fiir jedes xy € |a, b[ die Beziehung

vy J@o+h) = 2f(xo) + f(xo — h)
fi(wo) = %155 72 :

h#£0

Geben Sie das Taylorpolynom 1. und 2. Grades der Funktion f(x) = /= um den Ent-

wicklungspunkt zy := 1 an. Bestimmen Sie das Lagrangesche Restglied zum Taylorpolynom

1. Grades, und schitzen Sie ab, wie weit dieses Taylorpolynom auf [, 1] von f maximal

. 10° 10
abweicht.

(a) Geben Sie das Taylorpolynom erster und zweiter Ordnung der Funktion f(x) = 1+ x
um den Entwicklungspunkt zy := 0 an. Bestimmen Sie das Lagrangesche Restglied zum
Taylorpolynom erster Ordnung, und schétzen Sie ab, wie weit dieses Taylorpolynom auf
[0,1] von f maximal abweicht.

1
(b) Beweisen Sie mittels (a) die Bezichung lim ( n++vn— \/ﬁ) =3
n—oo

Kurzfassung:

Nutzen Sie fiir den Beweis von lim (y/n+/n —y/n) = 3 die Taylor-Entwicklung der
n—oo

Funktion f(z) = +/1 4+ 2 um den Punkt z, = 0.

Zeigen Sie direkt mit der Definition des Grenzwertes und unter Verwendung des Restgliedes,
dass lin% e’ =1 gilt.
Tr—r

Verwenden Sie den Satz von Taylor (Restglied-Darstellung), um die folgende Abschitzung
7ZU zeigen.

B <t = mta) -t ] < 2
=10 HETETET ST 2000
2
Lsg: In einer vorigen Aufgabe haben wir gesehen, dass Tbn14.)0(2) = @ — % gilt. Fiir
f(x) = In(1 + x) erhalten wir wegen f®(z) = TEE nun nach dem Satz von Taylor
T
1 3)
ol < 5 = 3 € By(0): @)~ Topole) = T2 —op
1 /1Y’ 2 1 (1Y)’
— — T < 3) e — = o — = —
) =Tl <o 159015 (55) = 55 (1)

und aufgrund von 37 = 2187 somit die Behauptung.
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6.4 Fourier-Reihen

A6.4.1

A 6.4.2

A 6.4.3

A6.4.4

A6.45

............................................................................ (Vorbereitung)

Zeigen Sie, dass man eine P-periodische Funktion durch Variablentransformation auf eine
2m-periodische Funktion zuriickfithren kann.

.......................................................................... (Skalarprodukte)

Beweisen Sie, dass mit der vom Skalarprodukt

(f.9) = %/ﬂwmg(fﬁ)dl‘

induzierten (Halb-)Norm || f]| := \/(f, f) die sogenannte Parallelogrammgleichung
1f+gll> + 1f = gli> =2 (IFII* + 1lgll*) (6.2)
fiir beliebige 2m-periodische Riemann-integrierbare Funktionen f, g gilt.

Wir betrachten das Skalarprodukt, definiert durch

(f.9) = / @) (oo (6.3)

auf der Menge [ [, := {ang + a1z + ag ‘ ag, G1, Gy € R} der Polynome von hochstens zweitem
Grad.

(a) Zeigen Sie, dass die Polynome Py(z) = x + 1, Pi(z) = 3z — 1 und Pp(z) = 32% — 1
beziiglich (6.3]) ein Orthogonalsystem bilden (d.h., das Skalarprodukt von P, und P; ist
Null fiir ¢ # 7, 4,7 = 0,1,2) und berechnen Sie || B := /(P;, P;),i1 = 0,1, 2.

(b) Stellen Sie das Polynom P(z) = 2% + 4x + 1 als Linearkombination von P;,i = 0,1,2
dar. Die Koeffizienten ag, a1, as sind mit Hilfe des Skalarproduktes zu bestimmen.

....................................................... (Allgemeine theoretische Aussagen)

1 2w
Zeigen Sie, dass fiir ungerades N € N das Skalarprodukt (u,v) := o / uv dr der Funk-
T
N N ’
tionen u(x) := Z ™ und v(x) := Z(—l)keikx verschwindet.
k=0 k=0

Alternative Formulierung:
N

1 [ .
Zeigen Sie, dass das Skalarprodukt (u,v) := by / uv dx der Funktionen u(z) = Ze‘kw
0

™
k=0

N
und v(z) := Z(—l)keikx fiir ungerades N verschwindet.
k=0

Beweisen Sie:

(a) Fiir die (komplexen) FOURIER-Koeffizienten ¢, := (e!*® f(z)) einer stiickweise stetigen
Funktion f: 0,27 — C gilt: ) "
= ) lal” (6.4)
2

k=—n

n

E Ckelk:c

k=—n

179



(b) Fiir beliebige iiber [0, 27] Riemann-integrierbare 27-periodische Funktionen f und be-
liebiges n € N gelten die Besselsche Gleichung

1 =Sufly = 15— D Il (6.5)

k=—n
und die Besselsche Ungleichung

S el < —/ (2)[2dz (6.6)

k=—o00

A 6.4.6 (a) Zeigen Sie, dass die Funktionen {1,cos(kx),sin(kx) | k € N} C C([0,27],R) bzgl

des (reellwertigen) Skalarproduktes (f, g) / f(z)g(z) dr orthogonal zueinander
sind.

(b) Konstruieren Sie mittels (a) ein Orthonormalsystem beziiglich

) = 5 | T@ls(e)da (6.7

(c) Zeigen Sie, dass die reelle FOURIER Reihe einer geraden (bzw. ungeraden) 27-periodischen

Funktion f die Form 2 + Zak cos(kzx) (bzw. Z bi sin(kx)) besitzt.

k=1
(d) Zeigen Sie: Ist f eine reelle 27r—per10dlsche Funktion, so erfiillen die Koeffizienten ¢, der
komplexen Fourierreihe die Gleichung c¢_; = ¢x.

(e) Leiten Sie die Vollstéandigkeitsrelation

1 0 1 2
ool + 3 (ol + ) =+ [ If@)da (69
k=1

fiir die reelle Fourier-Reihe aus

S Jeuf? = / (@) de (6.9)

k=—o00

her.
(f) Zeigen Sie: Aufgrund der 27-Periodizitét folgt aus ebenso

1 - T
plaol + 3 (lacl + 1) = = [ 1f@)Pde. (6.10)
k=1

—T

A 6.4.7 (a) Zeigen Sie: Besitzt die Fourierreihe einer stiickweise stetig differenzierbaren 2m-periodischen
Funktion f die Koeffizienten ¢y, so besitzt die Fourierreihe von f” die Koeffizienten ikc;,.

oder:

Beweisen Sie: Besitzt die komplexe Fourier-Reihe einer stetig differenzierbaren 27-
periodischen Funktion f die Koeffizienten ¢, so hat die Fourierreihe von f’ die Ko-
effizienten ikcy,.
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(b) Zeigen Sie mittels (a): Die Fourierreihe von f” einer stiickweise zweimal stetig differen-
zierbaren 2m-periodischen Funktion f mit Fourier-Koeffizienten cj besitzt die Gestalt

(Sf”)(x) — Z kZCkeikx )
A 6.4.8 (Satz von Riemann-Lebesgue)

2w
Sei f: R — R eine 27r-periodische Funktion mit / |f(z)|*dr < co. Zeigen Sie, dass
0

2 2

lim f(z)sin(nz)dr =0  und lim f(z) cos(nz)dx = 0.

n—oo 0 n—o0 0

.......................................................................... (Dirichlet-Kern)

A 649 (a) Zeigen Sie, dass das Fourierpolynom

(Snf)(@) =) cpe™™ (6.11)

k=—n
1 [" .
mit den Koeffizienten ¢, = — / f(y)e ™ dy, einer 2m-periodischen Funktion f
die Darstellung (S, f)(x / D, (z — y)f(y) dy mit dem Dirichlet-Kern D, (z) :=
R
— Z e besitzt.
T k=—n

Alternative Formulierung:

Zeigen Sie, dass das Fourierpolynom (S, f)(z) := Z cpel” : / Fly)e ™ dy,
k=—n
einer 27-periodischen Funktion f die Darstellung (S, f)(z) = Dn( y) f(y) dy mit

ik
dem Dirichlet-Kern D,,(z) : =5 kz e besitzt.
(b) Zeigen Sie, dass der Dirichlet-Kern D,,(z) aus Aufgabenteil (a) fiir jedes n eine gerade,
2m-periodische Funktion ist, welche / D, (z)dx =1 erfiillt.

-7

(c) Beweisen Sie

| sin ((271;1)3;)

—————— falls x € 277Z
D,(x) = <27 sin (%)

2n+1

2m
(d) Begriinden Sie jede einzelne Gleichung in

0 (2n+1)3 ™ sin(¥
/ smy(y) dy = lim/ ’ Mdyz lim 7r/ sin(g) Dy(y)dy ==

falls x € 277 .

Yy
o0 2

fiir jede in O rechtsseitig differenzierbare

(e) Beweisen Sie, dass /7T f(y)D,(y) dy — f((;')

0
Funktion f bei n — oo gilt.
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(Konkrete periodische Funktionen und ihre Fourierreihen)

A 6.4.10 Auf dem Intervall |0, 7] sei die folgende Funktion gegeben:

)

s
2
i
, s lT<T

f(x):

Setzen Sie diese Funktion auf das Intervall [—, 0] so fort, dass f auf [—m, 7]

[SERRS

(i) gerade u. stetig ist;  (ii) ungerade u. stetig ist;

(iii) eine m-periodische Funktion ist.
Skizzieren Sie jeweils den Funktionenverlauf.

A 6.4.11 Setzen Sie die Funktion f(x) :=z, x € [0, [, auf ganz R zu einer

(a) ungeraden 2m-periodischen (b) geraden 2m-periodischen (c) m-periodischen

Funktion fort und bestimmen Sie jeweils die reelle Fourierreihe. Wogegen konvergiert sie 7
A 6.4.12

(a) Entwickeln Sie die 27m-periodische Funktion f mit f(z) = e fir € [-7, 7], a € R, in
eine reelle Fourierreihe.

=~ 1
(b) Berechnen Sie unter Verwendung von (a) den Grenzwert der Reihe Z

= n?+a?
Alternativer Integrationsbereich:

(a) Sei 0 # a € R gegeben. Entwickeln Sie die 27-periodische Funktion f mit f(z) = e**
fir x € [0, 27[ in eine reelle Fourierreihe.

[e.9]

(b) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe Z

pEa mittels Aufgabenteil (a).
k=1
A 6.4.13

(a) Seien o € R\ Z und S # 0. Bestimmen Sie jeweils die Fourier-Reihe der Funktionen

(i) f(z) = sin(ax) (i) f(z) = [sin(z)]

(i) () = cosh(Bz), § # 0.
(b) Finden Sie jeweils den Grenzwert der Reihen Z

1 1
——— und Z(—l)k—.
e keN k*+

(c¢) Ermitteln Sie die Fourier-Reihen zu den 27-periodischen Fortsetzungen von f, g: [—m, 7| —
R, definiert durch

ii) g(x) = |x|.
x, fir0<z<m, g

(i) f(z)

(d) Durch f(x) = 2? fiir —7 < 2 < 7 sei eine 27-periodische Funktion gegeben.
(i) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe (S f)(x).

1 1
(ii) Bestimmen Sie jeweils den Grenzwert der Reihen Z =) und Z(—l)k_l

ﬁ.
keN keN 1
(iii) Finden Sie mittels (i) und Parsevalscher Gleichung den Grenzwert der Reihe Z i
keN
A 6.4.14 (a) Ermitteln Sie die reelle Fourier-Reihe von f(x) := 2(cos(x))?%.

(b) Zu vorgegebenen Konstanten ¢y, co € R sei die 27-periodische Funktion g definiert durch

c fir —m<x<0,
cp fur0<z<m.

g9()
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Ermitteln Sie die reelle Fourier-Reihe von g und zeigen Sie mit Hilfe der (reellen) Par-
sevalschen Gleichung (bzw. Vollsténdigkeitsrelation) die Konvergenz

0 2

1 T

—=
— (2n+1) 8

Alternative Formulierung:

(i) Ermitteln Sie die reelle Fourier-Reihe von g.

(ii) Zeigen Sie mit Hilfe der (reellen) Parsevalschen Gleichung (bzw. Vollstandigkeits-
relation) die Konvergenz

= 1
Z(Qn—l—l)? R (6:-12)

n=0
Alternative Formulierung:

Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten fiir diejenige 2m-periodische Funktion f,

welche auf dem Intervall | — 7, 7] die Werte
o) = {cl —rT<xz<0

o O<zr<m

mit ¢, co € R, besitzt. Beweisen Sie anschliefend mit Hilfe der (reellen) Parsevalschen
Gleichung fiir eine stiickweise stetige Funktion f(z) die Giiltigkeit der Gleichung (6.12]).
A 6.4.15 Bestimmen Sie die Fourier-Reihe der 2m-periodischen Funktion f mit f(z) = 72 — 2? fiir
|z| < . Welchen Wert erhdlt man fiir die Reihen
1 1 1 1 1 1
1—§+§—Eﬂ:... und 1+§+3—2+4—2+...?
A 6.4.16 Die 2m-periodische Funktion f(z) sei im Intervall [0, 27| wie folgt definiert:

r—35 fir0<z<73
flz)=40 fﬁrggxg%“
3?” —x fur 37” <z <27
(a) Skizzieren Sie die Funktion f(z) im Intervall [—27,27] |
(b) Geben Sie eine (integralfreie) Formel fiir die Fourier-Koeffizienten von f(z) an !

(c) Wie lautet die Fourier-Summe S5 f(x) ?

Leichte Abwandlung — Verschiebung nach unten:

Die 2m-periodische Funktion f(x) sei im Intervall [—m, 7| wie folgt definiert:

(a) Skizzieren Sie die Funktion f(z) im Intervall [—27,27] !
(b) Geben Sie eine (integralfreie) Formel fiir die Fourier-Koeffizienten von f(z) an !
(c) Wie lautet die Fourier-Summe S5 f(x) ?

A 6.4.17 Bestimmen Sie die Fourier-Reihe fiir die 27-periodische Funktion f: R — R mit

f(z) = sinh(z), (-7 < ax < m).
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0 10,2
A 6.4.18 Bestimmen Sie durch Fourieranalyse der ungerade ergénzten Funktion f(z) = {1’ v % 2 }[ ’
, TE|F,T
am Punkt 2 = § den Grenzwert der Reihe Z(—l)k/ sin ((2k + 1)) dt.
k=0 3
zx, 0<zr< T
"9 s 23
A 6.4.19 Bestimmen Sie die Fourierreihe der 27-period. Funktion f(z) =< —=(z —7), — <z < 57
2" 3
—(z — 2m), 3T <z<2r
T
Zeigen Sie, dass f(r—x) = — f(m+x) gilt und verwenden Sie diese Gleichung zur Berechnung
der Fourierkoeffizienten.
.................................................................................. (Kombi)
A 6.4.20 Zeigen Sie:
(a) Ist f: [a,b] — R stetig differenzierbar und
b
F(x) = / f(t)sin(xt)dt |
so folgt :r1—1>r:£loo F(z)=0.
(b) Fir alle 0 < z < 27 gilt
2. sin(kx) T—
= ) 6.13

. . _ n _ sin((n—i—%)t)_l
Hinweis: Vt € R\ 27Z: ;COS(k’t) = 5 sim (%t) 5

sin kx

k

(c) Firjedes d €]0, w[ konvergiert die Reihe Z gleichméfig auf dem Intervall [d, 27—

k=1
J].
(d) Verwenden Sie Sétze aus der Vorlesung sowie (b) und (c) zur Bestimmung des Grenz-
wertes der Funktionenreihe

T(z) = ZCOSW) . (6.14)

n=1 n?
Bonus: 0 2 (+10 ZP)
1 T
i) Zeigen Sie die Giiltigkeit = = —
(i) Zeigen Sie die Giiltigkeit von ; = 6 N
(ii) Berechnen Sie je den Grenzwert der Reihen Z w und Z COS;—ZM), (x € R).
n=1 n=1

..................................................... (Konvergenz im quadratischen Mittel)

|z — =

k
A 6.4.21 Konvergiert die Funktionenfolge fi: [0,27] — R, fi(z) := ( ) , punktweise?

v
Konvergiert f; gleichméafig?

Konvergiert die 2m-periodische Fortsetzung der Folge (f;) im quadratischen Mittel?
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Kapitel 7

Klausurfragen — Fachwissen

7.1

AT71.1

AT7.1.2

AT7.1.3

AT7.1.4

AT715

AT716

AT71.7

AT718

Theoriefragen zu Kapitel 2

Gegeben sei ein beliebiger Korper (K, +, ). Zeigen Sie die Eindeutigkeit der neutralen Ele-
mente.

Sei K ein Korper und z,y € K. Zeigen Sie:

Aus zy = 0 folgt zwingend x = 0 oder y = 0, d.h., ein Korper ist nullteilerfrei.

Wie lautet das Archimedische Axiom ?  oder:  Was besagt das Archimedische Axiom 7

Was verstehen wir unter einer (Zahlen-)Folge ?

oder: Was versteht man unter einer Folge reeller Zahlen?

Geben Sie die Definition der Konvergenz einer Folge an.

oder: Wann nennt man eine Folge (a,)nen reeller Zahlen konvergent ?

oder: Wann nennt man eine Folge a,, reeller Zahlen konvergent gegen a € R?

oder: Wann nennt man eine Folge x,, reeller Zahlen konvergent gegen z?

oder: Sei (a,)nen eine Folge reeller Zahlen und a € R. Was versteht man darunter, dass a,

gegen a konvergiert (Definition)?

.......................................................... (Anwendung der e-N-Definition)

Beweisen Sie mittels Definition, dass a,, := 5 gegen Null konvergiert.

n2 —

Beweisen Sie, dass die durch a,, :=

1 gegebene Folge gegen Null konvergiert, indem Sie
n

zu e > 0 ein N(g) € N angeben, mit dem Vn > N(e): |a,| < € gilt.
Bestimmen Sie fiir die gegen Null konvergente Folge a,, :=

dem |a,| < ¢ fiir alle n > N(e) gilt.

ﬁ zu € > 0 ein N(€), mit
n R
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AT719

A 7.1.10
AT7.1.11

AT7.1.12

A 7.1.13
AT7.1.14

A 7.1.15
A 7.1.16

AT1.17

A 7.1.18

A 7.1.19

A T7.1.20

AT7.1.21

A 7.1.22
A 7.1.23

AT7.1.24

Bestimmen Sie fiir die gegen Null konvergente Folge a,, := zu e > 0 ein N(g), mit

dem |a,| < ¢ fiir alle n > N(e) gilt.

n
3n? — 42

....................................................... (Weitere Eigenschaften von Folgen)
Zeigen Sie, dass der Grenzwert einer Folge eindeutig ist.

Unter welchen Voraussetzungen gilt lim (a,, — b,) = (lim a,) — (lim b,) 7
n—oo n—oo n—oo

Zeigen Sie fiir konvergente Folgen (a,,)neny und (by,)nen die Rechenregeln
lim (a, £b,) = (hm an> + (hm bn) und  lim (a, - b,) = (lim an) . (hm bn) )
n—oo n—o0

n—oo n—oo n—00 n—oo

Wie ist der Begriff einer Nullfolge definiert ?

Wie ist der Ausdruck lim a,, = 0 bzw. a, "% 0 mathematisch prézise definiert ?
n—oo

Wann heifit eine reelle Zahlenfolge (a,),eny bestimmt divergent gegen +o00 7

Wie ist der Begriff einer Cauchy-Folge in den reellen Zahlen definiert?
oder: Wie ist der Begriff der Cauchy-Folge definiert ?

oder: Wann nennt man eine Folge (a,)nen reeller Zahlen eine Cauchy-Folge?

Zeigen Sie, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist.

Zeigen Sie: (‘v’k € N: |ap — apy1| <27% = (ap)ren ist eine Cauchy-Folge )
Alternative Formulierung unter Verwendung des Vollstindigkeitsaxioms:

Sei (ag)ren eine reelle Zahlenfolge mit der Eigenschaft, dass fiir alle natiirlichen Zahlen k die
Ungleichung
|CLk — ak+1‘ < 2_k

gilt. Zeigen Sie die Konvergenz der Folge (a)ken- Tipp: Vollstandigkeitsaxiom
Wie lautet das Vollstandigkeitsaxiom in R?
oder: Wie lautet das Vollstandigkeitsaxiom ? / Was besagt das Vollsténdigkeitsaxiom?

oder: Gibt es eine Cauchy-Folge reeller Zahlen, die nicht konvergiert?

Was ist ein Haufungspunkt einer Folge a,, reeller Zahlen?
oder: Wann nennt man eine Zahl a € R Haufungspunkt einer Folge a,, 7

oder: Wann nennen wir eine reelle Zahl a Haufungspunkt einer Folge (ay,)nen 7

Wann heifit eine Folge reeller Zahlen monoton wachsend 7

oder: Wann heifit eine Folge monoton wachsend ?
Wann heifit eine Folge (a,,)nen reeller Zahlen monoton fallend ?

Formulieren Sie den Satz von Bolzano-Weierstraf3.

oder: Wie lautet der Satz von Bolzano-Weierstrafl 7

Wann heifit eine nichtleere Menge A C R abzéhlbar ?
oder: Wann heifit eine nichtleere Menge A abzahlbar ?
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A 7.1.25

A 7.1.26

A T7.1.27

A 7.1.28
A T7.1.29

A 7.1.30

A 7131
A T7.1.32
A T7.1.33
A 7.1.34
A T7.1.35
A 7.1.36

Geben Sie zu einer Reihe Z a, die Folge der Partialsummen an.
n=1
oder:

Wie ist der Begriff der Reihe mathematisch prézise definiert?

oder:

Wie ist die zu einer Folge a,, reeller Zahlen gehorige Reihe, die man {iblicherweise durch

Z a,, symbolisiert, mathematisch prézise definiert ?
n=1

oder:
o0

Wie ist die zu einer Folge a, reeller Zahlen gehorige Reihe Zan mathematisch prézise

n=1
definiert?
oo
Wann heifit die Reihe Z a, konvergent?
n=1
oder:

oo
Wann nennt man eine Reihe E ay konvergent 7

k=1
..................................................................... (Konvergenzkriterien)

Beweisen Sie mittels Cauchyschem Konvergenzkriterium fiir Reihen, dass aus der absoluten
Konvergenz einer Reihe die Konvergenz einer Reihe folgt.

Geben Sie ein weiteres hinreichendes Konvergenzkriterium fiir Reihen an.
Geben Sie ein hinreichendes Konvergenzkriterium fiir Reihen an.

Formulieren Sie das LEIBNI1Zsche Konvergenzkriterium fiir alternierende Reihen.

Beweisen Sie dieses.

Formulieren Sie das Majorantenkriterium fiir Reihen.
oder:

Was besagt das Majorantenkriterium 7

Beweisen Sie das Majorantenkriterium.

Formulieren Sie das Quotientenkriterium fiir Reihen und beweisen Sie es.

Zeigen Sie, dass das Quotientenkriterium nicht notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe ist.
Formulieren Sie das Wurzelkriterium und beweisen Sie dieses.

Zeigen Sie, dass das Wurzelkriterium nicht notwendig fiir die Konvergenz einer Reihe ist.

Formulieren Sie ein notwendiges (jedoch nicht hinreichendes) Kriterium fiir die Konvergenz
oo

der Reihe ) ay.
k=1

Geben Sie eine Reihe an, die dieses notwendige Kriterium erfiillt und trotzdem nicht konver-
giert.
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7.2 Theoriefragen zu Kapitel 3

AT721
AT7.22
AT723

AT724

A 725
AT726
A 727

A 7238

AT729
A 7.2.10

A 7211

AT7.212
A 7.2.13

A 7214
A T7.215
A T7.2.16

............................................................................... (Stetigkeit)
Wann nennt man eine Funktion f: R — R stetig im Punkt a € R 7
Wann nennen wir eine Funktion f: D — R stetig ?

Geben Sie das Folgenkriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion f: D — R in einem Punkt
ac€DCRan.

Geben Sie das e-0-Kriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion f: [a,b] — R in x¢ € [a, b] an.

oder:
Geben Sie die e-0-Definition fiir eine im Punkt a € R stetige Funktion f: R — R an.

oder:
Geben Sie die e-9-Definition fiir die Stetigkeit einer Funktion f: D — R in einem Punkt
a€ D CR an.

oder:
Geben Sie das e-9-Kriterium fiir die Stetigkeit einer Funktion f: R — R in a € R an.

Zeigen Sie anhand des e-6-Kriteriums die Stetigkeit der Funktion f(z) = 22 + x in a > 0.
Zeigen Sie, dass aus der Stetigkeit einer Funktion f: R — Q schon ihre Konstanz folgt.

Zeigen Sie, dass aus der Lipschitz-Stetigkeit schon die Stetigkeit einer Funktion folgt.
oder:
Zeigen Sie, dass jede Lipschitz-stetige Funktion stetig ist.

Eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I heifit Holder-stetig mit Exponent o > 0,
falls es ein L < oo mit |f(z) — f(y)| < Ljx — y|* fur alle z,y € I gibt.

Beweisen Sie, dass jede Holder-stetige Funktion f auf einem Intervall I mit Exponent o > 0
gleichméBig stetig auf [ ist.

Formulieren Sie den Satz vom Maximum und Minimum.

Sei f: I — R eine Funktion auf einem Intervall I C R. Welche Voraussetzungen an f und [
garantieren, dass f auf I ein Maximum und ein Minimum annimmt ?

Begriinden Sie, dass eine stetige Funktion f: R — R mit lilil f(z) = 0 ein Maximum oder
T—rL 00

ein Minimum besitzt.
Formulieren Sie den Zwischenwertsatz.

Beweisen Sie den Zwischenwertsatz fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R unter Verwendung
des Nullstellensatzes.

Welche Eigenschaft hat nach dem Zwischenwertsatz eine stetige Funktion auf R 7
Wie ist a® fiir reelle Zahlen a > 0, b € R, definiert?

Formulieren Sie den Satz iiber die Existenz einer stetigen Umkehrfunktion.
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A 7217
A 7.2.18

A 7.2.19

A 7.2.20

A 7221

A T7.2.22

A 7.2.23

A 7.2.24
A 7.2.25

A 7.2.26

A 7.2.27
A 7.2.28
A 7.2.29

....................................................................... (Komplexe Zahlen)
Geben Sie ein Folgenkriterium dafiir an, dass eine Funktion f: C — C in a € C unstetig ist.

Wie sind Realteil Re(z) und Imaginérteil Im(z) einer komplexen Zahl z € C definiert?

1
Bestimmen Sie den Real- und Imaginérteil von — fiir 2 =z + iy, z,y € R.
z

Wie lautet die Eulersche Formel ?
oder:
Wie lautet die Eulersche Formel bzw. wie sind Sinus und Cosinus definiert ?

Zeigen Sie mittels Eulerscher Formel fiir jedes x € R die Gleichung
. x . x
(1 + cos(x)) sin <§> = sin(z) cos <§> . (7.1)

Wieso gilt cos(kz) + isin(kz) = (cos(z) + isin(z))* fiir alle k € Z und z € R?
Berechnen Sie das multiplikative Inverse von z := a +ib # 0 in C.
Erweiterung:

Geben Sie das konjugiert Komplexe und das multiplikative Inverse von z := a +ib # 0 in C
an.

Wie ist das Produkt zy - 29 zweier komplexer Zahlen z;, zo € C definiert?
Wie ist der Betrag |z| einer komplexen Zahl z = a + ib, a,b € R, definiert?
Sei p(z) = Z arz* ein Polynom mit reellen Koeffizienten aj, € R.

k=0
Beweisen Sie: Ist z € C eine Nullstelle von p, dann ist auch z eine Nullstelle von p.

Wie ist der Begriff der Cauchy-Folge in C definiert?
Wie ist die komplexe Exponentialfunktion exp: C — C definiert?

Geben Sie zu beliebigem n € N die n-ten Einheitswurzeln an, d.h. alle Losungen z € C der
Gleichung 2" = 1.
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7.3 Theoriefragen zu Kapitel 4

A 731

A 732

A 733
A 734
A 735

A 7.3.6

A 737
A 738

A 739

A 7.3.10

A 7.3.11

Wann heifit eine Funktion f: R — R differenzierbar in a € R 7

oder:

Wann heifit eine Funktion f: R — R im Punkt a € R differenzierbar? oder:
Wann heifit eine Funktion f: ]a,b[— R differenzierbar in x €]a,b[ 7

Wie ist die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f: R — R im Punkt z € R definiert?
oder:

Wie ist die Ableitung einer differenzierbaren Funktion f: R — R in einem Punkt zy, € R
definiert 7

Wann nennt man eine Funktion f: R — R stetig differenzierbar 7

Zeigen Sie, dass eine in a differenzierbare Funktion f: R — R auch stetig in a sein muss.
Gibt es eine differenzierbare Funktion f: R — R, welche nicht stetig ist?

Gibt es eine stetige Funktion f: R — R, welche nicht differenzierbar ist?
.................................................................... (Differentiationsregeln)
Formulieren Sie die Produktregel sowie die Quotientenregel.

Beweisen Sie die Produktregel fiir die Ableitung mit Hilfe der Definition.

Wie lautet die Kettenregel?
oder
Formulieren Sie die Kettenregel fiir differenzierbare Funktionen f: V' — W und ¢g: U — V.

Wie lautet die Regel zur Differentiation von Umkehrfunktionen ?
oder
Wie lautet der Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion?

Leiten Sie die Regel zur Differentiation der Umkehrfunktion aus der Kettenregel her.
Erweiterung/mehrfache Anwendung:

Seien f,g: R — R dreimal differenzierbar mit fog = Idg = go f Geben Sie die Ableitungen
d(y), ¢"(y) und ¢"”"(y) in Abhéngigkeit von f’'(z), f”(z) und f"(z) an

Lsg: Mit der Regel zur Differentiation der Umkehrfunktion und der Kettenregel folgen

W = woon = 7

TVZ Py P

gL ) )

T = e TYW)IW = SR T T e

mey o f"(y) "gly)

J"(y) = W) Jd(y) + 3(f,( W) f(9() -4 (y) (7.2)
B GLC707) NV U6 SN V) R i)
Faw)' Py ~ “F@r  F@)
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A 7.3.12

A 7.3.13

A 7.3.14
A 7.3.15

A 7.3.16

A 7.3.17
A 7.3.18

A T7.3.19

.......................................... (lokale Extrema, Mittelwertsatz und Konvexitét)

Nennen Sie ein hinreichendes Kriterium dafiir, dass die Funktion f: R — R in x ein lokales
Extremum besitzt.

oder:

Geben Sie ein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen eines lokalen Extremum von f in a
an.

oder:

Geben Sie eine hinreichende Bedingung dafiir an, dass f im Punkt a ein lokales Extremum
annimmt!

Begriinden Sie, warum fiir eine differenzierbare Funktion f: Ja,b[— R an einer lokalen
Maximalstelle x € |a, b[ die Ableitung verschwindet.

Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung.

Unter welcher Bedingung ist eine stetig differenzierbare Funktion f: R — R monoton wach-
send?

Verschirfung/Verallgemeinerung:

Geben Sie ein hinreichendes Kriterium fiir die strenge Monotonie einer stetig differenzierba-
ren Funktion f: R — R an.

Geben Sie die Definition der Konvexitét einer Funktion f: ]a,b] — R an.

oder:

Wann nennt man eine Funktion f: R — R konvex 7

Unter welcher Bedingung ist eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f: R — R konvex?

Was ist ein hinreichendes Kriterium fiir die Konkavitat einer zweimal differenzierbaren Funk-
tion?

Wann nennt man eine Funktion f: R — R konkav ?
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7.4 Theoriefragen zu Kapitel 5

AT741

A 742

A 743

AT7.44

A 745

A 746

A 747

A 748

AT749

A 7.4.10

A 7411

A T7.4.12

Wie ist das Unterintegral definiert 7

oder:

Wie ist das Unterintegral einer beschrankten Funktion f: [0,1] — R definiert ?
oder:

Wie ist das Unterintegral einer beschriankten Funktion f: [a,b] — R definiert?

Wann heifit eine Funktion Riemann-integrierbar?

oder:

Wann nennt man eine Funktion f: [0, 1] — R Riemann-integrierbar?

oder:

Wann nennt man eine Funktion f: [a,b] — R (eigentlich Riemann-)integrierbar ?

Sind stetige Funktionen auf kompakten Intervallen (eigentlich Riemann-)integrierbar?
....................................................................... (Stammfunktionen)
Wie ist der Begriff einer Stammfunktion definiert 7

oder:

Wann bezeichnet man eine Funktion F': Ja,b[ — R als Stammfunktion zu f: |a,b[ - R 7
oder:

Wann nennt man eine Funktion F' Stammfunktion zu f: I — R auf dem Intervall I ?
Nennen Sie ein hinreichendes Kriterium fiir die Existenz einer Stammfunktion.

Besitzt jede Riemann-integrierbare Funktion eine Stammfunktion ?

Welche Eigenschaft besitzt die Differenz zweier Stammfunktionen zu einer Funktion f: R —
R?

............................................................................... (Hauptsatz)

Formulieren Sie den Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung (2 Teile).

Wie kann man mit Hilfe einer Stammfunktion F' zu einer stetigen Funktion f: [a,b] — R
b

das Riemann-Integral / f(z) dx berechnen?

....................................................................... (Integrationsregeln)

Formulieren Sie die Substitutionsregel fiir die Integration.
oder:

Formulieren Sie die Substitutionsregel.
Was hat die Kettenregel mit der Substitutionsregel zu tun ?
Formulieren Sie die Regel zur partiellen Integration.
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A 7413

AT7.4.14

A T7.4.15

A 7.4.16

A 7417

A 7.4.18

Was hat die Produktregel mit partieller Integration zu tun ?

oder:

Leiten Sie die Regel zur partiellen Integration aus der Produktregel her.
oder:

Seien f,g: |a,b] — R stetig differenzierbare Funktionen. Zeigen Sie:

F)g) — fla)gla) = / f(@)g(x) dr + / f(2)g/(x) du (7.3)

Erweiterung auf einen Spezialfall:
Sei ¢: [a,b] — R streng monoton wachsend und stetig differenzierbar. Zeigen Sie:
T e(z)
zo(x) —ap(a) = / (t) dt + / e () dt . (7.4)
a v(a)
Tipp: Wihle f(z) = x in der vorigen Aufgabe und verwende die Substitutionsregel.

................................................................... (Partialbruchzerlegung)

1

Gegeben seien reelle Zahlen 0 # a # b sowie die rationale Funktion @ — 0@ D)+ a)

Welcher Ansatz zur Partialbruchzerlegung fiihrt hier zum Ziel?

.................................................................. (Uneigentliche Integrale)

b
Wie ist das uneigentliche Integral / f(z) dx einer stetigen Funktion f: ]a,b] — R definiert,

a

fiir die li{‘n f(x) = +oo gilt ?

Wie ist das uneigentliche Riemann-Integral / f(z) dx einer stetigen Funktion f: [0, c0[— R
0

definiert?

Wie ist das uneigentliche Riemann-Integral / f(z) dx einer stetigen Funktion f: [1,00[—
1
R definiert?

Wann nennt man eine stetige Funktion f: ]0,1] — R uneigentlich Riemann-integrierbar?
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7.5 Theoriefragen zu Kapitel 6

AT751

AT752

AT753

A 754

A 755

AT756
A 757

A 758
A75.9

Wann nennt man eine Folge von iiber [0, 27| Riemann-integrierbaren 27-periodischen Funk-
tionen fr: R — R im quadratischen Mittel gegen f: R — R konvergent?

Wann heifit eine Folge von Funktionen f,,: [a,b] — R gleichméfig konvergent ?

oder:

Wann heifit eine Folge von Funktionen f,: I — R auf einem Intervall I gleichméfig konver-
gent?

oder:

Wann heifit eine Folge von Funktionen f,,: D — R auf D C R gleichméfig konvergent gegen
f:D—R?

oder: Wann nennt man eine Folge von Funktionen f,: D — R gleichméfig konvergent auf
D CR (oder DCC)?

oder:

Wann sagt man, die Funktionenfolge f,,: R — R konvergiert gleichméfig gegen f: R — R ?
oder:

Wann nennt man eine Folge von Funktionen f: [0, 27] — R gleichméflig konvergent?

Welche Eigenschaft hat die Grenzfunktion einer gleichméfig konvergenten Folge stetiger
Funktionen auf einem Intervall 7

Wann heifit eine Reihe Z fr von Funktionen fi: I — R auf einem Intervall I gleichméafig
k=1
konvergent gegen f: I — R?

oo
In welchen Punkten x € R konvergiert die Potenzreihe Z an(x —xo)" 7
n=0

Wie kann man den Konvergenzradius einer Potenzreihe in C berechnen?

Sei g € R und a, eine Folge reeller Zahlen. Wie kann man den Konvergenzradius R einer
Potenzreihe f(z) := > a,(x — z0)" bestimmen ?

n=0
In welchen Punkten z € R ist die Funktion f stetig ?

Wie sieht das Taylorpolynom ersten Grades von f zum Entwicklungspunkt a € R aus?

Wie lautet die Taylorreihe einer beliebig oft differenzierbaren Funktion f: ]Ja,b[— R um den
Entwicklungspunkt xy €]a,b[ 7
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Kapitel 8

Klausuraufgaben — Anwendung

8.1 Aufgaben zur Konvergenz von Folgen und Reihen

A 811

A 8.1.2

A 8.1.3

A 814

A 8.15

A 8.1.6

......................................................... (Kérper- und Anordnungsaxiome)

Bestimmen Sie alle z € R mit
) 9 . 10 4 9
(i) z < a*, (i) ——3<—-+1, (iii) 3z +6x —8 > 1.
T T

Lésen Sie iiber dem Korper der reellen Zahlen die folgenden Ungleichungen und skizzieren
Sie die Lage der jeweiligen Losungsmenge auf der xz-Achse:

1 7 5
(i)§+§x§x—6 (ii)E(x—za)g(x—?)) (i) |2* — 4| — |z + 2|(z* + 2 — 6) > 0
.................................................................. (Vollstandige Induktion)
Zeigen Sie mittels vollstdndiger Induktion fiir alle n € N die Giiltigkeit der Summenformel

kz:k(k+1) _ n(n+1§(n—|—2) '

Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion fiir alle n € N die Giiltigkeit der Summenformel

n 4 2 3 2 D)
k=1

4

Beweisen Sie mittels vollstiandiger Induktion die Aussage

. 1 n+1
: > || —— ] =
Vn € N (n_2 — 11 (1 kz2) o >

Zeigen Sie per Induktion fiir alle n € Ny und € R\ {1} die Gleichung
n 1— x(2n+1)
25y —
H(l +2) T
k=0

n

Fiir welche x € R konvergiert die Folge a,, := H(l + 2y 2
k=0
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A 8.1.7

A 8.18

A 8.1.9
A 8.1.10

A 8.1.11

A 8.1.12

A 8.1.13

A 8.1.14

A 8.1.15

A 8.1.16

.................................................................. (Grenzwertbestimmung)

3n? + [24sin(n) + 7|n + 30sin(n) + 2

Bestimmen Sie den Grenzwert von a,, :=
' ' awer v An? + 13n + 10

1
4An+2
2n2 )
n+1

n
Konvergiert die Folge und wenn ja, gegen welchen Wert ?

Konvergiert die Folge a,, :== vn? +n+ 1 —n 7 Falls ja, gegen welchen Wert?

Sei a > 0 beliebig.
Bestimmen Sie die (gegebenenfalls uneigentlichen) Grenzwerte der durch a,, := v/n + a—+/n,
bp == \/n+ /n—y/nund ¢, := /n + 2—/n definierten Folgen (ay )nen, (bn)nen und (¢,)nen.

Zeigen Sie, dass dennoch fiir alle n < a? die Ungleichungskette a, > b, > ¢, erfiillt ist.

Bestimmen Sie die (gegebenenfalls uneigentlichen) Grenzwerte a, b, ¢ der durch
ap := /0 41000 — /0, b, := \/n+y/n—+/nund ¢, := \/n + 55 — /0 definierten Folgen.

Zeigen Sie, dass fiir alle n < 1000000 die Ungleichung a, > b, > ¢, gilt, obwohl fiir die
Grenzwerte a < b < ¢ gilt.

n—o0

1 1
Untersuchen Sie die Existenz des Grenzwertes lim n (\/ 1+ -+ \/ 1+ — = 2) )
n n

Berechnen Sie den Grenzwert der unten angegebenen Zahlenfolgen!

2n3 25
() Lo (ii) V2 =3 — Vi 1 3 (iii) V4" 1 57
(n+1)3
Seien 0 < a < b < oo beliebige reelle Zahlen. Berechnen Sie lim Va™ + b".
n— oo
n n?
Bestimmen Sie den Grenzwert der durch  a,, := 3 " I3 gegebenen Folge (ay,)nen-
n
2 2 2 _ 3

Konvergiert die Folge x,, := mre_n ? Wenn ja, gegen welchen Wert ?

n-+1 n+4
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.......................................... (Anwendung des Satzes von Bolzano-Weierstraf})

2

A 8.1.17 Beweisen Sie, dass durch ag := 1 und a,41 = - + In cine Cauchy-Folge rationaler Zahlen

A 8.1.18

A 8.1.19

A 8.1.20

A 8.1.21

A 8.1.22

definiert wird, die gegen eine irrationale Zahl konvergiert.

2a,

Die Zahlenfolge (a,)nen sei rekursiv durch a; = 2 und a, 41 = fiir n € N definiert.

an,
a) Weisen Sie nach, dass fiir alle n € N die Ungleichung 1 < a,, < 2 gilt.

(a)
(b)
)
)

Zeigen Sie, dass die Folge monoton ist.

(c

(d) Gegen welchen Wert konvergiert die Folge ? (Begriindung)

Begriinden Sie nun, warum die Folge konvergieren muss.

Die Zahlenfolge (a,)nen sei rekursiv durch a, 11 := a,(2 — a,,) fiir n € N zu einem beliebigen,
jedoch festen Startwert 0 < a; < 2 definiert.

(
(

a) Weisen Sie nach, dass fiir alle n € N mit n > 2 die Ungleichung 0 < a,, <1 gilt.

)

b) Zeigen Sie, dass die Folge fiir n > 2 monoton ist.

(c) Begriinden Sie nun, warum die Folge konvergieren muss.
)

(d) Gegen welchen Wert konvergiert die Folge 7 (Begriindung)
Kurzfassung:

Beweisen Sie, dass die durch a,.; := a,(2 — a,) fiir jeden Startwert 0 < ag < 2 rekursiv
definierte Folge konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Spezialfall mit konkretem Startwert:

1
Konvergiert die durch by := 3 und by, 41 := b,(2 — by,) rekursiv definierte Folge (by,)nen, ?

Falls ja, gegen welchen Wert?
Erweiterung/Verallgemeinerung:

Sei a > 0. Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert 0 < xg < % die durch
Tpa1 = T,(2 — axy,)
rekursiv definierte Folge z,, gegen é konvergiert.

Zeigen Sie, dass die zu einem beliebigen Startwert x; > 0 durch z,,., = z, - (cos(z,))? fiir
alle n € N rekursiv definierte Folge (x,,)nen konvergiert, indem Sie nachweisen, dass die Folge
(n)nen beschrankt und monoton ist.

x
Zeigen Sie weiterhin, dass der Grenzwert der Folge (—n> eine ganze Zahl sein muss.
T / neN

Beweisen Sie, dass jede monoton fallende und nach unten beschrinkte Folge reeller Zahlen
eine Cauchy-Folge ist.

1
Zeigen Sie, dass die rekursiv durch ag := 2 und a,,1; := 2— — definierte Folge a,, konvergiert.
Qn
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A 8.1.23

A 8.1.24

A 8.1.25

A 8.1.26

1
Bezeichne a,, die durch ag := 1, a,11 := 1 + —, rekursiv definierte Kettenbruchfolge und
Qn,

g:= %5 den goldenen Schnitt, der die positive Losung von g2 — g — 1 = 0 ist. Beweisen Sie

1
per Induktion fiir jedes n € Ny die Ungleichung |a, — g| < —. Konvergiert a,, gegen g?
g'I’L

Die durch g = 1 + ¢ eindeutig bestimmte positive reelle Zahl g heiit goldener Schnitt.

Zeigen Sie, dass die Folge (a,)nen der Wurzeln \/1 + \/1 + vV 14+ +V1+..., welche préaziser
durch die Rekursionsvorschrift a, := 1, a,,+1 := v/1 + a,, definiert ist, gegen g konvergiert.
Tipp: Zeigen Sie zunéichst per Induktion |a, —g| < gin fiir alle n» € N und danach lim a, = g.

n—oo

Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert 0 < ag < 2 die durch

Apt1 = Vay, +2

rekursiv definierte Folge (a,,) konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

Untersuchen Sie die rekursiv durch ay := 6, a,,1 = \/a, + 2, definierte Folge auf Konvergenz
und bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
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A 8.1.27

A 8.1.28

A 8.1.29

A 8.1.30

A 8.1.31

A 8.1.32

A 8.1.33

A 8.1.34

A 8.1.35

........................................................................ (b-adische Briiche)

Beweisen Sie, dass fiir jede Folge von Ziffern x, € {0, 1,2} die Reihe Z:pn?)_" gegen eine
n=1

reelle Zahl = € [0, 1] konvergiert.

Bestimmen sie den Grenzwert x der Reihe, die zur Ziffernfolge xs, 1 := 2 und w9, := 0
gehort.

Begriinden Sie, warum die Reihe Z ar107" fiir jede Wahl von a;, € {0,1,...,9} gegen eine
k=1
Zahl a € [0, 1] konvergiert.

......................................................... (Haufungspunkte/Abzéhlbarkeit)

Gibt es eine reelle Zahlenfolge (ay,)nen, so dass jede rationale Zahl ¢ aus dem Intervall [0, 1]
ein Haufungspunkt der Folge (a,)nen ist ?

Gibt es eine reelle Zahlenfolge (a,)nen, so dass jede Zahl x aus dem Intervall [0, 1] Haufungs-
punkt der Folge (a,)nen ist 7
,Konstruktive Formulierung*:

Zeigen Sie: Ist a, eine Abzdhlung von Q N [0,1], dann ist jede reelle Zahl = € [0, 1] ein

Héaufungspunkt der Folge a,,.
Bestimmen Sie alle Hiufungspunkte der Folge a,, := cos(nm) + % und geben Sie Teilfolgen

an, die gegen diese Haufungspunkte konvergieren.

Beweisen Sie limsup(a,, +b,) < (lim sup an) + (lim sup bn) und geben Sie Beispielfolgen
n— o0 n—oo n—oo
an, fiir die eine echte Ungleichung vorliegt.

.......................................................................... (Standardreihen)

— 1
Ist die Reihe Z oF konvergent? Falls ja, gegen welchen Wert 7
k=0

(3 (=1
Konvergiert die Reihe Z <2—n + %) ? Falls ja, wogegen 7

n=1

o _1 n
Untersuchen Sie die Reihe E (=" (2 + ( 5 ) ) auf Konvergenz.
n! "
n=1

Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
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.......................................................................... (Teleskopreihen)

1 1
Rt Tipp: Partialbruchzerlegung.
n —

A 8.1.36 Zeigen Sie die Giiltigkeit von Z
n=1

1
k+1)(k+2)

A 8.1.37 Ermitteln Sie den Grenzwert der Reihe Z i
k=1

1
Kk + 1)(k +2)

Sie, welche Terme sich in der entstehenden Teleskopsumme aufheben.

Tipp: Bestimmen Sie die Partialbruchzerlegung von k — und iiberpriifen
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A 8.1.38

A 8.1.39

A 8.1.40

A 8.1.41

A 8.1.42

A 8.1.43

A 8.1.44

A 8.1.45

A 8.1.46

A 8.1.47

.......................................................................... (Weitere Reihen)

=~ 2 — k
Untersuchen Sie die Reihen Z 3 i 1 und Z T auf Konvergenz.
n=2 k=1
Konvergiert die Reihe i cos(km) r ?
p k241

Zeigen Sie fiir alle z € R mit |z| < 1 die Konvergenz der Reihe Z Vi,
k=0

Konvergieren die Reihen sin(k) und ;% ?

Lk
k=1
Zeigen Sie:
Gilt @, == ¢ und konvergiert Z b, absolut, dann konvergiert auch Z anb,, absolut.

n=1 n=1

= /1 /1 (=1
Untersuchen Sie die Reihen Z K/; und Z (ﬁ + (T)> auf Konvergenz.
n=1 k=1

Untersuchen Sie die Reihe Z e ¥ auf Konvergenz.
k=1

“n+1
Konvergiert E ?
2
—n*+ 1

Fiir welche a > 0 konvergiert bzw. divergiert die Reihe Z a2
k=2
Tipp: Zeigen Sie zunichst a™*) = (@),

Zeigen Sie, dass die Reihe
Z (6 - Sln(n)) o
n=1 8

fiir alle € R mit |z| < £ absolut konvergiert. Beweisen Sie weiterhin die Abschétzung

i <6 + S;n(n))"xn

n=1

<7 firalle z€R mit |z|<1.
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8.2 Aufgaben zur Stetigkeit/Sitze ii. stetige Funktionen

A 821

A 822

A 823

A 824

A 825

A 8.2.6

A 827

A 8.2.8

A 829

A 8.2.10

A 8211

....................................................... (Stetigkeit/ stetige Fortsetzbarkeit)

Beweisen Sie mittels der e-§-Definition, dass die Wurzelfunktion f(z) := y/x im Punkt a :=1
stetig ist.

Gegeben seien Funktionen u,v,w: R — R, so dass fiir alle x € R die Ungleichungskette
u(zr) < v(x) < w(z) erfiillt sei. Desweiteren seien die Funktionen v und w stetig in einem
Punkt 2y € R mit u(zg) = w(zg). Zeigen Sie, dass dann auch v in x, stetig ist.

Zu welchen Parametern a,b € R existiert eine stetige Funktion f: R — R mit

.I'Q

fe)={ T2

ar+b fir —1l<ax<2?

firx < —1oderz > 2,

Bestimmen Sie die Konstanten a,b € R, bei denen die Funktion

ar + bx? falls z > 1 oder z < —2
f(z) =
|| falls -2 <z <1

stetig wird.

(r—c)? beiz<l
bei z > 1

Fiir welche Konstanten ¢ € R ldsst sich die durch f(z) := definierte
Funktion f: R\ {1} — R stetig in den Punkt = 1 fortsetzen?

(r—c)' beiz<1
bei x > 1

Fiir welche Konstanten ¢ € R ldsst sich die durch f(z) = definierte

Funktion f auf R\ {1} stetig in den Punkt x = 1 fortsetzen?

l—azr firz<l,

Fiir welche a € R ist die Funktion f: R - R, =z +— { stetig 7

a—a? firxz>1,

vax+b fir x>0,

Fiir welche Konstanten a, b > 0 ist die Funktion f: R\{0} - R, x 1

a— bx

fiir z < 0,
gegeben ist, stetig in den Punkt 0 fortsetzbar?

...................................................................... (Vorgriff: L’Hospital)

Kann man die Funktion f: ]0,00] — R, f(z) := zIn(x), stetig nach x = 0 fortsetzen?

t
Ist die Funktion f(z) := arctan(z) stetig in den Punkt a := 0 fortsetzbar ?
x

Berechnen Sie lim f(z).

T—r00

........................................... (Beschrénktheit vs. Existenz globaler Extrema)

Hat zu gegebenen ¢, d € R die Funktion f: [a,b] — R, f(z) := cz + d ein Minimum ? Wenn
ja, wie lautet es 7
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A 8.2.12

A 8.2.13

A 8.2.14

A 8.2.15

A 8.2.16

A 8.2.17

A 8.2.18

A 8.2.19

A 8.2.20

A 8.2.21

A 8.2.22

Lésst sich die durch g(z) := /|z|sin < ) fiir « # 0 definierte Funktion stetig in den Punkt
T

x = 0 fortsetzen?

oder:

Warum lésst sich die durch g(z) := y/|z|sin(2) fiir z # 0 definierte Funktion stetig in den
Punkt x = 0 fortsetzen 7

Hat die stetige Fortsetzung von ¢ auf dem Intervall }—%, %[ ein Maximum/Minimum ?

Ist die durch 2
:C‘ —_
flw):= 2 +1

definierte Funktion f: R — R beschrinkt? Besitzt f ein Maximum?

(8.1)

Begriinden Sie, dass eine stetige Funktion f: R — R mit hI:El f(z) = 0 ein Maximum oder
T—>L 00

ein Minimum besitzt.

Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(z) := e ™ zwar lim f(z) = 0 erfiillt und ein

r—100
Maximum besitzt, aber kein Minimum hat.

........................................................................ (Zwischenwertsatz)

Formulieren Sie den Zwischenwertsatz und zeigen Sie anschlieflend, dass eine stetige Funktion
f: [a,b] — R mit der Eigenschaft, dass a < f(a) < bund a < f(b) < b gilt, einen Fixpunkt
€ € ]a, b] besitzt.

Formulieren Sie den Zwischenwertsatz fiir stetige Funktionen und beweisen Sie, dass die
Funktion g(x) := 2® + x + 1 eine reelle Nullstelle besitzt.

Beweisen Sie, dass die Funktion f(z) := 2® — 3z 4 1 genau drei reelle Nullstellen besitzt.

2?41 2541
_|_

Zeigen Sie: Fiir a,b € R mit a < b besitzt f(x) = eine Nullstelle in ]a, b].

r—a x—0b
Sei f: Ja,b] — R stetig. Zeigen Sie:
Zu vorgegebenen Punkten 1, xo, ..., z, € |a,b[ existiert ein £ € |a, b] mit nf(& Z f(zx).
Hinweis: Fiir eine Teilmenge E eines angeordneten Korpers mit Elementen ey, ... e, gilt
1
1 < — < .
min F < n;ek < max F

................................................... (Satz von der stetigen Umkehrfunktion)

Sei y > 0 gegeben. Losen Sie die Gleichung 2% = y mittels der Exponentialfunktion und des
natiirlichen Logarithmus nach = auf.

Ist die Funktion f: R —]0, 00|, f(z) := 2%, stetig?
Ist auch die Umkehrfunktion von f stetig?

Beweisen Sie, dass die Umkehrfunktion jeder stetigen bijektiven Funktion f: R — I auf dem
Intervall I := f(R) stetig ist.
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8.3 Aufgaben zum Rechnen in C/Eulersche Formel

A 8.3.1 Zeigen Sie, dass |z1 - 22| = |21] - |22] fiir beliebige z1, zo € C gilt.

3+id4\"
5

A 8.3.3 Zeigen Sie mittels Eulerscher Formel fiir jedes € R die Gleichung ([7.1)).

A 8.3.2 Berechnen Sie fiir alle n € N.

A 8.3.4 Beweisen Sie mit Hilfe von 1122 = e*1e*2 (24, 2, € C) die Formel cos(21) = cos?(x) —sin®(x)
fir z € R.

A 8.3.5 Zeigen Sie, dass |exp(it)| = 1 fiir jedes t € R gilt.

z

A 8.3.6 Skizzieren Sie die Teilmenge {z eC ‘ Re(z) = Re (1> } von C.

A 8.3.7 Bestimmen Sie séamtliche Losungen z € C von

(a) z =23

(b) |z| —z=142i

............................................. (Nullstellenprobleme/Losen von Gleichungen)

A 8.3.8 Sei p(z) = Z aiz* ein Polynom mit reellen Koeffizienten a; € R.
k=0
Beweisen Sie: Ist z € C eine Nullstelle von p, dann ist auch z eine Nullstelle von p.

A 8.3.9 Geben Sie zu beliebigem n € N die n-ten Einheitswurzeln an, d.h. alle Losungen z € C der
Gleichung 2" = 1.

A 8.3.10 Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2% =1+ .

A 8.3.11 Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2? = i.
A 8.3.12 Losen Sie die Gleichung 23 = é in C.

A 8.3.13 Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2% = —1 + 1.

oder:
Losen Sie die Gleichung z* = —1 +1iin C.

A 8.3.14 Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung z* = 16i.
A 8.3.15 Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung z* = iz in C.
A 8.3.16 Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2* = z .

A 8.3.17 Ermitteln Sie alle Losungen z € C der Gleichung z* = —1 und skizzieren Sie diese in der
Ebene.

A 8.3.18 Losen Sie die Gleichung 2° =i in C.
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A 8.3.19

A 8.3.20

A 8.3.21

A 8.3.22

A 8.3.23

........................................... (komplexwertige Folgen und (Teleskop-)Reihen)

n—oo

4i\"
Bestimmen Sie den Grenzwert lim (32 1) .

Geben Sie die Haufungspunkte der Folge i" {/n in C an.

o0

Sei —z € C\N beliebig, fest. Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe Z

n=1

1
(z+n)(z+n+1)

Tipp: Fiihren Sie eine Partialbruchzerlegung durch.
.................................................................... (Kombi mit Stetigkeit)

Sei f: C — C stetig und a € C Haufungspunkt der komplexen Zahlenfolge (z,)nen-
Zeigen Sie, dass dann f(a) Haufungspunkt der Folge (f(2y)),,cy ist-

Warum existiert fiir ein Polynom p von ungeradem Grad mit reellen Koeffizienten mindestens
eine reelle Losung der Gleichung p(z) =07
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8.4 Aufgaben zur Differentialrechnung/Kurvendiskussion

A 84.1

A 8.4.2

A 843

A 844

A 845

A 8.4.6

A 8.4.7

A 8.4.8

A 849

............................................................... (Anwendung der Definition)

Priifen Sie mit Hilfe der Definition, ob die Funktion f(x) := differenzierbar ist.

241

Beweisen Sie, dass jede in a € R differenzierbare Funktion f: R — R auch stetig in a ist.
oder:

Zeigen Sie, dass eine in a differenzierbare Funktion f: R — R auch stetig in a sein muss.

Priifen Sie die durch
exp(—2x) fir x <0,
g(z) = 1 5
14+ zcos | — firz >0,

T

definierte Funktion ¢g: R — R auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit.

Bestimmen Sie mittels Definition die erste und zweite Ableitung von f(z) := |23 auf R.
Untersuchen Sie die folgende Funktion auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit im Punkt a = 1:
2
Tt , fallsO0O < <1,
r+1
g(x) = 95 _
, fallsz>1.
4
Bestimmen Sie Konstanten a,b € R derart, dass die zusammengesetzte Funktion
1
firx <1,
flx) = {ax+ b

In(z?) +2 firx>1,
auf ganz R stetig differenzierbar wird.

Zeigen Sie die Differenzierbarkeit der Funktion f: R — R, definiert durch

i) = sin(sin(z)) , falls z > 0,

e —1, falls < 0 .

.......................................................... (Nachweis von Ableitungsregeln)

Sei f: R — R differenzierbar und bijektiv. Leiten Sie aus der Gleichung z = f(f'(x))
mittels Kettenregel die Formel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion her.

Beweisen Sie mit vollstandiger Induktion fiir das Produkt von n differenzierbaren Funktionen
fis-- fn: R — R die Giiltigkeit der verallgemeinerten Produktregel

(1) - (1)
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A 8.4.10
A 8.4.11
A 8.4.12

A 8.4.13

A 8.4.14

A 8.4.15

A 8.4.16

A 8.4.17

A 8.4.18
A 8.4.19
A 8.4.20

............... (Anwendung auf Produkte, Quotienten, Kompositionen, Umkehrfunktionen)
Beweisen Sie mittels Eulerscher Formel, dass der Kosinus die Ableitung vom Sinus ist.
Berechnen Sie die Ableitung von f: ]0,00[— R, f(z) := (22)".

Berechnen Sie die Ableitung der Funktion f: ]0,00[ — R mit f(z) := (2*)", wobei « eine
positive reelle Konstante sei.

Berechnen Sie die Ableitung von  f(x) := tan (x(3“32)> :
oder:
2 !/
Berechnen Sie (tan (x(gm )>> .
Bestimmen Sie die ersten beiden Ableitungen der Funktion
flz) =2 2€]0,00],

und die erste Ableitung der Funktion

g(w) = =  1€R.
\/2 + e (cos(z))?
Differenzieren Sie die Funktionen
(i) f(z) = (ln(x))ln(x), z €|l o0, (ii) g(x) = 14 M, x €]0,00] .

T

Begriinden Sie knapp, warum die Funktion f: R — R, definiert durch f(z) := z + e”, eine
stetige Umkehrfunktion besitzt.

Sei nun f~': R — R die entsprechende Umkehrfunktion von f. Berechnen Sie die Ableitung
von f~! an der Stelle 1.

Differenzieren Sie sinh(z) := %(e‘”‘ — e ®) und cosh(x) := %(ez +e ).

Wie lautet die Ableitung von f(z) := arsinh(z? — ) im Punkt x¢ :=1 7

Differenzieren Sie f(z) := arctan(sinh(x)) cosh(z).

Gegeben seien die Funktionen f,g: ]0,00[ — R, definiert durch f(z) = 2z* und g(y) = /y.

Berechnen Sie die Ableitungen ¢’ und ¢” einerseits mittels Kettenregel und andererseits mit-
tels der per Regel zur Differentiation der Umkehrfunktion erhaltenen Ergebnisse.
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A 8.4.21

A 8.4.22

A 8.4.23
A 8.4.24

A 8.4.25

A 8.4.26

............................................................... (Monotonie/Mittelwertsatz)

1 x
Zeigen Sie, dass die Funktion f(z) = (1 + —> auf ]0, oo[ streng monoton wachsend ist.
x

Tipp:
Logarithmisches Ableiten ist hier giinstig, d.h., untersuchen Sie zunéchst g(z) = In(f(z)).
Beweisen Sie:

Ist f: [a,b] — R differenzierbar auf dem offenen Intervall |a, b| sowie stetig in den Rand-
punkten a,b und gilt f'(z) > 0 fiir alle = € ]a, b], dann ist f auf [a, b] monoton wachsend.

Zeigen Sie, dass eine stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R Lipschitz-stetig ist.

Formulieren Sie den Mittelwertsatz der Differentialrechnung und zeigen Sie anschlieSend:

Sei @ € R mit @ > 1 gegeben und f: R — R eine differenzierbare Funktion. Gilt fiir alle
x,y € R die Ungleichung |f(z) — f(y)| < |z — y|%, so ist f konstant.

Alternative (etwas verallgemeinerte) Formulierung:
Eine Funktion f: I — R auf einem Intervall I heifit H6lder-stetig mit Exponent a > 0,
falls es ein L < oo mit |f(z) — f(y)| < L|z — y|* fiir alle z,y € I gibt.

Zeigen Sie, dass jede Funktion f auf einem Intervall, die Holder-stetig mit Exponent o > 1
ist, schon konstant ist.

Alternative versteckte Formulierung:
Begriinden Sie, warum man im Allgemeinen keine Holder-stetigen Funktionen zum Expo-
nenten o > 1 betrachtet.

Sei f: R — R eine differenzierbare Funktion, die gerade ist und in @ > 0 Null wird. Beweisen
Sie, dass es dann einen Punkt z €] — a,a| mit f'(z) = 0 gibt.

Zeigen Sie, dass bei einer 2m-periodischen differenzierbaren Funktion f: R — R die Ableitung
f’ an mindestens zwei Stellen im Intervall [0, 27| verschwindet.

......................... (Kombi: stetige Umkehrfunktion/Ableitungsregel/Mittelwertsatz)

A 8.4.27 Die Funktion f: ]—2,Z[ — R sei durch f(z) := 5z + tan(z) gegeben. Zeigen Sie:

(a) Die Funktion f besitzt eine differenzierbare Umkehrabbildung ¢g: R — |—3, Z[.

1
(b) Fiir alle y € R gilt |¢'(y)] < 5 und fiir alle y, z € R gilt [g(y) — g(2)] < =]y — 2| .
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A 8.4.28

A 8.4.29

A 8.4.30

A 8.4.31

A 8.4.32

A 8.4.33

A 8.4.34

A 8.4.35

A 8.4.36

.................................................................. (Konvexitét /L’Hospital)

Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(z) := 2%, konvex ist.
Beweisen Sie (z + y)* < 8(z* + y*) fiir alle z,y € R.

Leichte Abwandlung:

Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(z) := %, konvex ist.
Beweisen Sie §(z + 2y)* < 3(a* + 2y*) fiir alle 2,y € R.

Ist die Funktion g: ]0, +oo[— R, g(z) := zIn(z), konvex ?
Besitzt g ein globales Minimum 7

Gegeben sei eine streng konvexe Funktion f: R — R.
Zeigen Sie, dass f hochstens zwei Nullstellen besitzen kann.
Hinweis: Uber die Differenzierbarkeit von f sei nichts bekannt.

] ~ 1+4sin (%x)
Berechnen Sie den Grenzwert lim ———=2~
=3 (x — 3)2

Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:
i Lo () B (E) | beos(s)
=0 1 — cos(x) z=0  sin(x) z=0 cos(x) 4
1 1 —(z—1) v 1
(b) lim S — lim = n(z) — (@ —1) i _ @) —
e=1\z—1 In(x) z=1  (x —1)In(z) z=1 In(z) + ==
LH . % 1
L T
z=1 1 4 i;l) 9

Berechnen Sie den Grenzwert li/rri In(z)In(l —z) .

1 t — sl
Berechnen Sie die Grenzwerte (i) lim (1 + 23:)310 (i) lim an() - Sln@)'
z—0 z—0 €T
Sei f: R — R in einer Umgebung von = € R differenzierbar und in z selbst zweimal diffe-

renzierbar. Zeigen Sie mittels der Regel von L’Hospital die Giiltigkeit von

fle+h)—2f(x) + f(z - h)

. Y/
A h? = [l
Zeigen Sie, dass fiir die durch f(z) := |z|z definierte Funktion der Limes auf der linken Seite

bei x = 0 existiert, obwohl die Funktion nicht zweimal differenzierbar im Nullpunkt ist.

Zeigen Sie, dass die durch 1
fla) == { I

definierte Funktion f: [0, 1] — R stetig ist, jedoch kein a > 0 existiert, fiir das f Holder-stetig
mit Exponent « ist.
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A 8.4.37

A 8.4.38

A 8.4.39
A 8.4.40

A 8.4.41
A 8.4.42

A 8.4.43

A 8.4.44

A 8.4.45

A 8.4.46

A 8.4.47

....................................................... (Lokale Extrema/Kurvendiskussion)

Bestimmen Sie alle Koeffizienten a,b,c¢ € R, fiir die die durch f(z) = 2* + az? + bz + ¢
definierte Funktion f: R — R sowohl ein lokales Maximum als auch ein lokales Minimum
besitzt.

Bestimmen Sie das Maximum und Minimum der Funktion f(z) := 2® — 3z + 1 auf dem
Intervall [0, 2].

1

Bestimmen Sie die lokalen Extrema der Funktion f: |0,00[— R, f(z) := = .

Seien aq,as,...,a, € R gegeben. Fiir welchen Punkt z ist die Summe der Quadrate der
Absténde |r — a;| am geringsten ?

Wo ist die auf |0, oo[ definierte Funktion f(z) := #™® konvex bzw. konkav ?

Diskutieren Sie die Funktion f(z) := exp(x? — x) — 1, d.h. ermitteln Sie Nullstellen, lokale
Extrema, Wendepunkte sowie die Intervalle, in denen f positiv / negativ, monoton wachsend
/ fallend bzw. konvex / konkav ist.

x
1+ 22

Diskutieren Sie die Funktion f(z) := In(1 + 2?) — 1, d.h. ermitteln Sie Nullstellen, lokale
Extrema, Wendepunkte sowie die Intervalle, in denen f positiv / negativ, monoton wachsend
/ fallend bzw. konvex / konkav ist.

f(x)

Bestimmen Sie auflerdem lirf “—— und skizzieren Sie die Funktion f.
rz—+oo I

Bestimmen Sie die lokalen Extrema der durch f(z) := definierten Funktion f: R — R.

Gegeben ist die Funktion f: R — R mit f(z) := (z + 1)% "

(a) Wo ist die Funktion monoton fallend und wo ist die Funktion monoton wachsend ?
(b) Wo ist die Funktion konkav und wo ist die Funktion konvex 7

(c¢) Bestimmen Sie die lokalen Extremstellen und Extrema der Funktion sowie die Wende-
punkte der Funktion. Stellen Sie fest, ob globale Extremstellen vorliegen und bestimmen
Sie diese und die zugehorigen globalen Extrema gegebenenfalls.

arctan(z)

Diskutieren Sie die Funktion f: R\ {0} — R, f(z) := , d.he:

(a) Berechnen Sie die Grenzwerte in der Definitionsliicke und fiir z — Fo00.
(b) Bestimmen Sie die offenen Intervalle, auf denen f positiv bzw. auf denen f negativ ist.

(c¢) Bestimmen Sie die offenen Intervalle, auf denen f monoton wachsend bzw. monoton
fallend ist.

(d) Welche Riickschliisse hinsichtlich lokaler/globaler Extrema von f ldsst dies zu ?

Fertigen Sie aufgrund der gewonnenen Informationen eine Skizze an.

o 1 — 2

Diskutieren Sie die Funktion f: R — R, f(x) := 152 d.h.: (vgl. auch (8.1))
x

(a) Bestimmen Sie den Grenzwert ‘ 1|im f(z), sofern dieser existiert.
T|—00
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A 8.4.48

A 8.4.49

A 8.4.50

A 8.4.51

A 8.4.52

(b) Ermitteln Sie die offenen Intervalle, auf denen f positiv bzw. auf denen f negativ ist.

(c) Bestimmen Sie die offenen Intervalle, auf denen f monoton wéchst bzw. monoton fillt.

(d) Ermitteln Sie die offenen Intervalle, auf denen f konvex bzw. auf denen f konkav ist.
Welche Riickschliisse hinsichtlich Nullstellen, lokaler /globaler Extrema sowie Wendepunkten

von f lasst dies jeweils zu ?
Fertigen Sie aufgrund der gewonnenen Informationen eine Skizze an.

Bonus:

1
Fiithren Sie beginnend bei zy := 5 einen Schritt des Newton-Verfahrens zur Bestimmung

einer Nullstelle von f’ durch.

Sei f: R — R eine zweimal stetig differenzierbare Funktion und g(x) := Tof(z;a) das
Taylorpolynom zweiten Grades von f zum Entwicklungspunkt a € R.

Zeigen Sie: Hat g ein strenges lokales Extremum in a, dann hat f ein lokales Extremum in
a.

Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(x) := e zwar lim f(z) = 0 erfiillt und ein

z—+oo
Maximum besitzt, aber kein Minimum hat.

(2
Zeigen Sie, dass die durch f(0) := 0 und f(x) := sin(e”) fir x # 0 definierte Funktion

f: R — R zwar liril f(z) = 0 erfillt, aber nicht lim f’(z) = 0.
T—r 00

r—=Fo00

1 beixz =0
Zeigen Sie die Stetigkeit der Funktion  f:[0,1] = R, z — e? g ’
z®  bei xz € ]0,1].

Begriinden Sie, ohne zu rechnen, dass f ein globales Maximum und ein globales Minimum
hat.

Berechnen Sie alle globalen Maximumstellen und alle globalen Minimumstellen sowie das
globale Maximum und das globale Minimum von f.

oder:

Die Funktion f: [0, 1] — R sei definiert durch f(z) =

1 im Fall z =0 ,
@) M Fall0< 2z <1.

(a) Zeigen Sie, dass f stetig ist!

(b) Begriinden Sie (ohne Rechnung), dass die Funktion f auf [0, 1] sowohl ein Minimum als
auch ein Maximum besitzt.

(c) Bestimmen Sie min f(z) und max f(z)!
€(0,1] €l0,1]

Es sei a eine beliebige reelle Zahl.
Wieviele reelle Losungen besitzt die Gleichung 2x +sin(z) = a? Begriinden Sie Thre Antwort.

Warum nimmt die Funktion g(z) = 2z + sin(x) auf jedem Intervall [¢, d] sowohl ihr globales
Maximum als auch ihr globales Minimum an? Bestimmen Sie diese.
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A 8.4.53

A 8.4.54

.................................................................... (Kuriositétenkabinett)

Zeigen Sie, dass die durch f(0) := 0 und f(x) := fir x # 0 definierte Funktion
(2
f: R — R zwar 1irin f(z) = 0 erfiillt, dagegen aber die durch g(x) := 2cos(2?) — smﬁi;c )

T—r00

gegebene Ableitung von f nicht lirf g(z) = 0 erfiillt.
T—>T 00

Kurzfassung:

sin(z?)

Zeigen Sie, dass die durch f(0) := 0 und f(z) := fir x # 0 definierte Funktion
f: R =R zwar lirf f(z) = 0 erfiillt, aber nicht lim f’(z) = 0.
T—>T 00

r—+o00

s+ a?sin(2)  fiir @ £ 0,

Zeigen Sie, dass die durch
UG {0 fiir z = 0,

definierte Funktion f: R — R differenzierbar mit f/(0) = 3 ist, jedoch kein Intervall ]a, b],
a < 0 < b, existiert, auf dem f monoton wéchst.

In etwa vom gleichen Typ: (Lsg(?): f(x) = —a° (sin (%))2>

Konstruieren Sie eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : | — 1,1 — R, mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) f besitzt in 0 ein lokales Maximum;
(b) Es gibt kein € > 0, so dass f im Intervall [0, ] monoton fallend ist;

(c) Es gibt kein € > 0, so dass f im Intervall [—&, 0] monoton wachsend ist.
Sogar Striktes Maximum: (Lsg(?): f(z) = —2® — 25 (sin (%))2)

Konstruieren Sie eine zweimal stetig differenzierbare Funktion f : | — 1,1 — R, mit den
folgenden Eigenschaften:

(a) f besitzt in 0 ein striktes lokales Maximum;
(b) Es gibt kein € > 0, so dass f im Intervall [0, €] monoton fallend ist;

(c) Es gibt kein € > 0, so dass f im Intervall [—¢, 0] monoton wachsend ist.
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8.5 Aufgaben zur Integralrechnung

A 85.1

A 8.5.2

A 8.5.3

A 854

A 8.5.5

A 85.6

A 8.5.7

A 858

A 85.9

......................................................... (Integral von Treppenfunktionen)

Bestimmen Sie jeweils das Integral der folgenden Treppenfunktionen ¢: [-4,7] — R und

¥: [—2,1] — R, welche durch .
2 firt e [—4,-1],

o(t) =<4 fir ¢t € [3,7], und  (t) := {
—5 sonst,

-3 firte[-1,0],

1 sonst,

definiert sind.

................................................................ (Riemann-Integrierbarkeit)

1 z€Q

auf dem Intervall [0, 1] Riemann-integrierbar ?
0 zeR\Q

Ist die Funktion f(z) := {

Sei > 1 gegeben. Ermitteln Sie auf dem Intervall [1, z] die Riemannsche Untersumme von
ft) = % zu der durch t,(f) = x%, k=0,...,n, gegebenen Zerlegung.

Welcher Wert ergibt sich im Limes n — oo fiir die Folge der Untersummen U .S (%, {tén) }n >?
=0

1
Welchen Wert besitzt das Integral / n dt?
1

......................................................................... (Hauptsatz & co.)

Begriinden Sie knapp, warum die Funktion f(z) := max(z?, z) eine Stammfunktion besitzt.

Finden Sie eine Stammfunktion von f und bestimmen Sie mit deren Hilfe das Integral

ffg f(z) dx.

Berechnen Sie die Fliiche zwischen der z-Achse und dem Graphen von g(t) = (t — t*)e™" im
Intervall [—2,2].

Besitzt die Funktion f(z) = sign(z) eine Stammfunktion ?
sin(z) fir —m <2z <0,
Existiert auf |-, 7| eine Stammfunktion zur Funktion g(z) = { 2 cos(x)

- fir O0<z<m,
sin(z)

Zeigen Sie, dass sich die durch f(z) :=sin (1) fiir # # 0 definierte Funktion f: R\ {0} — R
nicht stetig in den Nullpunkt fortsetzen ldsst, jedoch f bei beliebiger Festsetzung von f(0) €
[—1,1] die ,,Zwischenwerteigenschaft® besitzt, d.h., fiir beliebige a < b mit f(a) # f(b)

existiert zu jedem ¢ €] f(a), f(b)[ (bzw. zu jedem ¢ €]f(b), f(a)[) ein p €]a,b] mit f(p) = c.
Warum hat die Funktion f auf |0, co[ eine Stammfunktion?

Existiert eine Stammfunktion von f, welche stetig in den Nullpunkt fortsetzbar ist?

\:r;|%sin(1) fir x # 0,

x

Die Funktion F': R — R sei definiert durch F(z) :=
0 fiir x = 0.

Zeigen Sie, dass F differenzierbar ist, und bestimmen Sie die Ableitung f von F.
Ist f Riemann-integrierbar iiber [0, 1]?

Ist | f| uneigentlich Riemann-integrierbar iiber |0, 1]?
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A 8.5.10

A 8.5.11

A 8.5.12

A 8.5.13

A 8.5.14

A 8.5.15

A 8.5.16

A 8.5.17

A 8.5.18

A 8.5.19

A 8.5.20

A 8.5.21

A 8.5.22

A 8.5.23

.............................................................. (Integralvergleichskriterium)

Geben Sie fiir eine monoton wachsende Funktion f: [1,n] — R die Riemannsche Untersumme
zur dquidistanten Zerlegung 1,2,3,...,(n — 1), n des Intervalls [1,n] an.

Geben Sie fiir eine monoton fallende Funktion f: [0,n] — R die Untersumme zur dquidi-
stanten Zerlegung 0,1,2,3,...,(n — 1),n des Intervalls [0,n] an.

Beweisen Sie das Integralvergleichskriterium:
Existiert fiir eine monoton fallende, nichtnegative Funktion f: [0, c0[— [0, co[ das uneigent-

liche Integral / f(x) dzx, so existiert auch Z f(k).
1

k=1

(0.9}
1
Priifen Sie mittels des Integralvergleichskriteriums, ob Z —— existiert.
k=1

— VK3
] = In(k
Berechnen Sie das uneigentliche Integral / Lf) dx . Konvergiert die Reihe Z % ?
1 k=1

.................................................. (Rekursion mittels partieller Integration)

Fiihren Sie mittels partieller Integration die Berechnung von J, := / 2" sinh(x) do fiir

n € N auf die Berechnung von J,_; zuriick.

Geben Sie eine Stammfunktion zu f(z) := z*sinh(z) an.

............ (Polynomdivision/Partialbruchzerlegung inkl. Stammfunktionen/best. Integral)

1,4 4
1—
Berechnen Sie das Integral / “—96) dx
0 1 -+ x2
2
1
Berechnen Sie das Integral / $2 + 1 dx .
:L‘ —
Finden Sie eine Stammfunkti (x) St
inden Sie eine Stammfunktion zu u(z) =
(x —1)(x2+1)
r? 42
Bestimmen Sie auf ]0, oo[ eine Stammfunktion der rationalen Funktion f(x) := Bl
x
32% + 6z 45
Bestimmen Sie eine Stammfunktion der rationalen Funktion f(x) := v Or :
3+ +r+1
22% — 4 + 1 3z? —4r + 3
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) = % und  g(z) = x3ai o _x;__ 5
322 +1
Bestimmen Sie eine Stammfunktion zu ﬂi +1 .
x —
. . . o . : . r+1
Bestimmen Sie den maximalen Definitionsbereich der rationalen Funktion f(r) := —
-z

und ermitteln Sie eine Stammfunktion von f.
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A 8.5.24

A 8.5.25

A 8.5.26

A 8.5.27

A 8.5.28

A 8.5.29

A 8.5.30

A 8.5.31
A 8.5.32

A 8.5.33

A 8.5.34

Bestimmen Sie eine Stammfunktion zu

203 + 202 + 20 + 1
xt + 22 ’

flz) =

................................... (Partialbruchzerlegung inklusive uneigentliches Integral)

* 27 +1
Berechnen Sie das uneigentliche Riemann-Integral / e dx.
L x4 a?
202 +4x +5

dx existiert, und

Uberpriifen Sie, ob das uneigentliche Integral /0 o+ 405 1 522 + dr 1 4

berechnen Sie es gegebenenfalls.

Hinweis: Der Nenner besitzt die doppelte Nullstelle —2.

T+ 2

Riemann-Integral / f(z) dx. Existiert das uneigentliche Riemann-Integral / flz)dx ?
1 0

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) := und berechnen Sie das uneigentliche

OO 1
Existiert / ——— dx 7 Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
Coo X244z + 13

.................................................. (Substitutionsregel /partielle Integration)
Zeigen Sie: Ist R eine auf [a,b] C]0, 00| definierte rationale Funktion, so gilt
In(d) b 1
/ R(e*) dx = / R(t) . dt . (8.2)
In(a) a

Sei f: ]a,b[ — R eine differenzierbare Funktion und n € N beliebig, fest.

Finden Sie jeweils eine Stammfunktion von

(a) f-f (b) f- f (c) fTI , falls zusétzlich f > 0 gilt.

Alternative Formulierung fiir (b):
Sei f: Ja,b] — R differenzierbar. Berechnen Sie /(f(:z:))n - f'(x) dx fiir beliebiges n € N.

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von z cos(z?) auf R.

Sei f: ]a,b] — R differenzierbar mit echt positiver Ableitung und einer Stammfunktion F.
Bestimmen Sie eine Stammfunktion zur Umkehrfunktion f~1.

0
Berechnen Sie das Integral / 2?23 + 5 do
—1

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) := 223 sin(z?).

Leichte Abwandlung: Bestimmtes statt unbestimmtes Integral

JT

Berechnen Sie das Integral / 22° sin(z?) dx .
0
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A 8.5.35

A 8.5.36

A 8.5.37

A 8.5.38

A 8.5.39

A 8.5.40

A 8.5.41

A 8.5.42

A 8.5.43

A 8.5.44

In(x)

Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) := —5* auf dem Intervall |0, +ool.
x
Erweiterung:
1
Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f(z) := n(;r ) und berechnen Sie lim f(z).
X T—00

Berechnen Sie das Integral

/m dr . (8.3)

............................................................. (Substitution (8.2)) und PBZ)

1
—dx .
e2r +1 .

237 4 5e?? — 3e”
e3x+62m —er — 1

Berechnen Sie das uneigentliche Integral /
0

Finden Sie eine Stammfunktion von

................ (Uneigentliche Integrale mit Substitution/partielle Integration/L’Hospital)

1
. 1
Uberpriifen Sie die Existenz des uneigentlichen Integrals / dx.
o V(1+2)(1-2)
- N > In(z)
Existiert das uneigentliche Integral —5 - dx?
.z
. . . . * zln(x)
Bestimmen Sie den Wert des uneigentlichen Integrals ———dx .
o (1+2%)
Hinweis: Verwenden Sie das Integral (8.3)).
1 1
Zeigen Sie, dass die beiden Funktionen f(z) := und ¢g(x) .= ——— fiir v —

+o00 zwar gegen Null konvergieren, aber nur das uneigentliche Integral / g(x) dx existiert,

wéhrend / f(z) dx nicht existiert.
Alternative Formulierung (letzter Teil):

o 1
Zeigen Sie die Existenz des uneigentlichen Integrals / ———— dz . Wie ist sein Wert?
e o(In(z))?

1
Existiert / In(z) dz 7 Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
0

1
Berechnen Sie das uneigentliche Integral / xIn(x)dx .
0

oder: )
Berechnen Sie / f(z) dz fir die Funktion f.
0

Bestimmen Sie den Flacheninhalt zwischen dem Graphen von f und der xz-Achse.
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8.6 Aufgaben zu Potenz-,Taylor- & Fourier-Reihen

> /1 1
A 8.6.1 Zeigen Sie, dass Z <2>x” fir alle x € R mit || < 1 konvergiert, wobei <8> := 1 und
n
n=0
1 Lodd_Nny.....(-(n=1
2) =2 -1 G=(-1) fir n € N definiert ist.
n n . (n —_ 1) o e e e . 1

A 8.6.2 Sei f: R — R durch f(z) := zIn(1+ z?) definiert. Bestimmen Sie das Taylorpolynom ersten
und zweiten Grades von f zum Entwicklungspunkt a := 0.

Begriinden Sie, warum f in a = 0 keine lokale Extremalstelle besitzt.

1
A 8.6.3 Entwickeln Sie f(x) := W um den Punkt a := 0 in eine Potenzreihe.
—x

A 8.6.4 Geben Sie eine stetige Funktion auf einem Intervall |zg — R, zo + R[ an, die sich dort nicht
in eine Potenzreihe entwickeln lédsst.

A 8.6.5 Untersuchen Sie die durch f,(z) := 22™(1—2") definierte Folge von Funktionen f,,: [-1,1] —
R auf punktweise und gleichméfBige Konvergenz.

1
A 8.6.6 Konvergiert die Folge der Funktionen f,(z) := 4/ — + 22 punktweise auf R? Auch gleichméBig?
n

A 8.6.7 Seien die Funktionen f,: [0,1] — R und g,: R — R stetig.
Beweisen Sie, dass bei gleichméBiger Konvergenz f,, — f auf [0,1] und g, — ¢ auf R auch
die Folge g,, o f, gleichméBig auf [0, 1] gegen g o f konvergiert.

A 8.6.8 (a) Konvergiert die durch f,(z) = sin(na)

R?
Auch gleichméfig ?

definierte Folge von Funktionen punktweise auf

Leichte Variation inklusive Erweiterung:

in(k
Bestimmen Sie den punktweisen Grenzwert der durch fi(z) := —Sm; 7)

von Funktionen f;: R — R.
Konvergiert die Folge fi gleichméaflig auf [0, 27] ?

definierten Folge

Konvergiert die Folge f, im quadratischen Mittel 7
(b) Konvergiert die Folge der Ableitungen f!(z) punktweise auf ganz R ?
Auch gleichméfig ?
A 8.6.9 Konvergiert die durch f,(z) := In(z) definierte Folge von Funktionen f,: [1,b] — R auf
dem Intervall [1,b] fiir ein festes b > 1 punktweise ?
Auch gleichméfig ?

Konvergiert f,, auch auf [1, oo[ gleichmé&Big ?
A 8.6.10 Bestimmen Sie das Taylorpolynom ersten Grades von f(z) := arsinh(z) im Punkt z( := 0.

A 8.6.11 Geben Sie im Entwicklungspunkt a = 0 das Taylor-Polynom ersten Grades fiir die Funktion

f(z) := arctan(sinh(z)) cosh(z) mit sinh(z) := 1(e” — e™*) und cosh(z) := 1 (e* 4+ e*) an.
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A 8.6.12

A 8.6.13

A 8.6.14

A 8.6.15

A 8.6.16

A 8.6.17

A 8.6.18

A 8.6.19

Bestimmen Sie die Taylorreihe von f(z) := In(1 + z) um den Entwicklungspunkt xy = 0.

oder:
)k—l

= (—1
Zeigen Sie, dass Z (T

k=1

2* die Taylorreihe von f(x) := In(142) zum Entwicklungspunkt

To := 0 ist.

Priifen Sie nach, ob die Taylorreihe von f auf dem Intervall [0, 1] gleichmé&Big konvergiert.

Fiir welche x € R konvergiert die Reihe Z( —1)"x? 7

n=0
Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(x) := |z|, keine Potenzreihenentwicklung um
den Entwicklungspunkt zy := 0 besitzt, jedoch um den Entwicklungspunkt xy := 1 in eine

Potenzreihe entwickelt werden kann. Wo konvergiert diese Potenzreihenentwicklung gegen f
?
Bestimmen Sie die Potenzreihenentwicklung von cosh(z) um den Entwicklungspunkt zq := 0.

nx

(a) Zeigen Sie, dass fiir jedes n € N die Funktion f,(z) := T+ nal

auf ganz R stetig ist.

(b) Ist f, beschrankt? Nimmt f,, Maximum oder Minimum an ?

(c¢) Bestimmen Sie fiir jedes z € R den Grenzwert f(z):= lim f,(z).
n—oo

(d) Ist die durch x + lim f,(z) definierte Funktion f auf R stetig 7
n—o0

Bestimmen Sie fiir festes n € N die Stammfunktion F,, von f,(z) := R mit F,(0) = 0.
n?+x
1
Hinweis: Es gilt arctan’(z) = el

Konvergieren die Funktionenfolgen f,, und F,, punktweise auf R?

Konvergieren f,, und F,, gleichméfig auf R?

nxt

- 1+ na?

Konvergiert die Funktionenfolge f,,(z) : punktweise auf R ?
Konvergiert f, gleichméflig auf R ?

Zeigen Sie: Die Funktionen g, := +/ f, mit f, sind beliebig oft differenzierbar und konvergie-
ren gleichmafig auf R, jedoch ist die Grenzfunktion nicht differenzierbar.

k
Konvergiert die Funktionenfolge f: [0,27] — R, fi(x) := (@) , punktweise?
Konvergiert f gleichméaflig?

Konvergiert die 2m-periodische Fortsetzung der Folge f, im quadratischen Mittel?
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A 8.6.20

A 8.6.21

A 8.6.22

A 8.6.23

A 8.6.24

A 8.6.25

............................................... (Komplexe Funktionenfolgen/Potenzreihen)

Beweisen Sie: Wenn die Potenzreihe Z a,z" in einem Punkt zy € C konvergiert, dann auch
n=1
in jedem Punkt z mit |z| < |z].

Konvergiert die durch f,(z) := 2" definierte Folge komplexwertiger Funktionen f, auf jeder
Kreisscheibe D, := {z € C||z| < r} mit Radius r < 1 punktweise?

Konvergiert f, auch gleichmafig auf D, ? Konvergiert die Funktionenfolge f,, punktweise
oder gleichméfig auf der Kreisscheibe D; mit Radius 1 7

=1
Fiir welche z € C konvergiert die Reihe Z EZk absolut 7
k=1

Fiir welche z € C konvergiert die Reihe f(z) := Z(—l)”z4" ?
n=0

Zeigen Sie die Gleichung f (3i) = 2.

Ermitteln Sie den Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe f(z) := Z e*212F und geben

k=0
Sie (im Fall der Konvergenz) eine explizite Formel fir f(z) an.

Ermitteln Sie den Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe f(z) := Z e* 2% und geben
k=0
Sie (im Fall der Konvergenz) eine explizite Formel fir f(z) an.
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