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Kapitel 1

Wiederholung grundlegender Begriffe

Aus der Analysis bzw. Linearen Algebra sollten die folgenden Begriffe bekannt sein.

1.1 Topologische, metrische und normierte Riume

Definition 1.1 (Gruppen/Korper/Vektorraume (lineare Raume)).

(a)

Ein Tupel (M, %) mit einer nichtleeren Menge M, auf der eine Abbildung * : M x M — M,
(m,n) — m % n, definiert ist, heifit Gruppe, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) Vk,IL,me M: kx(l*xm)=(kxl)xm (Assoziativitét)
(il) Imo VYm € M: mxmog=m =mg*xm (Existenz eines neutralen Elementes)
(i) Yme M Ine M: mx*xn=mog=n*m (Existenz von Inversen)

Wir sprechen von einer kommutativen oder abelschen Gruppe, falls zusétzlich gilt:
(iv) Ve, le M: kxl=1xk (Kommutativitét)

Ein Korper ist ein Tripel (K, +, ) bestehend aus einer nichtleeren Menge K, auf der zwei
assoziative Verkniipfungen + : K x K — K (k1,k2) — ki + k2 und - : K x K — K,
(k1, ko) — k1 - ko so definiert sind, dass

(1) (K, +) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e, ist,

(2) (K\ ey4,-) eine abelsche Gruppe ist und zusétzlich

(3) Va,b,ceK:a-(b+c)=(a-b)+ (a-c) erfiillt wird. (Distributivitét)

Falls klar ist, welche Operationen gemeint sind, schreiben wir einfach K. Der Einfachheit
halber sei im Folgenden K = R oder K = C mit den iiblichen Operationen.

Sei K = R oder K = C. Eine Menge X zusammen mit einer Verkniipfung +: X x X — X
genannt die Addition auf X, und einer (4uBeren) Operation -: K x X — X genannt skalare
Multiplikation, heifit ein K-Vektorraum oder ein linearer Raum iiber K, falls gilt:

(i) (X, +) ist eine abelsche Gruppe und
(i) fir alle \, p € Kund z,y € X gilt

lx-x=z, A+p)z=Ac+pz A@+ty)=XAaz+ry (A z=XA (u-2).



Definition 1.2 (topologische, Hausdorffsche, metrische, normierte und Euklidische Raume).

(a) Sei M # (). Ein System von Teilmengen 7 C P (M) heiBt Topologie auf M, falls:
e )eTudMeT

e Beliebige Vereinigungen sowie endliche Durchschnitte von Elementen aus 7 liegen in

T.

Das Paar (M, T) nennt man einen topologischen Raum, die Elemente von T offen.

(b) Ein topologischer Raum (M, T') heiit Hausdorff-Raum, wenn er das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom erfiillt, d.h., wenn zu je zwei (verschiedenen) Punkten x,y € M offene Mengen
(sogenannte offene Umgebungen) U,V € T mit x € U, y € V und U NV = () existieren.

(c) Sei M =# () beliebig. Eine Abbildung d: M x M — R heifit Metrik auf M, falls gilt

(i) Ve,ye M:d(z,y) =0 < z =y (Definitheit),
(ii) Ve,y € M: d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie),
(iii) Va,y,z € M:d(x,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Ist d eine Metrik auf M, so heifit das Paar (M, d) metrischer Raum. Fiir je zwei Elemente
x,y € M heifit die Zahl d(x,y) der Abstand oder die Distanz von x und y.

(d) Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||.||: X — [0, co[ heiit eine Norm auf X, wenn
fiir alle 2, € X und A € K folgende drei Eigenschaften[l] erfiillt sind:

®) [l =0 = x=0 (Definitheit),
(i) [[Az] = [Alll«] (Homogenitéit),
(i) ||z +yl| < |zl + vl (Dreiecksungleichung).
Ein Vektorraum X, versehen mit einer Norm ||.||, heiit ein normierter Raum (X, ||.|).

(e) Auf einem reellen Vektorraum X heifit (-,-): X x X — R Skalarprodukt oder Innenpro-
dukt, falls fiir alle z,y, 2z € X und fiir alle A\, u € R gilt:

(i) Az +py,z) = Mz, z) + p(y, 2) (Linearitét in erster Komponente)
(i) (@, y) = (y, ) (Symmetrie)
(ili) (x,xz) > 0und (z,z) =0 <= =0 (Positiv-Definitheit)

Bem.: Durch Eigenschaft (ii) haben wir auch Linearitét in der zweiten Komponente. Ist (-, -)
ein Skalarprodukt auf X, dann nennen wir (X, (-,-)) einen Euklidischen R-Vektorraum.

Definition 1.3 (offene Menge, offene Kugel, Einheitskugel).

(a) In einem metrischen Raum (M, d) nennen wir eine Menge U C M genau dann offen, wenn
zu jedem x € U ein ¢ > 0 existiert, so dass die offene Kugel B.(z) um x von Radius ¢
beziiglich der Metrik d vollstdndig in U enthalten ist; mit anderen Worten, wenn

VeeU 3 >0: B.(x) CU, wobel B.(z):={ye M |d(z,y) <ce}.

1Sind nur die Eigenschaften (ii) und (iii) erfiillt, reden wir von einer Halbnorm.
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(b) Unter der Einheitskugel eines normierten Raumes (X, ||.||) versteht man die beziiglich der
durch die Norm induzierten Metrik offene Kugel um den Ursprung von Radius 1, d.h. die
Menge

BIl(0) = {z € X [dy(0,2) <1} = {w € X | |laf <1}

Satz 1.4. In jedem FEuklidischen Vektorraum (X, (-,-)) gilt fir alle v,y € X die Cauchy-Schwarz-
Ungleichung

()| < [l [l
Beweis: Fiir y = 0 ist die Ungleichung trivial, fiir y # 0 setze man \ := le ﬁ’g und berechne
2
J/”
0 < flz = Myl = llz]l* — 2X(z, y) + N|ly||* = [|l=[|* — % ’

woraus |(z, y)| < [lz|[|y|| folgt. 0
Bemerkung 1.5.

(a) Jeder Euklidische Raum ist auch ein normierter Raum, denn die durch ||z| = /(z,z)

definierte Abbildung ||.||: X — R erfiillt auf einem Euklidischen Raum (X, (-,-)) die Eigen-
schaften einer Norm und wird eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm genannt.

(b) Insbesondere gilt in einem linearen Raum X die Parallelogramm-Gleichung

Yo,y € Xt [lo+yll* + lz —ylI* = 2(l=I1* +lv]*) (1.1)
falls die Norm ||.|| von einem Skalarprodukt induziert wird.
(c) Jeder normierte Raum ist auch ein metrischer Raum, denn die durch dj(z,y) = ||z — y/|

definierte Abbildung djj: X x X — R erfiillt auf einem normierten Raum (X, |.||) die
Eigenschaften einer Metrik und wird norminduziert genannt.

(d) Jeder metrische Raum ist auch ein topologischer Raum, da die Menge
Ta = {AC M| Aoffen }

aller offenen Teilmengen von M in einem metrischen Raum (M, d) alle Eigenschaften einer
Topologie erfiillt. Daher bezeichnet man 7, als die von der Metrik induzierte Topologie.

(e) Jeder metrische Raum ist ein Hausdorff-Raum.
Beweis:

(a) Ubungsaufgabe, wobei zum Nachweis der Dreiecksungleichung die Cauchy-Schwarz-Ungleichung
aus Satz benétigt wird. Fiir den Fall eines hermite’schen Skalarproduktes siehe Korollar
B.4l

(b) Ubungsaufgabe (etwa in A 5.1 (a) aus SoSe 2016)
(c) Ubungsaufgabe, wobei die Eigenschaften der Metrik direkt aus der Definition folgen.
(d) Ubungsaufgabe (etwa in ZA 1.3 (d) aus SoSe 2016)



Definition 1.6 (Konvergenz/Cauchyfolge/Vollstandigkeit).

(a) Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (x,,)neny von Elementen aus M heifit Cauchy-
folge, wenn fiir alle ¢ > 0 ein ny = no(e) € N existiert, so dass fiir alle n,m > ny die
Ungleichung d(z,, x,,) < € erfiillt ist.

(b) Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,,),en von Elementen aus M heifit konvergent,
falls ein © € M existiert, so dass fiir alle € > 0 ein ny = ng(c) € N existiert, so dass fiir alle

n > ng die Ungleichung d(x,,x) < ¢ erfiillt ist. Wie schreiben kurz z,, By 2 oder Ty — .

(c¢) Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge aus M in (M, d)
konvergiert.

Definition 1.7 (Pseudometrik, Halbnorm, Aquivalenzklasse).

(a) Sei M # () beliebig. Eine Abbildung d: M x M — R heifit Pseudo-Metrik auf M, falls gilt
(i) Vee M:d(z,z) =0
(i) Va,y € M: d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie),
(iii) Va,y,z € M: d(x,z) < d(z,y) + d(y, 2) (Dreiecksungleichung).
Ist d eine Pseudo-Metrik auf M, so heifit das Paar (M, d) pseudo-metrischer Raum.

(b) Sei X ein Vektorraum iiber K, wobei K = R oder K = C. Eine Abbildung ||.||: X — R heifit
Halbnorm, falls aus der Definition einer Norm nur Eigenschaften (ii) und (iii) erfiillt sind,
also falls gilt:

Ve € X Va € K: |laz]| = |aof||z|| A Vo,y € Xl 4yl < lo| + [yl

(c) Sei R eine Aquivalenzrelation auf einer nichtleeren Menge M. Dann bezeichnen wir fiir jedes
x € M die Menge
[2]r = {y €M |zRy}

als Aquivalenzklasse.

Bemerkung 1.8.

(a) Aus der Definition folgt die Nichtnegativitit von Pseudo-Metriken und Halbnormen.

(b) Ein (nicht unbedingt interessantes) Beispiel fiir pseudo-metrische Réume bzw. lineare Rédume
mit einer Halbnorm erhalten wir, wenn wir fiir d bzw. ||.|| die Nullabbildung wéhlen.

(¢) Sowohl in pseudo-metrischen R&umen als auch in linearen R&umen mit einer Halbnorm
kénnen wir nicht mehr auf die Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge schlieflen.

(d) Ist ||.|| eine Halbnorm auf X, dann wird durch xRy :<=> ||z —y|| = 0 eine Aquivalenzrelation
definiert, denn

(i) Ve e X: ||z — x| = 10| =10]-]|0]| = 0 = Vaxe€ X:zRx (Reflexivitét)
(if) Yo,y € Xt flz —yl| = | 1[lly — |

= Vr,y € X: ([lz —yl| =0=[ly —z[| = 0)

= Vz,y € X: (zRy = yRx) (Symmetrie)



(iif) Vo, y,z € X: [l — 2| < flz =yl + ly — =]
= Vo,y,ze X (o =y =0AJly =2 = 0 = [lz = 2[| = 0)
= Vz,y,z€ X: (tRy NyRz = zRz) (Transitivitét)

(e) Sei X ein Vektorraum iiber K, wobei K = R oder K = C, welcher mit einer Halbnorm
[-[lx : X = R versehen ist. Durch den Ubergang zur Menge der Aquivalenzklassen beziiglich
der Aquivalenzrelation xRy <= ||z — y||x = 0 ist

X/R = {laln | € X}
mit den (wohldefinierten) Verkniipfungen

[Zlr+ylr = [z+ylr
alz)g = [azx]g

ein linearer Raum iiber K, welcher mit der durch
x = ||z
lielally 7, = Nl
definiertenf| Abbildung ||. : X /R — R wegen
sl i X/ g

Mﬂﬂk/RIZOZZ?Hﬂk’z():Hw—mh'Z?[ﬂRz [0]r

zu einem normierten Raum (X/R, HHX/R> wird.

2Diese Abbildung ist wohldefiniert, denn mit der Dreiecksungleichung folgt bei [z] g = [2/] g sowohl ||z||x < ||2']| x
als auch ||2/||x < ||z|x.



Aufgaben:

.......................................... (Grundlegende Eigenschaften von Norm/Metrik)

A 1.1.1 Zeigen Sie, dass die Nichtnegativitdt einer Norm bzw. einer Metrik nicht explizit gefordert
werden muss, sondern sich aus den {ibrigen Eigenschaften einer Norm bzw. Metrik ergibt.

A 1.1.2 Sei (X, d) ein beliebiger metrischer Raum. Zeigen Sie fiir beliebige x, 2’,y,3’ € X die Vier-
ecksunglelehiig g(a, ) — d(@',y')| < d(w,a') + dly. /)
................................................................... (Hierarchie der Rdume)

A 1.1.3 Warum ist jeder mit einem Innenrodukt versehene Raum auch ein normierter Raum ?

A 1.1.4 Warum ist jeder normierte Raum auch ein metrischer Raum ?

A 1.1.5 Warum ist jeder metrische Raum ein topologischer Raum ?

A 1.1.6 Zeigen Sie, dass jeder metrische Raum (M, d) das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt.
............................................................. (Beispiele normierter Raume)

A 1.1.7 Geben Sie alle Normen auf R an und beweisen Sie, dass Sie wirklich alle gefunden haben.

A 1.1.8 Geben Sie jeweils einen Vektorraum von endlicher (n > 2) und unendlicher Dimension an.

A 1.1.9 Kennen Sie auf diesen Rdumen bereits Normen ?
............................................................. (Beispiele metrischer Raume)

A 1.1.10 Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie fiir alle z, 2, y,y’ € X die Vierecksungleichung
|d(z,y) — d(2',y)| < d(z, ") +d(y.y') -
A 1.1.11 Wie sieht B{*((0,0)) in R? bzgl. der Metrik d.(z,y) := ||z — y||. fiir x € {1,2, 00} aus?

A 1.1.12 Seien (M,d;) und (M, dy) metrische Rédume. Beweisen oder widerlegen Sie:
Mit ds := d; + dy und dy := max(dy, ds) sind auch (M, ds) und (M, d,) metrische Rdume.

A 1.1.13 Wird durch d(z,y) := arctan(|x — y|) eine Metrik auf R definiert wird ?

A 1.1.14 Welche der Abbildungen d: X x X — R definieren eine Metrik auf X7

(a) d(z,y) :=e*Y—Tauf X =R (i) d(z,y) :=sin(||z — y||2) auf X = R?
(¢) d(z,y) == |S(z) — S(y)| mit S(z) = \/% auf X =R
0 fiir x = v,
(d) d(z,y) = L+ 1 fiir = # auf X =N
T

........................................................... (Diskrete/indiskrete Topologie)

0 u=vw,

A 1.1.15 Sei M # () eine beliebige Menge und dgigc: M x M — R, (u,v) — {1 4
uU#uv.
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(a) Zeigen Sie, dass dgisx eine Metrik auf M ist. Diese wird diskrete Metrik genannt.
(b) Wie sieht die von der diskreten Metrik erzeugte (sog. diskrete) Topologie T}, , aus ?

(c) Fiir welche M stimmt die diskrete Topologie Ty,., mit der indiskreten Topologie {0, M}
iiberein?

Erweiterte bzw. alternative Formulierung von (a,b):

Sei X eine beliebige Menge und die Abbildung d: X x X — R definiert durch

Al y) = 0, fallsz=y,
W= 1, fallsx #y.

(a) Zeigen Sie, dass (X, d) ein metrischer Raum ist.
(b) Wie sieht die von dieser Metrik induzierte Topologie aus?

(c) Wahlen Sie X = R und zeigen, dass (X, d) eine abgeschlossene und beschrénkte Teil-
menge besitzt, die nicht kompakt ist.

(d) Charakterisieren Sie die kompakten Teilmengen von (X, d).
A 1.1.16 X sei eine beliebige nichtleere Menge.

(a) Welche Folgen konvergieren in X bzgl. der indiskreten Topologie?
(b) Welche Folgen konvergieren in X bzgl. der diskreten Topologie?

Geben Sie dabei auch an, gegen welche Elemente aus X die Folgen konvergieren.
Alternative Formulierung:

Sei X # () eine Menge. Welche Folgen aus X konvergieren beziiglich der diskreten (bzw.
indiskreten) Topologie? Geben Sie in beiden Féllen auch die Grenzwerte an.

.................................................. (Weitere Beispiele topologischer Raume)
A 1.1.17 Zeigen Sie, dass {0, {u}, X} eine nicht-Hausdorffsche Topologie auf X := {u, v, w} definiert.
A 1.1.18 Geben Sie alle Topologien von M = {a, b} an. Welche davon sind Hausdorffsch ?

A 1.1.19 Auf der Menge der natiirlichen Zahlen N betrachten wir das Mengensystem 7, welches neben
() und N genau die Teilmengen U C N enthilt, deren Komplement N\ U endlich ist. Zeigen
Sie:
(a) (N,7T) ist ein topologischer Raum.
(b) Das Hausdorffsche Trennungsaxiom gilt nicht in (N, 7).

A 1.1.20 Sei (M,T) ein topologischer Raum mit |M| = n € N. Zeigen Sie:
Die Topologie ist genau dann von einer Metrik induziert, wenn 7 = P(M) gilt.
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A1.1.21

A 1.1.22

A 1.1.23

Al.1.24

A 1.1.25

............................................................ (vollsténdig vs. abgeschlossen)
Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und A C X. Zeigen Sie, dass gilt:

(A,da) ist vollstandig <= A ist abgeschlossen in (X, d).
Alternative Formulierung:

Sei (X, d) ein vollstédndiger metrischer Raum und A C X. Zeigen Sie, dass A in (X, d) genau
dann abgeschlossen ist, wenn A mit der vererbten eingeschrankten Metrik vollstandig ist.

Alternative Formulierung:

Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum. Zeigen Sie, dass ein Teilraum X, C X genau
dann vollstandig ist, wenn X, abgeschlossen in X ist.

................................................................. (Aquivalenz von Normen)

Sei F ein linearer Raum. Zeigen Sie, dass der Begriff der Aquivalenz zweier Normen, tatséchlich
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf E definiert.

Sei X ein linearer Raum und ||.[|1, ||.||2 seien Normen auf X, welche dieselbe Topologie
erzeugen. Zeigen Sie, dass entweder beide Rédume (X, |.|]1) und (X, ||.||2) vollstéindig sind
oder keiner von beiden.

.............................................................. (Grenzfille — Uberraschung)
Gegeben seien die beiden Abbildungen

di: RxR—=R, (z,y) — |z—y und
do: RxR =R, (z,y) — |e(x)—p(y)] mit ¢:R—-R, z—

1+ x|
Zeigen Sie:
(a) Sowohl d; als auch dy sind Metriken auf R.

(b) Die von dy induzierte Topologie stimmt mit der von d; induzierten Topologie iiberein?
(c¢) (R,dy) ist vollstéindig, wahrend (R, dy) nicht vollsténdig ist.

Auf der Menge R := RU {£o00} sei f: R — [—%, 5] definiert durch

arctan(z) z € R,
flz) = {3 T = 00, (1.2)

r = —0OQ.

B

Zeigen Sie:
(a) Mit d(z,y) = |f(z) — f(y)| erhalten wir den metrischen Raum (R, d).
(Ist dieser Raum vollsténdig?)
(b) Welche Thnen bekannten Konvergenzbegriffe umfasst die Konvergenz in (R, d) ?

(c) Zeigen Sie, dass R mit der Einschrinkung J“RX]R unvollstandig ist.
(Ist R C R abgeschlossen in (R, d) ?)
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A 1.1.26

A 1.1.27

A 1.1.28

A 1.1.29

A 1.1.30

A 1.1.31

A 1.1.32

................................................................ (Pseudometrische Rdume)

Sei (X, d) ein beliebiger pseudometrischer Raum.
Zeigen Sie, dass d(x,y) > 0 fir alle z,y € X gilt!

Sei (X, d) ein pseudometrischer Raum und z,y € X mit x # y. Zeigen Sie:

d(z,y) =0 — die konstante Folge (x,, = z),en konvergiert gegen .

Sei (X, d) ein (pseudo-)metrischer Raum, xy € X und € > 0 eine reelle Zahl.
Zeigen Sie, dass U(zg, €) offen ist bzgl. d.

Sei (X, d) ein (pseudo-)metrischer Raum und O C X. Zeigen Sie, dass die Aussagen

(a) O ist offen.
(b) Zu jeder Folge (x,)nen, die gegen einen Punkt von O konvergiert, gilt:

dng € N: Vk > ng: xz, € O

dquivalent sind.

Sei (X, d) ein (pseudo-)metrischer Raum und 7, := {O C X | O offen bzgl. d}.
Zeigen Sie: 74 ist eine Topologid’| auf X.

Vergleiche auch Hierarchie der Rdume: Jeder metrische Raum ist ein topologischer.
................................................................ (Elemente einer Topologie)
Sei (X, 7) ein topologischer Raum und O C X. Zeigen Sie, dass die Aussagen

(a) Oer
(b) Ve e O:3U, €eT:2€U, CO

dquivalent sind.
................................................... (Konvergenz in topologischen Réumen)

Sei (X, T) ein topologischer Raum, welcher hausdorffsch ist. Zeigen Sie, dass jede konvergente
Folge in X einen eindeutigen Grenzwert besitzt.
Bem.:
(a) Eine Teilmenge A C X heifit Umgebung von x, wenn 2 € A und A € T (man sagt
dann, A ist offen in (X, T)).

(b) Eine Folge (x,), € N konvergiert in einem topologischen Raum (X,7) gegen = € X,
wenn in jeder Umgebung von x alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen.

3Sie wird auch als ‘die von d erzeugte (induzierte) Topologie’ bezeichnet.
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................................................ (Topologische Réume — Sternchenaufgabe)

A 1.1.33 X sei ein topologischer Vektorraum (d.h. X ein Vektorraum und 7 C P(X) eine Topologie, so
dass (X, 7) ein Hausdorff-Raum ist, Addition und Skalarenmultiplikation des Vektorraumes
stetig sind).

Zeigen Sie, dass die Topologie auf X genau dann von einer Norm ||.|| erzeugt wird, wenn eine
nicht-leere, offene, beschrankte und konvexe Teilmenge O C X existiert.

Hinweis: O heifit beschriankt, wenn zu jeder Umgebung U von 0 ein o € R* existiert, so
dass O C «aU. Hausdorff-Raum bedeutet, dass zu je zwei Punkten aus X disjunkte offene
Umgebungen existieren. Zur Definition der Norm wihlen Sie eine geeignete Teilmenge A C
X, (d.h. zusétzlich zu den Eigenschaften von O, 0 € A, —A = A) und setzen

|z|| :==sup{B € R" : = & BA} .

.......................................................................... (Begriffsabfrage)
A 1.1.34 Was bedeuten die folgenden Begriffe?:

e Gruppe, Korper, linearer Raum, Innenprodukt
e (Halb-)Norm, (Pseudo-)Metrik, Topologie, Hausdorffsches Trennungsaxiom
e Cauchy-Folge, vollstandig, Banachraum, Hilbertraum

e Halbnorm, Aquivalenzklasse
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1.2 Kompaktheit und Prikompaktheit

Definition 1.9.
Sei (X, dx) ein metrischer Raum, A C X.

(a) Eine Familie (U;);e; von offenen Teilmengen von X heifit offene Uberdeckung von A, falls
gilt:

AclJu;. (1.3)

Jjel

(b) A heiBt kompakt (oder iiberdeckungskompakt) genau dann, falls zu jeder offenen Uber-
deckung eine endliche Teiliiberdeckung existiert, d.h., ein J C I endlich existiert, so dass
bereits

AclJu;. (1.4)
JjeJ
gilt.

(c¢) A heifit folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge (z,)nen in A eine in A konvergente
Teilfolge besitzt, d.h.,

V(xp)nen: ((Vn eN:z, € A) = ITF (2, )reny 32 € A: Ty, ooy z) (1.5)

(d) A heiBt prikompakt genau dann, wenn es zu jedem ¢ > 0 eine endliche Uberdeckung von
A mit offenen e-Kugeln gibt.

Bemerkung 1.10. Sei (X, dx) ein metrischer Raum, A C X.

(a) Es gilt: A iiberdeckungskompakt = A folgenkompakt.
Der Beweis findet sich etwa in Otto Forster, Analysis 2.

(b) Es gilt: A iiberdeckungskompakt —> A priakompakt.
Der Beweis ergibt sich direkt durch Anwendung der Definition der Prikompaktheit auf die
offene Uberdeckung aller e-Kugeln, welche als Mittelpunkt ein Element aus A haben.

(c) Mit A C X vollstdndig meinen wir, dass (A, dax A) vollstandig sei, also dass jede Cauchyfolge
in X, deren Folgenglieder séamtlich schon in A liegen, einen Grenzwert in (X, dx) besitzt,
welcher auch schon in A liegt.

Satz 1.11. Sei (X, dy) ein metrischer Raum, A C X. Folgende Aussagen sind dquivalent:
(a) A ist iberdeckungskompakt.
(b) A ist folgenkompakt.
(c) A ist vollstandig und prikompakt.
Satz 1.12. Sei (X,dx) ein vollstindiger metrischer Raum, A C X. Dann gilt
A prikompakt <= A kompakt .
Satz 1.13. Sei (X,dx) ein metrischer Raum, A C X. Dann gilt

A kompakt <= V(Zn)nen aus A 3 konvergente TF in X.
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1.3 Mess- und Maf3iraume

Definition 1.14 (o-Algebra/Messraum/Borel-Mengen/Mafi/Mafiraum /p-Nullmenge/ p-f 1. ).

(a) Sei Q # (0 beliebig. Ein Teilmengensystem A C P(Q) heiit o-Algebra auf 2, falls die
folgenden drei Eigenschaften erfiillt sind:
(i) Qe A,
(i) VAe A: Q\ A€ A,

(ii)) V(Ap)rew, Ap € A: | A€ A
kEN

Das Tupel (€2, A) wird Messraum genannt [

(b) Die kleinste o-Algebra auf R, welche alle offenen Intervalle enthéiltE] heiflt die o-Algebra
der Borel-Mengen und wird mit B bezeichnet.

(c) Sei (2,.A) ein Messraum. Eine Abbildung p: A — [0,00] heifit Maf3 auf (Q2,.A), falls die
folgenden beiden Eigenschaften erfiillt sind:

(i) u(@) =0
(i) Y(Ax)ren, Ax € A paarweise disjunktﬂ: p(U) =5 n(a) .

keN keN

Eigenschaft (ii) bezeichnet wir als o-Additivitat. Das Tripel (Q, A, u) wird Maflraum
genannt.

(d) Sei (2,4, 1) ein Mafiraum. Eine Teilmenge N C € heifit u-Nullmenge, falls N € A und
pu(N) =0 gilt.

(e) Sei (2, A, ) ein Mafiraum. Wir sagen, eine Eigenschaft gelte u-fast iiberall, falls eine p-
Nullmenge N existiert, so dass die Eigenschaft fiir alle w € 2\ N erfillt ist.

(f) Sei (€, A, 1) ein Mafiraum. Wir nennen (€2, A, i) eine Vervollstéindigung von (€, A, ),
sofern
(i) A eine Teil-o-Algebra von A is
(ii)) VA € A: u(A) = u(A) gilt sowie
(iii) VA € Q: (3 p-Nullmenge N € A: ACN = A€ A)
Bem.: Uber Vervollstindigung des auf der o-Algebra der Borel-Mengen eingeschriinkten

Lebesgue-Mafles gelangen wir zur o-Algebra der Lebesgue-Mengen, welche mit £ be-
zeichnet wird.

4Wir sagen, eine Teilmenge von (2 ist A-messbar oder kurz messbar, falls sie in A liegt.
SWir sprechen auch von der von den offenen Intervallen erzeugten o-Algebra.

bdh., Vj,keN: (j#k = A;jNA;=0).

D.h,esgilt VACO: (Ac A= Ac A)
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Definition 1.15 ((A, A)-messbar/u-messbar/p-integrierbar).

(a) Seien (€2, A) und (Q, A) zwei Messraume. Eine Funktion f: Q — Q heiBt (A, A)-messbar
oder kurz messbar, falls fiir jedes B € A auch f~1(B) € A gilt.ﬂ

(b) Sei (Q, A, ) ein MaBraum und (Q,.A) ein Messraum. Eine Funktion f: Q — Q heift p-
messbar, falls ein N € A mit x(/N) =0 und ein @ € ) existiert, so dass durch

w firwe N

o) = {f(w) firweQ\ N, L6)

eine (A, A)-messbare Funktion gegeben ist.

(c) Sei (2, A, p) ein Mafiraum. Eine Borel-messbare Funktion e:  — [0, 00[ nennen wir A-
Elementarfunktion, falls |e(€2)| < oo ist. Eine Borel-messbare Funktion f : 2 — R heifit
p~-integrierbar, falls die Zahlen

/f+du = sup /e du und /f_d,u = sup /e dpu (1.7)
0<e< st 0<e< st

eElementarfunktion eElementarfunktion

endlich sind. Dabei bezeichnen f* := max(f,0) und f~ := max(—f, 0) den Positivteil bzw.
Negativteil von f und

Jedn = Yol (o)) (18)

das Integral einer Elementarfunktion, falls e(Q2) = {ay, ..., a,} ihr Bild ist.
Aufgaben:

A 1.3.1 FE seiein linearer Raum iiber K und p: E — R eine Halbnorm auf E. Betrachten wir weiterhin
die Relation
TRy <= p(x —y) = 0.
(a) Zeigen Sie, dass die Relation R eine Aquivalenzrelation ist.
(b) Zeigen Sie, die Richtigkeit der folgenden Aussagen:
(i) Va e K, a # 0, Va,y € E gilt

TRy <= (az)R(ay).
(i) Vz,2',y,y € E gilt
TRy AN2'Ry = (x +2")R(y +v').

(¢) Fiir x € E sei [z] die Aquivalenzklasse von x, d.h., [z] = {y € E|zRy}. Damit erhalten
wir einen K-linearen Raum E/R mit Vektoraddition [z]+ [y] = [z + y] und Skalarmulti-
plikation afx] = [ax]. Zeigen, dass ||[z]|| := p(z) wohldefiniert und eine Norm auf E/R
ist.

8d.h., wenn das Urbild jeder messbaren Menge wieder messbar ist.

9Im Fall (Q, A) = (R, B) nennen wir die Funktion auch Borel-messbar.

10Mit anderen Worten ist f genau dann p-messbar, wenn es eine messbare Funktion g gibt, die auflerhalb einer
p-Nullmenge mit f iibereinstimmt.
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Kapitel 2

Konvergenz in Beispielriumen

Definition 2.1 (Konvergenz/Cauchyfolge/Vollstandigkeit/Banachraum/Hilbertraum).

(a) Sei (M,d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,)neny von Elementen aus M heifit Cauchy-
folge, wenn fiir alle ¢ > 0 ein ng = no(e) € N existiert, so dass fir alle n,m > ny die
Ungleichung d(x,,, x,,) < ¢ erfiillt ist.

(b) Sei (M, d) ein metrischer Raum. Eine Folge (z,),en von Elementen aus M heifit konvergent,
falls ein = € M existiert, so dass fiir alle € > 0 ein ny = ng(c) € N existiert, so dass fiir alle

n > ng die Ungleichung d(x,, ) < ¢ erfiillt ist. Wie schreiben kurz z,, By 2 oder T, — .

(¢) Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstindig, wenn jede Cauchyfolge aus M in (M, d)
konvergiert.

(d) Ein vollstandiger normierter Raum heift Banachraum.

(e) Ein vollstandiger Euklidischer Raum heift Hilbertraum.

2.1 Endlichdimensionale Vektorraume

Beispiel 2.2 (Endlich-dimensionale Vektorraume).

a) Bezeichnet x = (&,...,&,) ein Element aus R™ oder C", so sind fiir 1 < p < oo durch
(a) p

1

Slapr) . iy <oo,
], = (k_l (2.1)
max I3 falls p = o0 .

Normen ||.|,: R® — R bzw. ||.|,: C* — R gegeben. Den normierten Raum[] (K", |.|,)
bezeichnen wir im Folgenden mit ¢P(n). Seine Vollstandigkeit ist eine direkte Folge der
Vollstéandigkeit von (R, |.|) bzw. (C,|.|).

(b) Mit jeder Norm sind (R",[.[|) und (C",|.||) Banachrdume. Die Vollstindigkeit ist eine di-
rekte Folge der Vollstandigkeit von (R, |.|) bzw. (C,|.|) bzw. der Aquivalenz von Normen auf
endlich-dimensionalen Vektorrdumen.

!Die Dreiecksungleichung haben wir in Gestalt der Minkowski-Ungleichung in der Analysis bewiesen.
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Aufgaben:

A21.1

A212

A 213

A214

A 215

Ist F ein endlich dimensionaler normierter Raum, so ist die Normkonvergenz gleichbedeu-

n
tend mit der komponentenweisen Konvergenz (d.h., ist x1, ..., z, eine Basis, y, = > ag ):132-,
i=1

y = oz, s0 gilt (bei k — 00): |lyy —yl| 2 0<=Vi=1,...,n: «
i=1

(k)

[

— Cti).

Wie ist dies in unendlichdimensionalen Raumen? Folgt immer noch die Normkonvergenz aus
der komponentenweisen ? (Die umgekehrte Frage, ob die Normkonvergenz die komponenten-
weise impliziert, ist schwerer zu beantworten.)

k. m
Fiir ein f € L(R™,R¥) sei || fllp := 4[> > aZ;. Zeigen Sie:
i=1j=1

Auf L(R™ RF) ist ||.||r eine Norm und fiir alle linearen Abbildungen f: R™ — R* gilt

A< NA1e -

Bemerkung: ||.||r heifit Frobenius-Norm.

Sei B € L(R™, R") gegeben. Zu festen Basen sei B := (bj);;, die zugehérige Matrix von
B. Bestimmen Sie die Operatornorm von B als Abbildung von (R™, || - ||») nach (R™, || - ||s0)-

Fir (X, |.|lx) = R™,||-|[1) und (Y, ||.][y) = (R™,||-|]1) sei B € L(X,Y) und zu festen Basen

sei B = (bjx);—, die zugehorige Matrix von B. Bestimmen Sie die Operatornorm || B||1(x,y)-

Auf (X, |l.llx) = (R™ || - ||2) sei A € L(X,X) derart gegeben, dass zu festen Basen eine
zugehorige symmetrische Matrix A := (ajk)? w—1 von A existiert. Bestimmen Sie die Opera-
tornorm

2Zur Erinnerung: Symmetrische Matrizen A (Matrizen mit A7 = A) besitzen nur reelle Eigenwerte. Weiterhin
existiert eine orthogonale Matrix U (deren Spalten aus den paarweise orthogonalen Eigenvektoren von A bestehen),
so dass UT AU eine Diagonalmatrix ist (Hauptachsentransformation), auf deren Diagonalen die Eigenwerte von A
stehen.
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2.2 Folgenrdume

Beispiel 2.3 (K — linearer Raum aller Folgen). Sei K = R oder K = C. Eine Folge in K ist
eine Abbildung z: N — K, n — &,. Den Raum aller Folgen in K bezeichnen wir mit K.

Beispiel 2.4 (¢? — linearer Raum aller p-summierbaren Folgen). Fiir 1 < p < oo bezeichnet

S lel < oo} (2:2)

den Raum aller p-summierbaren Folgen in K. Auf ihm ist durch

el = (Z |§k|”) (2.3)

cine Norm gegeben (Ubungsaufgabe. Hinweis: Minkowksi-Ungleichung — folgt auch mit Beispiel
2.20)). Der normierte Raum (7, |.]|,) ist ein (unendlich-dimensionaler) Banachraum.

Beweis: (Vollstindigkeit)

Po= {xEKN

Sei () nen = <(£I£n))k€N) eine Cauchyfolge aus (¢7, ||.||,) und € > 0 beliebig.

neN
— Jny € NVn,m > no: |&n — amlly, = (ki € 5,gm>|p>” <e.
= Vk € NVn,m>ng: |£,(:L) — ,E;m)] < e.
— Vk € N: (£™),en Cauchyfolge in K .
— VkeN3g e K: &M "X ¢, (da (K, |.|) vollstindig ist) .

¢ v
— Ve NVn,m > ng: (Z|§,§")— ,im)|p) < e
k=1
, 1
— V0l e NVn > ng: (z\g,g")—gk\p) < e
k=1

— Vn > ny: (Z|£,in)—§k|p>p < e
=1

Mit = := (& )ren impliziert die letzte Zeile insbesondere x — z,, € ¢P. Da auch z,, € ¢/’ und
/P insbesondere ein linearer Vektorraum ist, folgt daraus auch x € ¢P. Insgesamt haben wir
demnach gezeigt, dass es ein x € 7 gibt und ein (von £ abhéngiges) ng € N, so dass

Vn>ng: ||z — x|, <€ .

Aufgrund der Beliebigkeit von ¢ ist dies genau die Konvergenz der Folge (z,,)nen in ¢P.
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Beispiel 2.5 (¢~ — linearer Raum aller beschrinkten Zahlenfolgen).

Der lineare Raum der beschrinkten Zahlenfolgen

> = {x c KN ‘ sup €| < oo} (2.4)
keN
wird mit der Norm ||z||s := sup || zum Banachraum (£, ].||o).
keN

Bemerkung 2.6. Wir vereinbaren die folgenden Sprechweisen:

e Seien A, B zwei Vektorrdume. Wir sagen, A C B ist ein linearer Unterraum, wenn A als
Vektorraum ein Unterraum von B mit den vererbten Verkniipfungen ist.

e Scien (A, |.]|a) und (B, ||.||g) zwei normierte lineare Rdume. Wir sagen, A C B ist ein
Unterraum, wenn A ein linearer Unterraum von B ist und Va € A: ||al|a = ||a|| 5 gilt (d.h.,
||.]|.4 ist die Einschrénkung von ||.||p auf A).

Korollar 2.7.

(a) Der Raum P ist fir jedes p € [1,00[ ein linearer Unterraum von €.

(b) Der normierte lineare Raum (P, ]|.]|s0) 1St ein nicht vollstandiger Unterraum von (£, ||.||s)-

Beweis:

(a) Wir zeigen /7 C (.

Sei x € 7, wegen Y & [P < oo muss dann (|€x|?)ken eine Nullfolge sein (notwendiges Kon-
keN
vergenzkriterium fiir Reihen). Da die p-te Wurzel stetig ist, muss dann auch (|&|)ren eine

Nullfolge sein, also insbesondere auch beschréankt. Somit folgt = € £*°.
(b) Wir zeigen, nicht jede Cauchyfolge konvergiert:
Wiéhlen wir etwa die Nullfolge x := (&) gen mit & = </% , dann gilt einerseits = ¢ /* (da die

harmonische Reihe % bekanntlich divergiert), andererseits gilt fiir die Folge

kEN
r, = (&,&,...,&,0,...) (2.5)
offenbar sowohl z,, € P als auch fiir beliebige m > n die Beziehung
I oo
l#n = 2mlloo = sup[&m| = {/—— = 0. (2.6)

Somit ist (z,)nen eine Cauchyfolge im normierten Raum (€%, ||.]|«), zu der wegen

1 n—00
Dl = = f— % 0 2.7
Iz~ ol = supled = {/—5 (2.7

jedoch kein Grenzwert in /P existieren kann.
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Beispiel 2.8 (¢ — linearer Raum aller konvergenten Zahlenfolgen).

Der Vektorraum der konvergenten Zahlenfolgen
c = {mEKN‘HSEK:Sk—)S} (2.8)

ist ein linearer Unterraum von ¢ und wird mit der Supremumsnorm ||.||oc zum Banachraum
(¢, ]|-]ls0), insbesondere zu einem vollstandigen Unterraum von (€%, ||.||)-

Beispiel 2.9 (¢y — linearer Raum aller Nullfolgen). Der Vektorraum der Nullfolgen
co = {x c KN ‘ & — 0} (2.9)
ist ein linearer Unterraum von ¢ und somit auch von ¢*°, welcher mit der Supremumsnorm ||.||s

zum Banachraum (co, ||.||c) wird, insbesondere zu einem vollstdndigen Unterraum von (¢, ||.||o0)
und somit auch von (€%, ||.||«)-
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Aufgaben:

A 2.2.1 Bezeichne R := {(ay)nen | a, € R} die Menge aller (nicht notwendigerweise konvergenten)
reellen Zahlenfolgen. Zeigen Sie, dass fiir beliebige (ay,)nen, (bn)nen die Zahl

. —n |an - bn|
(@), (o)uen) = 32" (210
n=1 n n

endlich ist und auf diese Weise eine Metrik d auf RY definiert wird.
A 2.2.2 Sei (RY, d) der metrische Raum aus der vorigen Aufgabe, d.h., mit der Metrik (2.10]) versehen.

(a) Zeigen Sie, dass z¥) 2%y genau dann, wenn Vn € N: &(«Lj) Iy &, wobei () = ({T(Lj)>

und z = (&,) sind.
(b) Beweisen Sie, dass (RY, d) vollstéindig ist.

A 2.2.3 Sei RN = {a: = (& )nen: N — R} der lineare Raum aller reellen Zahlenfolgen.

(a) Zeigen Sie: Der Folgenraum (¢, ||.||,) ist ein Banachraum, wobei p € [1, co[ sowie

* = {x eRY | ) |Gl < oo} und ||z||, = (Zmp) . (2.11)
k=1 k=1
(b) Zeigen Sie: Der Folgenraum (£*°,]|.||«) ist ein Banachraum, wobei
> = {m cRY ) sup €| < oo} und ||zl = sup|&l . (2.12)
keN keN

(c) Finden Sie Beispielfolgen # € RN mit
(i) z e 2\ ¢* (i) z € =\ ¢ (i) = ¢ £°.
(d) Ist in (¢4, ].]l1) die Teilmenge M := {z € ¢* | Vk € N: |z(k)| < 1} abgeschlossen ?
(e) Zeigen Sie: (i) p € [l,o0] = P Cl*. (ii) p,g€[l,oo] N p<q = P C7.
A 2.2.4 Sei (z1)gen eine konvergente Folge aus (£2,]|.|2).
(a) Konvergiert sie auch in (£, ||.||s)? (ii) Konvergiert sie auch in (¢, ].|[1)?
............................................................... (Nicht dquivalente Normen)

A 2.2.5 Sei X der lineare Raum der Folgen, bei denen nur endlich viele Glieder ungleich 0 sind. Dann
sind durch

lzllh = > lzal  und  |z]e = sup|an]
n>0

n>0

zwei Normen auf X definiert. Zeigen Sie, dass diese nicht dquivalent sind.
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2.3 Funktionenriaume

Im Folgenden sei K =R oder K = C.

Beispiel 2.10 (B(T) — linearer Raum aller beschrinkten Funktionen).

Sei (M,d) ein metrischer Raum und 7' C M nichtleer. Der Vektorraum der beschrinkten
Funktionen

B(T) := B(T,K) = {f:T—>K sup|f(t)|<oo} (2.13)

teT

wird mit der Norm || f||o := sup |f(¢)| zum Banachraum (B(T), ||.||c)-
teT

Beispiel 2.11 (Linearer Unterraum aller stetigen Funktionen).

(a) Ist I =[a,b] C R ein beschrinktes Intervall, so wird nach dem letzten Beispiel die Menge
V = B([a,}],K) = {f I —-K ) f beschrénkt, d.h., sup |f(t)] < oo}
tel
mit den punktweisen Verkniipfungen

(fHvg)t) = f{t)+xg), tel,
Ay A)E) == Axflt), NeK, tel

zu einem Vektorraum. Durch || f|lo = sup|f(¢)| wird auf V' eine Norm definiert.
tel

(b) Die Menge
W o= O([a,0.K) = {f: 5K ‘ f stetig}
ist nach dem Satz {iber das Maximum/Minimum (bekannt aus der Analysis I) offenbar eine

Teilmenge von V. In der Tat, ist W mit den von V' vererbten Verkniipfungen ein linearer
Unterraum von V' im Sinne von Bemerkung [2.6] (b).

(c) Sei nun allgemein (M, d) ein metrischer Raum und 7" C M kompakt, nichtleer. Dann wird
der Vektorraum

c(T) = C(T,K) := {a:: T —K ‘ x stetig } (2.14)

der stetigen Funktionen iiber 7" mit der Norm ||z := max |z(t)| (nach dem Satz vom
S

Minimum/Maximum nimmt eine stetige Funktion auf einem Kompaktum sowohl Minimum
als auch Maximum an) zum Banachraum (C(T), ||.||s))-

Beispiel 2.12 (C"([a,b],K) — linearer Raum aller n-mal stetig diff. Funktionen).

Seien a < b reelle Zahlen. Dann wird der Vektorraum

C"(la,b],K) = {.CEZ [a,b] — K ‘ x mind. n-mal stetig differenzierbar} (2.15)
der n-mal stetig differenzierbaren Funktionen iiber [a, b] mit der Norm
el = DNl = D man [20(1)] (2.16)
v=0 v=0 ’

zu einem Banachraum. Dabei sind 2 () = z(t) und ) () = (¢~ (t))".
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Beispiel 2.13 (BV([a,b],K) — Raum der Funktionen mit beschrinkter Variation).

(a) Fiir eine Funktion z: [a,b] — K ist die totale Variation durch

n

sup sup x(ty) — x(t,— 2.17
supsup S folt) = (1) (2.17)

definiert, wobei Z(n) alle Zerlegungen a =ty < t; < ... < t, = b durchlduft.

V(z)

(b) Der Vektorraum der Funktionen auf [a,b] mit beschrinkter Variation

BV ([a, b],K) {a:: T—-K ‘ x von beschrinkter Variation, d.h. V(x) < oo} (2.18)
wird mit der Norm
lzllsy = le(a)] + V(z) (2.19)
zum Banachraum (BV ([a, b], K), ||.||zv)-
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Aufgaben:
A 2.3.1 Wie sind die folgenden Raume definiert?
e Bi([a,b],R), C([a,b],R), L1

A 2.3.2 Auf C*([a,b],R), dem Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, betrachten wir

die Metrik
- 1 pu(x_y) .
d(z, = _— mit ,(2) ;= ma @] . 2.20
w0 = ey pul2) = max [0) (2:20)
Zeigen Sie:

(a) xp — x beziiglich d <= x,(:) — 2) gleichmiBig fiir alle v € N.

(b) (COO([a, b],R),d) ist vollsténdig.
(c) Es existiert keine Norm auf C*([a, b],R), welche d induziert.
.................................................. (Funktionen mit beschrankter Variation)

A 2.3.3 Fiir eine Funktion z: [a,b] — K ist die totale Variation durch

n

V(z) == supsup » _|a(t,) — z(t,—1)| (2.21)

neN Z(n) =1

definiert, wobei Z(n) alle Zerlegungen a =ty < t; < ... < t,, = b durchlauft.
(a) Geben Sie jeweils ein Beispiel einer stetigen Funktion mit beschrinkter und einer steti-
gen Funktion mit unbeschrankter (totaler) Variation an.
(b) Zeigen Sie: Der Vektorraum der Funktionen auf [a,b] mit beschrinkter Varia-
tion
BV (la,b],K) := {x: [a,b] = K | x von beschrénkter Variation, d.h., V(x) < oo}
(2.22)

wird mit der Norm
|zllpy = |z(a)| + V() (2.23)

zum Banachraum (BV ([a, b], K), ||.||zv).
(c) Zeigen Sie: BV ([a,b],R) ist mit der von B([a, b],R) induzierten Norm nicht vollsténdig.

.......................................... (Supremumsnorm und Wichtungen auf C(X,Y))
A 2.3.4 Zeigen Sie, dass ||f||c := m[a}Z] |f(z)| eine Norm auf C([a, ], R) ist.
z€[a,

A 2.3.5 Auf C[0,1] betrachten wir die Norm

lll = max [tz (t)]. (2.24)
(a) Zeigen Sie, dass ||.|| wirklich eine Norm ist.

(b) Ist C[0,1] mit dieser Norm vollsténdig?
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A 236

A 237

A 238

A 239

A 2.3.10

A 2311

A 2.3.12

A 2.3.13

A 23.14

A 2.3.15

Sei g € Cla,b] mit g(z) > 0. Wir definieren durch

dg(,y) = max |g(t)(x(t) — y(t))| (2.25)

a<t<b
eine gewichtete Distanz auf Cfa, b]. Zeigen Sie:

(a) d, ist eine Metrik.
(b) d,-Konvergenz ist gleichbedeutend mit glm Konvergenz auf [a, b].
(c) (Cla,b],d,) ist vollsténdig.

Sei x: R — ]0, oo stetig. Auf

X = {f: R — R | f stetig, sup |x(¢)f(t)| < oo} (2.26)
teR

definieren wir eine Norm (ohne Beweis) durch

Iflly == sup [x(®)f(@)| - (2.27)
teR
Zeigen Sie, dass X mit ||.|| ein Banachraum ist.

.............................. (Weitere Normen/Metriken auf und Teilrdume von C'(X,Y))

Zeigen Sie: Hf”(-»-)c([a,b
[f1loo -

Begriinden Sie, warum die gleichméBige Konvergenz einer Funktionenfolge f,, aus C([a, b], R)
die Konvergenz im quadratischen Mittel nach sich zieht.

, ist eine Norm und es gilt Vf € C([a, 0], R): [/l yoqun, < VO—a-

Finden Sie eine Folge (f,,)nen, welche im quadratischen Mittel aber nicht gleichméfig kon-
vergiert.

Durch z,(t) := t"™ — 3" sei eine Folge in (C[0,1],]|.]|oc) definiert. Ist (x,),en konvergent?

Sei k € N. Uberpriifen Sie in <C ([a, b],R), ||||Oo) die Abgeschlossenheit der Teilmenge

k
Py = {x € C([a,b],R) | z(t) = Zaiti mit o; € R und oy, # O} :
i=0
(a) Zeigen Sie, dass C™(Q,R) ein Banachraum ist.

(b) Zeigen Sie, dass C"™(Q,K") ein Banachraum ist.

Sei X eine beliebige nichtleere Menge und ¢*°(X) der Vektorraum der beschrénkten Funk-
tionen X — K, wobei K entweder R oder C sei. Hierbei sind Addition und Multiplikation
mit Skalaren punktweise erklart. Zeigen Sie:

(a) ||flloo := sup|f(z)| definiert eine Norm auf ¢>(X).
zeX
(b) £°(X) ist vollstédndig beziiglich dieser Norm.

Sei (X, T) ein topologischer Raum und Cy(X) C £°°(X) der Teilraum aller stetigen Funktio-
nen. Zeigen Sie, dass Cp,(X) vollstandig ist.
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A 2.3.16 Zeigen Sie:

(a) Die Menge

Co(R) = {f: R — R: f ist stetig und hI:El flz) = 0} .

ist ein Vektorraum.

(b) Durch || f|s = max |f(t)] ist eine Norm auf Cy(R) gegeben.
€
(¢) (Co(R),||-]]eo) ist vollsténdig.

A 2.3.17 Sei X ein linearer Raum. Eine Metrik d auf X heifit invariant, wenn d(z,y) = d(z — y,0)
fiir alle z,y in X.

(a) Geben Sie eine invariante Metrik d., auf dem Vektorraum C(R) aller stetigen Funktio-
nen von R nach R an, beziiglich der eine Folge von Funktionen genau dann konvergiert,
wenn sie gleichméflig auf kompakten Teilmengen von R konvergiert, d.h., fiir welche die
folgenden Aussagen dquivalent sind:

(i) fn — f beziiglich d.,.
(ii) Fiir jede kompakte Teilmenge C' C R gilt sup |f,.(t) — f(¢)] — 0.

teC

(b) Ist C'(R) beziiglich der Metrik aus (a) vollsténdig?
(c) Zeigen Sie, dass die Einbettung Cy(R) C C(R) stetig ist.
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............................................... (Beispiel unvollstédndiger Funktionenrdume)

b 3
A 2.3.18 Zeigen Sie, dass C([a,b],R) mit || f|| = || f]l2 = (/ (f(x))2dx) nicht vollsténdig ist.

Komplexe Variante (inklusive Nachweis des Innenproduktes):

Sei a,b € R mit a < b. Auf C([a,b], C) sei eine Abbildung definiert durch

(f9) 12/ f(s)g(s)ds .

(a) Zeigen Sie, dass (.,.) ein Innenprodukt definiert.
(b) Zeigen Sie, dass C([a,b], C) beziiglich dieses Innenproduktes kein Hilbertraum ist.

A 2.3.19 Seien a,b € R mit a < b und X = C([a, ], R).

b
(a) Zeigen Sie, dass d(z,y) = / |z(t) — y(t)|dt eine Metrik auf X definiert.
(b) Ist X beziiglich der Metrik d; aus (a) vollstandig?

A 2.3.20 Zusammenfassende Abwandlung der beiden letzten Aufgaben:

Auf X = C([a, ], R) definieren wir die beiden Abbildungen di.: X x X — R, k = 1,2, durch

b b 3
ey = [ ot = olo)] d2<x,y>=(/ |x<t>—y<t>|2dt) e

Zeigen Sie:

(a) d; und dj sind Metriken auf C|a, b].
(b) C([a,b],R) ist mit keiner dieser Metriken vollstandig.

A 2.3.21 Zusammenfassende Formulierung nur die Vollstindigkeit betreffend:
Sei dgy wie in (2.25)) und dy, do wie in (2.28). Zeigen Sie:
(a) (Cla,b],d,) ist vollstandig. (b) Weder (Cla, b],d;) noch (Cla,b], ds) sind vollstéandig.
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2.4 Allgemeine LP-Riume

Definition 2.14.

Sei (2, A, p1) ein Mafraum Y| (R, B) der betrachtete Messraum und p € [1,00]. Auf der Menge der
messbaren Funktionen f: 2 — R definieren wir

(a) im Fall 1 <p < oo die Zahl N,(f) durch

win) = ([ i)’ (229
sowie LP := LP(Q, A, 1) durch

LP = {f Q—-R ‘ f messbar und / | f|Pdu < oo} . (2.30)
Q

(b) im Fall p = oo die Zahl Ny (f) durch]
Noo(f):=inf Ay  mit Ay = {Ae[0,00] | |f] <A pfii} (2.31)
sowie L® := L*(Q, A, 1) durch
L= {f: Q—-R ‘ f messbar und Ny (f) < oo} . (2.32)
Bemerkung 2.15.

(a) Wegen oo € Ay, ist Ay # (), so dass inf Ay € [0, 00] gilt.

(b) Da abzihlbare Vereinigungen von Nullmengen wiederum Nullmengen sind und nach Defini-
tion des Infimums eine Folge (A, )nen aus A; existiert, fiir die A, % inf Ay gilt und ein
M, € Amit u(M,) =0 und Vw € Q\ M,,: |f(w)| < A\, existiert, folgt nun auch

Vwe Q\M: |f(w)| <infA; mit M:=|]M, (2.33)

neN

und

p(M) = u(U Mn> < Sou(M) = 0.

neN neN
(c) Jedes A € Ay nennen wir eine wesentliche Schranke von f.
(d) Esist Noo(f) die kleinste wesentliche Schranke von f.

Korollar 2.16. FEs ist L ein linearer Raum dber R, auf dem durch ||f||z~ = Noo(f) eine
Halbnorm gegeben ist.

Beweis:

3d.h., Q eine nichtleere beliebige Menge, A C P(£) eine o-Algebra und u ein Maf auf A
4f| < A gilt p-fii., wenn 3N = Ny f € A: (u(N) =0 A (Vw € Q\ N: |f(w)| < N))
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e Fiir jede beliebige messbare Funktion f: 2 — R gilt
Va € R: Ny(af) = |al- Noo(f) , (2.34)

denn im Fall @ = 0 ist No(af) = Nx(0) = 0 und fiir jedes @ € R\ {0} existiert eine
p-Nullmenge My mit

Vw € Q\ My: [af(w)] = laf|f(w)] < |a-inf Ay,
also Noo(af) < |a|- Noo(f), sowie analog

1 1.
= m|af(w)] < |Oé—|-1anaf,

Vu € O\ My [f(w)] = Eaﬂw)

also |a| - Noo(f) < Noo(af).
e Fiir beliebige messbare Funktionen f,g: {2 — R gilt

Noo(f +9) < Neo(f) + No(9) (2.35)

nach der letzten Bemerkung existieren p-Nullmengen My und Mg, so dass

Vo € Q\ (M UM,): [f() +g(@)| < 1f@)] +lg(w)| < infA; + infA, .

e Mit der punktweisen Addition und der skalaren Multiplikation, welche £ als Teilmenge des
linearen Raumes aller messbaren Funktionen f: Q2 — R erbt, wird £ zu einem linearen
Raum iiber R, da einerseits mit N (f) < oo nach auch Ny (af) fiir jedes a € R gilt
(also die Multiplikation mit einem Skalaren nicht aus £ herausfiihrt) und andererseits sich
mit Noo(f) < 0o und Noo(g) < oo nach auch Noo(f +¢g) < oo ergibt (also die Addition
nicht aus £ herausfiihrt).

e Die Einschrénkung von Ny auf £ erfiillt nun alle Eigenschaften einer Halbnorm.

a

Um zu zeigen, dass auch £? ein linearer Raum und N,(f) eine Halbnorm auf £?, benétigen wir
die folgenden beiden Ungleichungen.

1 1

Lemma 2.17 (Ho6lder-Ungleichung). Sei 1 < p < oo und q € R derart, dass — + — = 1 gilt.
p

Dann gilt fiir beliebige messbare Funktionen f,g: Q — R die Holder-Ungleichung

Ni(f-g) < Np(f)Nq(9)7

Lir-aan < (] \f!pdu);( / !g!qdu); | (2.36)

Beweis: In der Vorlesung (Verwendet die Young-Ungleichung). O

d.h.,

Satz 2.18 (Minkowski-Ungleichung). Sei 1 < p < oco. Dann gilt fiir belicbige messbare Funktionen
f,9: Q — R die Minkowski-Ungleichung

Np(f+9) < Np<f) + Nf(Q)'
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Beweis: In der Vorlesung (Verwendet die Holder-Ungleichung). O
Bemerkung 2.19.

(a) Nach dem letzten Satz gilt f,g € LP — f+ g € LP.

(b) Aus der Definition folgt « € R, f € LP — «f € LP

(c) Nach den letzten beiden Punkten wissen wir, dass £ fiir 1 < p < oo ein linearer Raum ist,
auf dem || f|lzr := N,(f) eine Halbnorm ist.

(d) Da im Fall K = C die Aquivalenz
f messbar <= Re(f),Im(f) messbar
zur Verfiigung steht, konnen wir sowohl fiir £? als auch fiir £°° analoge Aussagen herleiten.

(e) Oftmals findet sich fiir p = oo auch die Beschreibung
L = {f: Q—R ‘ f messbar und p-f. ii. beschrénkt} , (2.37)

wobei f genau dann eine p-fast {iberall beschrénkte Funktion genannt wird, falls eine positive
Konstante M < oo existiert, so dass p-fast iiberall |f| < M erfiillt ist. Die kleinste solche
Konstante M, welche diese Eigenschaft besitzt, wird oft auch als essentielles Supremum
bezeichnet und mit esssup |f(w)| abgekiirzt. Offenbar gilt

weN

[flleee = essesgzlp|f(w)\- (2.38)

(f) Entsprechend Bemerkung gelangen wir fiir jedes p € [1, 00] mittels Ubergang zu den
Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenzrelation f ~ g <= f = g p-f.i. jeweils zum
linearen Raum

1= 1A ) = {f]] f €L (2.39)
der Aquivalenzklassen [f] von f € LP beziiglich der Aquivalenzrelation ~. Mit
I e = NS Nl

fiir alle f € £P wird L” dann zu einem normierten Raum{|

Beispiel 2.20 (Spezialfille von allgemeinen LP-Réumen).

(a) Fir @ =N, A =7P(N) und das Zdhlmaf3

(2.40)

00, sonst

#(A), A endliche Teilmenge von {2
p(A) = { A

und 1 < p < oo gilt LP(Q, A, 1) = (7 mit dem Folgenraum ¢? aus Beispiel 2.4] Da sich fiir
r: N —= K n+— &, mit dem Zahlmaf3

[1rdn = Y ler

& neN

ergibt, gilt ||z|le = [[(§n)nenller = (Z |§n|p> = ||z||, mit der Norm ||z||, aus Beispiel
neN

24

®Dabei verwenden wir insbesondere die Implikation f = g p-f.ii. = [|f[Pdu = [|g[Pdp.
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(b) Mit demselben Mafiraum wie in (a) erhalten wir (vgl. Beispiel
(L2 A ) ([ llpe) = (6% o)

und (¢, ||.||) entsprechend Bemerkung[2.6] (a) als Unterraum von diesem (vgl. Beispiel [2.8)).

Aufgaben:

A 2.4.1 Zeigen Sie die Young-/Holder-/Minksowski-Ungleichung
A 2.4.2 Zeigen Sie, dass L? ein linearer Raum ist.
A 2.4.3 Zeigen Sie, dass N,(f) := ||f||z» fiir 1 < p < oo ein Halbnorm ist.

A 2.4.4 Zeigen Sie, dass L ein linearer Raum und das wesentliche Supremum eine Halbnorm auf
L ist.

A 2.4.6 Geben Sie folgende Definitionen und Sétze an:

e Messbarkeit, Maf3, Zdhlmaf
o Sitze: Holder-Ungleichung, Minkowski-Ungleichung

e Wesentliches Supremum
A 2.4.7 Wie sind die folgenden Rédume definiert?

o LPLZ P =, c
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Kapitel 3

Stetige lineare Abbildungen

3.1 Abbildungen zwischen Vektordumen

Definition 3.1 (Linearitét, Injektivitat, Surjektivitét).

Eine Abbildung A: E — F zwischen zwei Vektor-Raumen heif3t
(a) linear ;<= Va,y € EVa € K: A(x +y) = Ax + Ay N A(ax) = aA(x);
(b) injektiv <= Vr,y € E : (A(zx) = Aly) = x=y);
(c) surjektiv <= A(F)=F <= Vz e F dJr € E: A(z) = z.

Aufgaben:

A 3.1.1 Seien F und F' endlichdimensionale Vektorrdume der gleichen Dimension und A: F — F
eine lineare Abbildung. Zeigen Sie:

A bijektiv <= A injektiv oder surjektiv.

A 3.1.2 Konstruieren Sie zwei Endomorphismen auf C([a, b], R), wobei der erste injektiv, aber nicht
surjektiv sei und der andere surjektiv, aber nicht injektiv sei.

A 3.1.3 Konstruieren Sie zwei Endomorphismen auf ¢*, wobei der erste injektiv, aber nicht surjektiv
sei und der andere surjektiv, aber nicht injektiv sei.
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3.2 Eigenschaften stetiger linearer Abbildungen

Definition 3.2 (Beschrinkte lineare Operatoren).

Seien (E,||.|g) und (F,|.||r) normierte Rédume iiber K. Sei A: E — F linear. Dann heifit A
beschrinkt (<= 3IM € [0,00[: Vz € E ||Az||r < M||z||g.

Offensichtlich ist ein linearer Operator zwischen zwei normierten Rdumen genau dann beschrankt,
wenn es eine nichtnegative reelle Zahl M gibt, so dass

Vi€ B: <||$||E <1 = ||Az|r < M)

gilt.

Definition 3.3. Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rédume, f: X — Y eine Abbildung und
xo € X. Dann heifit f stetig im Punkt z, genau dann, wenn fiir alle Folgen (z,,),en aus X gilt

dx (T, 70) = 0 — dy (f(xn), f(20)) =5 0.
In normierten Réumen (E,|.||g) bedeutet die Aussage ,z, — = in E“ genau die Konvergenz
|xn — xo0|lg — 0.

Lemma 3.4. In einem normierten Raum (E, ||.||g) sind Addition, Multiplikation mit Skalaren und

die Norm stetig, d.h., es gilt stets die Implikation
TntYn —THY,

Tp =T, Yo=Y, O —Q = Ty, — ax
lznlle = [l -

Beweis: Ubungsaufgabe bzw. in der Analysis behandelt. O

Satz 3.5. Seien (E,|.||g), (F,|.||r) normierte Raume tber K, A: E — F K-linear, xy € E.
Dann sind folgende Aussagen sind dquivalent:

(a) A ist stetig in xg.

(b) A ist stetig.

(c) A ist beschrankt.
Beweis:

e .(a) = (b)“: Sei A stetig in xy.

d
Desweiteren sei x € F beliebig und (x,),en eine beliebige Folge aus E mit x,, g . Nach
Definition folgt daraus

||($n—$+330)—$0||E = ||[L'n—l'||E — 0, (31)

d
also x, — r + x¢ g zg. Da A nach Voraussetzung stetig in ¢ ist, impliziert dies A(z, —
d
T+ x0) Alg Azy und zusammen mit der Linearitat von A somit
|Azx, — Az||p = ||Az, — Ax + Azg — Axol|lr = ||A(zy, — 2+ x0) — Azgllr — 0, (3.2)
d
was genau Ax, 8 Az bedeutet. Aufgrund der Beliebigkeit der Folge (x,)nen ergibt sich

die Stetigkeit von A in x. Da auch x € F beliebig war, haben wir somit die Stetigkeit von A
gezeigt, also (b).
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e .(b) = (c)“: (Beweismethode durch Widerspruch). Sei A stetig.
Angenommen, A sei unbeschrankt. Dann miisste zu jedem M € [0, M| ein x); € E mit
|Azp||p > M||xa|| g existieren. Demnach wiirde es eine Folge (z,)nen mit

Vn € N: [|Az,||r > nl|z. g (3.3)

geben. Mit der Linearitéit von A erhielten wir dann insbesondere

Tn
lznlle

Betrachten wir nun die Folge v, = % Mit der Homogenitdat der Norm ergédbe sich

) . 1 | .
einerseits ||y,||z = + — 0, also y, — 0, und andererseits

1Azl

n |z e

[Ayallr = > 1. (3.5)

Dies ist jedoch ein Widerspruch zur Stetigkeit von A, denn laut dieser miisste namlich

d
Ay, £ A0z = 05 , (3.6)
also || Ayn||r — 0 gelten.

e . (c) = (a)“: Sei A beschrankt.
Nach Definition existiert dann ein M € [0, 00[, so dass Yy € E: ||Ay||lr < M|y||p gilt. Sei

d
nun (z,)nen eine beliebige Folge mit z, g 40, also |z, — 0|z — 0. Dann ergibt sich
wegen

[Azy — Axollr = [[A(zn = zo)lr < Mllzn = 2ol = 0 (3.7)

d
ebenso ||Az,, — Azg||r — 0, also Az, 118 Azo. Aufgrund der Beliebigkeit der Folge (n)nen
haben wir somit die Stetigkeit von A in xy und somit (a) gezeigt.

a
Definition 3.6. Seien (F, ||.||g), (F,||.||r) normierte Rdume tiber K. Dann definieren wir
L(E,F) = Lg(E,F) := {A:E— F| AK-linear und stetig} .
Desweiteren definieren wir die Operatornormﬂ
1Al == sup{]|Az||r | z € B, [|lof| <1} = ||j&21||Ax|lF (3.8)
Da fiir A, B € Lx(E, F) und « € K die punktweise definierten Abbildungen
Vee E: (A+B)x := Ax+Bx und VzeFE: (aA)z = aAx) (3.9)

offenbar linear und auch stetig sind, ist Lx(FE, F) in der Tat ein K-linearer Raum. Nach dem
vorigen Satz existiert zu jedem A € L(E, F) ein M := M, € [0, 00], so dass

Ve e E: ||Az||r < M|z|Eg,

also auch
Vee E: (|z]|lp <1 = ||Az||lp < M) . (3.10)

gilt. Insbesondere ergibt sich damit ||A]| < oco.

!Die Normeigenschaften werden im nachfolgenden Satz bewiesen.
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Satz 3.7. Es ist A || Al eine Norm auf L(E, F).
Beweis: Es sind die drei Eigenschaften einer Norm zu iiberpriifen.

e Die Definitheit von A — ||A]| ist erfiillt, denn fiir alle A € Lx(F, F) gilt

|A =0 < VeeFE: (|z|lp <1 = ||Az||r <0)
— Vzel: (|z)|g <1 = Az =0)
< VreFk: Az =0
— A=0.

Zwischenbemerkung: Offenbar haben wir Vo € E: ||Az||r < ||A||||z| g, denn:

Fiir alle x € E mit ||z||g < 1 ist nach Definition ||Az||r < ||A]|. Desweiteren gilt fiir alle
x # 0g nach der Definitheit der Norm ||z|| # 0 und somit fiir y = mx dann |ly|| =1,

also auch y .
IAzlle 4 ( :z;) < |IA|l . (3.11)
]| el /1l p
Aufgrund der Beliebigkeit von x # Og erhalten wir zusammen mit der Definition insge-
samt sogar
Ax F
JA] = sup I2lE (3.12)
w20y |7l

e Scien A, B € Lx(E,F) und # € E mit ||z||g < 1 beliebig. Dann gilt nach der Dreiecksun-
gleichung der ||.||p-Norm

I(A+ B)zlr = [[Ax+ Bzllp < [[Azllp +|Bellr < [JA]+[B] . (3.13)
Aufgrund der Beliebigkeit von x € E ergibt sich daraus auch wie behauptet
A+ B[ = sup [[(A+ B)zlr < [[A] +]B] (3.14)

[[=]|<1
und damit die Dreiecksungleichung fiir A — || A]|.
e Sei A€ Lg(F,F) und x € E mit ||z||g < 1 beliebig. Dann ergibt sich
Va e K: [[(eA)z|r = loflAz]lz < [olA] - (3.15)
Aufgrund der Beliebigkeit von x bedeutet dies
Va e K: [ladll = sup [[(ed)z]lr < [of|A] (3.16)

llzll<1
Fiir @ = 0 folgt wegen der Definitheit auch die Gleichheit in (3.16]). Fiir beliebiges o # 0
ergibt sich

1A = [|(2) - ()]

und zusammen mit (3.16]) somit

ol oAl < & -lladll = alllA]l < eA]l (3.17)

laf

Va € K: [adA| = |of|A]l (3.18)

also die Homogenitat fiir A — || AJ.
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|

Somit haben wir gezeigt, dass die Operatornorm aus (3.8) in der Tat eine Norm auf Lx(FE, F)
definiert. Im néchsten Satz zeigen wir {iberdies die Submultiplikativitdt der Operatornorm.

Satz 3.8. Seien (E, ||.|g), (F,|.|lr), (G,|.||¢) normierte Riume iiber K. Desweiteren seien A €
L(E,F), Be€ L(F,G). Dann gelten Bo A € L(E,G), |Bo Al < ||B]-|All-

Beweis: Die Abbildung B o A ist linear, denn fiir alle A € K und beliebige x,y € F gilt aufgrund
der Linearitdt von A und B dann auch

(BoA) Az +y) = B(AMz+y)) = BAA(z) + Ay))
= AB(A(z)) + B(A(y)) = AMBoA)(z)+ (BoA)(y) .

Sei nun z € E mit ||z||g < 1 beliebig. Dann gilt

[(BoA)()lle = [[BA@)le < [BleralA@)le < IBlleralAle.r

und somit auch

1B o Allcwa = S [(BoA)(@)lle < IBllewa) Al < oo (3.19)
EIPORS
Demnach ist B o A beschrinkt und daher B o A € L(E, G) nach Satz [3.5] O

Satz 3.9. Seien (E, |.||g), (F, ||.||r) normierte Raume tiber K. Desweiteren sei (F, ||.|r) vollstandig
(also ein Banachraum). Dann ist auch (L(E, F),|.||ze,r)) ein Banachraum.

Beweis: Es ist zu zeigen, dass fiir jede Cauchyfolge (A,)pen in (L(E,F),|.|lzmr) ein A €
L(E, F) existiert, so dass ||A, — Al z(g,r — 0 fiir n — oo gilt.
Sei also (A, )nen eine beliebige Cauchyfolge in (L(E, F), ||| ze,r))-

= Ve > 0 dng = no(e)Vm,n > ng: ||A, — Anllzer < €
- Ve >0 dng = ng(e) Vo € EVm,n > ny:

140z = Anzllp = I(An = Azl < 140 — Aullemmlizle < ellels
— Vo € E: (A,x)nen Cauchyfolge in F

F VOH:St>and1g Ve e B E”yx = lim Anx EF

n—oo

Demzufolge haben wir einen punktweisen Grenzwert A : E — F, x — y, erhalten. Aufgrund der
Linearitét der A,, folgen nun auch

Ve, 2 € B: A(x+2) = Ypyz = lim Ay(z+2) = lim A,z + lim A,2 = Az + A%

n—o0 n—oo n—oo

und
Ve € EVa € K: A(ax) = Yo = lim A,(ax) = alim A,(z) = oAz,

n—oo

also die Linearitéit des punktweisen Grenzwertes A : E — F, x + 1y,.
Mit der Stetigkeit der ||.||-Norm ergibt sich weiterhin aus

Ve >0 3dng Vn,m >ng Ve € E: || Apx — Apz|lr < g||z||E
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(da diese Ungleichung fiir alle m > ng gilt) dann

Ve >03dngVn>ng Ve € E: lim ||Apz — Apz|lp = [[Ax — Apzl|lr < €l|z||E -
m—00

Insbesondere folgt daraus

Ve >03dngVn>mng: |[A— Al == sup ||[Az — Auzfjr < €, (3.20)

el p<1

was wegen der aus der Linearitdt von A,, und A resultierenden Linearitdt von A — A,,, und der
Endlichkeit von ¢ nach Satz genau die Stetigkeit von A — A,,, bedeutet. Als stetige linea-
re Abbildung ist A — A,,, demnach Element des Vektorraumes L£(E, F'), genauso wie A,, nach
Voraussetzung und somit auch A = (A — A,,,) + Ap,. Letzterer ist nun wegen genau der
Grenzwert der Folge (A,)nen im normierten Raum (L(E, F), ||.|z(5,r)), dessen Vollstindigkeit
damit gezeigt ist. O

Beispiel 3.10 (Fredholmscher Integraloperator).

Zu la,b] sei K: [a,b] X [a,b] = K, (s,t) — k(s,t) stetig. Nach dem Satz vom Minimum/Maximum
folgt dann IM < oo Vs, t € [a,b]: |k(s,t)] < M. Fir x € C([a, b],K) definieren wir K (x): [a,b] —
K durch

s K(x)(s) = / k(s,t)x(t)dt .
dh., b
K(x):=vy mit y(s) = / k(s,t)x(t)dt .

e Fiir jedes s € [a,b] ist t — z4(t) := k(s,t)x(t) als Produkt stetiger Funktionen wieder stetig
auf [a, b].

e Mit der Stetigkeit von zg folgt auch die Existenz von y(s) = / ’ zs(t)dt € K, so dass
y: [a,b] — K wohldefiniert und — da y auch stetig ist — der Operatolllr
K: C([a,b],K) = C([a,b], K) (3.21)
wohldefiniert ist.

e Weiterhin folgt wegen
b
K(axy + Bzso)(s) :/ k(s,t)[axy + Bz (t)dt

b b
= a/ k(s,t)x,(t)dt + B/ k(s,t)zo(t)dt
= aK(z1)(s) + BK(z2)(s)
auch die Linearitédt des Operators.

e Fiir den linearen Raum E = C(]a, b], K) und die (nach Satz vom Minimum/Maximum wohl-
definierte) Norm ||z||p = m[a)bc] |z(t)| ist die lineare Abbildung
t€la,
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stetig nach Satz [3.5, denn die Beschranktheit folgt aufgrund von

b
/k(s,t)( ' < max/ (s, 0)] - [(t)] dt
a s€la,b]

b
< Jzllp - max / k(s,0)] dt < (b—a)M -]z
s€lab] Jg S——

=M < oo

IK(@)lle = max |[K(z)(s)] = max

s€[a,b] s€la,b]

b
e In der Tat gilt fiir die Operatornorm || K||z(g,5) = m[a}z:}/ |k(s,t)| dt.
s€la,b] /,
Beweis: Wir zeigen nur den Fall K = R:

— Beim Nachweis der Stetigkeit haben wir bereits ||K||zpr) < max / |k(s,t)| dt

erhalten.
— Wir betrachten die Folge (¢,)nen stetiger Hilfsfunktionen ¢, : R — [—1, 1], definiert
durch X
17 f > -,
n
1 1
San(f) = né, —<{<—,
no]Tn
_1, é‘ < ——
n’

Diese haben dann jeweils die Eigenschaften

v eR: (Jen@I 1A (40— € ¢u(€) >0)) .
Fiir beliebige s € [a, b] betrachten wir nun weiter die Funktionenschar
Tns: [a,0] > R, t— @,(k(s, 1)) .

Dann gilt jeweils z, s € C([a,b],R) und Vt € [a,b]: |x,s(t)] < 1, also ||zns]|p < 1.
Desweiteren gilt V¢ € [a, b]: sign(z,(t)) = sign(k(s,t)), also insbesondere

b

Vs € [a,b]: K(,5)(s) == k(s,t)x,s(t) dt > 0.

Aufgrund von

_ ) N
Vs,t € [a,b]: 0 < K(s,t) - 2na(t) [k(s, )] fir [k(s. )] =

< |k(s,t)| sonst

SRS

erhalten wir nun durch Ergénzung einer nahrhaften Null die Abschétzung

K(zn)(s) = / (s, ) o (1) dt

_ /ab|k;(s,t)| dt—/ab\(m(s,m—k(s,t)xn,s(t)) dt

J/

3=

(. J/

.

IN
3=
—
T
2
=

v

/b|k:(s,t)| dt—%(b—a),

41



so dass Vs € [a, b] dann , ,
1
1K > (K @as)ls > K(oas)(s) = / (s, )t — (b —a) — / k(s 0)]dt |

b
also || K| > max/ |k(s,t)|dt
s€la,b] J,
O

Beispiel 3.11 (Unstetigkeit des Differentialoperators bei , falsch gewéhlter Norm*“). Zu [a, b] sei
F = C([a,b],R) und E = C'([a,b],R) sowie die lineare Abbildung A: F — F definiert durch
A(z) =2,

(a) Betrachten wir die linearen Radume F und F' jeweils mit der Supremumsnorm, d.h.,

[zllz = [zl = sup [z(®)],
tela,b]

dann finden wir Folgen (z,),en aus E, etwa

za(t) = %sin(n(t —a)),

T,(t) = cos(n(t —a)),

1
mit ||z,||p < —, also z, — 0 in (E,||.||g), und gleichzeitig ||z, ||z > |2/, (a)] = 1, also
Az, /A0 =01n (F,|.||r). Somit kann A in diesem Fall nicht stetig sein.

(b) Betrachten wir anderenfalls die linearen Rdume E und F' mit den Normen

lzllr = [zl = sup [z(t)],  [lzllz = lzlle + [[2'll
tela,b]
so folgt
Ve € E: |Azllr = [[2e < [2lle + 7'le = 1-[lz]lz

also die Beschrénktheit und somit nach Satz [3.5] die Stetigkeit des Operators A mit Opera-
tornorm ||A|| < 1.

Definition 3.12. Sei E ein K-linearer Raum sowie ||.||, und ||.||, zwei beliebige Normen auf FE.
Dann sagenﬂ wir:

II|lo ist starker als ||.||, <= Idg: (E,|.]l.) = (E,]|.||p) ist stetig
<— IMe[0,00[Vze€E: |z, < M|z|a

Beispiel 3.13 (Unterschiedlich starke Normen). Auf dem Raum E = C'([a,b],R) koénnen wir
sowohl die C- als auch die C'-Norm betrachten. Wegen

Vi€ E:[lzflco = [zl < [2lloo + 12'lc = 1 [lz[lcn

ist ||.]|cr stérker als ||.||co auf C'([a, b],R), jedoch ist ||.||co dort nicht stéirker als ||.||c1.

ZNach Satz ist ein linearer Operator B: (E,||.|g) — (F,|.||r) genau dann stetig, wenn er beschriankt ist,
also wenn gilt
M € [0,00[ Vz € E: ||Bzx|lr < M|z|E
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Bemerkung 3.14.

(a)

(b)

Zwei Normen ||.||; und ||.||2 sind gleichstark, wenn ||.||; stérker als ||.|l2 und ||.||2 stdrker als
||.]|1 ist, also genau dann, wenn

Izl M, (3.22)

My, M € [0,00[ Vo € E\ {0}: My < Izl —
T2

Nach der vorigen Definition ist eine beliebige Norm stérker als sie selbst.

Aufgaben:

A 321

A 322
A 323

A 324

A 325

A 3.2.6

A 327

A 3.28

.................................................................... (Allgemeine Aussagen)

Sei A: E — F' linear. Zeigen Sie:
A beschrinkt < Vx € E: (HxHE <1 = ||Az||r < M)

Zeigen Sie: Jede lineare Abbildung des ¢?(n) in einen normierten Raum ist stetigl]

Zeigen Sie, dass auf jedem unendlich-dimensionalen Raum (X, ||.||x) eine unstetige lineare
Abbildung A: X — R existiert.

Sei X ein unendlich-dimensionaler linearer Raum. Zeigen Sie, dass es zwei Normen gibt, die
nicht dquivalent sind.

Sei A: (X, ||.llx) = (Y, ||-|ly) ein linearer Operator. Zeigen Sie, dass A genau dann beschrénkt
ist, wenn er beschrankte Mengen auf beschriankte Mengen abbildet.

Sei A: (X, |l.llx) = (Y, ||llly) ein beschriankter linearer surjektiver Operator und es gelte
dB>0:Vz e X: |z|[|x < B|Azx|y .
Zeigen Sie: Dann existiert die Inverse A~': (Y, ||.]ly) — (X, ||.||x) und ist beschrinkt.

Seien {0} # X und Y normierte Rédume. Ferner sei £(X,Y) vollstindig. Zeigen Sie, dass Y
vollsténdig ist.

Gegeben seien (X ||.||x) nichttrivial und S, T € L(X, X). Zeigen Sie: Es gilt ST —T'S # 1d.

Tipp: Zeigen Sie zunichst ST — T"H1S = (n 4 1)T™ fiir alle n € Ny unter der Annahme,
dass ST — TS = Id gelte. Folgern Sie dann aus ||S||,||7|| < oo, dass ||[T™] = 0 fiir ein
n € N gelten muss. Verwenden Sie dies, um im Widerspruch zur Voraussetzung auf 7' = 0
zu schliefen.

1

3¢P(n) ist die Menge K™ der n-Tupel @ = (£1,...,&,). Fir 1 < p < oo ist ||z| = (Z |§,,|p) eine Norm. Fiir
v=1

p=ocist ||z] = m%ii |€,| eine Norm
v=
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A 329

A 3.2.10

A 3.2.11

A 3.2.12

Alternative Formulierung:

Beweisen Sie den folgenden Satz:
Fiir A, B € L(F) mit einem normierten Raum F # {0} gilt stets

AB—BA# 1.

Sei ((X,|.]lx) ein Banachraum, K € £(X,X) und S := ZK”. Zeigen Sie:

n=0
(a) Falls || K| < 1, so konvergiert S in £(X, X).
(b) Falls S konvergiert, so gilt (I — K)S =S5(I — K) = 1.

(c) Die Teilmenge aller Isomorphismen ist offen in £(X, X). Handelt es sich um einen
Teilraum?

Finden Sie ein Beispiel eines (notwendigerweise unvollstdndigen) normierten Raumes (X, ||| x)
und einer Reihe, fiir die einerseits

o0
ZHxn“X < 0
n=1

und andererseits

nicht in (X, ||.||x) konvergiert.
..................................................... (Konkrete Beispiele fiir Folgenrdume)

Finden Sie ein Beispiel fiir stetige lineare Operatoren S, T": 7 — (#, 1 < p < oo, mit ST =1
und 7S # I.

Auf ! definieren wir fiir jedes n einen stetigen Endomorphismus A,, durch

An(£17£27 e ) = (51752; cee 7£n70707 H )

Zeigen Sie, dass fiir alle z € ¢! zwar A,x — x gilt, aber (A,) nicht in der Operatornorm
gegen Id, konvergiert [T

Alternative Formulierung:

Sein € Nund A,,: ¢! — ¢ definiert durch An<(mk)k€N> = (Yk ) pen mit

KT falls k& < n,
Yk 0, sonst.

4¢P bezeichnet den Vektorraum der Folgen z = (£,) mit > [£,|P < co. Durch ||z|| = (Z |§Vp) ist eine Norm
=1

v=1 v

auf (P definiert. Weiter bezeichnet £ den linearen Raum der beschréinkten Folgen 2 = (&,). Durch ||z]| := sup |¢,|
v=1

ist eine Norm auf ¢*° gegeben.
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A 3.2.13

A 3.2.14

A 3.2.15

A 3.2.16

A 3.2.17

A 3.2.18

Zeigen Sie, dass die Folge (A, )nen punktweise gegen I := Ids konvergiert, aber nicht in der
Operatornorm.

Tipp: Es ist (! := {(xk)keN aus R | > |zg] < oo} mit [[(zg)ren|ler = D |akl.
keN keN

Sei z € £*° und T, : (*° — (> durch T,(x)(n) := z(n) - z(n) definiert. Berechnen Sie ||T7||.
Sei A: (®° — (> definiert durch A(£,&,&s,...) = (&,%2,%,..)).

273>
(a) Zeigen Sie:
(i) A ist injektiv. (ii) A ist stetig. (iii) ||Al| = 1. (iv) A ist nicht surjektiv.
(b) Zeigen Sie, dass A~!: A(£>°) — (> nicht stetig ist.

Der Operator A: D C £°° — £°° sei auf

— z(k = z(k)
D = {x e | Z % konvergiert } durch <Z %, ,)
k=1

k=1
definiert. Zeigen Sie:

(a) A: (? — (2 ist stetig beziiglich ||.|. (Warum ist A auf ¢? definiert?)
(b) A ist unstetig beziiglich ||.||s-

Gegeben sei die Norm ||z]|» := sup |¢,,| auf dem Raum der beschrénkten reellen Zahlenfolgen
neN

(= {a: = (&)nen: (Vn eNE, eR A suplg,| < oo)} )
neN

Auf (¢, ||.||) seien der Shift-Operator S: (> — (> durch S(&1,&s,...) = (&,&,...)
und der Differenzoperator D: (> — (> durch D(&,&,...) = (&2 — &1,& — &-0)
definiert. Uberpriifen Sie, ob S, D € L(£>,(*) gilt. Falls ja, berechnen Sie [|S|| 1 ¢y und
D]z 0o0)

................................................ (Konkrete Beispiele fiir Funktionenrdume)

Sei g: [0,1] — R stetig und A,: (L?(]o,n),H.HLQGOJD) = (L2(]O 1)), H.HLQGOJD) definiert

durch A, f(x) = f(x)g(x). Zeigen Sie: ||Ayl] = |9l := m[%>1<] lg(x)].

Gegeben seien die normierten Réaume (X, ||.|[x) = (IL(R), ||.[[n®)) und (Y, |.[ly) = (R, ].]),
wobei II(R) den linearen Raum aller reellwertigen Polynome bezeichne und die Norm ||.{|rr)

fiir ein p = p(t) = Y apt® durch ||plluw) := Y. |ak| definiert sei. Desweiteren seien die
k=0 k=0
Abbildungen
1 ¢
a) Aj:pr— / p(t)dt (b) Ag: pr— p'(0) (c) As:p— / p(s)ds
0 0

gegeben. Uberpriifen Sie, ob A; € L(X,Y), Ay € L(X,Y) und As € L(X, X) gilt.

Falls ja, bestimmen Sie jeweils die Operatornorm.
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A 3.2.19 Zeigen Sie, dass durch

1
1+ 22

(a) A: f|—>/1 f(z)dz und (b) B: f|—>/1 \/%ﬁf(x)dx

stetige lineare Abbildungen von <C’([—1, 1], R), ||HOO> nach (R, |.|) gegeben sind.
Bestimmen Sie auflerdem die Operatornormen || A|| und || B]|.

A 3.2.20 Bestimmen Sei die Operatornorm der linearen Abbildung A: C([0,a],R) — C([0,a],R), die
jedem x € C([0,a],R) die Funktion

(Az)(s) = s-/oax(t) dt, 0<s<a

zuordnet.
Alternative Formulierung:

Die lineare Abbildung A: C([0,a],R) — C([0,a], R) sei definiert durch

(Az)(s) = s~/0ax(t) it .

Bestimmen Sie die Operatornorm auf A, wobei C([0, a], R) mit der iiblichen Supremumsnorm
versehen sei.

A 3.2.21 Zeigen Sie: Die Abbildung A: f s /1 o f(x)dx
0

ist linear und stetig von X := (C([0,1],R), | - ||c) nach ¥ = (R, |- |), d.h., A € L (X,Y).

A 3222 Seienn €N, —co<a<zy <z <...<z <b<ooundly € C(la,b,R), k =0,...,n.
Der Lagrange-Interpolationsoperator L: C([a,b],R) — C([a,b],R) sei definiert durch

(L)) = > fla)l(x).

Bestimmen Sie die Operatornorm von L.
.................................................................. (Kompakte Operatoren)

A 3.2.23 Die lineare Abbildung K: (E, ||.|g) — (F,||.]|r) besitze die Eigenschaft, dass das Bild (Ax,,)
jeder beschriankten Folge (z,) eine konvergente Teilfolge enthéltﬂ
Zeigen Sie, dass A dann stetig ist.

A 3.2.24 Geben Sie eine beschréinkte Folge aus , 1 < p < oo an, aus welcher man keine Cauchy-
Teilfolge auswéhlen kann.

A 3.2.25 Zeigen Sie: In ¢'(n) gilt der Satz von Bolzano-Weierstral (Jede beschréinkte Folge besitzt
eine konvergente Teilfolge).

5Derartige Operatoren nennt man kompakt.
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Kapitel 4

Eigenschaften normierter Raume

4.1 Endlichdimensionale normierte Riaume

Satz 4.1. Sei (E,|.|g) ein normierter Raum iber K. Desweiteren seien xy,...,x, linear un-

abhingig in E. Dann existiert ein p > 0, so dass

n

Va € K": HO&H@I(n) = Z\aj] < 1%

j=1

n
E Qi
j=1

E

Bewelis:

Wir verwenden die folgenden bekannten Aussagen:

(a) Die Sphire S,y = {& € K" | |||l ) = 1} ist kompakt in K".

(4.1)

(b) Ist (X, d) ein metrischer Raum und K C X kompakt sowie f: K — R stetig, so nimmt

f sowohl Maximum als auch Minimum an (Satz vom Minimum/Maximum).

(c) Die Abbildung A: K" — E, a — Z a;x;, ist linear.

Jj=1

Betrachten wir nun f: S — R, definiert durch f = ||.|| o A, d.h., a — ||Aa| > 0, so ist
f als Hintereinanderausfithrung stetiger Funktionen wiederum stetig. Nach dem Satz vom

Minimum/Maximum folgt

daeS:y:=f(&) =min f(a) > 0.

aesS

Angenommen, es gelte v = 0, also f(&) = 0, d.h., [|[A@|| = 0. Aufgrund der Definitheit der

Norm muss dann auch Aa = 0, d.h., Z a;z; = 0, so dass mit der linearen Unabhéngigkeit

j=1
Vj: a; =0, also @ = 0 und somit der Widerspruch 0 € §,,_; auftréte.

Also muss v > 0 gelten. Sei nun p := %/ > 0. Da wir zu jedem beliebigen ov € K" \ {0} durch

0]

Skalieren ein f = € S, finden, ergibt sich nun

Ha”gl(n)
L _ < 1) = |148) «
—_ = ’y ~ = = - R
U ||A04||ﬁ1(n)

so dass nach Umstellen wie behauptet ||a|p ) < pl|Aal| gilt.
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Korollar 4.2. Sei (E, ||.|g) ein normierter Raum tber K mit dimg (E) = n € N. Desweiteren sei
{z1,...,2,} eine Basis von E und die lineare Abbildung

A (K o) = (B L) . oY ajm; (4.2)
7=1

gegeben. Dann ist A ein Homdomorphismus, d.h., A ist bijektiv, stetig und A™1 ist stetig.
Beweis:

e A ist injektiv, denn: Angenommen, es gibe a, f € K" mit A(a) = A(fB), so folgte mit der
Linearitdt von A und der linearen Unabhéngigkeit der Menge {x1,...,z,} auch

0 = Ala—p) = Z(aj—ﬁj):cj — VYj=1,...,nto;=p = a=p.

j=1
e A ist surjektiv, denn: Ist z € E ein beliebiges Element, so gibt es — da {zy,...,2,} eine

Basis von E ist — eindeutige Koeffizienten (;, j = 1,...,n mit z = Z ¢jxj. Also folgt mit
j=1

¢ :=(¢j)j=1,..n € K" schon A(¢) = z, also z € A(K") und somit A(K") = E.
o A ist stetig nach Satz , denn die Beschrianktheit folgt mit [|A| <  Inax |z ||e aus

n

S Z!%I H%HE < max fagllz ) loyl.
=1,...,n —
B <, max v el —

:||0¢Hzl(n)

Va € K": |A(0)|5s <

E :O‘ij

o A~!ist stetig, denn: Mit o = A~z liefert Satz die Existenz eines p €10, 00|, so dass
Vo€ B: [A oy = lallow < alA@)s = ulAA " lls = plels
also ist A~ beschrinkt und — da A™! linear sein muss — nach Satz somit stetig.
O

Satz 4.3. Sei E ein n-dimensionaler Raum tber K. Desweiteren seien ||.||a, ||.|l» zwei beliebige
Normen auf E. Dann sind ||.||, und ||.||y gleichstark (dquivalent).

Beweis: Sei A wie in Korollar [4.2] definiert. Dann gilt

A1 stetl n A steti
(B, o) P M) "= (B, I1-llb)

wonach Idg: (E,||.]l.) = (E,||-||s) als Hintereinanderausfithrung stetiger Funktionen selber wieder
stetig ist, also nach Satz somit beschrénkt. Also finden wir eine Konstante M < oo, so dass

Ve e E: x|y < Mlz|q

gilt. Entsprechend Definition ergibt sich nun, dass ||.||, stérker als ||.|[, ist. Analog folgt jedoch
auch, dass ||.||, stirker als ||.||, ist, womit die Behauptung gezeigt ist. O
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Satz 4.4. Seien (E,||.||g), (F,||.||r) normierte Raume iber K und A: (E,|.||g) — (F,||.|r) -
near und ein Homéomorphismus (d.h., A ist bijektiv, stetig und A~ ist stetig) sowie (E,|.||g)
vollstindig. Dann ist (F,||.||r) ein Banachraum (d.h., vollstindig).

Beweis: Sei (y,)nen eine Cauchyfolge in F. Da A ein Homéomorphismus ist, existiert eine Folge
(Tp)nen in E, so dass Vn € N: Az, = y,. Aufgrund der aus der Stetigkeit von A~! resultierenden
Abschétzung

Vn,m € N: ||z, — 2pllp = HA_lyn - A_lym”E < ||A_1|| Nyn — YmllF

ergibt sich, dass auch (z,),en eine Cauchyfolge in E sein muss. Die Vollstandigkeit von (E, ||.||g)
liefert also die Existenz eines x € F mit x,, — z in (£, ||.||g). Mit der Stetigkeit von A muss somit
auch y, = Az, - Az =y in (F, |.||r) gelten. Daher ist (F, ||.||r) ebenfalls vollstéindig und somit
ein Banachraum. ]

Korollar 4.5. Sei (E,|.|g) ein normierter Raum iber K (K =R oder K = C) mit dimg(E) =
n € N. Dann ist (E, ||.|g) ein Banachraum (d.h., vollstindig).

Beweis: In der Vorlesung Analysis 2 haben wir gezeigt, dass Konvergenz in (K", ||.[|¢(,)) dqui-
valent zur komponentenweisen Konvergenz ist, so dass die Vollsténdigkeit von (K, |.|) auch die
Vollsténdigkeit von (K™, ||.||s(n)) nach sich zieht. Weiter liefert Korollar , dass jeder endlichdi-
mensionale normierte Raum homéomorph zu (K", ||.||¢1(n)) ist, so dass sich nun nach Satz |4.4{ auch
die Vollstandigkeit von (£, ||.||g) ergibt. O

Satz 4.6. Sei (E, ||.||g) ein normierter Raum iber K und F' C E ein endlichdimensionaler linearer
Unterraum. Dann ist F' abgeschlossen (in (E,||.||g)).

Beweis: Nach Korollar ist (F, |||, als endlichdimensionaler normierter Raum vollsténdig.
Sei nun x € E ein Beriihrpunkt von F' C E, d.h., es gébe eine Folge (z,)nen in F mit z,, — z in
(E,||.]|g). Dann ist diese Folge notwendigerweise auch eine Cauchyfolge in (E, ||.||r), also wegen
Vn € N: z, € I auch eine Cauchyfolge in (F)[.||g,. Aufgrund der festgestellten Vollstdndigkeit
von (F, ||.|| 5, existiert ein y € F mit z, — y in (F, ||.||g, also auch z, — y in (£, [|.[[). Mit der
Eindeutigkeit des Grenzwertes folgt nun x = y, also x € F'. Somit haben wir gezeigt, dass F' C £
abgeschlossen in (E, |.||g) ist. O

Satz 4.7. Seien (E,||.|r), (F,|.||r) normierte lineare Riume tber K mit dimg(F) = n € N.
Desweiteren sei B: E — F linear. Dann ist B auch stetig, d.h., es gilt B € L(E, F).

Beweis: Mit dem Homoéomorphismus A aus Korollar [4.2| erhalten wir die ebenfalls lineare Abbil-
dung Bo A: K" — F mit

(BoA)(a) = B (Zajflfj) = Z%‘B%’,

deren Stetigkeit wiederum nach Satz (3.5 aus der Beschréanktheit

.....

ergibt. Da Hintereinanderausfithrungen stetiger Abbildungen wiederum stetig sind, ergibt sich auch
die Stetigkeit von B = (Bo A)o A% O
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4.2 Rieszsches Lemma und seine Anwendungen

Lemma 4.8 (Rieszsches Lemma). Zu (E, ||.|g) sei F' # E ein abgeschlossener Unterraum von E.
Dann gelten

1
(a) 37 € E: (||5;||E:1 A Vi€ F: |yx—:z||Ez§).

(b) Vn € 10,1] 3z, € E: (||zylle =1 A Vo € F: ||z —zy||lg > 7).
Beweis: Wegen F # E ist E'\ F # (). Somit existiert ein y € E'\ F. Fiir dieses gilt gilt dann
d = mflz—ylz >0,
denn:

e Angenommen, es gelte d = 0. Nach Definition des Infimums existiert eine Folge (x,)nen in
n—oo

F mit |z, —y|lg =3 d. Im Fall d = 0 wire dies gleichbedeutend mit x, "~ y in (E,|.||z).
Da Vn € N: z,, € F gilt und F' nach Voraussetzung abgeschlossen ist, folgt dann auch y € F
im Widerspruch zu y € E'\ F.

d
Fiir beliebiges n € |0, 1] gilt — > d, so dass nach Definition des Infimums ein z € F' mit
n

d 1
0 <d< |lz—ylleg < - und somit auch S
U ly —zlle ~ d

existiert. Insbesondere ist also z —y # 0. Fiir z,, := H H gelten nun einerseits x, € £ sowie
Y—Z|E

|zy||z = 1 und andererseits

y—=z 1 n
VeeF:|lx—alpg=|lr —————|| =——||(x-|ly—2|g+2)—y > —-d =17,
” =2l s~ Tyl 1At vl =
>d
: . 1
was Behauptung (b) entspricht. Behauptung (a) folgt genau fir n = 5 O

Korollar 4.9. Zu (E,||.|g) sei F # E ein abgeschlossener Unterraum von E und 6 > 0 beliebig.
Dann gibt es einy € E, so dass

VeeF:|lz—yllp > 6. (4.3)

Beweis: Ist F' abgeschlossen, dann existiert nach dem Rieszschen Lemma (Lemma fiir jedes
beliebige 0 < n < 1 ein y, mit ||y,||rg = 1 und Vo € F: ||y, — z|| > 1. Setzen wir nun y := %(5,
dann gilt

Vee F: |ly—z| = %Hyn—gmHE > %n = 4.

|

Die Aussage des letzten Korollars wird im Allgemeinen falsch, wenn auf die Abgeschlossenheit des
Unterraumes verzichtet wird.
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Beispiel 4.10 (Fehlende Abgeschlossenheit des Unterraumes).

Betrachten wir den linearen Unterraum F' aller endlichen Folgen, so gilt fiir jedes beliebige x € F

somit ||z[|% = Z |z(k)|? < 00, also F' C £2. Sei nun y € 2\ F beliebig!| Dann existiert aufgrund
k=1

der Konvergenz von Z y(n) zu jedem € > 0 ein ng = ng(e), so dass fiir yo mit
neN

0, n > ng,

einerseits yo € F und andererseits ||yo — yl|,2 < €. Also kénnen wir kein y € ¢% derart finden, dass
fir alle z € F die Ungleichung ||y — x|/ > ¢ > 0 gilt.

Satz 4.11. Sei (E,||.||g) unendlich-dimensional. Dann ezistiert eine Folge (T,)nen aus E mit

1
Vn € N: ||z, ||lp =1 und  Vm,n € N: <m7én:>\|xn—xm\|E2§)

Beweis:

e Schritt 1: Der triviale Raum F; = {0} ist abgeschlossen und ein echter Unterraum von £,
da (£, ||.||g) unendlich-dimensional.
Nach dem Rieszschen Lemma (Lemma (a)) finden wir ein oy € £\ F} mit ||z1]|g = 1

und trivialerweise Vo € Fy: ||z — x| > 5"

e Schritt 2: Der eindimensionale Raum F; := span{xz;} ist als endlichdimensionaler Unter-
raum nach Satz [4.6] abgeschlossen und ein echter Unterraum von E.
Nach dem Rieszschen Lemma (Lemma (a)) finden wir ein xo € E \ Fp mit ||z2]|p = 1

und Vo € Fy: ||z — 23] > 3 Insbesondere gilt daher ||z; — 23] > 7

e Schritt 3: Der zweidimensionale Raum Fj := span{x,zs} ist als endlichdimensionaler
Unterraum nach Satz abgeschlossen und ein echter Unterraum von F.
Nach dem Rieszschen Lemma (Lemma (a)) finden wir ein x5 € E \ F3 mit [|z3]|p = 1

und Vz € Fy: ||z — 23] > 3 Insbesondere gilt daher Vk = 1,2: ||xy — x3]| > =.

2
[ ]
e Schritt n: Der (n — 1)-dimensionale Raum F,, := span{zy,...,x,_1} ist als endlichdimen-
sionaler Unterraum nach Satz abgeschlossen und ein echter Unterraum von F.
Nach dem Rieszschen Lemma (Lemma (a)) finden wir ein z, € E'\ F, mit ||z,||g = 1
und Vo € F,: ||l — z,|| > 5 Insbesondere gilt daher Vk =1,...,n — 1: ||z — z3|| > 3"
In dieser Weise erhalten wir eine Folge mit den gewiinschten Eigenschaften. ]
Beispiel 4.12. Sei (F, ||.|g) unendlich-dimensional. Dann ist die Einheitssphére
S = {ze€E||z]lg=1} (4.4)

nicht kompakt.

'Ein solches existiert, beispielsweise y mit Vn € N: y(n) = 25
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Beweis: Angenommen, die Einheitssphére S wére kompakt. Dann miisste jede Folge aus S eine
konvergente Teilfolge besitzen. Die im Beweis von Satz ermittelte Folge (x,)nen besitzt die
Eigenschaft, dass sie keine Teilfolge mit der Cauchy-Eigenschaft besitzen kann, also auch keine
konvergente Teilfolge. Somit kann S nicht kompakt gewesen sein. O

Satz 4.13. Sei (E, ||.|g) unendlich-dimensional, K C E, K kompakt. Dann ist das Innere von K
leer, d.h., K enthdlt keine offene Kugel.

Bemerkung 4.14.

(a) Auf konvexen abgeschlossenen Nullumgebungen M in linearen Réumen E kénnen wir die
stetige Funktion H: M x [0, 1] — M, definiert durch H(x,t) = (1 —t)x, betrachten. Offenbar
gilt dann fiir die parameterabhingigen Funktionen H; := H(-,t): M — M insbesondere
Hy = Idg sowie H; = 0. Man sagt, konvexe abgeschlossene Nullumgebungen sind homotop
zum Nullpunkt bzw. sind (auf einen Punkt) zusammenziehbar.

(b) Beispielsweise ist die abgeschlossene Einheitskugel K7(0) := {x € F | ||z||[z < 1} in be-
liebigen normierten Rédumen (E, ||.||g) (etwa auf den Nullpunkt) zusammenziehbar.

(c) Dagegen gibt es in endlich-dimensionalen normierten Raumen (E, ||.||g) keine stetige Funk-
tion H: E x [0,1] — E, so dass fiir die Sphiare S = {x € F | ||z||[p = 1} einerseits
Hyy = Ids und Hp)y, = xo mit einem xy € F gilt. Wir sagen, dass die Einheitssphére in
endlichdimensionalen Rdumen nicht auf einen Punkt zusammenziehbar ist.

(d) Andererseits kann man zeigen, dass die Einheitssphére in unendlichdimensionalen Raumen
stets auf einen Punkt zusammenziehbar ist.

Aufgaben:

A 4.2.1 (Ein Distanzierungsproblem)
(a) Sei F' ein echter Unterraum des normierten Raumes (E, ||.||g) und § > 0 beliebig. Gibt
esein y € E, so dass ||z — y||g > ¢ fir alle x € Fist 7
Zeigen Sie, dass die Frage fiir abgeschlossenes F' zu bejahen ist.

(b) Geben Sie einen Unterraum von ¢ an, fiir den es nicht gilt.

..................................... (Gegenbeispiel zum Rieszschen Lemma im Fall n = 1)

1
A 422 Sei E:={zxecC(0,1,K):2(0) =0} und I: £ - K, z — / x(t)dt. Dann ist [ eine lineare

0
Abbildung. Weiterhin sei F' := ker(/) der Kern von I. Zeigen Sie:

(i) I ist stetig. (i) ||1]| = 1. (iii) F ist abgeschlossener Teilraum von E.
(iv) Vo € E mit ||z|| =1 ist [Iz| < 1. (v) Vo € E: |Iz| = dist(z, F).
(vi) Es kann kein 27 € F mit ||z;|| = 1 existieren, so dass ||z — || > 1 fiir alle z € F' gilt.
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A 423

A4.24

A 425

A 426

A 427

A 428

............................................................................ (Kompaktheit)
Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a) Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.

(b) Der Durchschnitt beliebig vieler kompakter Mengen ist kompakt.
Entscheiden Sie, ob die Menge Q in (R, d||) kompakt ist.

Zeigen Sie, dass die Menge O(n) := {A € R™"| AT A = Id} der orthogonalen reellen n x n-
Matrizen im normierten Raum (L(R™,R"), | - ||1(&nrn)) der stetigen linearen Abbildungen
von R"™ nach R" kompakt ist.

Zeigen Sie: In einem normierten Raum gilt genau dann der Satz von Bolzano-Weierstra8,
wenn der Raum von endlicher Dimension ist.

Tipp: Zeigen Sie zunichst, dass aus endlicher Dimension der Satz von Bolzano-Weierstrafl
folgt.ﬂ Konstruieren Sie anschlieflend fiir einen beliebigen Raum von unendlicher Dimension
eine beschriankte Folge, die keine konvergente Teilfolge besitzt - so dass Bolzano-Weierstrafl
also nicht gilt.

Zeigen Sie fiir einen normierten Raum (£, ||.||z) die Aquivalenz von

(a) E ist endlichdimensional.
(b) Jede abgeschlossene und beschriankte Teilmenge von E ist iiberdeckungskompakt.
(c) Die abgeschlossene Einheitskugel ist kompakt.

Zeigen Sie, dass die Einheitssphére in (C([0, 1], R), ||.||oc) nicht kompakt ist.

...................................................................... (Vorgriff: Dualraum)

Bestimmen Sie ein 2’ € (Cla, b])’ mit L = ker 2’ und zeigen Sie, dass L ein abgeschlos-
sener linearer Teilraum von Cfa, b] ist.

(b) Sei 2’ durch die vorherige Aufgabe gegeben. Zeigen Sie, dass x’ auf der abgeschlossenen
Einheitskugel seine Norm nicht annimmt, d.h.

Vo € Cla,b] mit ||z|| <1 gilt |2'(z)| < 2] .

2Nutzen Sie dafiir die vorige Teilaufgabe und den folgenden Satz: Sei E normierter linearer Raum iiber K
und z1,...,2, K-linear unabhingig in E. Dann existiert ein u > 0, so dass fiir alle (aq,...,q,) € K" gilt:
|O‘1| + ‘0‘n| < pe Halxl + - "O‘nan
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....................................................................... (Komplexifizierung)

A 4.2.10 Sei Vi ein beliebiger reeller Vektorraum. Wir definieren zunéchst die Menge V¢ durch V¢ 1=
Vk x Vg und fithren in V¢ eine Vektoraddition und eine Skalarmultiplikation mit komplexen
Zahlen folgendermaflen ein:

o Vektoraddition: (x,y) + (u,v) == (z ?1‘13 u,y ig v)

e Skalarmultiplikation: (o, B) - (u,v) = (« Rtz I6] 0 o] U 71’15 a. v)

Zeigen Sie, dass V¢ zusammen mit der oben definierten Vektoraddition und Skalarmultipli-
kation einen komplexen Vektorraum bilden.

A 4.2.11 Es sei || - ||g die Norm auf E. Zeigen Sie, dass durch

| (u,v)]|c = SHIEI]E (max{|| cos(#)u — sin(0)v||g, ||sin(0)u + cos(0)v||r})

eine Norm auf der Komplexifizierung von E definiert ist.

A 4.2.12 Sei E ein reeller, normierter, linearer Raum mit der Norm || - || und E¢ die Komplexifizierung
von F. Zeigen Sie die Richtigkeit der Ungleichung

1 1
lull+ 5ol < i, v)lle < fluf + vl

.................................... (Erhaltung der Vollstédndigkeit unter Komplexifikation)

A 4.2.13 Sei (E,||.||) ein reeller Banachraum.
Zeigen Sie, dass die Komplexifikation von E ebenfalls ein Banachraum ist.
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Kapitel 5

Hilbertraume

In diesem Kapitel wollen wir uns mit Innenproduktraumen beschéftigen, stellen das Gram-Schmidt-
schen Orthogonalisierungsverfahren vor, untersuchen verschiedene Formulierungen der Approxi-
mationsaufgabe inklusive der Frage nach der Existenz, Eindeutigkeit und ggf. Konstruktion ihrer
Losung. Schliellich gelanden wir zum Riesz’schen Darstellungssatz.

Zunéchst wollen wir jedoch noch einmal rekapitulieren, was ein abstraktes Innenprodukt ist, wel-
che Beispiele wir bisher bereits kennengelernt haben und einige grundlegende Eigenschaften von
Innenproduktraumen vorstellen.

5.1 Innenproduktriume

Um auch den Fall K = C abzudecken, bendtigen wir eine im Vergleich zu dem im ersten Kapitel
bereitgestellten Begriff etwas erweiterte Definition einen Innenproduktes.

Definition 5.1.

Sei E ein K-linearer Raum. Eine Abbildung (.,.): E x E — K heifit ein Skalarprodukt (oder ein
Innenprodukt) auf E, wenn es die folgenden Eigenschaften erfiillt:

(1) Vo,y,z € E: (z4y,2) = (z,2)+(y, 2) }
(2) Vz,z € EVa e K: (ax,z) = alzx,z)

(Linearitét in der ersten Komponente)

(3) Va,z € E: (x,2) = (z,2) (hermite’sch)
(4) Yz € E: (z,z) > 0 (also insbesondere (z,x) € R)
(b) Vx € E: ((:c,x} =0 < x:0E>
Bemerkung 5.2.
(a) Aus den Eigenschaften (1) und (3) folgt auch die Eigenschaft
(') Va,y,z € E: (z,x +y) = (z,2)+ (2,9)

wegen

—
=

(zz+y) = (+y2) = (3.2)+{,2) = @2+ w2 = (z2)+(zy)



(b) Aus den Eigenschaften (2) und (3) folgt auch die Eigenschaft
(2’) Vx,z € EVa e K: (z,az) = a(z,x)

wegen

(z,ax) © (o, z) @ alr,z) = a-(x,z) = @(z,z).

—
=

Satz 5.3 (Cauchy-Schwarz-Ungleichung).
Sei (.,.): ExE — K ein Innenprodukt auf dem K-linearen Raum E und die Abbildung ||.||: E — R

definiert durch ||x| := +/(z,z). Dann gelten
(a) Yo,y € E: [{z, )] < [l - [yl
(b) [(z, )| = ||z| - |yl <= =,y linear unabhingig.

Beweis: Zunéchst ist die Abbildung ||.||: £ — R nach Eigenschaft (4) aus Definition [5.1{ wohlde-
finiert. sowie nichtnegativ.

(a) e Ist = = Op, dann folgt mit Eigenschaft (4) aus Definition dass die linke Seite
verschwindet, so dass die Behauptung aus der eben festgestellten Nichtnegativitéit der
Abbildung ||.||: £ — R folgt.

e Ist z # Op, so folgt mit den Eigenschaften (4) und (5) aus Definition[5.1]auch (z,z) > 0.
Weiter folgen fiir beliebiges o € K einmal
0 < (axty,axty) = da(r,z) + ofz,y) + aly,z) + (y,9)

(y, )

d
(o)

und speziell fiir a := —

ya)e.y), v oy (y)ya)
O war O T T ooy T W
also
0 < (e +y,ax+y) = (y,y) — <x’<i><§>’x> (5.1)
und somit

0 < (z,2)(y.y) — (wy)z,y), also [z,y* < [yl
Durch Wurzelziehen folgt nun die Behauptung.

(b) Offenbar ist die Aussage wahr, falls mindestens eine der beiden Vektoren mit dem Nullvektor
iibereinstimmt. Sei nun also im Folgenden = # O # y.

s Sei x = Ay mit A € K\ {Ok}. Dann folgt
[zl = 1wl = My.o)l = I lyll® = Il vl =l Dyl

Y,z
x,x)

—~
~

== Es gelte |(x,y)| = ||z|| - ||y||- Dann gilt mit a := — aufgrund der dann folgenden

Gleichheit in (5.1]) zunéchst

—~

0 = (ax+y,ax+vy),

so dass mit Eigenschaft (5) aus Definition sofort ax +y = Op,alsoy = —ax
und somit die lineare Abhéngigkeit folgt.
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Korollar 5.4. Sei (.,.) ein Innenprodukt auf dem linearen Raum E und ||z|| := /(z, ), dann ist
Il = \/(.,.) eine Norm auf E, welche auch Innenproduktnorm genannt wird.

Beweis: Zunichst ist die Abbildung nach Eigenschaft (4) aus Definition wohldefiniert.
(1) Die Definitheit folgt aus Eigenschaft (5) in Definition [5.1] denn es gilt
|lz]] = 0 <= (z,x) = 0 <= (r,2) = 0 <= x=0g

(2) Die Homogenitét folgt mit den Eigenschaften (2) bzw. (2') wegen

(2),(2") — —
lozl] = ez, ax) "= ad(r,z) = Voa-/(z,z) = o |z .

(3) Die Dreiecksungleichung folgt aus der Cauchy-Schwarz-Ungleichung aufgrund der Unglei-
chungskette

lz+yl” = @+y,a+y) = [z|*+ (x,y) + (y,z) +|yl

(. S/
-~

= 2Re((z,y))

2 QCSU 2 2 2
< =l + 26zl + llul® < ll=l® + 20=llllyll + llvl® = =]l +[lyl)

sowie anschlieBendem Wurzelziehen.

Definition 5.5. Sei (.,.) ein Innenprodukt auf dem linearen Raum FE.

(a) Wir nennen (£, (.,.)) einen Innenproduktraum (oder auch einen Pra-Hilbertraum).

(b) Wird (£, (.,.)) mit der induzierten Norm |.]| = +/(.,.) zu einem vollstandig normierten
Raum, so nennen wir (E, (.,.)) einen Hilbertraum.

Bemerkung 5.6.

(a) Es gilt die Hierarchie: Topologische Rdume D metrische Rdume D normierte Réume D
Innenproduktrdume O Hilbertraume

(b) H=L%(Q, A, ) wird mit (f, g)pe == / fg dp zum Hilbertraum (H, (.,.)rz2).
Q
(c) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist der Spezialfall p = ¢ = 2 der Holder-Ungleichung.

Satz 5.7 (Stetigkeit des Skalarproduktes).
Sei (.,.): Ex E — R ein Innenprodukt auf dem linearen Raum E und ||z|| := \/{(x,x) die betrach-
tete Norm auf E. Dann ist das Innenprodukt stetig.

Satz 5.8 (Parallelogramm-Gleichung). In jedem Innenproduktraum (E,(.,.)) gilt
Vo,y € E: o +yl* + llo—yll> = 2([l«)*+ [lyl*) - (5.2)
Satz 5.9. In jedem Innenproduktraum (E,(.,.)) gilt mit der induzierten Norm
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2 2
(1) Ve,y € E: (z,y) = :U—;—y N im Pal R =R

2 2 _ 2
(2) Yo,y € E: (z,y) = x;y -~ ,:1:+21y |22 i Rl K = C

Bewelis:

(1) Da in reellen Innenproduktriumen (x,y) = (y, x) fiir beliebige xz, y gilt, folgt die Behauptung
aus der Addition der beiden Gleichungen

2
Tty _ Jrx+ty xz+y\ 1 1 1 1
> H - < > 2 > = gle o+ @y + 300+ 70.9)
2
T —y B rT—Y T—Y B 1 1 1 1
: H - < v >— e+ )+ i) — L)

(2) Mit (z,y) = (y,x) folgt die Behauptung nach Addition der oberen beiden und der nachfol-
genden beiden Gleichungen

. 2 : 1
1 1 1 1
i ﬁgly\ = i<x;1y7x+21y> = i@+ wy) = e) = ily.y)
. 2 : 1
[ - () - - g+ e - fa) + g

Definition 5.10. Sei (F, (.,.)) ein Innenproduktraum. Weiter seien z,y € E sowie N, M C E.
(1) zly <= (x,y) = 0. Wir sagen z ist orthogonal zu y.
(2) MLN <= Vexe MVye N:zly.
(3) zLM <= {z}LM. (4) M+ == {z € E|zLM}.
Bemerkung 5.11.
(1) Fiir jedes M C E ist M~ ein abgeschlossener linearer Unterraum von FE.
(2) Ist M C E ein linearer Unterraum, so folgt M N M+ = {0}.
(3) LM = zlspan(M) = xLspan(M)

Satz 5.12 (Pythagoras). Sei (F,(.,.)) ein Innenproduktraum. Seien weiter ui, ..., u, € E paar-
weise orthogonal, d.h., Vi, j=1,...,n: (i # j = w;Lu;). Dann gilt

n 2 n
Do = > lwl® (5:3)
k=1 k=1

Korollar 5.13. Se: (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, (u,),en eine Orthogonalfolge aus E, fiir
welche > uy in (E,(.,.)) gegen ein u € E konvergiere. Dann gilt

keN
D Mluell® = >

keN keN

2

= [lull*. (5:4)
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Aufgaben:

A 5.1.1 Zeigen Sie: In jedem Innenproduktraum (£, (.,.)) gilt
Yo,y € Bl +yll® + [l —yll* = 2(l=1”+lyll*) - (5:5)

A 5.1.2 Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum und x,y, z € E beliebig.
Zeigen Sie den Satz des Apollonius:

2
= alf e ol = gllo =yl +2][s -

r+y

A 5.1.3 (a) Zeigen Sie, dass in einem Innenproduktraum (F, (.,.)g) iiber R gelten:
) Vo,y € B (Jo+yll* =z + ylI* = =zly),
(i) Vo,y e B: (zly <= [lz+yl =z —yl).
(b) Zeigen Sie, dass die Aussagen aus (a) nicht in einem Innenproduktraum (£, (.,.)g) iiber
C gelten.

(c) Zeigen Sie Satz 5.9:
In jedem Innenproduktraum (£, (.,.)) gilt mit der induzierten Norm

2 2
(1) Yo,y € E: (z,y) = x;yH N im Rl K =R
2 2 . 2 . 2
(2) Va,y € E: (z,y) = x;y - x2y +i ley i Z2H i Fall

A 5.1.4 Zeigen Sie, dass man auf /, 1 < p < oo, nur im Fall p = 2 ein Innenprodukt erklédren kann,
welches die /P-Norm erzeugt.

Tipp: Parallelogramm-Gleichung.

Alternative:

Lésst sich (€7, ]|.||,) fir p # 2 als Hilbertraum auffassen? Hinweis: Parallelogrammgleichung
Alternative:

Fiir welche p € [1, 00[ ist es moglich, (€7, ]|.]|,) als Hilbertraum aufzufassen?

Hinweis: Angenommen ein Innenprodukt induziert die jeweilige Norm. Dann gelten die
diversen elementaren Folgerungen daraus, beispielsweise die Parallelogrammegleichung.

A 5.1.5 Zeigen Sie: In jedem Innenproduktraum gilt
rly <= VaekK:|lz+ay| = ||z —ay| .

A 5.1.6 Sei E ein Innenproduktraum, (z,), eine Folge aus £ und x € E. Zeigen Sie, dass x,, — =
genau dann gilt, wenn (x,,z) — (x,z) und ||z,| — ||z

A 5.1.7 Seien My, My und M Teilmengen eines Innenproduktraumes E. Zeigen Sie

(a) My C My = My C M
(b) M c (MH)*
(c) M+ = ((M+)4)* Tipp: M+ :={y e E|Vr € M: (z,y) =0}
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5.2 Gram-Schmidt-sches Orthogonalisierungsverfahren

Im Folgenden wollen wir uns mit der Frage beschéftigen, ob wir aus einer Folge linear unabhéngiger
Vektoren ein sogenanntes Orthonormalsystem erhalten kénnen. Diese Frage wird mit Satz
positiv beantwortet, wobei im Beweis ein kanonisches Verfahren angegeben wird.

Definition 5.14. Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, () # S C E.

(1) S orthogonal <= Vz,y€ S: (v #y— zly).
(2) S orthonormnal :<= § orthogonal und Vz € S: ||z|| = 1.

(3) S vollstindiges Orthogonalsystem
<= S orthogonal und V5" C E: ([S’ orthogonal A 8" D S] = 5" = 9).

(4) S vollstindiges Orthonormalsystem
<= S vollstandiges Orthogonalsystem und S orthonormal.

Bemerkungen:

(a) S orthonormal == (S vollstindiges OS <= Ve € E: (z1S = 2z =0))
(b) S orthonormal = S linear unabhéngig[]

Beispiel 5.15.

(1) Fir (R, (.,.)) mit (z,y) = kayk ist {ex: k=1,...,n} ein vollsténdiges ONS.
k=1

(2) Fiir L2(] — 7, 7[) mit (z,y) = / x(t)y(t) dt ist ein vollstdndiges ONS etwa

—T

S - {\/%}U{%cos(kt) ’ keN}U{%sin(kt) ‘ keN} |

™

(3) Fiir L&(] — 7, 7[) mit (z,y) = / x(t)y(t) dt ist ein vollstdndiges ONS etwa
1 :
S = { exp(int)

nez; .
v 2T }

Satz 5.16 (Gram-Schmidt-sches Orthogonalisierungsverfahren).

Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, S = {x1,xs,...} hdchstens abzihlbar und linear unabhdngig.
Dann existiert ein héchstens abzihlbares Orthonormalsystem S = {uy,us,...}, so dass fir alle
zuldssigen n gilt

up € span{xy, ..., .} A T, € span{uy, ..., u,}.

'D.h., Vn € N Vuy,...,u, € S paarweise verschieden ist {u1,...,u,} linear unabhéngig
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Aufgaben:

A 5.2.1 Auf dem R3 sei durch (z|y) := 2T Ay mit

— o
w — O
—~
o
N—
b
I
o O =
_ w o
w — O

ein Innenprodukt (.|.) definiert (ohne Beweis).

Konstruieren Sie mit Hilfe des Gram-Schmidt-Verfahrens aus der kanonischen Basis e, e, €3
eine Orthonormalbasis beziiglich (.|.).

A 5.2.2 Orthogonalisieren Sie nach dem Verfahren von Schmidt die Polynome 1,¢,¢* € £2(]—1,1[, R)
mit w(t) = (1 — ¢2)~z, d.h., beziiglich des (gewichteten) Innenproduktes

(2.y) = /_x(t)MQ—t?)%dt.

1
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5.3 Gauflsche & allgemeine Approximationsaufgabe

Definition 5.17.

(1) Gegeben seien (E,|.||), ) # F C E, x € E. Ein yy € F heifit Element bester Approxi-
mation fiir z, falls

Iz = yol = minfjz—yl . (5.7)

Die Frage nach der Existenz eines solchen yy € F' nennen wir allgemeine Approximati-
onsaufgabe.

(2) Wir sprechen von der Gauf3schen Approximationsaufgabe, falls zusétzlich F' ein endlich-
dimensionaler Unterraum von F und (£, (.,.)) ein Innenproduktraum ist.

Satz 5.18.

(1) Die Gaufische Approzimationsaufgabe ist eindeutig losbar.

(2) Ist S = {uy,...,u,} orthonormal mit F' = span(S), dann ist zu jedem x € E das eindeutig
bestimmte Element bester Approximation gegeben durch

n

Yo = Z(x,uk>uk (5.8)

k=1
(3) yo ist Orthogonalprojektion von = auf F.
Bemerkung 5.19.
(a) Es gilt die Besselsche Ungleichung
Vo e E: Y [aup))® < ) (5.9)
k=1
Beweis:
n 2 n n
0 < |lz— Z(x, ug)ug|| = <x - Z(m,uk>uk, T — Z(m,u]>uj>
k=1 k=1 j=1
2
= ||lz||* — x, ug) (Ug, ) — x,uj)(x, u;) + T, T, u;) (Ug, Uj
] ;( k) {tn, T) '_1< AN ug) Z< k) 4 (z,u5) (up, u;)
= j= k=1 7=1
=(z,uk) 0.k
= llol* =Y e w)? = @, udl? < el
k=1 k=1
O
(b) Es gilt z — yo LF.
Beweis: Vm =1,...,n:
<£C - y07um> = <xvum> - <xauk> <U/kaum> = <$,Um> - <$C,'U/m> =0
k=1 v
6k,m
O
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(c¢) Aufgrund der Eindeutigkeit von yq lisst sich jedes x € E eindeutig darstellen als z = u + v
mit u =19y € Fundv = x—yy € F*, denn es gilt FNF+ = {0} und F = F & F+. Allgemein

gilt:
Sei (E,(.,.)) ein Hilbertraum, F' ein abgeschlossener linearer Unterraum, dann gilt
E = F@F* dh., zu jedem x € E existieren eindeutige u € F, v € F* mit
r=u-+v.

Letzteres ist — da abgeschlossene lineare Unterrdume von Banachrdumen sowohl konvex als
auch selbst wieder Banach sind — insbesondere ein Spezialfall des nachfolgenden Satzes.

Satz 5.20.
Sei (E,(.,.)g) ein Innenproduktraum, K C E, K # () konvezﬂ und Uollstdndiﬂ sowie x € E. Dann

existiert ein eindeutig bestimmtes yo € K mit
— < 1 . )
|z —yolle ryréln |z =yl (5.10)

Satz 5.21.

Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, F ein beliebiger linearer Unterraum von E und x € E. Besitzt
das Minimierungsproblem

min [z —y[ =z — ol
eine Losung yo € F, so ist diese Lisung eindeutig und es gilt x — yo L F'.

Satz 5.22.

Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, F' ein vollstindiger linearer Unterraum von E. Dann existie-
ren fiir alle x € F eindeutig bestimmte u,v € E, u € F, v € FX und x = u+ v, d.h., es gilt
E=FgF+t

Der letzte Satz besagt also, dass jeder Innenproduktraum (F, (.,.)) orthogonal zerlegt werden kann
in einen vollstdndigen linearen Unterraum und dessen Orthogonal. Insbesondere sind die Vorausset-
zungen des letzten Satzes erfiillt, wenn (E, (., .)) sogar ein Hilbertraum und F ein abgeschlossener
linearer Unterraum ist (vgl. Bemerkung 5.19 (c)).

Bemerkung 5.23.

(a) Falls E = F @ F*, so gilt (FH)t =F.
(b) Falls E = F @ F*, so ist F abgeschlossen.

Definition 5.24.

(a) Falls E = F @ F* gilt, so sagen wir, dass F' in E ein orthogonales Komplement besitzt.

(b) Gilt £ = F @ F+, d.h., existiert fiir jedes z € E genau ein v € F und genau ein v € F*
mit * = u + v, so nennen wir die Abbildung P: E — F, definiert durch Pz := u, die
orthogonale Projektion von F auf F.

Dh,Ve,ye K: {axz+ (1 —a)y | a€[0,1]} C K.
3als metrischer Raum mit der norm- bzw. vom Skalarprodukt induzierten Metrik d(z,y) = |z — y|g =
(x—y,x—y)e
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(¢) Wir nennen einen linearen Operator A: F — E symmetrisch, wenn
Vr,y € E: (Ax|y) = (x| Ay) . (5.11)
(d) Eine lineare Abbildung P: F — E heiit Projektor, falls P? = P gilt.

Satz 5.25. Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum. Dann gilt:

(a) Jede orthogonale Projektion ist symmetrisch und besitzt — sofern sie ungleich der Nullabbil-
dung st — Norm 1.

(b) Ist P: E — E ein symmetrischer Projektor, so ist P eine orthogonale Projektion.

Beweis:

(a) Sei P: E — FE eine orthogonale Projektion von E auf F. Seien x,y € E beliebig und u, v’ € F
sowie v,v' € F* mit = u +v und y = v/ + v'. Dann ist P symmetrisch aufgrund von

(Pzr,y) = (u,u/ +7") = (u,u) = (u+v,u) = (x,Py) .
Nach Satz folgt zunéchst ||P|| < 1 aufgrund von
1Pz|* = |lull® < Jlul®+vll® = [lu+ol* = [z|*.

Falls P # 0, also F' # {0}, so existiert ein ug € F'\ {0} mit ||Pug| = ||uol|. Damit ist in der
Tat ||P|| = 1.

(b) (i) Wir zeigen, dass fiir jedes © € E genau ein u € Bild(P) = F, namlich v = Pz, und
genau ein v € Kern(P) mit 2 = u + v existiert:

e Existenz: Mit u := Px und v := x — u folgt
Pv = Pr—Pu = Px— P(Px) = Pr—P?vx = Pr— Pz = 0.

e Eindeutigkeit: Ang., es gelte auch x = ¢/ + ¢'. Dann ist u = Pz = Pu' = /.
(allgemein: y € Bild(P) = y= Py= P%y= P(Py)= Py)

(ii) Da v € Kern(P) und P symmetrisch ist, gilt
(u,v) = (Pz,v) = (x,Pv) = (z,0) = 0 — ulv

Somit folgt E = F & F+ mit F+ = Kern(P).

Zusammenfassend halten wir nun fest:

Satz 5.26 (Losbarkeit der Approximationsaufgabe fiir vollstandigen UR eines IPR).

Sei (E,{.,.)) ein Innenproduktraum, F' C E ein vollstindiger Unterraum, sowie P die orthogonale
Projektion von E auf F'. Dann ist Px = u die Bestapprozimation von x in F', d.h., es gilt

Vy € F: |z —Px| = ||lz—yl . (5.12)
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Aufgaben:

A 5.3.1

A 532

A 5.3.3

A 534

A 535

....................................................... (GauBsche Approximationsaufgabe)

Zeigen Sie: Ist S = {uy,...,u,} orthonormal, dann gilt dic Besselsche Ungleichung
Vo e B Y [aup)® < ) (5.13)
k=1

Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum. Dann gilt:

(a) Jede orthogonale Projektion ist symmetrisch und besitzt — sofern sie ungleich der Nul-
labbildung ist — Norm 1.

(b) Ist P: E — E ein symmetrischer Projektor, so ist P eine orthogonale Projektion.
Sei E ein Innenproduktraum und 0 # xg € E. Zeigen Sie, dass die eindeutige orthogonale

Projektion P = P,, € L(E,span{zy}) auf den von x, aufgespannten Unterraum durch die
Formel

Px = <37,£C0> Zo
<$0> .1'0)

gegeben ist.
Fir 1 < n < m € N seien n(k), ék), cee fr(lk) € R, 1 < k < m, gegeben. Zeigen Sie: Es
existieren aq,...,a, € R, so dass

m n 2

f(a’b s 7an) = Z <77(k) - Zal/fl(/k)>

k=1 v=1

minimal wird. Falls die £, = (x,(,l), ce l(,m)), i = 1,...,n, linear unabhéngig sind, sind die

a, sogar eindeutig bestimmt.

Es bezeichne P den linearen Raum aller Polynome iiber [a, b] sowie (.|.) das Innenprodukt,
welches gegeben ist durch

(flg) / flz (5.14)

Zeigen Sie:

(a) Zu jedem n € N existiert genau ein Polynom p, vom Grad n mit Leitkoeffizient 1,
welches orthogonal zu IP,,_; ist. Dabei bezeichnet P, fiir beliebiges m € N den linearen
Unterraum aller Polynome, deren Grad hochstens m ist.

(b) Sémtliche Nullstellen von p, aus (a) sind einfach, reell und liegen in |a, b[.

Alternative erweiterte Formulierung: Sei a < bund p: [a, b] —]0, oo eine stetige Funkti-
on. Man betrachte den Raum aller meBbaren Funktionen f:la,b] — R, fiir die [ " o(z) f(x)?da

existiert. Dieser Raum wird mit (f, g) f p(x (z)dz zum Hilbertraum.
Zeigen Sie: Fiir alle 1 < n € N gibt es genau ein Polynom Pn € P,, dem Raum der Polynome
vom Grad kleiner gleich n, welches senkrecht zu P,,_; ist und 1 als Koeffizienten vor ™ hat.
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.............................................................. (Orthogonales Komplement)

A 5.3.6 Sei H ein Hilbertraum und F ein Unterraum. Zeigen Sie: F' ist abgeschlossen, genau dann
wenn FH = F gilt.

A 5.3.7 Sei H ein endlich dimensionaler Hilbertraum und F' C H ein Unterraum. Zeigen Sie: Dann
git H=F @ F*.

A 5.3.8 Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilriume von ¢? ein orthogonales Komplement besitzen:
(a) F={zx€*|VneN:z(2n)=0}
(b) G = {x € 2| lim 2"a(n) = o}.
n—oo
Alternative Formulierung fiir (b):

Sei F' C ¢* der Raum der Folgen (zy, 9,23, . ..), fiir welche 2"x,, — 0 konvergiert.
Gilt ?=F®F+?

A 5.3.9 Sei P der lineare Raum aller Polynome. Fiir die lineare bijektive Abbildung
I'P—Zp = zn:ozktk = (ag,...,0,,0,0,...) €
k=1
betrachten wir den linearen Unterraum P := I(PP) des (2.
(i) Gilt @ =P@ P ? (i) Ist (ﬁ», () .>52) vollstindig? (i) Was besagt Satz 5.22 hier?
................................................ (Approximation auf konvexen Teilmengen)

A 5.3.10 Welche der folgenden Mengen sind konvex?

(a) C = {(z,y) eR? |1 <2 +y* <4}

Jdag, ar, by € R,k € {1,...,n}:

f(x) =ag+ > (aycos(kmz) + by, sin(kmx))
k=1

(b) T, = {fer2(0.1) \

A 5.3.11 Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen konvex sind.

(a) Seien o < B, a < b reelle Zahlen und C := {z € Cla,b] | a < z(t) < B Vt € [a,b]}.
(b) Seien a < b reelle Zahlen, n € N und

Pt ([a,b]) = {x: [a,b] = R ‘ 0<z(t) = Zn:aktk mit oy, € R fiir k = O,...,n} . (5.15)

k=0

A 5.3.12 Sei P ([a,b]) die Menge der Polynome vom Grad hochstens n, die auf [a, b] nicht negativ
sind. Zeigen Sie:

(a) Zu jedem z € L*([a,b],R) existiert genau ein py € P, ([a, b)), so dass
b b
e Pt [ o)~ moPd < [ la(o) - plo)de
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(b) Zu jedem z € C([a,b],R) existiert genau ein py € P ([a,b]), so dass

b
Vp € Pt ([a,b]): / lz(t) — po(t)Pdt < /|ac t)|2dt .

A 5.3.13 Sei
A= {x € L*([0,1],R): z(s) € [0,1] f.ii.}.

Zeigen Sie:
(a) A ist abgeschlossen in L%([0,1], R).

(b) Es gibt eine eindeutige Projektion P: L*([0,1],R) — A, die jedem Element seine Be-
stapproximation zuordnet, ndmlich

1 z(s) >1
(Pz)(s) =<qx(s) 0<uz(s)<1
0 z(s) <0

Vorbereitung:

(a) Zeigen Sie Theorem 4.9}
Sei (fn)nen eine Folge aus LP und sei f € LP derart, dass ||f, — f||, — 0 fiir n — oo.
Dann existiert eine Teilfolge f,x) € L und ein h € L?, so dass

(i) famw) — f(x) fiir fast alle . (ii) Vk € N: | fumy| < |h(2)| fir fast alle .
(b) Zeigen Sie, dass die Behauptungen des letzten Satzes i.A. nicht fiir die gesamte Folge
gilt.
............................................................................. (Projektoren)

A 5.3.14 (a) Existiert eine Projektion vom Raum P der Polynome auf
Vo= {p(:v) :Zajxj eP: aon} cP,
=0

wobel n € N eine feste natiirliche Zahl ist ?

(b) Existiert eine Projektion vom Raum P der Polynome auf

V= o) sw ol <1}cpe

—1<2<1
(c) Sind die Projektionen aus (a) und (b), soweit vorhanden, stetig beziiglich der Norm

Ipll == sup |p(z)|? (5.16)
—1<z<1

(d) Ist der Operator A: P — P, Zajxj — Zjaj linear und stetig beziiglich der Norm
=0 =0
(5.16)

“Haim Brezis: Functional Analysis, Sobolev-Spaces and Partial Differential Equations
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5.4 Darstellungssatz von Fréchet-Riesz

Mit Hilfe der im letzten Abschnitt erhaltenen Aussagen kénnen wir uns nun dem Spezialfall des
Dualraumes eines Hilbertraumes zuwenden.

Beispiel 5.27.

Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, z € E fest gewihlt und f: £ — K definiert durch z — (z, 2).
Dann ist f einerseits linear und aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung stetig iiber

Vee B |f(z)] = [z, 2)] < |l -[|=] -
Insbesondere folgt wegen |f(2)| = ||z]|*> dann auch ||f|| = ||z||.

Definition 5.28.

(a) Wir nennen f € L(E,K) eine Linearform/indexLinearform/lineares Funktional.
(b) Den Raum der linearen Funktionale
E' == L(E/K) = {f: E—= K| f linear und stetig } (5.17)
nennen wir den Dualraum von FE. Dieser wird mit der iiblichen Operatornorm

1fller = SUE% (5.18)

.
zu einem normierten Raum (E', ||.|| ).
Satz 5.29 (Darstellungssatz von Fréchet-Riesz). Sei (E, (.,.)) ein Hilbertraum. Dann gilt:
VieE N zpeE mit YeeE: f(r) = (x,2y) .
Weiter gilt dann || fller = |2/l &-

Bewelis:

e Eindeutigkeit: Angenommen, es gelte Vo € E: f(x) = (x,2)p = (z,w)g, so folgt auch
0= (r,z—w)g, also (2 —w) LE, also (z —w) € E+ = {0}, also z = w.

o Existenz:

(a) Fir f =0 € E' tut 2 =0 € FE das Gewlinschte.

(b) Fiir f # 0 € E"ist F' := Kern f abgeschlossener Unterraum von E, da f stetig wegen f €
L(E,K). Da (F,(.,.)) ein Hilbertraum ist, ist jeder abgeschlossene lineare Unterraum
vollstiandig. Nach Satz 5.20 folgt dann £ = F @ F+. Da f #0 € F', ist F # E, also
F+ # {0}. Betrachten wir nun die Einschrinkung von f auf F*, also

9:=f.

Dann ist ¢ injektiv, denn fiir jedes o € F* \ {0} gilt g(zo) # 0 € K.
Ebenso ist g: F'* — K surjektiv, da ungleich der Nullabbildung, also insbesondere auch
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bijektiv. Damit muss F'* eindimensional, also F+ = span{z,} fiir ein zo € F*\ {0}
sein. Wegen F = F @ F* folgt nun

Vee FdlaeK, ye Frx=arg+y .
Aufgrund der Linearitéit von f und — da y € Kern f = F ist — folgt daher

Ve € E: f(x) = af(zo) .
f(z0)

Setze nun z = fxg mit §:= zolls € K. Dann folgt das Gewiinschte wegen
_ _ [flxo) _ 2 _ _ _
f(@) = af(x) = P Jlwoll = abBlzo,m0) = alwo, Bro) = afzo,2) = (z,2).
E
O

Korollar 5.30. Sei (E,(.,.)) ein beliebiger Hilbertraum. Dann istI': E — E' z — f, mit f,: E —
K,z +— (x, z) normerhaltend, bijektiv und antilineaﬂ

Satz 5.31. Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum. Dann wird E' mit dem Innenprodukt
(fr9)e = (25, 2)
zu einem Hilbertraum (E', (., .)g/). Insbesondere gilt ||f||g = \/{f, f)r mit ||.||p aus (5.18]).

Beweis: Der zweite Teil der Behauptung folgt wegen

(f, frp BE 2 BRI 12

zpzpe = |2l
O
Definition 5.32. SeiI": E — E" o — F, mit Vf € E': F.(f) = f(z) (denn es gilt Vo € E: F,

linear und stetig mit || F.||g» < ||z]|g), dann ist T" injektiv wegen Kern~y = {0}. (Folgt spéter aus
Korollar ) Wir nennen FE reflexiv genau dann, wenn I' surjektiv istﬁ

Satz 5.33. Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum. Dann ist E reflexiv.

Beweis: Sei F € E”. Da (E',(.,.) ) ein Hilbertraum ist, folgt nach Satz 5.29 (Fréchet-Riesz) die
Existenz eines eindeutigen gr € E’, so dass fiir alle f € F’ gilt

F(f) fror)e B ey BB )

Somit ist das I': F — E”, x +— F, aus Definition surjektiv, also ist (E, (.,.)g) reflexiv. O
Beispiel 5.34.

Betrachten wir wiederum den linearen Raum der endlichen Folgenﬂ so gilt F' C £?, wie wir bereits
in Beispiel gesehen haben. Eine lineare und stetige Abbildung f: F© — R ist etwa gegeben
durch die Einschrinkung eines f € £5’. Genauer wird durch

Satz E29 <

p f(p) = (p, 2p) Zp DEY

mit einem beliebigen festen z € ¢2 eine lineare und stetige Abbildung auf F definiert, die sich —
wie wir spiter sehen werden — mit Hilfe der Fortsetzungssitze von Hahn-Banach eindeutig auf ¢
fortsetzen lasst.

Sdh.,Vze EVaeK: (T(z+2) =T(2) +T'(2) A T(az)=al(z)).

6Beachte: E reflexiv = F = E”, aber E = E" # F reflexiv

"Diesen Raum konnen wir gegebenenfalls iiber eine bijektive Koeffizientenabbildung mit dem Raum aller Poly-
nome P identifizieren.
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Aufgaben:

A 541
A 542
A543
Ab544

Beweisen Sie Satz 5.29 [Darstellungssatz von Fréchet-Riesz|
Zeigen Sie Satz 5.31 (b): Vf € E': (f, e = ||fII?
Zeigen Sie Satz 5.33: Jeder Hilbertraum ist reflexiv.

Sei H ein Hilbertraum iiber C. s: H x H — C heifit eine Sesquilinearform, wenn gilt:

sty +a2,y) = s(rny) +s(e,y)  slax,y) = as(z,y)
3<$,y1 +y2) = S(xayl) "’5(957@2) 3(1’,@y) = @S(Z',y)
Die Sesquilinearform s heifit stetig, wenn aus x,, — x, y,, — y stets s(x,, y,) — s(z,y) folgt;
sie heifit beschrinkt, wenn eine Konstante ~y existiert, so dass |s(z,y)| < 7||z|/||y|| fiir alle
x,y € H gilt. Zeigen Sie:
(a) s ist stetig, genau dann wenn s beschrénkt ist.

(b) Sei A eine lineare Abbildung von H in sich. s(z,y) := (Az|y) ist genau dann stetig,
wenn A stetig ist.

(c) Sei s eine stetige Sesquilinearform. Dann existiert genau eine stetige, lineare Abbildung
A von H in sich, so dass

s(z,y) = (Azly) (5.19)
fiir alle x,y € H.
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5.5 Orthogonalreihen und Separabilitit

Satz 5.35. Sei (F,(.,.)g) ein Hilbertraum, {u, | n € N} C E orthonormal sowie (c,)nen €ine
Folge aus K. Dann gelten:

(a) Es ist Zanun in (E,(.,.)g) konvergent = Z | < o0,

neN neN

b) Ve Erx=> (mu)u, < Y [wu)p] = (x,2)p

neN neN

(c) Gilt Zanun =xin (E, (., .)r), so folgt V¥n € N: oy, = (z,u,) .

neN

(d) Gilt Z apu, =2 in (E,(.,.)g), so folgt fir alle bijektiven Abbildungen 5: N — N ebenfalls

neN

Z Qamy)Usm) = T in (B, (., .)p).

neN

Satz 5.36. Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum, S C E ein Orthonormalsystem. Dann ist fir alle
x € E die Teilmenge
So == So(z) = {ue S| (x,uyp =0} (5.20)

hdchstens abzihlbar. Weiter gilt

D Hzwsl’ = ) e uwsl < el (5.21)

ueS u€ESy

Satz 5.37. Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum, S C E ein (beliebiges) Orthonormalsystem. Dann
existiert fiir jedes v € E ein z € E, so dass die Rethe

Z(x, u) U

u€esS

bei beliebiger Anordnung in (E,{(.,.)g) gegen z konvergiert. Weiter gelten

(a) 2=z <= > [z, u)el = |z}
u€esS

(b) (x —z) L (spanS) und (c) (spanS) = {Z(y,u>Eu |y € E} =: M.

uesS
Definition 5.38. Sei (F, (.,.)g) ein Innenproduktraum, S C F ein Orthonormalsystem.
(a) Dann heiflen die Zahlen (x,u)g fir u € S die Fourier-Koeffizienten von z bzgl. S.
(b) Es heiBt S C F eine Orthonormalbasis von E, wenn gilt{]

(1) S ist ein Orthonormalsystem

8 Achtung: Dieser Begriff stimmt fiir unendlich-dimensionale Réume NICHT mit dem aus der linearen Algebra
bekannten Begriff der Orthonnormalbasis iiberein.
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(2) Vo € E: (Z(x,u>Eu konvergiert /\Z(m,u)Eu = x) :

uesS uesS

(¢) Wir nennen E separabel :<—= JM C E: M abzéhlbar und dicht in E.

Korollar 5.39. Sei (E,(.,.)r) ein Hilbertraum, S C E ein (beliebiges) Orthonormalsystem. Dann
sind dquivalent:

(a) S ist Orthonormalbasis von E.

(b) E = (span¥).

(c) Es gilt die Parsevalsche Gleichung

VeeE: > [zu)pl = |z} - (5.22)

ueS

Satz 5.40. Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum, S C E. Dann gilt:
S Orthonormalbasis von - <= S wvollstindiges ONS von E .
Satz 5.41. Sei (E,(.,.)g) ein Innenproduktraum, E # {0}. Dann gilt:
(a) IS C E: S wvollstindiges ONS von E

(b) Zu jedem ONS Sy C E existiert ein vollstindiges ONS S mit Sy C S.

Satz 5.42. Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum unendlicher Dimension. Dann gilt

E separabel — E besitzt abzihlbare ONB .

Bewelis:

o . —>:“ Wir zeigen:
Ist (E,(.,.)r) separabel und S C E ein ONS, dann ist S hochstens abziahlbar.

Da E nach Voraussetzung separabel ist, existiert eine hochstens abzéhlbare Teilmenge M C
E mit M = E. Es gilt also

M = {y, | neN} oder M =A{y,|n=1,....m}.

Insbesondere folgt S C E = |J D,, mit den offenen Kugeln D,, :== B3 (y,). Sind nun u,v €
SN D,, so gilt einerseits

lu—vlle < Ju=yalls + Jlya—vls < V2.

~ S -

9

<

V2
< <Y

Andererseits gilt fiir alle u,v € S mit v # v schon ||u — v||% = (w,u)g + (v,v)p = 2, also

|lu — v||g = V2. Somit kann fiir jedes n in S N D,, maximal ein Element enthalten sein. Also
ist S hochstens abzéhlbar.
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o ,<:“Sei S C F eine abziéhlbare ONB von E, d.h., S = {u, € E'| n € N}. Da fiir jedes
m € N die Menge

Mm = {Z qnUn ’ Re(qn)ulm(%l> € Q}

abzahlbar ist, ist auch M := U M, abzdhlbar. Sei nun ¢ > 0 und = € E beliebig. Nach

meN
Definition einer Orthonormalbasis existiert dann ein m € N, so dass

m

T — Z(x, Up) BUp

n=1

<

N ™

E

Da @Q dicht in R liegt, existieren g, mit Re(q,),Im(g,) € Q, so dass

5
Vn=1,...,m: |¢, — (x,un)p| < o
Insgesamt folgt somit
m m m
x—anun < x—Z(x,un>Eun + Z|<m,un)E—an|unHE < €.

— — :1—,_/\,_/

" E r L " <o =1

<3

Also gilt M = E, d.h., M C E ist auch dicht in E.

73



Aufgaben:

A 5.5.1 Zeigen Sie: Ein Banachraum (E, ||.||) iiber R, dessen Norm die Parallelogramm-Gleichung
(5.5]) erfiillt, ist schon ein Hilbertraum.

A 5.5.2 Sei F ein Hilbertraum und S ein Orthonormalsystem. Beweisen Sie: Genau dann ist S eine
Hilbertbasis, wenn fiir alle z,y € E gilt

(aly) = Y (zlu)(uly). (5.23)

u€esS

............................................................................ (Separabilitét)

A 5.5.3 Finden Sie Metriken dy,ds auf R, so dass (R, d;) separabel, jedoch (R,ds) nicht separabel
ist.

A 5.5.4 Zeigen Sie, dass jeder Unterraum eines separablen metrischen Raumes wieder separabel ist.

A 5.5.5 Zeigen Sie: Sei (X, d) ein metrischer Raum, o > 0 sowie Y C X eine iiberabzéhlbare Teilmen-
ge mit der Eigenschaft Yy, z € Y: (y # z = d(y, 2) > «). Dann ist (X, d) nicht separabel.

A 5.5.6 Beweisen Sie Satz 5.40: Sei (£, (.,.)g) ein Hilbertraum unendlicher Dimension. Dann gilt

E separabel = FE besitzt abzéhlbare ONB .

A 5.5.7 Sei (E,||.||) ein normierter Raum. Zeigen Sie:

(E,||.]|) separabel = E besitzt abziéhlbare Teilmenge D mit span(D) = E .

A 5.5.8 Untersuchen Sie die folgenden Raume auf Separabilitét

(a) (&7, |-llp) fir p € [1, 00] (b) (€, ]]-lo0) (©) (e -llee) (d) (co, [[-ll0)

A 5.5.9 (X,].]|x) sei ein separabler Banachraum. Zeigen Sie, dass eine lineare, surjektive und stetige
Abbildung Q: ¢* — X existiert.

Hinweis: Sei {z,, | n € N} eine dichte Teilmenge der offenen Einheitskugel B;(0) C X und

Qa) = Z a(n)x,.

..................................................... (Vorgriff: Schwache Konvergenz in (?)
A 5.5.10 Geben Sie je ein Beispiel einer Folge aus ¢? an, die

(a) komponentenweise aber nicht schwach konvergiert;

(b) schwach aber nicht stark konvergiert.

A 5.5.11 Sei (7,)nen eine Folge aus (2, die komponentenweise gegen eine Folge = konvergiert, d.h.
Vk € N: z,(k) — z(k). Ferner sei ||,/ < M fiir ein M € R und alle n € N. Zeigen Sie,
dass z € (* und z,, — z (x, konvergiert schwach gegen ).
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Kapitel 6

Konsequenzen der Vollstindigkeit

Definition 6.1. Sei (E,d) ein metrischer Raum, M C E, M # (). Dann definieren wir
diam(M) = sup d(z,y) . (6.1)

z,yeM

Satz 6.2 (Cantor). Sei (E,d) ein vollstandiger metrischer Raum, (Fi)ren eine Folge abgeschlos-
sener nichtleerer Teilmengen von E mit ¥Yn: F, D F,11 und diam(F,,) — 0 fir n — co.

Dann enthdlt (| F, genau ein Element.
neN

6.1 Der Satz von Baire und seine Anwendungen
Lemma 6.3. Sei (E,d) ein metrischer Raum, F C E, Int(F) =, K C E abgeschlossene Kugel,
F abgeschlossen. Dann gibt es eine abgeschlossene Kugel K' ¢ K mit K'NF = ().

Satz 6.4 (Baire). Sei (E,d) ein vollstandiger metrischer Raum, (Fy,)nen eine Folge abgeschlossener
Teilmengen von E, G C E offen, G # 0,

GeclJrF. .

Dann gibt es ein ng € N, so dass F,,, ein nichtleeres Inneres besitztE]

Korollar 6.5. Ist (E,||.||) ein unendlich-dimensionaler Banachraum tber K, dann ist jede Basis
von I iiberabzihlbar.

Beweis: Angenommen, es existiere eine Folge {ey}ren paarweise verschiedener (nicht notwendi-
gerweise linear unabhéngiger) Elemente aus F, welche F aufspannen. Dann gilt

Vn € N: F,, :=span{e; | k =1,...,n} abgeschlossen, da endlich-dimensional

sowie E = |J F, offen. Nach Satz 6.3 (Baire) existierte dann ein nyg € N: Int(F,,) # 0. Dies

neN
bedeutete also, dass wir ein xg € E und ein r > 0 finden, so dass

Foy D Ky (x9) = {z| ||z — x| <7},

! Aquivalente Formulierung: Sei (E,d) vollstindig, (F,),en Folge mit Vn € N: F, C E abgeschlossen und

Int |J F, # 0. Dann gilt: Ing € N: Int(F,,) # 0
neN
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also insbesondere auch zg € F),,. Da es sich um lineare Rdume handelt, muss dann auch K,(0) €
F,, gelten und fiir jedes y € E \ {0} wegen

" Y ¢ K,(0) c F,

2 |yl

dann auch y € F),,, also £ C F,,, und somit £ = F,,; sowie dim F = dim(F,,) = ny < oo gelten,
Widerspruch. O

Definition 6.6.

(a) Ist (E,]|.]|) ein unendlich-dimensionaler normierter Raum iiber K, dann nennen wir eine
Folge (z,,)nen aus E eine Schauderbasis, falls

k
Ve € E AN A)nen: © = E ALy = klim Sk wobei S = E AT -
—00
neN n=1

Bem.: Zur Abgrenzung wird die Basis im Sinne der linearen Algebra manchmal auch Ha-
melbasis genannt.

(b) Sei (E,d) ein metrischer Raum, S C FE beliebig.

(i) S heifit Menge 1. Kategorie in (F,d)

<= 3(F)neny mit Vn € N: (F,, C E abgeschlossen A Int F,, =) und S = U E, .

neN
(ii) S heifit Menge 2. Kategorie in (E, d), falls S keine Menge 1. Kategorie ist.

Bemerkung 6.7.

(a) Der Satz von Baire besagt, dass offene nichtleere Mengen in vollsténdigen metrischen Raumen
Mengen 2. Katergorie sind.

(b) Letzteres impliziert, dass Mengen 1. Kategorie ein leeres Inneres besitzen.

Beispiel 6.8.

(a) Q ist eine Menge 1. Kategorie, da es eine geeignete abzihlbare Uberdeckung (nimlich
Uyeola}) gibt.

(b) R ist eine Menge 2. Kategorie, da vollstandig (vgl. letzte Bemerkung).

(¢) R\ Q ist eine Menge 2. Kategorie, denn wire R \ Q eine Menge 1. Kategorie, dann auch
R =R\ QU Q, Widerspruch.
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Aufgaben:

A6.1.1
A6.1.2

A6.1.3

A6.14

A 6.1.5

A 6.1.6

A6.1.7

A6.1.8

A6.1.9

Entscheiden Sie, ob folgende Mengen von 1. oder 2. Kategorie sind: (i) Q (ii) R (iii) R\ Q

Finden Sie eine Menge, die dicht in einer anderen liegt, deren Komplement jedoch auch dicht
ist.

Finden Sie einfache Beispiele, die zeigen, dass
(a) die Abzahlbarkeitsvoraussetzung, bzw. (b) die Vollsténdigkeit des metrischen Raumes
im Baireschen Kategoriensatz notwendig ist.

Zeigen Sie mittels Baireschem Kategoriensatz, dass sich A := R\ Q nicht als

A = UA’f (6.2)

keN
mit
Vk € N: Ay abgeschlossen

schreiben l4asst.

Es seien (E,||.||g) ein Banachraum und (F,|.||r) ein normierter Raum. (A, )m. sei eine
Doppelfolge stetiger, linearer Operatoren A,,,: E — F. Zu jedem m € N existiere ein
T € E, so dass die Folge (|| A n@ml|r), ey fiir jedes m € N unbeschrénkt ist.

Zeigen Sie: Es existiert ein 7o € E derart, dass fiir alle m € N (|| Ay, n20|| ), oy unbeschrénkt
ist.

Zeigen Sie: Es gibt keine reellwertige Funktion auf dem Intervall [0, 1], die in jedem rationalen
Punkt stetig und in jedem irrationalen Punkt unstetig ist.

Tipp: Zeigen und verwenden Sie, dass eine Darstellung
0,1]N(R\Q) = F. (6.3)
n=1

mit abgeschlossenen Mengen F;, unmoglich ist.

Sei D C C := C([a,b],R) die Menge aller stetigen Funktionen, die in mindestens einem Punkt
differenzierbar sind. Zeigen Sie, dass D von 1.Kategorie (d.h., D C UDn, fiir geeignete

abgeschlossene Mengen D,, mit leerem Inneren) und C'\ D dicht in C ist.

Tipp: Betrachten Sie fiir ¢y € [a,b] und n € N die Mengen
D = {f €C|f(t) = f(to)] < nft —tol,t € [a,b]}  wnd  Dy=[JDin (64)
to

Bemerkung: D ist auch dicht in C, aber C\ D ist méchtiger als D.

Zeigen Sie Corollar 6.5:
Ist (E,||.||) ein unendlich-dimensionaler Banachraum iiber K, dann ist jede Basis von E
iberabzélbar.

Zeigen Sie, dass
c:={x € *°: z(k) konvergent }.
nirgends dicht in £*° ist, d.h. intye clje ¢ = 0.
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6.2 Das Prinzip der gleichméifligen Beschréinktheit
Satz 6.9 (Osgood). Sei (E, d) ein vollstandiger metrischer Raum, (f;);es eine Familie von stetigen
Funktionen f;: E — R, welche punktweise nach oben beschrdinkt sind, d.h.,
Vee E3M, e RVj e J: fi(z) < M, .
Dann existiert eine offend] Kugel K C E und ein M € R, so dass
Vee KVjelJ: fi(vr) < M. (6.5)

Beweis: Wir betrachten fiir jedes n € N die Menge F,, := {z € E | Vj € J: f;(z) < n}. Aufgrund
der Stetigkeit der f; ist fj_l(] — 00, n]) abgeschlossen fiir jedes j € I, also ist auch

Fo= (' 0—oon) = ({zeE| fix) <n)

jeJ jeJ

abgeschlossen. Weiter folgt | E = |J F, | Mit dem Satz von Baire (Satz|6.4]) folgt nun die Existenz

neN
eines ng € N, so dass Int F,,, # (). Somit existiert eine abgeschlossene Kugel K C F,,,, fiir die mit
M := ny < oo nun wie behauptet (6.5) gilt. O

Satz 6.10 (Prinzip der gleichméfiigen Beschrénktheit).

Sei (E,||.||g) ein Banachraum und (F,|.||r) ein normierter Raum tiber K, (A;);e; eine Familie
aus L(E, F), welche punktweise beschrinkt ist, d.h.,

Ve e E3IM, e RVj € J: [[Aj(z)|lr < M, .
Dann ist (HAJHE(EF))J'EJ beschrdnkt.

Satz 6.11. Sei (E,||.|g) ein Banachraum und (F,||.||r) ein normierter Raum tber K, (A, )nen
eine Folge aus L(E, F'). Weiter konvergiere fir jedes v € E die Folge (An(z))nen in F. Dann ist
die durch A(z) := lim A,x definierte Abbildung linear und stetig. Weiter gilt

n—oo

[Alleer < h}gg}fHAnHL(E,F) : (6.6)
Beispiel 6.12.

(a) Sei (E,{(.,.)g) ein Hilbertraum und {u, | n € N} ein ONS, dann ist durch f,(z) = (x,u,) g
eine Folge (f,)nen aus L£(E,K) mit Vn € || fullz(zx) = ||unl|e = 1 gegeben. Da nun nach der
Besselschen Ungleichung (5.13) fiir jedes « € E die Abschétzung

=z > ) 1w, un) sl
neN

gilt, folgt nun notwendigerweise auch |(z, u,) g|? "= 0 fiir alle # € F und damit insbesondere

auch f,(z) = (z,u,)p —> 0 fiir alle € E. Mit den Bezeichnungen des letzten Satzes sind
hier also A,, = f,, A := 0 sowie F' =K.

(b) Die Linearitdt der A, ist essentiel, denn haben wir nur eine Folge stetiger Funktionen
gn: la,b] = R, welche Vx € [a,b]: g,(x) — g(x) erfiillt (welche also punktweise konvergiert),
so ist der punktweise Grenzwert im Allgemeinen nicht stetig.

2Da in jeder offenen Kugel stets eine abgeschlossene Kugel enthalten ist und vice versa, kann hier auch ,abge-
schlossen® stehen.
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6.3 Der Satz von Banach-Steinhaus

Satz 6.13 (Banach-Steinhaus). Seien (E,||.||g) und (F,|.||r) Banachrdiume tiber K und (A,)nen
eine Folge aus L(E, F). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) (Ap)nen ist punktweise konvergent.

(2) (a) (||[An])nen ist beschrinkt.
(b) 3S C E, so dass S dicht in E und die Folge (An(x))nen fir alle z € S konvergiert.

Satz 6.14. Seien (E,||.|r), (F,|.||r) und (G,|.||c) normierte Riume tber K, wobei (F,||.||r)
vollstindig sei. Weiter sei (An)nen €ine punktweise konvergente Folge aus L(E, F) und (Bp)nen
eine punktweise konvergente Folge aus L(F,G) sowie A: E — F und B: F — G die entsprechen-
den punktweisen Grenzwerte.

Dann konvergiert auch die Folge (B, o A,)nen aus L(E,G) punktweise.
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Aufgaben:

A 6.3.1 Sei (X, dx) ein vollstdndiger metrischer Raum und f,,: (X, dx) — (R, dg) eine Folge stetiger
Funktionen, die punktweise gegen f: (X,dx) — (R,dg) konvergiert, d.h. f,(z) — f(x) fiir
alle z € X.

(a) Welche Aussage erhdlt man aus dem Satz von Osgood?

(b) Zeigen Sie ferner: Zu jedem ¢ > 0 existieren eine nichtleere offene Menge V' C X und
ein N = N(e) € N, so dass

VeeV Yn>N |fu(x)—f(z)| < e (6.7)
Tipp: Satz von Baire.

............................................... (Prinzip der gleichméBigen Beschrénktheit)

A 6.3.2 Seien (V, ||.||yv) und (W, ||.||lw) Banach-Rdume und B: V' x W — R ein bilineares Funktional,
welches in jeder Variablen stetig sei. Es gelte also

(i) fiir jedes £ € V ist B(&,-): W — R linear und stetig,
(ii) fir jedes n € W ist B(-,n): V — R linear und stetig.
Zeigen Sie die Stetigkeit von B. Tipp: Satz 6.10 oder Satz 6.13 (1) = (2.a).

A 6.3.3 Es sei (F, ||.||g) ein Banachraum iiber R und (x),),, eine fest vorgegebene Folge aus E'.

Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) Fir jede Folge (x,)neny aus F mit ||z,||g — 0 ist Z:L’;(a:’n) konvergent;

n=1

(b) Die Reihe Z;E;L konvergiert absolut.

n=1

Tipp:
Verwenden Sie fiir die Richtung ,,(a) = (b)* das Prinzip der gleichméfigen Beschranktheit.

.............................................................. (Satz von Banach-Steinhaus)

A 6.3.4 Der Operator A: <C’([0, 1], R), ||||oo> — (C([O, 1], R), ||||OO> sei definiert durch

(6.8)

1 xT

~ | fwat, firzelo,l
(Af)(x) = / " o
f(0),

fiir z = 0.
(a) Zeigen Sie, dass A: (C’([O, 1], R), ||HOO> — (C’([O, 1], R), ||||oo> linear und stetig ist.

(b) Existiert ein stetiger, linearer Operator B: (C’([O, 1], R), HHOO> — (C([O, 1], R), HHOO),
so dass punktweise A" — B gilt?
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6.4 Schwache Konvergenz

Definition 6.15 (starke und schwache Konvergenz).

Sei (E, ||.]|g) ein normierter Raum iiber K, (x,)nen eine Folge aus £ und z € E.

(a) Wir nennen (z,),en stark konvergent gegen = und schreiben z,, — z, falls z, —> z in F
n—o0

(dh., ||z, — zllp — 0).
(b) Wir nennen (z,),en schwach konvergent gegen x und schreiben z,, — z, falls
Vf € LE,K): fz.) =% fl)

Bemerkung 6.16.

(a) Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.

(b) In jedem Hilbertraum (£, (.,.)g) gilt

Ty — T = Vz€ E: (2n,2)5 = (z,2)p (6.9)

(¢) Sei (25,)nen orthonormal in einem Hilbertraum (E, (., .)g). Dann konvergiert (z),en schwach,
besitzt jedoch keine Teilfolge, welche stark konvergiert.

Beweis:

(a) Ist 2, — 2 in E und f € £L(E,K) beliebig, also f stetig, so gilt f(z,) "= f(z).
(b) Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz (Satz 5.29)) gilt

f e L(EK) = dze E:Vex e E: f(z)=(2,2)p .

(¢) (i) Nach Satz[5.36| gilt
VzeE: Y |z, 2)” < |2]]° < o0,

neN

so dass notwendigerweise (x,,z) — 0 = (0, z) gelten muss. Dies ist genau die schwache
Konvergenz von (2, ),en gegen 0.

(ii) Da (zp)nen orthonormal in (E,(.,.)g), gilt fir beliebige n > m stets
20 = 2l = (Tns20) B + Ty Tm)e = (|2l® + lznl® = 2,

also ||z, — 2ml|? = V2 4 0, so dass (2,)ney in der Norm noch nicht einmal eine
konvergente Teilfolge besitzen kann (da sie keine Cauchyteilfolge enthalten kann).

Satz 6.17.

Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum. Dann besitzt jede beschrinkte Folge (z,)nen in E eine schwach
konvergente Teilfolge.
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Aufgaben:

A6.4.1

A6.4.2

A 6.4.3
A6.44

A 6.4.5

A 6.4.6

Beweisen Sie:

(a) Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.
(b) Ist jedem Hilbertraum (E, (.,.)g) gilt

Ty — @ = VzEE: (zn,2)p = (z,2)p (6.10)

(c) Sei (z,)nen orthonormal in einem Hilbertraum (E,(.,.)g). Dann konvergiert (z)nen
schwach gegen 0, kann jedoch keine Teilfolge besitzen, welche stark konvergiert.

Geben Sie je ein Beispiel einer Folge (x,)en aus £2 an, die

(a) komponentenweise, aber nicht schwach konvergiertﬂ

(b) schwach, aber nicht stark konvergiert.
Zeigen Sie, dass der Dualraum von ¢y isomorph zu £ ist.
Sei (x,,), eine Folge aus C([a, b], R) mit sup sup |z,(t)| < co. Dann existiert eine Teilfolge

n€eN te(a,b]
(2, )k und ein z € L*([a, b], R) mit

/ e (8)y(5) ds / " a($)y(s) ds

fiir alle y € L?[a, b].
................................................. (Kompaktheit und relative Kompaktheit)

Untersuchen Sie folgende Mengen auf Beschranktheit und Kompaktheit.

(a) By = {x €| VieN: |n| < %}

= 1
E, = 2 12 <1 By = 2\ v Cla < =Y.
(b) B {x€€ ‘;|xl| < } (c) By {xez ]v@eN |:c2|_i}

Sei (X, d) ein metrischer Raum. M C X heifit relativ kompakt, wenn jede Folge aus M

eine in X konvergente Teilfolge besitzt. Sei ¢y := {z € £*° | x(n) — 0 fir n — oco}. Zeigen
Sie:

M C cq ist relativ kompakt <= M ist beschréankt und sup (sup |x(k)|) 230,
2eM \k>N

3also x,, / x. Dabei gilt hier z,, — x <= Vy € 2: (z,,,y) — (z,7)
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Der Satz von Arzela-Ascoli und Anwendungen
Definition 6.18. Sei (X, d) kompakt, A C C'(X,K™).
(a) A heifit beschrankt ;<= sup || f||.c =: C' < o0
feA

(b) A heifit gleichgradig gleichméifig stetig
<= Ve>030=0(c) >0Ve,ye X: (d(x,y) <d=Vfe A |f(x)— fly) < 5) .

Bemerkung 6.19.

(a) Nach dem Satz von Heine-Borel ist eine Teilmenge eines endlich-dimensionalen normierten
Raumes genau dann kompakt, wenn sie beschrénkt und abgeschlossen ist.

(b) Nach dem Satz vom Minimum/Maximum ist

[flle := " sup [f(z)] (6.11)

z€la,b]
fir jedes f € C([a, b],K) endlich.

(c¢) Analog erhalten wir fiir kompakte metrische Raume (X, dx), dass

[fllee == sup [[f(z)] < oo (6.12)

z€la,b]
fir jedes f € C(X,K™) :={f: X — K™ | f stetig }.
(d) Insbesondere ist (C(X,K™), ||.|ls) ein Banach-Raum.
Satz 6.20 (Arzela-Ascoli). Sei (X,d) kompakt, A C C(X,K™). Dann gilt
A prakompakt <= A beschrinkt und gleichgradig gleichmdfig stetig

Satz 6.21 (Peano — Existenz einer Losung des Anfangswertproblems).
Sei f: [a,b] x R™ — R"™ stetig und beschrinkt, d.h.,

AM < oo: sup  ||f(t,x)]| < M . (6.13)
(t,x)€la,b] xR™

Weiter sein € R™ beliebig. Dann ezistiert eine differenzierbare Funktion x: [a,b] — R™ mit

Vt € [a,b]: 2'(t) = f(t,x(t)),
) } (6.14)
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Kapitel 7

Fortsetzungssitze fiir lineare und stetige
Funktionale

Im Folgenden betrachten wir stets einen K-linearen Raum F mit einem K-linearen Unterraum
F < FE sowie einer K-linearen Abbildung f: F© — K. Insbesondere interessiert uns die Frage, ob
bzw. wann es eine K-lineare Abbildung g: E' — K mit g, = f und gleicher Operatornorm gibt.
Satz 7.1 (vgl. Lemma II1.1.3 (a) in [§] ). Sei E ein C-Vektorraum, f: E — C. Setzen wir

fi = Ref: E—R,
fo = Imf: E—R,

dann ist f genau dann C-linear, wenn fi eine R-lineare Abbildung ist und
Ve € E: fo(z) = — f1(iz) (7.1)
gilt.
Definition 7.2. Sei F ein K-Vektorraum und p: £ — R eine Abbildung.
(a) p heiBt subadditiv, falls

Vo,y € E: p(x +y) < p(z) +py) - (7.2)

(b) p heifit positiv homogen, falls

Vee EVY0< A eR: p(Ax) = Ap(x) . (7.3)

(¢) p heifit homogen, falls
Vo € EVa € K: plaz) = |a|p(x) . (7.4)

(d) p heifit Halbnorm, falls p > 0 sowie p subadditiv und homogen ist.
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7.1 Der Satz von Hahn-Banach

Satz 7.3 (Hahn-Banach — reeller Fall).

Sei E ein R-Vektorraum, p: E — R subadditiv, positiv homogen, F' C E ein R-linearer Unterraum,
f: F = R linear und f < p auf F'. Dann ezistiert ein g: E — R linear, so dass

gr = f und Vrxe E:g(x)<p(x). (7.5)

Korollar 7.4 (Hahn-Banach — komplexer Fall). Sei E ein C-Vektorraum, p: E — R subadditiv,
positiv homogen, F C E ein C-linearer Unterraum, f: F — C eine C-lineare Abbildung und
Re f < p auf F. Dann existiert eine C-lineare Abbildung g: E — C, so dass

gr = f und VrxeFE: Reg(r) <p(x). (7.6)

Beweis: Fassen wir E, F als R-Vektorrdume auf (die dann natiirlich von héherer Dimension sind),
dann ist f; = Re f insbesondere R-linear. Nach Satz existiert dann eine R-lineare Abbildung
g1: F — R mit

gup = fi und  Vz e E:g(z) < pla).

Setzen wir nun g(z) := ¢i(x) — iga(ix), so erhalten wir nach Satz eine C-lineare Abbildung
g: E— C mit
Vo € E: Reg(z) =: gi1(z) < p(z)

sowie — denn mit x € F' auch iz € F liegt, da F' ein C-Vektorraum ist —

Vo€ Fig(x) = gi(z) —iga(iz) = file) —ifuliz) T f(a)
also gip = f. O
Satz 7.5 (Hahn-Banach mit Halbnormen).

Sei B ein K-Vektorraum, p: E — R eine Halbnorm, F C E ein K-linearer Unterraum, f: F — K
eine K-lineare Abbildung und |f| < p auf F. Dann ezistiert eine K-lineare Abbildung g: E — K,
so dass

gr = f und VxeE:|g(r)] <plx). (7.7)
Korollar 7.6 (Hahn-Banach auf normierten Rédumen).

Sei (E,||.|g) ein normierter K-Vektorraum, F C E ein K-linearer Unterraum, f: F — K eine K-
lineare Abbildung, welche stetig beziiglich der ||.||g-Norm ist. Dann existiert eine stetige K-lineare
Abbildung g: E — K, so dass

gr = [ und gllewx) = [fllerr - (7.8)

Beweis: Setzen wir Vo € E: p(x) = ||fllzrx ||*|E, so ist p eine Halbnorm auf £ mit der
Eigenschaft Vo € F: |f(z)] < [|f|lzrx)ll#||z = p(x). Nach Satz existiert dann eine K-lineare
Abbildung g: F — K, so dass

gr = f wd VzeE:|g(x)] <plz)=|flerxlzle
Somit ist g stetig mit ||g||zzx) < || fllz(rx)- Da jedoch ebenso fiir alle z € F' die Ungleichungskette
[f(@)] = lg@)| < llgllerw - llzle
und daher || fllzrr) < |l9llzrx) gilt, ergibt sich wegen ||g||zrx) < ||9]|z(zx) nun wie behauptet

lgllezx)y = Ifllerk) -
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Satz 7.7.

Sei (E, ”HE) ein normierter K-Vektorraum, 0 # xo € E beliebig und B € K beliebig. Dann existiert
eine stetige K-lineare Abbildung g: E — K, so dass

g9(wo) = Blxolle  und lgllewx) = 18] (7.9)

Beweis: Setze F' := K-z, f: FF = K, f(z) = f(tzg) = t5]|zo||g. Dann ist einerseits F ein
K-linearer Unterraum und andererseits f eine K-lineare Abbildung. Weiterhin gilt

f<t = |7 ()| < sl < bl
2ol
Somit ist || f||lrx < |B]. Mit Korollar [7.6| folgt nun die Behauptung. O
Bemerkung 7.8 (Spezialfille).
(a) Satz[7.7|besagt im Fall 8 = 1, dass es eine K-lineare Abbildung ¢g: £ — Kmit g(zy) = |zl
und ||g||zex) = 1 gibt.
(b) Satz besagt im Fall § = ||x¢|lg, dass es eine K-lineare Abbildung g: F — K mit
g9(zo) = ol und [lgllezx) = ol gibt.
Das folgende Korollar liefert nun als Nachtrag die Begriindung fiir die Injektivitat der Abbildung
aus Definition [5.321

Korollar 7.9. Sei (E, ||.|g) ein normierter K-Vektorraum und es existiere 0 # zo € E. Dann
existiert eine stetige K-lineare Abbildung g: E — K mit g(xy) # 0.

Korollar 7.10. Sei (E,|.|[g) ein normierter K- Vektorraum mit E # {0}.
Dann gilt E' # {0}.

Bemerkung 7.11.

(a) Sei (2,4, 1) mit positivem MaBiu, 0 < p < 1 sowie f,g € LP(Q, A, u). Dann gilt

i =g

Insbesondere wird durch d,(f,g) := J1f = glPdu eine Pseudo-Metrik auf £P(Q, A, y1) defi-
niert, mit der wir (wiederum nach Ubergang zu den Aquivalenzklassen L?) den vollstandigen
metrischen Raum (L?,d,) erhalten (vgl. [6], p. 199f).

dp < /\f—g!”du- (7.10)

(b) Fiir 0 < p < 1 und den Lebesgueschen Mafiraum (€2, A, ) = ([0, 1], BM[0, 1], A\jzrpo,1)) besitzt
der vollsténdige metrische Raum (L?,d,) nur den trivialen Vektorraum als Dualraum, d.h.,
es gilt (LP) = {0} (vgl. [3], chap 4, §6, Exercise 13).

Korollar 7.12. Sei (E, ||.|g) ein normierter K- Vektorraum. Weiter gelte x, — x sowie z,, — 2’
Dann folgt v = x', d.h., schwache Grenzwerte sind eindeutig.
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Beweis: Nach Voraussetzung gilt sowohl
VfeE": flz,) =% f(r) in K

als auch
VfeE": flr,) =3 f(z) in K.

Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes in (K, |.|) folgt somit
VfeFE: fx)= f(2), also mit yo :=x — 2’ auch ~ Vf e E": f(yo) =0.

Angenommen, es gelte yy # 0, so folgt mit Korollar die Existenz eines f € E’: f(yo) # 0,
Widerspruch! Also muss yp = O und daher z = 2’ gelten. O

Korollar 7.13. Sei (E,|.||g) ein normierter K-Vektorraum sowie z, ' € E mit v # x'. Dann
existiert ein f € E' mit f(x) # f(2').

Satz 7.14.

Sei (E,|.|lg) ein normierter K-Vektorraum. Dann gilt

Ve € E: ||zl = sup |f(z)] = max |f(2)| (7.11)
feE’ fEE
IF1 g <1 £ <1

Beweis: Einerseits gilt

e <1 = [f@] < fle-lzle < ez = sup [fz)] < lolle -
€ /

11l gr <1

Andererseits folgt

e im Fall x = 0g aufgrund der Linearitéit Vf € E': f(0g) = Ok, also trivialerweise die Behaup-
tung und

e im Fall z # O nach Satz fir § = 1 die Existenz eines fo € E' mit ||fo]| = 1 und
|fo(z)] = ||z||g, also einerseits die Gleichheit und andererseits auch, dass das Supremum
angenommen wird.

Satz 7.15.

Sei (E,|.|g) ein normierter K-Vektorraum, F < E ein K-linearer Unterraum, zo € E'\ F sowie

0 = ;22”"’3_9”0”15 > 0. (7.12)
(Letzteres ist beispielsweise erfillt, falls F' ein abgeschlossener Unterraum ist.) Dann gilt

If € B (f(xo)zé Allflm =1 A Vze F: f(a:)=0> . (7.13)
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Beweis: Betrachten wir die direkte Summe H = Kz ® F, dann ist H ein K-linearer Unterraum
von I, dessen Elemente als axg+ 2 mit eindeutigen x € F' und o € K geschrieben werden konnen.
Betrachten wir nun die Abbildung

h: H—-K, VaeKVxe F: h(axy+x):=ad .
Dann ist h linear mit h(zg) = ¢ und Vo € F': h(z) = 0. Weiter gilt

Vr e FVae K\ {0}:

1 1
oo +alle = [-a (5o —an)| = lal-| 3o a2 lolp = oz + o),
« 5 o B
€F
also insgesamt
Va e KVz € F: |h(azy + 2)| < ||azo+ z|| g , (7.14)

so dass h stetig mit ||h| g < 1 ist. Sei nun € > 0 beliebig, jedoch fest gewahlt. Nach Definition des
Infimums finden wir ein z. € F' mit 0 < § < ||z, — z¢||p < 0 + €. Fiir

T, — Xo 1 1
e i m —— = —— Q) + — Te
|z — 2ol & |z — @ollp |ze — @olle
—_——— ————
=acK cF

gilt dann z. € H sowie ||z.||p = 1 und somit

1

e — ol

) )

= > .
|ze — 20|l B d+e¢

J

1> bl = |h(z)] = \

Aufgrund der Beliebigkeit von ¢ > 0 erhalten wir durch Grenziibergange — 0 dann 1 > ||h||gr > 1,
also ||h||g» = 1. Nach Korollar (Satz von Hahn-Banach) existiert nun eine stetige und K-lineare
Abbildung f: E — K mit f|, = h und || f||g = |||z = 1. O

Satz 7.16. Sei (E, ||.|£) ein normierter K-Vektorraum, F < E ein K-linearer Unterraum. Dann
sind dquivalent:

(a) F liegt dicht in E (d.h., es gilt F = E)

(b) Vf € B (f\F:O — f:0>
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Aufgaben:

AT711

AT712

A 713

Eine Abbildung p des Vektorraumes E in R heifit ein sublineares Funktional, wenn es die
folgenden beiden Eigenschaften erfiillt:

(a) Va > 0 Vz € E: p(az) = ap(z); (b) Va,y € E: p(z +y) < p(z) + p(y).

Beweisen Sie den Fortsetzungssatz von Banach:

Sei E ein reeller Vektorraum, p ein sublineares Funktional auf £/ und F ein linearer Unterraum
von FE. Geniigt eine auf F' definierte Linearform f der Abschétzung

Ve e F: f(z) < p(z), (7.15)
so existiert auf E eine Linearform g mit
(a) ¥z € F: f(z) = g(x) (b) Vz € E: g(x) < pla)
Tipp: 1. Teil des Beweises des Fortsetzungssatzes von Hahn-Banach.

...................................................................... (Konkrete Beispiele)

Sei 2 der Raum aller Folgen & = (£1,&,...) in R, fiir die 252 endlich ist, mit dem iibli-

J=1

chen Innenprodukt (&, x) = ijxj. Wir fassen den Raum P der Polynome als Unterraum
j=1

von % auf, indem wir ein Polynom p(z) = Zaj:cj mit der Folge (ag, .. .,a,,0,...) € £?

=0
identifizieren. Fiir beliebiges € R sei A,: P — R definiert durch A,(p) := p(z).

(a) Fiir welche z € R ist A, stetig?
(b) Fiir welche z € R ist A, zu einer stetigen Linearform auf ¢* fortsetzbar?

(c) Fiir welche z € R existiert ein & € %, so dass Vp € P: (p, &) = A.(p)?

Exaktere Formulierung:

Es sei P:= {x € (* | z ist finit} ein Teilraum von ¢*. Durch A,(x) := Y x(n)t", erhilt man
n=0
fiir festes ¢ € R ein lineares Funktional auf P.

(a) Fiir welche t € R ist A; stetig?
(b) Fiir welche ¢ € R kann A; zu einer stetigen Linearform auf ¢* fortgesetzt werden?

(c) Fiir welche ¢t € R ldsst sich A; in der Form Ay(z) = (z,§) fiir ein geeignetes € ¢2

darstellen?
1
E = {feLl[o,1]| / fd/\zo}.
0
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Offensichtlich ist E ein linearer Unterraum von L'[0, 1]. Durch

F(f) = /:fdA

ist ein stetiges lineares Funktional auf £ gegeben.
Bestimmen Sie eine Fortsetzung G € L'[0, 1]’ mit || F|| = |G||! Ist diese eindeutig?

AT714 Sei X := {x € (' | Vk € N: z(2k — 1) = 0}. Lésst sich jedes stetige lineare Funktional
auf X eindeutig und normerhaltend zu einem stetigen linearen Funktional auf ¢! fortsetzen?
Berechnen Sie gegebenenfalls alle derartigen Fortsetzungen!

............................................ (Anwendung des Darstellungssatzes von Riesz)
A 7.1.5 Sei E ein Hilbertraum und F' C F ein abgeschlossener, linearer Unterraum.

(a) Sei f € F'. Zeigen Sie, dass E' > g := f o p die eindeutige Fortsetzung von f mit
Il |l = |lg|| ist. Hierbei bezeichnet p: E — F' die orthogonale Projektion.

(b) Sei0#a € Eund F:={x € E | (z,a) =0}. f € F' sei gegeben durch f(x) := (x,b),
b € E. Zeigen Sie, dass

Fa) = (b - <|||f>

die eindeutige normgleiche Fortsetzung von f auf E ist.

(r,a), z€F

A 7.1.6 Sei
G = {fELQ[O,l]: /1xf(x)da:—0} und L € G’ durch L(f) :—/1x2f(x)dx
0 0

definiert. Berechnen Sie eine stetige und lineare Fortsetzung gleicher Norm von L auf L?[0, 1].
Ist diese eindeutig?

.................................................... (Isometrische Einbettung des Biduals)

A 7.1.7 (a) Begriinden Sie, warum die Abbildung I': £ — E” x — F, mit Vf € E': F,(f) = f(x)
aus Definition 5.30 linear und stetig ist.

(b) Zeigen Sie nun mit einem der Fortsetzungssidtze von Hahn-Banach die Injektivitédt der
Abbildung I': £ — E" . — F, mit Vf € E': F,(f) = f(z) aus Definition 5.30.

(c) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (a) und (b), dass I" sogar eine Isometrie ist, d.h., es gilt
Vee E: ||z|lg = ||Fuller - (7.16)

(d) Sei E ein Banachraum und (z;);>1 € E eine Folge. Zeigen Sie:
Gilt z; — = € E schwach, so ist die Folge (||z;]|);>1 beschrinkt. Tipp: (c) und Satz
6.10.

(e) Sei E ein Banachraum und z,z; € E, 2,2} € E' gegeben, so dass x; — x schwach in
E und 7y — 2’ stark in E' (bei j — oc). Dann gilt

A 7.1.8 Sei E ein normierter Raum, xg € £ und M C E. Zeigen Sie

zo € clspan M <= Vo' € E' mit },, = 0 gilt () = 0.
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7.2 Trennung konvexer Mengen

Definition 7.17. Sei E ein K-linearer Raum, C' C F nichtleer.

(a) C heiBt ausgeglichen <= VreE3Ja>0:2€aC <= VeeFE3Ja>0:2zeC
(b) Zu jeder ausgeglichenen Menge C' heifit die Abbildung
pc: E—R, z—inf{la>0]|ze€al} (7.17)
das Minkowski-Funktional von C.

Bemerkung 7.18.

a) Jede ausgeglichene Teilmenge von E enthélt das Nullelement Og.

(a)
(b) Es gilt pc(0g) = Og sowie VA > 0: pe(Az) = Ape(x) (d.h., pe ist positiv homogen).
(c) Ist C' C E konvex, «, 3 € |0, 0], so gilt aC + SC C (a+ 5)C.

(d) Sei C ausgeglichen und konvex. Dann gilt Vz,y € E: po(z +vy) < po(z) + pe(y).

Bewelis:

(a) Da 0 € E und C ausgeglichen, existiert ein a > 0 mit éO =0eC.
(b) Da 0 € C gilt Va > 0: éO =0 € C und somit pc(0) = inf ]0, 0o[ = 0.
Weiter gilt fir A > 0 wegen
pe{a>0]recal} — ﬁe{a>0]x€%0} — peMa>0|zealC}
auch
pec(Ax) = inf{fa>0| € aC} = Ainf{la>0|z€aC} = Ipe(z) .

(c) Seien a,b € C beliebig. Aufgrund der Konvexitidt von C' ist dann auch

._ a p
c = <a+ﬁa+a+ﬁb> eC

und weiter ca + b = (o + f)c € (o + §)C. Somit folgt aC + C C (a+ B)C.

(d) Seien z,y € E beliebig, fest. Sei 6 > 0 beliebig. Nach Definition von pc (also nach Definition
des Infimums) finden wir «, 8 € |0, co[ mit

po(z) < a<pe(z)+d und  pe(y) < B<pcly)+d
und somit x € aC sowie y € SC. Nach der vorangegangenen Aussage erhalten wir nun
r+y e (aC+pC)C (a+p)C,
also (a« + ) € {y > 0| (z +y) € vC}. Insbesondere folgt die EinschlieBung
pe(x+y) < a+B < pe(x)+pely) +26 .
Da ¢ > 0 beliebig war, ergibt sich mit Grenziibergang pc(z + y) < pe(x) + po(y).
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Wir fassen zusammen und stellen weiter fest:

Satz 7.19 (vgl. Lemma II1.2.2 in [§]).

(a) Ist E ein K-linearer Raum und C C E ausgeglichen, so ist das Minkowski-Funktional pc
positiv homogen mit pc(0) = 0. Ist C' zusdtzlich konvex, so ist p subadditiv.

(b) Sei (E,||.|r) ein normierter K-Vektorraum und C C E eine konveve Nullumgebung in
(E,|.||g). Dann ist C' ausgeglichen und es ewistiert ein r > 0 mit B,(0) C C' und

1
Vee E:0 < po(x) < ;H.CEHE (7.18)
Falls C offen in (E,||.|[g) ist, gilt C = ps'([0,1]) :== {z € E | pc(x) < 1}.
Beweis:

(a) folgt aus der vorangegangenen Bemerkung.

(b) (i) Da C eine Nullumgebung ist, existiert ein r > 0 mit B,(0) C C. Insbesondere gilt

Ve e E\{0} V' € ]0,r[ : 1 € B.(0)cC.

[ =

Demnach folgt einerseits Vo € E Ja > 0: ax € C (wegen o0 = 0 € C), d.h., C ist

ausgeglichen, und andererseits fiir z # 0 und beliebiges ' € ]0,r[ sofort = € HQZHEC ,
r
also auch po(z) < %, was auch fiir x = 0 erfiillt bleibt, d.h., insgesamt erhalten

’
wir fiir beliebiges « € E somit

L L Lo 3

vr' € ]0,r| : <
relrlpel) < 7! re jog[ T’ r

(ii) Sei nun C' offen.

e Fiir # € C beliebig existiert dann ein € > 0 mit B.(z) C C, also gilt insbesondere
fiir ein geniigend kleines 5 > 0 auch

A+ Bz —zle = Blzlle < e = (A+pzeB(r)CC

1
— m@{&>0|$€0&0}
1

= pe(r) < m <

= € p;'([0,1]) .

1

e Sei nun umgekehrt = € p' ([0, 1[). Dann existiert ein 8 € {a > 0 | z € aC} mit
0 < pe(x) < B < 1. Also existiert wegen x € SC' ein b € C' mit x = Sb. Da C' wie
zuvor gezeigt ausgeglichen ist, also nach vorangegangener Bemerkung auch 0 € C
gelten muss, folgt mit der Konvexitat von C" auch

x = fb = (Bb+(1-p)0)eC.
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Satz 7.20 (vgl. Lemma II1.2.3 in [g]).

Sei (E,|.|g) ein normierter K-Vektorraum, C' C E konvez, offen, nichtleer sowie zy € E \ C.
Dann existiert ein f € E' mit Ve € C: Re f(z) < Re f(zo) =: a, also insbesondere f # 0.

Beweis:

(a)

e Angenommen, es sei 0 € C. Dann ist C als offene nichtleere Menge eine Nullumgebung,
welche nach Satz [7.19| (b) ausgeglichen ist (vgl. Definition (a)). Insbesondere ist
dann das Minkowski-Funktional po: £ — R wohldefiniert (vgl. Definition (b))
Wegen zy € E'\ C, also zy ¢ C folgt dann xy # 0, so dass F' = 2¢R in der Tat ein
eindimensionaler R-linearer Unterraum von E ist. Definieren wir nun

g: F—R  durch  g¢g(txg) =t, teR,

so ist einerseits g eine R-lineare Abbildung und wegen

Sat47.19(b)
20 ¢ C I 0 c B pola) < 1)
andererseits po(zg) > 1, also
9(xo) = 1 < pe(wo)

sowie — aufgrund der Nichtnegativitit von Minkowski-Funktionalen — auch

g(=xo) = —glwg) = —1 < 0 < po(—w0) .

Mit der positiven Homogenitét von Minkowski-Funktionalen (vgl. Satz[7.19| (a)) ergibt
sich weiter

YVt >0: g(tzg) = tg(xo) < tpe(xe) < poltxg)
Vt > 0: g(tze) = g((—t)(—z0)) = (—t)g(—z0) < (=)pc(—x0) = pc((—t)(—0))
= po(tz) .

Insgesamt haben wir somit, dass Vx € zoR: g(z) < pe(z) gilt. Mit dem Satz von
Hahn-Banach (Satz folgt nun die Existenz einer R-linearen Abbildung f: £ — R
mit fj, =g und Vo € E: f(z) < pe(z).

Zusammen mit der Ungleichung aus Satz (b) folgt weiter

1
Ir>0Ve e E: f(z) < ;HZL‘“E

Mit der Linearitdt von f erhalten wir ebenfalls

VeeB: — ) = f(~a) < | ~alle = Hals.

1
so dass sich nun insgesamt Vo € E: |f(z)] < -=|z||g, also auch die Stetigkeit von

f und daher f € E’ ergibt. Wegen f(z¢) = g(xo) = 1 sowie der nach Satz (b)
giiltigen Identitit C' = {z € E' | pc(z) < 1} erhalten wir nun wie behauptet

Ve e C: f(z) < po(z) < 1 = f(zo) -
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e Angenommen, es sei 0 ¢ C. Da C' # () konvex, existiert ein yg € C, so dass dann 0 €

C = C —y und C konvex, offen, nichtleer ist. Mit Punkt 1 folgt dann mit Z, :=
o — yo € E\ C die Existenz eines f € E’ mit

Vze C: f(z2) < f(i) =l Ve e C: f(x—y) < fl@o—1o),

so dass mit der Linearitdt von f und den Anordnungsaxiomen in R die Behauptung im
Fall K = R folgt.

(b) |Fall K = C:| Ubungsaufgabe.

Mit dem vorangegangenen Satz zeigen wir nun sofort auch

Satz 7.21 (Hahn-Banach, 1. geometrische Fassung — vgl. Lemma I11.2.4 in [§]).

Sei (E,|.|[g) ein normierter K-Vektorraum, A, B C E wnichtleer, konvex mit AN B = () sowie A
offen. Dann existiert ein f € E' mit

Ve AVye B: Ref(x) < Ref(y) . (7.19)

Bemerkung 7.22.

(a) Da die Teilmengen A und B in Satz nichtleer sind, folgt sofort, dass f # 0 gelten muss.

(b) Unter den Voraussetzungen des Satzes gilt insbesondere

Jda € R: supRe f(z) < a < ilelgRe fly) . (7.20)
y

z€EA

Im Fall K = R ist somit die Gerade bzw. Hyperebene E, := {z € E | f(z) = a} eine
Trennlinie zwischen den beiden Mengen A und B.

Satz 7.23 (Hahn-Banach, 2. geometrische Fassung).

Sei (E,||.|g) ein normierter K- Vektorraum, A, B C E nichtleer, konvez mit AN B = () sowie A
abgeschlossen und B kompakt. Dann existieren ein ¢ > 0 und ein f € E' mit f £ 0 und

Vee AVyeB: Ref() + ¢||flle < Ref(y) — ellflle -
——

>0
Es qgilt also
Ja € R: supRe f(z) < a < ingRef(y) :
ye

T€EA
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Kapitel 8

Offene Abbildungen und abgeschlossene
Graphen

8.1 Der Satz von Banach-Schauder

Definition 8.1. Seien (E,dg) und (F, dp) metrische Rdume.

(a) (Version aus [5])
Eine Abbildung f: E — F heifit offen, wenn fiir alle offenen Teilmengen A C E das Bild
f(A) offen in (f(F),dr) ist, also falls

VA C E: (A offen in (E,dp) = f(A) offen in (f(E),dF)) (8.1)

(b) (Version aus [§])
Eine Abbildung f: E — F heifit offen, wenn fiir alle offenen Teilmengen A C E das Bild
f(A) offen in (F,dp) ist, also falls

VA C E: <A offen in (B,dp) = f(A) offen in (F, dp)> (8.2)

Offenbar impliziert Version (b) die Version (a) nach der Definition der Relativtopologie. Im Fall
surjektiver Abbildungen stimmen beide Versionen iiberein.
Lemma 8.2.
Sei (E,|.||g) ein normierter Raum iber K, M, N C E sowie o € K. Dann gelten:

(a) M+NCM+N, wobei M+ N = {z€E|3ImeM3IncN:x=m+n} ist,

(b) o} = alf,

() M- NcM—N,

(d) Ist M offen, v € E, a # 0, dann ist auch x + oM offen.

Satz 8.3 (Banach-Schauder, Prinzip der offenen Abbildung).

Seien (E,||.||g) und (F,||.|r) Banachrdume iber K sowie A € L(E, F) surjektiv.
Dann ist A offenl]

Yd.h., es gilt VG C E offen : A(G) offen in (F,||.||r)-
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Der Satz von Banach-Schauder impliziert nun sofort die folgende Aussage.

Satz 8.4 (Satz von der stetigen Inversen).

Seien (E,||.||g) und (F,||.|r) Banachrdume iber K sowie A € L(E, F) bijektiv.
Dann ist A schon ein Homéomorphismus, d.h., A™': F — E ist stetig.

Beweis: Aufgrund der Bijektivitit existiert eine Umkehrabbildung A=': F' — E. Um deren Ste-
tigkeit zu tiberpriifen verwenden wir die zur Stetigkeit dquivalente Charakterisierung, dass Urbilder
offener Mengen wieder offen sind. Da nun einerseits nach dem Satz von Banach-Schauder (Satz
aufgrund der Surjektivitdt von A € L(E,F) fiir jedes offene U C E auch A(U) offen in
F ist und andererseits A(U) aufgrund der Bijektivitit genau mit dem Urbild von U unter A™!
iibereinstimmt, folgt nun auch die noch fehlende Stetigkeit von A~!. O

8.2 Der Satz vom abgeschlossenen Graphen
Bemerkung 8.5.

(a) Sind (E,|.]|g) und (F),|.]|r) normierte Raume iiber K, dann ist durch

V(z,y) € EXF: (@, y)lexr = llzlle + lylle (8.3)
eine Norm ||.||gxr: E X F' — R gegeben.

(b) Eine zu (B.3) dquivalente Norm ist etwa

Iz )l = A/ llelE + llylE - (8.4)

(¢) Sind (F,||.||g) und (F,||.||r) Banachriume, so wird (E x F,||.||gxr) ebenfalls zu einem
Banach-Raum.

(d) Die Konvergenz in (E x F\||.|pxr) ist d&quivalent zur komponentenweisen Konvergenz, denn
wir haben die Aquivalenzen

ExXF n—oo

(xnayn) — (x,y) — ||($n7yn) - (‘r’y)||EXF — 0
= (@ =2,y —Yllexr = llzn =zl + [y —yllr =0

n—oo n—o0

= |lon—2lle — 0 A llgn —yllr — 0

E F
— Tp—>T N Y, — Y.

Definition 8.6 (Graph einer Abbildung).

Seien (F, ||.||g) und (F,|.||r) normierte Réume tiber K sowie A: E — F eine Abbildung. Dann
nennen wir die Menge

Graph A = {(z,Ax) |z € E} CEXF (8.5)
den Graphen der Abbildung A.
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Bemerkung 8.7.

(a) Ist A: E — F stetig, dann ist G4 := Graph A abgeschlossen in (E X F\||.||gxr), d.h.,
(‘v’n EN: (T, yn) €CGa A (0, yn) 25 (x,y)) = (z,y) € Ga,

denn aufgrund der Stetigkeit folgt (z,, Ax,) — (x, Az) € G4.

(b) Betrachten wir mit I = [a, ] die linearen Rdume F = C'(I) und F = C°(I) versehen mit
den Normen ||z||g = sup |z(¢)| und ||y||r = sup |y(¢)|. Dann gelten:
tel tel

e Esist (F,].]|r) ein Banachraum, jedoch (E, ||.|r) nicht.

e Die durch Az := 2’ definierte K-lineare Abbildung A: (E,||.||g) — (F,||.||r) besitzt
einen abgeschlossenen Graphen Graph A entsprechend (8.5)), denn:

— Gilt (x,, yn) € G4 fiir jedes n und (x,,, yy,) Ay (x,y), so folgt die auf I gleichméBige
Konvergenz von x,, — = sowie die auf I gleichméBige Konvergenz von z, — vy, so
dass mit einem Satz aus der Analysis 1 schon y = 2’ folgt. Daher ist Graph A aus

(8.5) abgeschlossen.

e Die durch Az := 2’ definierte K-lineare Abbildung A: (E, ||.||g) — (F,|.||#) ist unstetig,
denn:

1
— Die Folge (x,)nen, welche durch z,(t) := —sin(nt) gegeben ist, konvergiert we-
n

gen ||z,|lp < £ — 0 fiir n — oo in (B, ||.||r) gegen die konstante Nullfunktion,
wéhrend die durch (Ax,)(t) = cos(nt) gegebene Folge (Ax,,)nen noch nicht einmal
punktweise (also auch nicht in (F, ||.||r)) gegen die Nullfunktion konvergiert.

Betrachten wir nun auf £ = C'(I) die alternative Norm

[zl = llzlle + | Azl , (8.6)
welche auch Graphennorm genannt wird, so folgt sofort, dass

Vi€ E: |Az|p < |zl
gilt, also aufgrund der Linearitdt von A die Stetigkeit von A: (E,|.||") — (F,|.||r) folgt.

Satz 8.8 (Satz vom abgeschlossenen Graphen).

Seien (E, ||.|g) und (F,||.||r) Banachriume iber K sowie A: E — F eine K-lineare Abbildung.
Weiter sei der Graph (8.5) abgeschlossen in (E X F,||.||pxr). Dann ist A stetig.

Satz 8.9.

Seien (E,||.|g) ein Banachraum sowie Ey, Ey abgeschlossene lineare Unterrdume von E, derart,
dass E = Fy ® FEs, d.h.,

Ve e E Aay € By Aoy € By mitx = xq1 + x5 .

Dann sind die Projektionen Py: E — Ey, v — x1 und Py: E — FE5, x — x4 stetig.
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Definition 8.10 (symmetrische Abbildung).
Sei (E () E) ein Innenproduktraum iiber K. Dann heif}t

(a) eine Abbildung A: F — E symmetrisch beziiglich (.,.)g, falls gilt:

Va,y € E: (A, y)p = (z, Ay)p . (8.7)

(b) im Fall D4 C E eine Abbildung A: Dy — E symmetrisch, falls gilt:
Va,y € Da: (Az,y)p = (2, Ay) g . (8.8)
Wir schreiben A > 0, falls Vo € Dy: (Azx,x) > 0 erfiillt ist.

Satz 8.11.

Sei (E, (., >E) ein Innenproduktraum tber K. Weiter sei A: E — FE linear und symmetrisch.

Dann ist Graph A abgeschlossen.

Korollar 8.12 (Satz von Hellinger-T6plitz).

Sei (E, (., )E> ein Hilbertraum tber K. Weiter sei A: E — E linear und symmetrisch. Dann ist
A stetig.

Beweis: Nach Satz 8.11|ist Graph A abgeschlossen. Da (E () E) als Hilbertraum insbesondere

vollsténdig, also mit der vom Skalarprodukt induzierten Norm zu einem Banachraum wird, folgt
nun mit dem Satz vom abgeschlossenen Graphen (Satz sofort auch die Stetigkeit von A. O

Aufgaben:

A 8.2.1 Zeigen Sie: Seien E, F normierte Rdume. Alle stetigen Operatoren von E nach F mit
endlich-dimensionalem Bild sind offen. Insbesondere sind also alle linearen Funktionale auf
E offen.

A 8.2.2 Seien FE, F Banachraume, D ein linearer Unterraum von F und A: D — F eine abgeschlos-
sene, bijektive, lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass A~! stetig ist.

A 8.2.3 E, F seien normierte Rdume, D C E ein linearer Unterraum und A: D — F eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(a) Wenn A stetig und D abgeschlossen ist, dann ist A abgeschlossen.
(

)

b) Wenn A stetig und abgeschlossen und F' vollstdndig ist, dann ist D abgeschlossen.

(¢) Sei D nicht abgeschlossen, E = F und A = Idg. A ist stetig aber nicht abgeschlossen.
)

(d) Wenn A abgeschlossen und injektiv ist, dann ist A~! ebenfalls abgeschlossen.

A 8.2.4 FEy, Ey, F seien Banachraume und fir k£ € {1,2} sei Ay: Ex — F stetig und linear. Ferner
existiere zu jedem x € FE; genau ein y € Fy mit Ajx = Asy. Zeigen Sie, dass die durch
Az := y definierte Abbildung A: F; — E5 linear und stetig ist.
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Kapitel 9

Spektralsatz fiir kompakte symmetrische
Operatoren — in Bearbeitung

Aufgaben:

A 9.0.1

A 9.0.2

A 9.0.3

A 9.0.4

Sei E ein Hilbertraum, pu, eine Folge reeller Zahlen, die entweder endlich ist, oder gegen 0
strebt, und {uy, us, ...} ein Orthonormalsystem. Dann ist A: £ — E definiert durch

Az = Z,un(x]un)un (9.1)

neN
ein symmetrischer, kompakter Operator.
Wir definieren T': £2(C) — ¢*(C) durch
Tz = e , 9.2
2 %+1 k1 (9.2)

wobei die e, die kanonischen Einheitsvektoren sind. Zeigen Sie, dass T kompakt ist, aber
keine Eigenwerte besitzt.

Der durch T, (z)(n) := z(n) - z(n) definierte Operator T, : £>° — (> fiir ein z € (> ist genau
dann kompakt, wenn z € ¢y = {x €(*| lim x(n) = 0} gilt.

n—oo

Sei 0 < a < <1, [a,b] ein nichtleeres Intervall und

§(v,f) = sup M7

z,y€la,b] £y |$ - y|7
wobei v € [0,1] und f: [a,b] — R. Es sei

"= {f € C([a,0]) | 6(v, f) < oo}

versehen mit der Norm (ohne Beweis)

[flloy = Sup]lf($)| +0(v, f).

z€la,b

Zeigen Sie, dass die Inklusion f — f, C% — C% kompakt ist.
Hinweis: Fiir a = 0 den Satz von Arzela-Ascoli anwenden und anschlieflend fiir o > 0 die
CY%*Norm durch C%° und C°? ausdriicken.
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no sol in 2015: 1.4,1.5,1.6,1.7,3.1,3.3,4.3

no sol in 2014: 1.4,1.5,1.6,1.7,4.1,4.5
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Kapitel 10

Priifungsvorbereitung

10.1 Stetige lineare Abbildungen

Begriffe:

K-linear, beschrankt
Aquivalenz von Stetigkeit und Beschrénktheit
Operatornorm, Submultiplikativitét der Operatornorm

F Banach = L(FE, F') Banach

abgeschlossene Teilmenge, abgeschlossener Operator/Graph

Beispiele:

A 10.1.1
A 10.1.2
A 10.1.3
A 10.1.4

A 10.1.5

A 10.1.6

A: O([a,b],R) = R, &+ [Pa(t)dt

Aicr K, (gn)nEN — lim Sn
n—00

A: (CY([a,b],R), [.]lsc) = (C(la,b],R), ||.|loc), @ — &’ ist unstetig ( z,(t) = L sin(n(t — a)))
A (C([a, 81 R), [l ler) = (C(a, BLR), o), & 2 ist steti

Was ist ein linearer Operator?

Wann heif3t ein linearer Operator stetig? Wann heiflt ein linearer Operator beschrankt?
Wann ist ein linearer Operator stetig?

Was verstehen wir unter der Operatornorm? Welche Eigenschaft(en) hat diese ?

Unter welcher Bedingung ist £(E, F') vollstandig?

b
Zeigen Sie die Stetigkeit des Integraloperators Af = / f(z)dz!

a
Von wo nach wo bildet er iiblicherweise ab? Berechnen Sie seine Norm!
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A 10.1.7 Unter welcher Bedingung wird der Differentialoperator B: f — f’ stetig?
Von wo nach wo bildet er iiblicherweise ab?
Welche Normen betrachten wir iiblicherweise? .

Welche Norm(en) besitzen B, fiir die Funktionenfolge folz) = —sin(n(z — a)) ?
n

A 10.1.8 Wie sehen Fredholmsche Integraloperatoren aus?

10.2 Eigenschaften normierter Raume

A 10.2.1 Was besagt der Satz von Bolzano-Weierstraf3?
Ist dieser auch in endlich-dimensionalen normierten Rdumen giiltig?

A 10.2.2 Welche Eigenschaften haben zwei Normen auf dem R™ ?
................................................... (Rieszsches Lemma und Anwendungen)
A 10.2.3 Was besagt das Rieszsche Lemma?

A 10.2.4 Gilt der Satz von Bolzano-Weierstrafl in unendlichdimensionalen Raumen?

A 1025 Gilt:dimV =00 = J(zn)pen: (Vn,m €Nt ||z,]| = 1A [n# m = ||z, — zn] > 1])?
Warum?

10.3 Hilbertraume — Darstellungssatz von Fréchet-Riesz

A 10.3.1 Wir ist ein Skalar- oder Innenprodukt definiert (5 definierende Eigenschaften)?
Leiten Sie die Additivitat in der zweiten Komponente her? Was gilt noch?

Zeigen Sie: Va € KVx,y € E: (z,ay) = a(x,y)?
A 10.3.2 Was unterscheidet eine Bilinearform von einem Skalarprodukt?
A 10.3.3 Wie lautet die Cauchy-Schwarz-Ungleichung? Wann gilt Gleichheit?

A 10.3.4 Warum ist ein Innenproduktraum ein normierter Raum?
Warum ist ein Hilbertraum ein Banachraum?

A 10.3.5 Welche Eigenschaften besitzt das orthogonale Komplement?

A 10.3.6 Erlautern Sie das Gram-Schmidtsche Orthonormalisierungsverfahren!

A 10.3.7 Was verstehen wir unter der Gauf3schen Approximationsaufgabe?

A 10.3.8 Was verstehen wir unter einer orthogonalen Projektion?

A 10.3.9 Wie lautet die allgemeine Approximationsaufgabe? Wann ist sie eindeutig losbar?
A 10.3.10 Wie lautet der Satz iiber die Orthogonalzerlegung?

A 10.3.11 Wie ist der Dualraum definiert ?
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A 10.3.12 Formulieren Sie den Darstellungssatz von Fréchet-Riesz!

A 10.3.13 Geben Sie fiir einen Hilbertraum (E, (., >E) eine Isometrie zwischen F und E’ an.

A 10.3.14 Beweisen Sie den Darstellungssatz von Fréchet-Riesz!

A 10.3.15 Geben Sie Eigenschaften an eine Abbildung f an, so dass F' = ker f abgeschlossen ist!

A 10.3.16 Gilt der Darstellungssatz von Fréchet-Riesz auch in unvollstéindigen Rdumen ?

10.4 Konsequenzen der Vollstindigkeit

.......................................................................... (Satz von Baire)
A 10.4.1 Formulieren Sie den Baireschen Kategoriensatz.
A 10.4.2 Beweisen Sie den Baireschen Kategoriensatz.

A 10.4.3 Zeigen Sie mittels Baireschem Kategoriensatz, dass sich A := R\ Q nicht als

A=A (10.1)

keN

mit
Vk € N: Ay abgeschlossen

schreiben lasst.

A 10.4.4 Zeigen Sie mittels Baireschem Kategoriensatz, dass ein unendlichdimensionaler Banachraum
keine abzéhlbare Basis besitzen kann.

............................. (Prinzip der gleichméBigen Beschrénktheit/Banach-Steinhaus)
A 10.4.5 Wie lautet der Satz von Osgood?
A 10.4.6 Wie lautet das Prinzip der gleichméfligen Beschranktheit?
A 10.4.7 Wie lautet der Satz von Banach-Steinhaus?
................................................................... (Schwache Konvergenz)
A 10.4.8 Was verstehen wir unter schwacher Konvergenz?
A 10.4.9 Welche Beziehung besteht zwischen schwacher und starker Konvergenz?

A 10.4.10 Geben Sie eine Folge in einem unendlichdimensionalen Hilbertraum an, die schwach, aber
nicht stark konvergent ist!
Tipp:
Wie lauten die Besselsche Ungleichung und das notwendige Konvergenzkriterium fiir Reihen?

A 10.4.11 Welche schwéchere Aussage haben wir in Hilbertrdumen anstelle des Satzes von Bolzano-
Weierstral immerhin noch zur Verfiigung?
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10.5 Fortsetzungssitze

A 10.5.1 Wie lautet einer der Fortsetzungssétze von Hahn-Banach 7
A 10.5.2 Geben Sie eine Beweisskizze an.
A 10.5.3 Ist die Fortsetzung immer eindeutig?

............................................................. (Trennung konvexer Mengen)
A 10.5.4 Was ist ein Minkowski-Funktional?

A 10.5.5 Wie lautet der Trennungssatz von Hahn-Banach 7

10.6 Prinzip von der offenen Abbildung

A 10.6.1 Formulieren Sie das Prinzip von der offenen Abbildung.

A 10.6.2 Geben Sie den Satz von der stetigen Inversen an und beweisen Sie ihn.
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reellwertiges, [6]
subadditiv,
Submultiplikativitit,
Symmetrie, [6]
symmetrisch,

Topologie, [0]

diskrete,

indiskrete,

von der Metrik induzierte, [7]
Transformation

Hauptachsen-,

Umgebung
offene, [f]

Ungleichung
Besselsche,
Cauchy-Schwarz-, [7]
Dreiecks-, [0}
Holder-,
Minkowski-,
Vierecks-,

Unterraum,

linearer,

Variation

totale, [26]
vollsténdig,
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