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Vorwort

In der Analysis II werden wir uns hauptsachlich mit Konvergenz, Differentiation und Inte-
gration im Mehrdimensionalen beschéftigen. Dabei wird auf allgemeinere Konzepte wie der
des Banach-Raumes Wert gelegt. Bei einer ersten Lektiire kann der Banach-Raum jedoch
ohne Weiteres in Gedanken durch den normierten R™ ersetzt werden.

Dieses Skript ist im Sommersemester 2009 als Grundlage fiir die Vorlesung Analysis II
entstanden.

Urspriinglich sollte es Thnen zumindest einen Uberblick iiber die behandelten Themen ge-
ben, d.h., eine Art erweitertes Inhaltsverzeichnis liefern, welches an entsprechender Stelle
auf Quellen verweist, die der Vorlesung zugrunde liegen, z.B. [Konigsberger T1], [Forster I1]
oder [Forster ITI].

Da bei der Konzeption der Vorlesung an einigen Stellen nicht auf die géngige Literatur
zuriickgegriffen werden konnte, sollte sich in diesem Fall unter dem entsprechenden Punkt
eine ausfiihrliche Erlduterung der in der Vorlesung behandelten Themen finden.

Inzwischen kann es jedoch in der Tat als vollwertiges Skript zur Vorlesung Analysis 11
angesehen werden. Die Kapitel 1 und 2 sind daher auch in den Sommersemestern 2010 und
2012 Grundlage der Vorlesung Analysis II gewesen.

Dariiber hinaus sind fiir interessierte und sehr begabte Studierende auch immer mal wie-
der weiterfithrende Literaturtipps angegeben. Da diese Quellen fiir Studierende im zweiten
Semester eigentlich noch zu schwierig sind, lassen Sie sich nicht dadurch entmutigen, wenn
Sie dort einen Blick hineinwerfen und nichts verstehen, das verlangt auch keiner von Thnen.

Falls Sie Fragen, Anregungen oder Wiinsche haben, sprechen Sie einfach mich oder einen
der Ubungsleiter an.

Viel Vergniigen und viel Erfolg beim Studium der Analysis !

PD Dr. habil. Jochen Merker






Kapitel 1

Konvergenz und Stetigkeit in
normierten und metrischen Raumen

Als Vorbereitung fiir die Differentiations- und Integrationstheorie im Mehrdimensionalen
muss man sich (wie auch schon in der Analysis 1) zunéchst mit der Konvergenz von Fol-
gen vertraut machen — diesmal jedoch im Euklidischen R™ statt auf der eindimensionalen
Zahlengeraden R.

Allgemeiner werden wir die Konvergenz von Folgen gleich in (méglicherweise unendlichdi-
mensionalen) normierten Vektorrdumen sowie beliebigen metrischen Raumen diskutieren,
da dies keine zusétzliche Schwierigkeit darstellt und insbesondere die spéatere Anwendung
auf Funktionenrdume ermoglicht.

Danach werden wir stetige Funktionen zwischen metrischen Rdumen diskutieren, und ins-
besondere mittels der Begriffe Kompaktheit und Zusammenhang Verallgemeinerungen des
Satzes vom Maximum und Minimum bzw. des Zwischenwertsatzes formulieren.

1.1 Normierte Vektorraume

In der linearen Algebra wurden reelle Vektorrdume eingefithrt und ausfiihrlich diskutiert,
d.h. Mengen X mit einer Addition + : X x X — X, einem neutralen Element 0 und einer
skalaren Multiplikation - : R x X — X, so dass (X, +,0) eine abelsche Gruppe ist und -
sowohl die Distributivgesetze als auch 1 -z = x erfiillt.

Bekanntestes Beispiel fiir einen Vektorraum ist die Menge R™ der n-Tupel (21, xa, . . ., x,,) Te-
eller Zahlen mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation. Tatséchlich
ist jeder n-dimensionale Vektorraum linear isomorph zum R".

Eine Kurzzusammenfassung der linearen Algebra findet man in [Janich1].

Wir wollen jetzt auf reellen Vektorrdumen einen Langenbegriff einfithren, indem wir ei-
ne Funktion eine Norm nennen, falls sie die Eigenschaften hat, die wir von einer Lénge
erwarten.

Definition 1.1. Eine Funktion ||- || : X — R auf einem reellen Vektorraum X heifit Norm,
falls
o |[z| =0 2=0 (Definitheit)



o [[Az]| = |A[][=] (Homogenitét)

o |z +yl <z + 1yl (Dreiecksungleichung)

fiir alle x,y € X und X € R gilt.

Aufgabe: Beweisen Sie, dass ||x|| > 0 fir alle x € X gilt.

Einen reellen Vektorraum X zusammen mit einer Norm || - || auf X nennen wir einen
normierten Vektorraum, oder kurz einen normierten Raum.

Beispiel 1.2. Normierte Vektorrdume sind

n
e der R" mit der 1-Norm |[[z|; := }_ |2;| oder der co-Norm [|z[[e := sup |z ,

i=1 =1,..., n

e die Menge C([0, 1], R) der stetigen Funktionen u: [0, 1] — R mit der Supremumsnorm

[ulloc == sup Ju(z)] .
z€[0,1]
n
Das wichtigste Beispiel fiir eine Norm ist aber sicherlich die 2-Norm |[|z||y := /> |z;|? auf
=1

1=
dem R". Dieses Beispiel wollen wir gleich in einen allgemeineren Kontext stellen.

Definition 1.3. Eine Funktion (-,-) : X x X — R auf einem reellen Vektorraum X heift
Skalarprodukt, falls

o (\x+ py,z) =Nz, z2)+ uly, 2) (Bilinearitét)
o (3,2) = (z.9) (Symmetric)
e (x,) >0und (z,2) =0<=x =0 (Positive Definitheit)

fiir alle x,y,2z € X und A\, u € R gilt.

Einen Vektorraum X zusammen mit einem Skalarprodukt (-,-) auf X nennen wir einen
Euklidischen Vektorraum.

Beispiel 1.4. Euklidische Vektorrdaume sind
e der R™ mit dem Skalarprodukt (z,y) := > z;y; ,
i=1

e die Menge C5, (R, R) der stetigen 2m-periodischen Funktionen u,v : R — R mit dem
Skalarprodukt (u,v) := fo% u(z)v(x)de .

Wir wollen nun beweisen, dass ein Euklidischer Vektorraum (X, (-,-)) durch die Definition
|z|| := /(z,z) ein normierter Vektorraum Wird

Satz 1.5. In jedem Euklidischen Vektorraum (X, (-,-)) gilt fir alle v,y € X die Cauchy-
Schwarz-Ungleichung

[{z )| < Nl llllyll

'Man nennt diese Norm eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm ||.|| = ||.]|(., -
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Beweis: Fiir y = 0 ist die Ungleichung trivial, fiir y # 0 setze man \ := IIyH2 und berechne

(o, 9))?
i

woraus |(z,4)| < ||| lyl| folgt. 0

0 < [l = Myl* = [l=[I* — 2X\(z, ) + X*[lyI* = l|=[|* -

Korollar 1.6. Jeder Euklidische Vektorraum (X, (-,-)) ist mit ||z|| := +/{(x,x) ein normier-
ter Vektorraum.

Beweis: Definitheit und Homogenitét sind klar, und die Dreiecksungleichung folgt aus

Iz + 11 = ll2l* + 2z, 9) + lyll* < l=* + 2ll= [yl + [y l* = (=] + lyl)*®

|

(z.y)
Tl

den Winkel ¢ zwischen zwei Vektoren x,y definieren

Auflerdem liegt wegen der Cauchy—Schwarz Ungleichung die Zahl zwischen —1 und

{zy)
Hxllllyll
kann. Insbesondere heiflen Vektoren z,y mit (x,y) = 0 orthogonal zueinander.

1, so dass man durch cos(¢) =

Bemerkung 1.7.
e Ahnlich kann man Norm und Skalarprodukt fiir komplexe Vektorrdume definieren.
e Eine Norm || - || auf einem Vektorraum X wird genau dann von einem Skalarprodukt

induziert, wenn die Parallelogrammgleichung ||z + y||*> + ||z — y[|? = 2 (||=[|* + ||y||*)
fur alle z,y € X gilt (ein Beweis steht z.B. in [Mathieu, 8])

Aufgabe: Beweisen Sie, dass in einem Fuklidischen Vektorraum die Parallelogrammglei-
chung gilt.

1.2 Metrische Riaume

Normierte Vektorrdume sind noch nicht ausreichend fiir eine zufriedenstellende Analysis,
denn z.B. sind Teilmengen, die keine Unterrdume sind, nicht selbst wieder normierte Raume.
Deshalb definiert man als Verallgemeinerung metrische Rdume, in denen man durch eine
Metrik genannte Funktion einen Abstandsbegriff zur Verfiigung hat.

Definition 1.8. Eine Funktion d : X x X — R auf einer Menge X heifit Metrik, falls

o dz,y) =0<=z=y (Definitheit)
o d(y,x) =d(z,y) (Symmetrie)
o d(z,z) <d(z,y)+d(y, z) (Dreiecksungleichung)

fiir alle x,y, 2z € X gilt.

Aufgabe: Beweisen Sie, dass d(z,y) > 0 fir alle xz,y € X gilt.

Eine Menge X zusammen mit einer Metrik d nennen wir einen metrischen Raum. Die
Elemente von X bezeichnen wir als Punkte, und den Wert d(z,y) als Abstand der Punkte
z,y € X.



Beispiel 1.9. Jeder normierte Vektorraum (X, ||-||) wird durch die Definition von d(x,y) :=
|z — yl| ein metrischer Raum

Andere Beispiele fiir metrische Rdume sind

0 fallsz=y

e jede nichtleere Menge X mit der diskreten Metrik dg;spret(,y) := {1 falls z £y
alls x £y

e jede Teilmenge M C X eines metrischen Raumes (X, d) mit der auf M eingeschrink-
ten Funktion d| s« als Metrik, insbesondere fiir eine Norm ||-|| auf R™ jede Teilmenge
M C R™ mit der Metrik d(z,y) := ||l — y| fir x,y € M ,

e jedes Produkt X X Y metrischer Radume (X, dx), (Y, dy) mit der Produktmetrik
dXXY((x7 y)7 (xlv y/)) = dX(‘T: JZ/) + dY(?J» y/> :

Wir wollen noch gewisse Teilmengen eines metrischen Raumes benennen.
Definition 1.10.

e Fiir r > 0 nennt man die Teilmenge B,(z) := {y € X |d(x,y) < r} eines metrischen
Raumes (X, d) die offene Kugel um den Punkt x € X mit Radius r.

e Eine Teilmenge U C X eines metrischen Raumes (X, d) nennt man offen, falls es fiir
jedes x € U ein r > 0 gibt mit B,.(x) C U, d.h. wenn es um jeden Punkt der Menge
U eine offene Kugel gibt, die komplett in U liegt.

Insbesondere sind offene Kugeln auch offene Teilmengen, denn ist y € B,(x), dann gilt ja
d(z,y) < r, also gibt es ein ¢ > 0 mit d(z,y) + ¢ < r, und mit diesem gilt B.(y) C B,(z)
wegen d(z, z) < d(x,y) + d(y, z) < d(z,y) +e <r fur z € B(y).

Aufgabe: Zeichnen Sie im R? und R® die offenen Einheitskugeln By(0) fiir die Normen
1l -2 und |-l

Das Mengensystem {U C X |U offen} aller offenen Teilmengen nennt man die Topologie
des metrischen Raumes (X, d).

Satz 1.11. In einem metrischen Raum (X, d) gilt:
(a) 0 und X sind offen.
(b) Sind U und V' offen, so auch UNV.
(c) Sind die Mengen U; (i € I) offen, so ist auch |J U; offen.

i€l
Beweis:
(a) trivial

(b) Sei z € U NV, dann gibt es aufgrund der Offenheit von U,V Radien 71,75 > 0 mit
B, (x) C U, B,,(x) C V. Also gilt mit r := min(ry, r2) auch B.(z) C U N V. Somit
ist U NV offen.

2Man spricht auch von der norminduzierten Metrik d = |
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(c) Sei x € |J U;, dann gibt es ein i € [ mit € U;, und da U; offen ist auch ein r > 0

iel
mit B,(xz) C U;. Wegen U; C |J U; folgt dann aber auch B,(x) C |J U;. Somit ist die
i€l i€l
Menge |J U; offen.
el ]

Bemerkung 1.12. Noch allgemeiner als metrische Rdume sind topologische Rdume, bei de-
nen man eine Menge X nur mit einem System von Teilmengen versieht, das die in Satz[1.11]
angegebenen Eigenschaften hat. Wir wollen uns aber mit diesen nicht genauer beschéftigen,
ein gut zu lesender Literaturtipp dazu ist [Janich2].

Beispiel 1.13.

e Beziiglich der diskreten Metrik dg;sirer auf einer Menge X ist jede Teilmenge offen,
denn wegen Bjs(x) = {} sind Punkte offen, und wegen der dritten Eigenschaft aus

Satz sind dann auch beliebige Teilmengen offen.

e Beziiglich der auf eine Teilmenge M eines metrischen Raumes (X, d) eingeschrinkten
Metrik d|psxas sind genau die Teilmengen U offen, fiir die es eine in X offene Menge V/
mit U = M NV gibt. Denn die offene Kugel um x mit Radius r in M ist nichts anderes
als der Schnitt M N B,(x) mit der offenen Kugel B, (x) in (X, d). Die Topologie von
(M, d|pr<ar) nennt man die Relativtopologie der Teilmenge M C X.

Beispielsweise ist im Intervall [0,1] C R die Menge [0,1/2) offen, da sie der Schnitt
von [0, 1] mit der in R offenen Menge (—1/2,1/2) ist.

e Im Produkt X x Y metrischer Raume (X, dx), (Y,dy) mit der Produktmetrik sind
genau die Mengen W offen, fiir die es zu jedem Punkt (z,y) € W offene Mengen
UCXundV CY mit (z,y) € U xV C W gibt. Denn in der offenen Kugel mit
Radius r um (z,y) bzgl. der Produktmetrik liegen die Mengen B, (x) x B, (y) fiir
' 4+ r" <r, wobei B, (x) eine Kugel in X und B,~(y) eine Kugel in Y ist.

Insbesondere sind in Produkten die Mengen der Form U x V, U C X und V C Y
offen, nicht die einzigen offene Mengen, sondern es gibt auch offenen Mengen, die
nicht diese simple Form haben.

Wir werden spéter sehen, dass Konvergenz und Stetigkeit nur von der Topologie eines
metrischen Raumes abhidngen. Deswegen nennt man zwei Metriken auf derselben Menge X
dquivalent, falls sie dieselbe Topologie besitzen.

d(z,y)

Trd(a,y) €€

Aufgabe: Zeigen Sie, dass fiir einen metrischen Raum (X, d) durch d'(z,y) =
zu d dquivalente Metrik definiert wird.

Auch wenn d nicht beschrankt ist, ist die Metrik d' beschrdinkt, der Begriff der Beschrinkt-
heit ist also kein rein topologischer Begriff, sondern hdingt von der Wahl der Metrik ab.

Lemma 1.14. Zwei Normen || - || und || - || auf einem Vektorraum X sind genau dann
dquivalent, wenn es Konstanten c,C' > 0 gibt mait

Ve e X @ dlz| < [z < Clz]
Beweis:
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e Angenommen, die Topologien von (X, | - ||) und (X,| - ||’) sind dieselben. Dann ist
die offene Kugel B;(0) bzgl. || - || auch offen bzgl. || - ||, und daher gibt es eine bzgl.
| - |I' offene Kugel B.(0) mit B.(0) C By(0). Da fiir beliebiges  # 0 die Beziehung
e € B(0) € Bi(0) gilt, erhdlt man gllzf] < ||z’ fiir alle z € X, hat also eine
Konstante ¢ mit ¢||z|| < ||z||" gefunden.

Analog erhélt man durch Vertauschung der Normen in der Argumentation auch ein
r’ > 0 mit %/||x||’ < ||]], so dass mit C' := 2 auch die andere Ungleichung ||z < C/|z||
gilt.

e Andererseits gilt mit Konstanten ¢, C' wie oben trivialerweise

B.,(x) C B,(z) C Be,(x)

d.h. jede bzgl. || - || offene Kugel um z enthilt auch eine bzgl. || - || offene Kugel um
x und umgekehrt. Somit sind (nach Definition der Offenheit einer Menge) die offenen
Mengen bzgl. || - || dieselben wie die offenen Mengen bzgl. || - ||’

O

Aufgabe: Beweisen Sie, dass Aquivalenz von Normen eine Aquivalenzrelation auf der Men-
ge aller Normen auf X ist.

1.3 Konvergenz in endlich-dimensionalen normierten
Vektorrdumen
Bevor wir allgemein iiber Konvergenz in metrischen Rdumen sprechen, wollen wir als Spezi-

alfall zunéchst einmal die Konvergenz in (endlich-dimensionalen) normierten Vektorrdumen
betrachten.

Definition 1.15. Eine Folge z; von Punkten in einem normierten Vektorraum (X, | - ||)

nennt man konvergent gegen den Punkt z € X falls klim |z — x| = 0 in R gilt oder
—00

dquivalenterweise

Ve >0dK e N VE> K @ ||z, —z|| < ¢

Man beachte, dass bei Konvergenz einer Folge z; der Grenzwert eindeutig ist, denn kon-
vergiert x; sowohl gegen x als auch gegen z/, dann gilt wegen

l2" — 2|l < llee =zl + ||z — 2| = 0

fir k — oo also |2/ — z|| = 0 und somit = z’. Den Grenzwert einer Folge z; bezeichnet
man mit lim xy.
k—o0

Im R™ mit den drei von uns zuvor diskutierten Normen lasst sich Konvergenz ganz einfach
charakterisieren.

Lemma 1.16. Eine Folge von Punkten xy = (X1x, Tog, - - ., Tng) @m durch || - ||1, || - ||2 oder
|- lloo nOrmierten R™ konvergiert genau dann gegen x = (x1, T2, ..., x,), wenn ]}Lrgo Tjk = Tj
fir jedes 7 =1,2,...,n gilt, d.h. wenn die Komponenten der Folge in R konvergieren.
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Beweis: Fiir jede der drei Normen gilt die Ungleichung

|wjn — 25| < ok — 2ll < [z — 1]+ + |zne — 2

fiir beliebiges j = 1,2, ..., n. Also folgt einerseits aus klim |z —2z|| = 0 auch die Konvergenz
—00
klim |z, — ;| = 0 fiir jedes j = 1,2,...,n, und andererseits aus der Konvergenz klim |2, —
—00 — 0
xj| =0 fiir jedes j = 1,2,...,n auch lim ||z, —z| = 0. O
k—o0

Im Folgenden fassen wir den R™ als mit einer der drei Normen ausgestatteten normierten
Vektorraum auf. Da die Konvergenz im so normierten R™ nach dem vorigen Lemma [1.16
auf die in R zuriickgefiihrt werden kann, iibertragen sich auch die zwei wichtigsten Eigen-
schaften. Um diese zu formulieren, nennen wir analog zum Eindimensionalen eine Folge x
von Punkten im R"

e cine Cauchy-Folge, wenn Ve > 03K € N : Vk, I > K : ||ay — 2y < €.

e beschriankt, wenn es eine Kugel B,.(z) um einen Punkt = gibt, in der alle x; liegen,
oder dquivalenterweise, wenn es eine Konstante C' mit ||zx|| < C fiir alle k € N gibt.

Satz 1.17.

(a) Jede Cauchy-Folge im R™ konvergiert, d.h. R™ ist vollstindig.

(b) Jede beschrinkte Folge im R™ besitzt eine konvergente Teilfolge, d.h. der Satz von
Bolzano-WeierstrafS gilt im R™.

Beweis:

(a) Ist xj eine Cauchy-Folge, so sind wegen |z, — x| < ||z — ;]| auch alle Komponenten
xj fiir j = 1,2, ..., n Cauchy-Folgen in R und konvergieren somit. Daher konvergiert
nach Lemma [L.16| auch die Folge zj in R™.

(b) Nehmen wir fiir einen Beweis per Induktion an, dass der Satz von Bolzano-Weier-
straf fiir Folgen im R™! gilt. Sei nun z; eine beschrinkte Folge im R”. Dann sind
wegen ||(Z1g, Tok, - -, Tn-1)k) [|Rr-1 < ||@k||re und |2nk| < ||2k||rn sowohl die Folge
(T1k, Tk, - - -, T(n—1)k) im R™71 als auch die Folge z,; in R beschrénkt. Demzufolge
kann man zunéchst eine Teilfolge von x; auswahlen, fiir die x,,; in R konvergiert, und
dann davon wiederum eine Teilfolge, fiir die (215, T, - - -, T(n—1)k) iM R"~! konvergiert.
Bei dieser Teilfolge von x; konvergieren dann alle Komponenten und daher auch die
Teilfolge selbst im R”.

|

Nun gibt es aber natiirlich noch vollig andere Normen auf dem R™ als nur die drei bisher
von uns betrachteten, und die Frage stellt sich, ob die gerade bewiesenen Eigenschaften
auch bei Verwendung dieser Normen giiltig bleiben. Die positive Antwort darauf ergibt sich
aus den folgenden beiden Sétzen.

Satz 1.18. Sei xy eine Folge im Vektorraum X wund seien || - ||, || - ||" zwei dquivalente
Normen auf X. Dann gilt:

Die Folge xy, konvergiert bzgl. || - || genau dann gegen x, wenn sie bzgl. || - || gegen x kon-
vergiert.

13



Beweis: Nach Lemma gibt es Konstanten ¢, C' > 0 mit
cllzy — | < flox — )" < Ol — 2
Also folgt aus klim |z — x| = 0 auch klim |z — z||" = 0 und umgekehrt. O
— 00 —00

Satz 1.19. Je zwet Normen auf dem R"™ sind dquivalent.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass jede Norm || - || auf dem R™ zur Euklidischen Norm || - |2
dquivalent ist.
n
Nun gilt einerseits mit den Einheitsvektoren ey, es, ..., e, die Gleichung z = )" z;e; und
j=1

daher nach der Dreiecksungleichung und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

n n n
> wieil| <Y lxsllel < D lesl? | =l
j=1 j=1 Jj=1

] =

> " llej|1? die Ungleichung [z < C|l]».

j=1

also mit C' :=

Andererseits ist die grofite Konstante ¢ > 0, fur die ¢||z||s < ||| gilt, durch die Gleichung
c = inf{||z|| |z € S" '} gegeben, wobei S ! := {zx € R"|||z||s = 1} die Euklidische Sphire
vom Radius Eins bezeichnet. Nun kann man ¢ > 0 zeigen, indem man die Annahme ¢ = 0
zum Widerspruch fiihrt:

Angenommen, es wiire ¢ = 0, d.h. es giibe eine Folge z(*) mit Jim |lz®| = 0und [|z®], = 1.
—00

Da wegen ||z(®||; = 1 die Folge 2® in der Euklidischen Norm ||.||» beschrénkt ist, enthélt sie
nach dem Satz von Bolzano-Weierstra$ eine bzgl. ||.||2 konvergente Teilfolge. Der Grenzwert
= dieser Teilfolge (*) hat dann die Euklidische Norm 1 wegen

n n
. k'
I3 =D lal = lim Y JafP =1
j=1 j=1

Aufgrund von klim 2] = 0 folgt aber mit der Ungleichung || - || < C|| - ||z auch
—00

Izl < fle = 2®) + ™) < Cllr — ™|y + ]| — 0

fiir ¥ — oo, d.h. ||z|| = 0 und somit z = 0. Dies steht aber im Widerspruch zu ||z||; = 1. O

Insbesodere folgt aus diesen beiden Sdtzen, dass unabhéngig von der Wahl der Norm im
(R™, || - ||) Konvergenz mit komponentenweiser Konvergenz identisch ist, jede Cauchy-Folge
konvergiert und der Satz von Bolzano-Weierstrafl gilt.

Satz kann man auch auf beliebige endlich-dimensionale Vektorrdume iibertragen.

Aufgabe: Zeigen Sie, dass fiir eine injektive lineare Abbildung A: X — Y und eine Norm
| - [ly auf Y durch ||z||x := ||Az||y eine Norm auf X definiert wird.

Korollar 1.20. Je zweir Normen auf einem endlich-dimensionalen reellen Vektorraum sind
dquivalent.
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Beweis: Aus der linearen Algebra ist bekannt, dass jeder reelle Vektorraum Y von endlicher
Dimension n zum R”™ linear isomorph ist, d.h. es gibt eine bijektive lineare Abbildung
A:R*" =Y.

Ist nun || ||y eine Norm auf Y, so induziert A durch ||z|| := ||Az||y eine entsprechende Norm
| - || auf R, und wegen ||Az||y = ||z|| ist A nicht nur ein linearer Isomorphismus, sondern
erhélt auch noch die Norm (gerade so wurde eben die Norm || - || auf R konstruiert).

Macht man dasselbe mit einer anderen Norm ||- ||} auf Y, so erhélt man mit der zugehorigen
Norm || - || auf dem R” nach Satz Konstanten ¢, C' > 0 mit

Vo e R" : cflzf| < [lz]" < O]

Wegen [lylly = [[A(A™"Y)[ly = |[A7 2| und [jy[|y = [A(A"")]ly = [[A" 2| hat man dann
aber auch
Yy eY : cllylly < llylly < Clylly

|

Die Konvergenz einer Folge hingt in einem endlich-dimensionalen normierten Vektorraum
also iiberhaupt nicht von der Wahl der Norm ab. Deshalb gibt man — solange es nur
um Konvergenz geht — bei einem endlich-dimensionalen Vektorraum meistens
die gewidhlte Norm gar nicht mehr explizit an.

1.4 Konvergenz in metrischen Riaumen

Konvergenz in metrischen Rdumen kann man ganz analog zu Definition [I.15] erkléren.

Definition 1.21. Eine Folge x; von Punkten in einem metrischen Raum (X, d) nennt man
konvergent gegen den Punkt x € X falls klim d(xg,z) = 0 in R gilt oder dquivalenterweise
—00

Ve > 03K e N : Vk > K : d(xy,z) <e¢

Wie zuvor im Spezialfall normierter Vektorrdume zeigt man auch hier mittels der Dreiecks-
ungleichung die Eindeutigkeit des Grenzwertes einer Folge x;, und bezeichnet den Grenzwert

mit lim xy.
k—o0

Aufgabe: Zeigen Sie, dass im mit der diskreten Metrik dgisprer versehenen R™ eine Folge

. genau dann gegen x konvergiert, wenn sie ab einem gewissen Index K konstant gleich x
i1st, d.h. wenn AK € N : Vk > K : z, = .

Konvergenz beziiglich der diskreten Metrik ist also villig verschieden von der diblichen Kon-
vergenz beziiglich einer Norm auf dem R™. Insbesondere hingt die Konvergenz bei einem nur
mat einer Metrik versehenen endlich-dimensionalen Vektorraum sehr wohl von der Wahl der
Metrik ab.

Wir wollen Konvergenz noch mittels rein topologischer Begriffe charakterisieren und fithren
dazu den Begriff der Umgebung eines Punktes ein.

Definition 1.22. Man nennt eine Teilmenge V' eines metrischen Raumes (X, d) Umge-
bung des Punktes z € X, wenn es eine Kugel B.(z) (¢ > 0) mit B.(z) C V gibt, oder
dquivalenterweise, wenn es eine offene Menge U C V mit x € U gibt.
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Insbesondere ist eine Teilmenge eines metrischen Raumes genau dann offen, wenn sie Um-
gebung jedes ihrer Punkte ist.

Desweiteren besitzen zwei verschiedene Punkte x, 2" € X in einem metrischen Raum (X, d)
punktfremde Umgebungen, d.h. zu x # 2’ gibt es Umgebungen U von z und U’ von 2’ mit
UNU’" = (. Diese auch als Hausdorffsches Trennungsaxiom bezeichnete Eigenschaft gilt in
einem metrischen Raum einfach deswegen, weil fiir # # 2’ auch r := d(z,2") > 0 gilt und
man damit einfach U := B, »(x) und U’ := B, j5(«’) wéhlen kann. Gébe es némlich ein y €
UNU’, dann wire d(z,y) < 5, d(y, ') < § und damit auch d(z,2") < d(x,y) +d(y,2") <r
im Widerspruch zu d(z,z") = r.

Nun kommen wir zur angekiindigten Charakterisierung der Konvergenz mittels rein topo-
logischer Begriffe.

Lemma 1.23. FEine Folge x), von Punkten in einem metrischen Raum (X, d) konvergiert
genau dann gegen x € X, wenn in jeder Umgebung von x alle bis auf endlich viele Folgen-
glieder xy, liegen, d.h. wenn

YV Umgebungen V von x 3K e N:Vk > K : 2, € V

Beweis: Konvergiere z, gegen z. Ist V' eine Umgebung von x, so gibt es eine Kugel B.(z) C
V. Zu diesem € > 0 gibt es wegen der Konvergenz von zj, gegen x ein K € N mit d(zg, x) < ¢
fiir alle k£ > K. Also gibt es zu V ein K mit x, € V fiir alle k > K.

Umgekehrt ist natiirlich B.(z) eine Umgebung von z, es gibt also zu ¢ > 0 ein K mit
Ty € Be(x) <= d(xy,x) < ¢ fiir alle k > K. O

Die wichtigste Konsequenz des vorigen Lemmas ist, dass Konvergenz in metrischen Rdumen
nicht direkt von der Wahl der Metrik abhéngt, sondern nur von der Topologie.

In Verallgemeinerung von charakterisiert das folgende Lemma Konvergenz in Produk-

ten.

Lemma 1.24. Eine Folge (zy,yx) konvergiert im Produkt X XY metrischer Riume X,Y
genau dann gegen (x*,y*), wenn xy in X gegen x* und yr in'Y gegen y* konvergiert.

Beweis: Dies folgt direkt aus der Definition der Produktmetrik dx .y ((xk, yx), (z*,y*)) =
dx(zg, x*) + dy (yk, y*) und der Definition von Konvergenz.

Alternativ kann man die Aussage auch rein topologisch durch die Beobachtung beweisen,
dass eine Teilmenge W des Produktes X x Y genau dann eine Umgebung von (x*, y*) ist,
wenn es Umgebungen U von x* und V von y* mit U x V C W gibt. O

Wir wollen noch einige weitere topologische Begriffe einfithren, mittels derer wir Teilmengen

eines metrischen Raumes genauer beschreiben koénnen.

Definition 1.25. Ein Punkt x heifit Beriihrpunkt einer Teilmenge M in einem metrischen

Raum (X, d), wenn es eine Folge x; € M mit klim x, = x gibt, oder wenn dquivalenterweise
—00

in jeder Umgebung von z ein Punkt aus M liegt.

Die Menge aller Bertihrpunkte von M bezeichnet man mit M und nennt sie den Abschluss
von M. Es gilt M C M, da fiir x € M die konstante Folge x,x,... gegen = konvergiert.

Definition 1.26. Eine Teilmenge A C X eines metrischen Raumes (X, d) nennt man
abgeschlossen, wenn sie jeden ihrer Beriithrpunkte enthélt, d.h. wenn A = A gilt, oder — mit
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anderen Worten — wenn fiir jede Folge z, € A, die in X konvergiert, auch der Grenzwert

lim z; in A liegt.
k—o00

Aquivalenterweise heiBt eine Teilmenge A C X abgeschlossen, wenn sie das Komplement
A = X \ U einer offenen Menge U C X ist.

Die Aquivalenz der beiden angegebenen Bedingungen kann man folgendermafen einsehen:
Enthilt A all seine Beriihrpunkte, dann ist jeder Punkt x € X \ A kein Beriihrpunkt von
A, also gibt es zu jedem Punkt x € X \ A eine Umgebung V von z, in der kein Punkt aus
A liegt, d.h. eine Umgebung V von z mit V' C X \ A. Somit ist U := X \ A Umgebung all
seiner Punkte und daher offen, d.h. A = X \ U ist das Komplement einer offenen Menge.

Ist umgekehrt A = X \ U Komplement einer offene Menge U und z ein Berithrpunkt von A,
dann kann x nicht in U liegen. Denn ldge x in U, dann gébe es aufgrund der Offenheit von
U eine Umgebung um z, die komplett in U ldge und daher keinen Punkt aus A enthielte, im
Widerspruch dazu, dass = Berithrpunkt von A ist. Also liegt « (und somit jeder Beriithrpunkt
von A) automatisch in A.

Festhalten wollen wir noch, dass die Bezeichnung von M als Abschluss von M Sinn macht,
da M die minimale M enthaltende abgeschlossene Menge ist. Analog dazu nennt man die
maximale in M enthaltene offene Menge das Innere von M und bezeichnet Sie mit M?. Die
Menge M? besteht gerade aus den inneren Punkten von M, d.h. aus denjenigen Punkten
x € M, fiir die es eine Kugel B,.(z) (r > 0) um z mit B,(x) C M gibt.

Zu guter letzt definiert man noch den Rand M einer Teilmenge M durch OM := M \ M°.
Der Rand von M besteht genau aus denjenigen Punkten z, fiir die in jeder Umgebung von
x sowohl Punkte aus M als auch aus X \ M liegen.

1.5 Vollstindigkeit

Ganz analog zum Fall (endlich-dimensionaler) normierter Vektorrdume nennt man eine Fol-
ge x, in einem beliebigen metrischen Raum (X, d) eine Cauchy-Folge, wenn die Aussage
Ve > 03K € N : Vk,l > K: d(xy, x;) < € gilt. Jede konvergente Folge ist automatisch ei-
ne Cauchy-Folge, aber im Gegensatz zu endlich-dimensionalen Vektorrdumen konvergieren
Cauchy-Folgen in unendlich-dimensionalen normierten Réumen oder allgemeinen metri-
schen Rdumen nicht unbedingt.

Definition 1.27. Ein metrischer Raum (X, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge
xi in X konvergiert.

Einen vollstandigen normierten Vektorraum (X, || - ||) nennt man Banach-Raum, und einen
vollsténdigen Euklidischen Vektorraum (X, (-, -)) nennt man Hilbert-Raum.

Die Vollstandigkeit eines metrischen Raumes ist sehr wichtig, da man sich Lésungen von
Gleichungen haufig nur unter der Annahme verschaffen kann, dass der zugrunde liegende
Raum vollstandig ist.

Beispiel 1.28. Die Menge Q der rationalen Zahlen ist mit der vom Betrag | - | induzierten
Metrik nicht vollsténdig. Deswegen hatte man sich in der Analysis I dafiir entschieden, nicht
in Q zu arbeiten, sondern im vollstdndigen metrischen Raum (R,| - |). In R konnte man
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dann im Gegensatz zu Q z.B. die Existenz von Wurzeln aus beliebigen positiven Zahlen
zeigen.

Hier noch zwei unendlich-dimensionale Beispiele:

e Die Menge C([0,1],R) der stetigen Funktionen u: [0,1] — R ist mit der Supremums-

norm ||ull := sup |u(x)| ein Banach-Raum.
z€[0,1]

Denn ist uy eine Cauchy-Folge in C([0, 1], R), dann ist wegen |uy(z) — w(z)| < ||ug —
|| fiir jedes x € [0, 1] auch die Folge ug(x) in R eine Cauchy-Folge und konvergiert
somit. Bezeichnet man den Grenzwert mit u(x), so wird dadurch eine Funktion u :
[0,1] — R definiert. Diese Funktion ist nicht nur der punktweise Grenzwert der Folge
von Funktionen uy, sondern wuy konvergiert auch gleichméfig gegen u. Tatséchlich, zu
e > 0 gibt esein K € N mit |ug(z)—w(x)| < e firalle k,1 > K und alle z € [0, 1], und
der Grenziibergang | — oo zeigt, dass es zu ¢ > 0 ein K € N mit |ug(x) —u(z)| < ¢
fir alle £ > K und alle x € [0, 1] gibt, also u; gleichméBig gegen u konvergiert. Nun
sind die Funktionen wu; auch noch stetig, also ist auch u stetig, und somit gilt wirklich

khm ur = u in C([0, 1], R) bzgl. der Supremumsnorm. Dieses Resultat war natiirlich
5

schon als Cauchy-Kriterium fiir gleichméfiige Konvergenz aus der Analysis I bekannt.

e Die Menge CQW(R ]R) der Stetigen 2m-periodischen Funktionen w ist mit der vom

Skalarprodukt ( = fo x) dz induzierten Norm |ju|| := f027r lu(x)|? dx
nicht Vollstandlg und somit keln Hﬂbert Raum.

Denn ist uy(x) := i—l—zn | Gy sin(nx)+b,, cos(nx) beispielsweise die Fourier-Reihe zu
einer (nichtkonstanten) 27r-periodischen Treppenfunktion u, dann ist u; bekanntlich

eine Cauchy-Folge bzgl. || - || und konvergiert im quadratischen Mittel gegen u, d.h.
es gilt klim |ur —u|| = 0. Aber die Treppenfunktion w ist nicht stetig, und daher gibt
—00

es auch keine stetige 27-periodische Funktion, gegen die u; konvergiert.

Die Vollstandigkeit eines metrischen Raumes ist dquivalent zum Schachtelungsprinzip. Um
dieses zu formulieren, definieren wir den Durchmesser einer nichtleeren Teilmenge M eines
metrischen Raumes (X, d) durch

diam(M) := sup{d(z,y) |x,y € M}
Man beachte, dass diam(M) = diam (M) gilt.

Lemma 1.29. Ein metrischer Raum (X, d) ist genau dann vollstindig, wenn das Schach-
telungsprinzip gilt, d.h. es zu jeder Folge Ay D Ay D Az D ... ineinander geschachtelter
nichtleerer abgeschlossener Teilmengen Ay C X mit lim diam(Ay) = 0 genau einen Punkt

k—o0
x € X mitx € Ay fiir alle k € N gibt.

Beweis: Gilt das Schachtelungsprinzip und ist z; eine Cauchy-Folge, dann betrachte man
den Abschluss Ak := {x; |k > K} der Endstiicke der Folge. Offenbar sind die Teilmengen
Ak ineinander geschachtelt, nichtleer und abgeschlossen, und da es zu jedem € > 0 ein K
mit d(xy, ;) < ¢ fir alle k,[ > K gibt, folgt Igl_lgo diam(Ag) = 0. Also gibt es einen Punkt

x, der in allen A liegt. Wegen d(z, x) < diam(Ag) fir £ > K ist dieser Punkt x auch der
Grenzwert der Folge xy.
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Konvergiert andererseits jede Cauchy-Folge in X, dann wihle man einfach jeweils einen

Punkt x, € Ag. Die so definierte Folge ist wegen d(xy,x;) < diam(Ag) fir k,1 > K und

Igim diam(Ag) = 0 eine Cauchy-Folge, sie konvergiert also gegen einen Punkt z € X.
— 00

Wegen z;, € Ak fiir alle £ > K und der Abgeschlossenheit von Ay gilt © € Ak, und zwar
fiir jedes K € N. Also haben wir einen gemeinsamen Punkt aller Ay gefunden, und wegen
klim diam(Ay) = 0 kann es auch keinen weiteren solchen Punkt geben. a
—00

Nicht jede Teilmenge M eines vollstéindigen metrischen Raumes (X, d) ist mit der Metrik
d|prxmr selbst wieder vollstéandig. So ist z.B. jedes offene Intervall (a, b) C R nicht vollsténdig,
denn die Folge z := a + ; ist wegen d(wy, z;) = |z — 1] < ¢ fiir k,{ > [1] natiirlich eine
Cauchy-Folge, konvergiert aber gegen kein Element von (a,b) (sondern in R gegen a). Das
folgende Lemma besagt jedoch, dass sich Vollstandigkeit auf abgeschlossene Teilmengen
iibertragt.

Lemma 1.30. Jede abgeschlossene Teilmenge M eines vollstindigen metrischen Raumes
(X, d) ist mit der eingeschrinkten Metrik d|pr«nr vollstandig.

Beweis: Ist x, € M eine Cauchy-Folge, dann konvergiert x; aufgrund der Vollstandigkeit
von (X, d) gegen einen Punkt x € X. Aber aufgrund der Abgeschlossenheit von M liegt x
schon in M (siehe Definition [1.26]), d.h. z konvergiert in M. Somit ist M vollstandig. O

Es stellt sich die Frage, ob man zu einem metrischen Raum (X,d) auch immer einen
vollstéindigen metrischen Raum (X, d) finden kann, der X in einem gewissen Sinne enthiilt.
Solch eine Vervollstédndigung von X kann man tatséchlich immer konstruieren. Dies klért
insbesondere eine der letzten offenen Fragen aus der Analysis I, ob man nédmlich R nicht
nur axiomatisch definieren kann, sondern auch konstruktiv aus Q gewinnen kann.

Um die Vervollstdndigung von (X,d) zu konstruieren, betrachten wir die Menge aller
Cauchy-Folgen in X und nennen zwei Cauchy-Folgen (zy)ren und (yr)ren dquivalent, wenn
klim d(zy,yx) = 0 gilt. Dies definiert tatséchlich eine Aquivalenzrelation ~ auf der Menge
— 00

aller Cauchy-Folgen wegen

o (z1) ~ () aufgrund von d(xy,z;) = 0 fiir alle £ € N und somit klim d(zg,x) =0
—00

¢ ((-Tk) ~ (yk)) = ((yk) ~ (xk)) aufgrund von klggo d(wg, yr) = ]}g{}o d(yr, T)

o (((xk) ~ (yx)) A ((yw) ~ (zk))> = ((zx) ~ (2)) aufgrund der Ungleichung
0 < d(zk, zx) < d(xg, yx) + d(yr, 2) — 0 bei k — oo und somit klim d(xy, zi) = 0.
—00

Nun sei X die Menge aller Aquivalenzklassen [(x)]~ von Cauchy-Folgen () beziiglich
der soeben definierten Aquivalenzrelation ~. Dann kann man auf X eine Metrik durch

d([(z6)]~, [(ye)]~) == klgg@ d(xy, yx) definieren.

Tatséchlich existiert dieser Grenzwert in R fiir beliebige Cauchy-Folgen (zx) und (yx) in
X, denn wegen der Vierecksungleichung |d(zx, yx) — d(z1, yi)| < d(vg, 1) + d(yg, y;) ist die
Folge d(z,yx) eine Cauchy-Folge in R. Dariiberhinaus héngt der Grenzwert nicht von der
Wahl der Représentanten ab, denn gilt (xy) ~ (Zx) und (yx) ~ (¥x), dann folgt wegen

|d(Zg, gr) — d(zk, yx)| < d(xg, ) + d(yx, Jx) — 0
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fir & — oo die Gleichheit klim d(Zy, gr) = klim d(zx, yr), also ist d auf X wohldefiniert.
—00 —00

Desweiteren ist d eine Metrik auf X, denn aus d([(z)]~, [(yx)]~) = 0 folgt (zx) ~ (yx) nach
Definition von ~ und somit [(z1)]~ = [(yx)]~, und die Symmetrie sowie die Dreiecksunglei-
chung fiir d iibertragen sich direkt auf d.

Um zu zeigen, dass (X, d) vollstéindig ist, betrachten wir eine Cauchy-Folge ([(:vk)](j))neN in

X, d.h. eine Folge von Aqulvalenzklassen von Cauchy-Folgen in X, fiir die zu jedem ¢ > 0

ein N e N existiert mit d([(x;,)]"™, [(z)]™) < s fiir alle m,n > N. Wéhlen wir zu jedem

n einen Repréisentanten (JU,(C )) von [(z)]™, so ist fiir festes n die Folge k x( ") ja eine

Cauchy-Folge in (X, d), also gibt es ein K (n) € N mit d(x,(cn), acl(”)) < < fir k,1 > K(n).

Um sich einen Grenzwert der Cauchy-Folge ([(z4)]™) ey i1 X zu verschaffen, betrachten

wir einfach die durch y, := xg?()n) gegebene Folge (y,). Diese Folge (y,) ist eine Cauchy-

Folge in X, denn seien m,n > N, dann gibt es nach Definition von d ein [ > K(n), K(m),
fiir welches d(mgm), :L‘l(n)) < 5 erfiillt ist Mit diesem gilt dann

A(Yrmr Yn) = d<$§7(n()) x%gn» = d<xK m)?$l >+d( ; z(n))+d<9fz(n)ai’3%2n)> < €

Und tatséchlich konvergiert die Cauchy-Folge ([(xk.)](”))n oy 10 X auch gegen die Aquiva-
lenzklasse [(yx)]~. Denn da (wie gerade nachgewiesen) (yx) eine Cauchy-Folge in (X, d)
ist, gibt es ein M mit d(y,,yx) < %5 fir n,k > M. Sei nun n > M, dann gilt fiir jedes
k > M, K(n) die Ungleichung

(n) )

weil d(aU§C T () S aufgrund der Wahl von k > K(n) erfiillt ist. Fiir jedes n > M

gilt demnach d([(z4)]™, [(y1)]~) = 11m d(xk ,yk) < £, d.h. die Cauchy-Folge ([(z))]™)

~

neN
konvergiert in (X, d) gegen [(yx)]~. Sormt ist (X, d) vollstindig.

Zu guter letzt kann man noch (X, d) in den so gewonnenen metrischen Raum (X, d) iso-
metrisch einbetten, indem man einen Punkt x mit der Aquivalenzklasse der konstanten
Folge «(x) := z,z,... identifiziert. Die so definierte Abbildung ¢ : X — X erfiillt offen-
sichtlich d(u(z),¢(y)) = d(z,y), d.h. ¢ ist eine Isometrie und insbesondere injektiv. Somit
hat X aufgefasst als Teilmenge ¢(X) von X dieselben metrischen Eigenschaften wie vorher.
Dariiberhinaus liegt X dicht in X, d.h. es gibt zu jedem [(z;)]~ € X und £ > 0 ein ()
mit d([(zx)]~, v(z)) < &, denn sei K so groB, dass d(z, x;) < ¢ fiir alle k,1 > K gilt, dann
erfiillt x := xk diese Bedingung. Wir fassen zusammen:

Satz 1.31. Zu jedem metrischen Raum (X, d) gibt es einen _vollstiandigen metrischen Raum
(X,d) und eine Isometrie 1 : X — X, deren Bild «(X) in X dicht liegt.

Man kann desweiteren noch zeigen, dass die Vervollstindigung eines metrischen Raumes
bis auf Isometrie eindeutig ist.

Aufgabe: Die Vervollstindigung eines normierten Vektorraumes ist ein Banach-Raum, die
Vervollstindigung eines Fuklidischen Vektorraumes ist ein Hilbert- Raum.

3Da fiir beliebige, aber feste m,n > N der Grenzwert a der Folge aj, := d(gc,(cm)7 m,(cn)) nach Wahl von N

echt kleiner als § ist, existiert eine positive Zahl r := § — a, so dass ab einem Index alle Folgenglieder in
einer offenen 7-Kugel um a liegen miissen. Fiir diese gilt dann auch ay, <a+ 5 <a+r = 3.
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1.6 Der Banachsche Fixpunktsatz

Wie schon erwihnt kann man sich bei Vollstdndigkeit des zugrundeliegenden Raumes héufig
Losungen von Gleichungen verschaffen. Wir wollen dies im folgenden exemplarisch am Bei-
spiel einer Fixpunktgleichung darstellen.

Sei f : X — X eine Abbildung von einem metrischen Raum (X, d) in sich selbst. Wir fragen
uns, ob f einen Fixpunkt besitzt, d.h. ob es einen Punkt z* € X mit f(x*) = z* gibt. Der
folgende Satz von Banach beantwortet diese Frage positiv, falls f eine Kontraktion und
(X, d) vollsténdig ist.

Satz 1.32. Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und f : X — X eine Kontraktion,
d.h. es gibt ein L < 1 mit d(f(x), f(y)) < Ld(z,y). Dann gibt es einen eindeutigen Punkt
x* e X mit f(z*) = a*.

Genauer konvergiert die durch xyy1 := f(xy) rekursiv definierte Folge fiir jeden Startwert
xo € X gegen den Fixpunkt x* von f.

Beweis: Zunichst einmal kann es hochstens einen Fixpunkt z* von f geben, denn ist z*
ein weiterer Fixpunkt, dann folgt aus z* = f(2*) und #* = f(Z*) wegen

d(a”, %) = d(f(z7), f(27)) < Ld(z", &%)

und L < 1 schon d(z*,7*) = 0 und somit z* = &*.

Nun wollen wir uns den gesuchten Fixpunkt konstruktiv verschaffen, indem wir beginnend
mit einem beliebigen Startwert zo € X durch xyy; := f(z) rekursiv eine Folge definieren
und zeigen, dass diese eine Cauchy-Folge ist. Dann konvergiert x; aufgrund der Vollstandig-
keit von (X, d) ndmlich gegen einen Punkt z*, und daher auch f(zy) gegen f(z*) wegen
d(f(xy), f(x*)) < Ld(xy, x*) — 0. Aufgrund von

" = lim x4y = lim f(x,) = f(a”)
k—o0 k—ro0

ist somit z* ein Fixpunkt von f.

Zu zeigen bleibt also nur noch, dass die durch zy,1 := f(z) rekursiv definierte Folge xy
eine Cauchy-Folge ist. Dazu bemerke man, dass wegen d(z,41,2,) = d(f(zn), f(zn_1)) <
Ld(xy, x,—1) bei l > k > 0 die Ungleichung

-1 -1 I—k—1
d(zy, 7p) < Zd($n+17$n) < ZLn_kd(ka,xk) < ( L") L¥d(x1,z0)
n=~k n=~k

l—k—1 00
gilt. Nutzt man nun noch aus, dass . L" < > L™ = -1 wegen 0 < L < 1 gilt, so erhélt
n=0 n=0

man schliefSlich B}

d(zy, rp) < ] Ld(ﬂﬁl,ffo)

fiir alle [ > k£ > 0. Also ist z;, wirklich eine Cauchy-Folge, denn zu £ > 0 findet man wegen
L¥ — 0 ein K € N, ab dem %d(ml,xo) < ¢ fir alle £ > K gilt, und mit diesem K gilt
dann auch d(x;, zx) < ¢ fiir alle k > K. O
Explizit wollen wir noch den folgenden Spezialfall festhalten, der sich direkt aus dem Ba-
nachschen Fixpunktsatz und Lemma [1.30| ergibt.
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Korollar 1.33. Ist D C R" eine abgeschlossene Teilmenge und f : D — R" eine kon-
trahierende Selbstabbildung von D, d.h. es gilt f(D) C D und es gibt ein L < 1 mit
| f(x) = fy)]| < L||lx —y||, dann gibt es einen eindeutigen Fizpunkt x* € D von f.

1.7 Stetigkeit

Stetigkeit von Abbildungen f: X — Y zwischen metrischen Rdumen kann man ganz analog
zum Eindimensionalen durch das € — §-Kriterium oder das Folgenkriterium definieren.

Definition 1.34. Eine Abbildung f: X — Y von einem metrischen Raum (X, dx) in einen
metrischen Raum (Y, dy) nennt man stetig im Punkt a € X, wenn

Ve>030>0:Vere X : (dx(z,a) <d=dy(f(x), f(a)) <e)

gilt, oder wenn &dquivalenterweise fiir jede Folge zp € X mit klim xr = a auch schon
— 00

lim f(xx) = f(a) gilt.

k—o00

Die Aquivalenz der beiden Kriterien kann man wortwortlich wie in der Analysis I zeigen:
Ist das € — 0-Kriterium erfiillt und konvergiert z; gegen a, dann gibt es zu € > 0 ein § > 0
mit
Vo € X ¢ (dx(z,a) <6 = dy(f(2). fa)) < &)

und da z, gegen a konvergiert, gibt es zum gerade gefundenen 0 > 0 ein K € N mit
dx(xy,a) < ¢ firalle k > K. Demnach hat man zue > 0 ein K € Nmit dy (f(xy), f(a)) <e
fiir alle £ > K gefunden, d.h. die Bildfolge f(x)) konvergiert gegen f(a).

Ist umgekehrt das Folgenkriterium erfiillt und nehmen wir an, das € — §-Kriterium sei nicht
erfiillt, dann gébe es ein ¢ > 0, fiir das zu jedem ¢ := % ein Punkt z; mit dx(xy,a) < %

aber dy (f(xy), f(a)) > € existierte. Dies wiirde aber klim z), = a bedeuten, wihrend f(zy)
—00

nicht gegen f(a) konvergiert, im Widerspruch zur Giiltigkeit des Folgenkriteriums.

Wie schon in der Analysis I nennt man eine Abbildung f : X — Y stetig, wenn sie in jedem
Punkt a € X stetig ist.

Das folgende Lemma zeigt, dass man Stetigkeit alternativ auch mittels des rein topolo-
gischen Begriffs der Umgebung definieren kann. Insbesondere hédngt die Stetigkeit einer

Abbildung nicht direkt von der Wahl der Metrik auf den Rdumen X und Y ab, sondern
nur von deren Topologie.

Lemma 1.35. Fine Abbildung f: X — Y ist genau dann stetig im Punkt a € X, wenn es
zu jeder Umgebung V- C'Y wvon f(a) eine Umgebung U C X von a mit f(U) CV gibt.

Beweis: Wir zeigen die Aquivalenz zum ¢ — §-Kriterium.

Gilt das € — §-Kriterium und ist V' C Y eine Umgebung von f(a), dann gibt es eine Kugel
mit Radius € > 0 und B.(f(a)) C V. Zu diesem € > 0 gibt es nun ein 6 > 0 mit

Ve e X : (dx(z,a) <d=dy(f(x), f(a)) <e)

Dies bedeutet aber nichts anderes als f(Bs(a)) C B.(f(a)), und somit hat man zu V' die
Umgebung U := Bs(a) mit f(U) C V gefunden.
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Gibt es umgekehrt zu jeder Umgebung V' C Y von f(a) eine Umgebung U C X von a
mit f(U) C V, dann auch zur Umgebung V' := B.(f(a)) von f(a). In der so gefundenen
Umgebung U von a liegt aber wiederum eine Kugel Bs(a) C U, und somit gilt f(Bs(a)) C
V = B.(f(a)), was gleichbedeutend ist mit

Ve e X : (dx(z,a) <d=dy(f(x), fla)) <¢)

O
Mit anderen Worten ist eine Abbildung f : X — Y also genau dann in a € X stetig, wenn
fiir jede Umgebung V' von f(a) das Urbild f~1(V) := {z € X | f(x) € V} eine Umgebung
von a ist.

Noch deutlicher als in Lemma [1.35] ist der rein topologische Charakter der Stetigkeit an
folgendem Lemma zu sehen.

Satz 1.36. Fine Abbildung f : X — Y ist genau dann stetig, wenn fir jede in 'Y offene
Menge V' das Urbild f~(V') offen in X ist.

Beweis: Wir weisen die Aquivalenz der angegebenen Bedingung zu der in Lemma m
angegebenen Bedingung nach.

Sei f: X — Y stetig, V C Y offen und x € f~1(V) ein beliebiger Punkt. Dann gibt es
aufgrund der Stetigkeit von f in x eine Umgebung U von z mit f(U) C V,d.h. U C f~4V).
Also ist f~1(V) Umgebung jedes Punktes z € f~1(V) und somit offen.

Sei umgekehrt f~1(V) C X offen fiir jedes offetne V C Y, sei x € X und V' C Y eine
Umgebung von f(z). Als Umgebung von f(z) enthélt V' auch eine offene Menge V' mit
f(x) € V.C V'. Deren Urbild U := f~}(V) ist offen und enthilt z, ist also wegen f(U) C
V C V' eine Umgebung von x, deren Bild in V' liegt. Somit ist f stetig. O

Korollar 1.37. Fiir eine stetige Funktion f : X — R und einen Wert ¢ € R st die Menge
U:={xe€ X|f(x) <c} offen und die Menge A := {x € X | f(x) < ¢} abgeschlossen.

Beweis: U ist das Urbild der offenen Menge (—oo, ¢), A ist das Urbild der abgeschlossenen
Menge (—o0, ¢]. O

Als néchstes wollen wir einige Beispiele stetiger Abbildungen kennenlernen.

Beispiel 1.38.

e Jede konstante Abbildung f : X — Y, f(z) := b, mit einem fest gewéhlten Punkt
b e Y ist stetig.

e Die Norm ||-|| : X — R auf einem normierten Vektorraum X ist stetig in jedem Punkt
a € X, denn wegen | ||z|| — ||a|| | < ||z — a|| folgt bei 2, — a auch schon ||zk|| — ||a|
fiir £ — oo.

e Die Addition 4+ : X x X — X eines normierten Vektorraumes X ist stetig in jedem
Punkt (z*,y*) € X x X, denn wegen

[(@+y) = @ +y)lx < llz—2"x + ly — v llx = [(=,y) = (& y") |l xxx
folgt bei (zx, yx) — (z*,y*) auch schon xy + yp, — * + y* fir k — oc.
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Analog dazu ist auch die skalare Multiplikation - : R x X — X stetig wegen
Az — A2t x < Az = Naflx + [|V2 = A% x = [A = Xllz]x + [Nlle = 2"]|x

Lemma und der zuvor bewiesenen Stetigkeit der Norm. Insbesondere ist auch die
Multiplikation - : R X R — R reeller Zahlen stetig.

e Die Division - : R x R\ {0} — R reeller Zahlen ist stetig in jedem Punkt (z*, y*) mit
y* # 0, denn aus

= | < e (e = 2y 4 gk — 7|27
Y Y Yy vy
folgt bei z, — z* und y, — y* auch die Konvergenz von z—: gegen ;— (wobei man

wieder Lemma benutzt).

e Die Projektion mx : X x Y — X, (z,y) — z, eines Produkt X x Y auf den Faktor
X ist stetig in (z*, y*), denn zu einer Umgebung U von z* ist U X Y eine Umgebung
von (x*,y*) mit 7x(U x Y) C U (analog fiir die Projektion 7y (z,y) := y auf Y)

Insbesondere sind die Koordinatenfunktionen R™ — R, = + x;, stetig.

Die folgenden Siatze dienen dazu, die Stetigkeit von Abbildungen zu beweisen, die aus
elementaren stetigen Abbildungen zusammengesetzt sind.

Lemma 1.39. FEine Abbildung f = (f1, f2) : X = Y X Z ist genau dann stetig im Punkt
a € X, wenn die Komponentenabbildungen f1: X —Y und fo: X — Z stetig in a sind.

Beweis: Dies folgt einerseits direkt aus dem Folgenkriterium und Lemma [1.24]

Andererseits kann man die Aussage auch rein topologisch wie folgt beweisen: Sei f in a
stetig, V eine Umgebung von fi(a) und W eine Umgebung von fy(a). Dann ist V' x W eine
Umgebung von f(a) = (fi(a), f2(a)), und somit gibt es aufgrund der Stetigkeit von f eine
Umgebung U von a mit f(U) C V x W. Mit diesem U gilt also f,(U) C V und fo(U) C W,
d.h. f; und f5 sind stetig in a.

Umgekehrt seien f; und fy stetig. In jeder Umgebung von f(a) = (fi(a), f2(a)) liegt dann
eine Umgebung der Form V' x W, und zu diesen gibt es Umgebungen U;,U; von a mit
f1(U1) C V und fo(Uy) € W. Also ist U; N Uy eine Umgebung von a, die unter fin V' x W
hinein und somit auch in die urspriingliche Umgebung hinein abgebildet wird. Daher ist f
stetig. O

Beispielsweise ist nach diesem Lemma fiir eine stetige Abbildung f: X — Y und einen
festen Punkt z € Z auch die Abbildung X — Y x Z, x — (f(z), 2), stetig, denn f : X = Y
und die konstante Abbildung = + z sind stetig.

Satz 1.40. Ist die Abbildung f : X — Y im Punkt a € X stetig und die Abbildung g : Y —
Z im Punkt f(a) € Y stetig, dann ist auch die Hintereinanderausfihrung go f: X — Z im
Punkt a € X stetig.

Beweis: Sei W eine Umgebung von ¢(f(a)), dann gibt es aufgrund der Stetigkeit von g
eine Umgebung V' von f(a) mit g(V) C W, und zu V' aufgrund der Stetigkeit von f eine
Umgebung U von a mit f(U) C V. Diese Umgebung U von a erfiillt dann also

(go /IU)=g(fU)) Cg(V)CW

und somit ist g o f stetig in a. O
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Korollar 1.41. Sind f,g: X — R stetige Funktionen, dann sind auch f+ g und f-g stetig
auf X. Gilt dariberhinaus Vo € X : g(x) # 0, so ist auch § stetig auf X .

Beweis: Die Abbildung (f, g) : X — RxRist nach Lemma stetig, und die angegebenen
Funktionen sind nichts anderes als die Verkniipfungen + o (f, g), - o (f,g) und - o (f, g) mit
den in Beispiel explizit diskutierten Abbildungen +, - und -. O

Beispielsweise folgt durch wiederholte Anwendung dieses Korollars, dass jede polynomiale
Funktion p: R — R vom Grad N in n Variablen,

L k1 kn
p(xlv"'axn) = E : 120 SN 5 Z, >

stetig ist, denn p entsteht gerade aus Verkniipfungen von Koordinatenfunktionen x — z;,
Addition +, Multiplikation - und konstanten Funktionen. Ebenso sind rationale Funktio-
nen f := § in n Variablen (wobei p, ¢ polynomiale Funktionen sind) stetig in denjenigen
Punkten z € R” mit g(z) # 0. Andere Beispiele fiir stetige Funktionen in mehreren Va-
riablen kann man z.B. durch Verkniipfung der stetigen Funktionen exp, sin, cos auf R mit
Koordinatenfunktionen erhalten.

Beispiel 1.42. Funktionen f: X XY — Z sind nicht bereits dann stetig in einem Punkt
(x*,y*), wenn x +— f(z,y*) und y — f(z* y) stetig sind, letzteres ist eine wesentlich
schwichere Eigenschaft! Dies liegt daran, dass nach Lemma auch Folgen gegen (z*, y*)
konvergieren, die nicht auf den Achsen verlaufen.

Beispielsweise gilt fiir die

o 2x
durch f(z,y) := m2+yyg
bei (z,y) # (0,0) und
f(0,0) := 0 definierte

Funktion zwar

f(2,0) =0=£(0,y)

fir alle z,y € R, aber
f st nicht stetig im
Punkt (0,0), denn es gilt
f(x,z) = 1, d.h. entlang
der Diagonalen konvergiert
[z, y) fir (z,y) — (0,0)
nicht gegen Null. Also ist
f nicht stetig im Punkt
(0,0).

Homdomorphismen Ist die Abbildung f : X — Y zwischen metrischen Rdumen X, Y
bijektiv und stetig, so muss ihre Umkehrabbildung f~! : ¥ — X nicht unbedingt stetig sein.
Beispielsweise hat die stetige und bijektive Abbildung f: [0,1) — S, ¢ +— (cos(27t), sin(27t)),
auf den Kreis S' := {(z,y) € R?|||(z,y)||2 = 1} keine stetige Umkehrabbildung.
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Eine stetige Bijektion f: X — Y, deren Umkehrabbildung f=': Y — X auch stetig ist,
heifit ein Homoéomorphismus zwischen X und Y, und die Rdume X und Y werden in
diesem Fall homéomorph genannt. Fiir solch eine Abbildung ist x; — x dquivalent zu
f(zx) — f(z), d.h. homéomorphe Réume haben dieselben topologischen Eigenschaften,
auch wenn sie unterschiedliche metrische Eigenschaften besitzen kénnen.

Beispiel 1.43. Die offene Kugel B;(0) in einem normierten Vektorraum X ist homéomorph
zu X, denn die Abbildung f : B1(0) — X, z — —f— ist

1=||]|
e stetig, da die Identitdt und die Norm stetig sind und ||z|| < 1 fiir x € By(0) gilt,

e bijektiv, da f(z) =y <=z = m fir x € B1(0) und y € X gilt,

e und sogar ein Homdomorphismus, da auch die Umkehrabbildung f~'(y) :=
stetig ist (aufgrund der Stetigkeit der Identitdt und der Norm).

1+{lyll

Gleichmiflige Stetigkeit und Lipschitz-Stetigkeit Wéhrend Stetigkeit ein rein to-
pologischer Begriff ist, hingen die beiden folgenden Begriffe direkt von der Wahl der Metrik
ab.

Definition 1.44. Eine Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Rédumen (X, dx) und
(Y, dy) heifit

e gleichméifig stetig, wenn

Ve>030>0: Vo, o' € X : (dx(z,2") <6 =dy(f(z), f(z)) <e) ,
e Lipschitz-stetig, wenn 3L >0 : Vz,2' € X : d(f(z), f(2')) < Ldx(z, ).

Bei gleichméBiger Stetigkeit ist also im Gegensatz zur Stetigkeit die Zahl § = d(g) un-
abhéngig von dem Punkt, in dem Stetigkeit getestet werden soll. Bei Lipschitz-Stetigkeit
ist der Anstieg von f durch die Lipschitz-Konstante L beschrankt. Insbesondere sind Kon-
traktionen gerade Abbildungen mit Lipschitz-Konstante L < 1.

Lemma 1.45. Jede Lipschitz-stetige Abbildung ist gleichmdfig stetig, jede gleichmdfsig ste-
tige Abbildung ist stetig.

Beweis: Hat f die Lipschitz-Konstante L, so wihle man zu € > 0 einfach § := /L, dann
folgt aus dx(z,2") < § schon dy (f(x), f(2')) < Ldx(z,2") < L§ < e.

Ist f gleichméBig stetig, so gilt insbesondere
Vae XVe>030>0:VereX : (dy(x,a) <d=dy(f(z), f(a) <e),
also ist f stetig in jedem Punkt a € X. O

Beispiel 1.46.

e Die Norm ||-]| : X — R auf einem normierten Vektorraum X hat wegen der Giiltigkeit
von |||z]| = |ly|| | < ||z — y|| die Lipschitz-Konstante Eins.

e Die Metrik d : X x X — R auf einem metrischen Raum X hat als Abbildung vom
mit der Produktmetrik versehenen Raum X x X nach R wegen |d(z,y) — d(2',y")| <
d(z,2") + d(y,y') die Lipschitz-Konstante Eins und ist insbesondere stetig.
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Grenzwerte von Abbildungen Analogzum Eindimensionalen kann man nicht nur iiber
die Stetigkeit einer Abbildung f: X — Y zwischen metrischen Raumen (X, dx) und (Y, dy)

in einem Punkt a € X sprechen, sondern auch {iber den Grenzwert lim f(r) einer Abbildung
r#a
f:D—Y (D C X) in einem Berithrpunkt a von D \ {a}. Solch einen Punkt a nennt man

auch einen Haufungspunkt von D. Insbesondere ist a genau dann Haufungspunkt von D,
wenn jede Umgebung von a unendlich viele Punkte aus D enthélt.

Definition 1.47. Der Punkt y € Y heiit Grenzwert der Abbildung f : D — Y im
Haufungspunkt a von D, falls es zu jeder Umgebung V' von y eine Umgebung U C DU {a}

von a mit f(U \ {a}) C V gibt, und in diesem Fall schreibt man lim f(z) = y.
r#a

Die Eindeutigkeit von y folgt direkt aus dem Hausdorffschen Trennungsaxiom, das im me-
trischen Raum Y automatisch gilt (zum Beweis siehe Seite [16)).

Im Falle der Existenz des Grenzwertes y von f in a erhédlt man durch die Definition f(a) :=y
eine in a stetige Funktion f: DU {a} — Y, die stetige Fortsetzung von f (bei a ¢ D) oder
stetige Abénderung von f (bei a € D) genannt wird.

Gleichmiflige Konvergenz von Folgen von Abbildungen Wie im Eindimensionalen
kann man auch Folgen von stetigen Abbildungen f.: X — Y zwischen metrischen Rdumen
X,Y betrachten und sich fragen, unter welchen Voraussetzungen diese eine stetige Grenz-
funktion besitzen.

Definition 1.48. Eine Folge f : X — Y von Abbildungen zwischen metrischen Rdumen
(X,dx), (Y,dy) heiBit gleichméBig konvergent gegen f : X — Y, falls die Grenzwertbezie-

hung kh_)m Sup dy (fr(x), f(x))) =0 gilt.
o0 \ze

Ist Y vollstandig, so konvergiert f; genau dann gleichméfig, wenn das Cauchy-Kriterium

Ve > 03K €N : Vk,1 > K :supdy(fu(z), fi(z)) < e

zeX

erfiillt ist, und wie in der Analysis I gilt auch hier:

Lemma 1.49. Die Grenzabbildung f(x) = klim fr(x) einer gleichmdfig konvergenten Folge
—00

fr : X = Y stetiger Abbildungen zwischen metrischen Rdumen X,Y ist stetig.

Beweis: Sei ¢ > 0 und a € X. Wegen der gleichméfligen Konvergenz von f; gegen f gibt
es ein K € N mit d(fi(z), f(7)) < £ fiir alle # € X und alle £ > K. Sei nun k > K fest
gewahlt, dann gibt es aufgrund der Stetigkeit von fj in a eine Umgebung U von a, so dass
aus x € U die Ungleichung dy (fx(7), fr(a)) < 5 folgt. Also folgt aus x € U auch

dy (f(z), f(a)) < dy(f(x), fr(x)) +dy (fe(z), fe(a)) + dy (fe(a), f(a)) <e

was die Stetigkeit von f in a beweist. O
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1.8 Stetige lineare Abbildungen

Seien X, Y normierte (moglicherweise unendlichdimensionale) Vektorrdume. Wir betrachten
im folgenden lineare Abbildungen A: X — Y, die also die Gleichungen A(z + ') = A(z) +
A(x") und A(Ax) = AA(x) erfiillen.

Jede lineare Abbildung A: X — Y zwischen endlich-dimensionalen normierten Vektorrdum-
en XY ist stetig, denn nach Korollar sind alle Normen auf ihnen dquivalent, also kann
man sie einfach durch X = R™ bzw. Y = R" mit dem R" identifizieren und die Stetigkeit
der induzierten linearen Abbildung A : R™ — R" testen. Die Komponenten dieser Ab-
bildung sind aber einfach polynomiale Funktionen = — ) a;;z; ersten Grades und somit

=1

Ji
stetig.

Im allgemeinen miissen aber lineare Abbildungen nicht stetig sein.

Lemma 1.50. Fine lineare Abbildung A: X — 'Y zwischen normierten Vektorrdumen X,Y
st genau dann stetig, wenn es eine Konstante L < oo gibt mit

Ve e X : || Az|ly < L||z|x

Beweis: Sei A stetig, dann ist A auch stetig im Nullpunkt. Also gibt es zue :==1ein § > 0
mit ||Az||y <1 fiir alle z € X mit ||z||x <. Daher gilt ||A (Wm) lly <1 fiir alle z # 0

(denn Ww hat die Norm ), und somit folgt [|Az|y < ;||z|x fiir alle 2 € X.

Umgekehrt folgt aus ||Az||y < L||z| x fir alle x € X durch die Substitution z — z—2" auch
die Ungleichung ||Azx — Ax'||y < L|jz — 2'||x fiir alle z,2" € X, d.h. A ist Lipschitz-stetig
mit Lipschitz-Konstante L, und insbesondere stetig. O

Aus dem Beweis des Lemmas ergibt sich insbesondere, dass eine lineare Abbildung A: X —
Y zwischen beliebigen normierten Vektorrdumen genau dann stetig ist, wenn sie Lipschitz-
stetig ist. Die kleinstmogliche Lipschitz-Konstante L von A nennt man die Operatornorm

von A und bezeichnet sie mit ||A||;(x y). Nach dem Lemma ist die Operatornorm alternativ
durch

Ax Y
|Alley) = sup 122
o£zex |||l x

gegeben. Tatséchlich ist die so definierte Funktion ||| 1(x,y) eine Norm auf dem Vektorraum
L(X,Y) aller stetigen linearen Abbildungen von X nach Y.

Lemma 1.51. Die Funktion || - || (x,y) ist eine Norm auf dem Vektorraum L(X,Y) aller
stetigen linearen Abbildungen von X nach Y und erfillt |Ax|ly < ||Allxy)llzlx fir alle
reX.

Sind A: X — Y und B :'Y — Z lineare stetige Abbildungen zwischen normierten Vek-
torraumen X,Y, Z, so gilt zusdtzlich

1B o Allix.z) < [Bllv.a 1Al ey
Beweis: Die Funktion || - || (x,y) hat alle Eigenschaften einer Norm, denn
e gilt ||A]| =0, dann folgt ||Az| = 0 fir alle x € X und somit A = 0,
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o |[Az|ly < Lijz| x ist bei A # 0 dquivalent zu || AAz||y < [A|L]|x] x, also gilt [|AA|| xv) =
IMAN vy

o aus [[(A+A)(2)|y < [[Az[ly +[[A"2[ly < ([[Al|lox,y) + 1A | Lexy) ||zl x fiir alle v € X
folgt [[A + A’ Lxy) < [|Allnxy) + 1A lex oy,

und die Ungleichung ||Az||y < ||A||Lxv)l|x||x besagt gerade, dass || Al 1(x,y) eine Lipschitz-
Konstante von A ist.

Dariiberhinaus folgt aus ||B(Az)|z < | B|lyv,z)|Azlly < [|Bllov,z) | AllLex oyl x sofort

die Abschéitzung || B o A||L(X7Z) < ||B||L(Y7Z)||A||L(X,y). O

Meistens ldsst man die Indizes an den Normen weg, da intuitiv klar ist, welche
Norm man zu betrachten hat.

Da die Operatornorm || A|| anschaulich den Dehnungskoeffizienten der linearen Abbildung
A angibt, ist sie auch im Fall endlich-dimensionaler Vektorrdume eine interessante Grofle.
Spater werden wir insbesondere im endlich-dimensionalen Fall Stetigkeit von Abbildungen
in den Raum L(X,Y) testen miissen. Dabei hilft das folgende Lemma.

Lemma 1.52. Fir endlich-dimensionale Vektorriume Y,Z ist f : X — L(Y,Z) genau
dann stetig, wenn fir jedes y € Y (oder auch nur fir y aus einer Basis von'Y ) die Abbil-
dungen X — Z, x — f(x)(y), stetig sind.

Beweis: Wir zeigen, dass die Konvergenz Ay — A einer Folge in L(Y, Z) dquivalent zu
Yy €Y : Ax(y) — A(y) ist. Dann folgt die Aussage des Lemmas nach dem Folgenkriterium.

Die eine Richtung ist trivial, da aus der Konvergenz || Ay — A|| — 0 natiirlich die Konvergenz

1Ak (y) = Al < |Ax = Alllly[] — 0 folgt.

Zum Beweis der anderen Richtung konstruieren wir eine neue Norm auf L(Y, 7). Seiey, ..., en
m n

eine Basis von Y. Wir definieren fiir y = > y;e; die neue Norm ||y|| := >_ |y;| auf Y. Wegen
i=1 =1

< ) | < / .
Ayl < > luilllAeill < llyll" max || Ae|

. K I
=1

erfiilllt die Operatonorm ||A||" von A bzgl. der neuen Norm || - || auf Y die Ungleichung

|A]" < max ||Ae;||. Insbesondere folgt aus Age; — Ae; in der neuen Operatornorm die
i=1,..., n

Konvergenz ||Ar — Al — 0. Aufgrund der Endlich-Dimensionalitét von L(Y, Z) sind die
neue und die alte Operatornorm aber dquivalent, und somit folgt auch ||A; — A|| — 0 in
der alten Operatornorm. O

Abschlieend wollen wir uns noch speziell mit dem Raum L(X, X) der stetigen linearen
Endomorphismen A : X — X eines Banach-Raumes X beschéftigen.

Aufgrund der Vollsténdigkeit von X ist auch L(X, X) vollstdndig, denn gilt die Ungleichung
|Ar — Ay|| < e fiir k, Il > K, dann auch | Agz — Ajz|| < g||z| fiir jedes = € X, und somit ist
Az fiir jedes x € X eine Cauchy-Folge, konvergiert im vollstdndigen Raum X also gegen
einen Punkt Ax. Die so definierte Abbildung A : X — X ist offensichtlich linear. Aulerdem
ist sie wegen ||Ar — Al = lliglo |Ax — A|| < e fiir alle &k > K auch Grenzwert der Ay bzgl.

der Operatornorm, und wegen ||A|| < [|Ax — A|| + [|Ak|| < oo auch stetig. Dies beweist die
Vollsténdigkeit von L(X, X).
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Nun ist aber L(X, X) nicht nur ein Banach-Raum, sondern man kann stetige lineare Ab-
bildungen A, B : X — X auch hintereinanderschalten. Statt A o B schreibt man einfach
AB, und da diese Operation bilinear und assoziativ ist, hat sie alle Eigenschaften, die man
von einer Multiplikation verlangt. Zuséatzlich erfiillt die Norm auf L(X, X) noch die Un-
gleichung ||AB|| < ||Al|||B||, und dies bringt L(X, X)) den Namen Banach-Algebra ein. Wir
fassen zusammen:

Lemma 1.53. Fir einen Banach-Raum X ist L(X, X) zusammen mit der Hintereinan-
derausfithrung von stetigen linearen Abbildungen eine Banach-Algebra.

Wiéhrend man schon in beliebigen normierten Vektorrdumen X {iber die Konvergenz von

o0
Reihen ) x4 zu einer Folge xj in X sprechen kann, indem man analog zum Eindimensio-

k=0

N
nalen die Folge der Partialsummen Sy := ) xj betrachtet, kann man in Banach-Réumen

k=0
zusétzlich noch die Konvergenz absolut konvergenter Reihen nachweisen. Dabei nennt man
eine Reihe ) x; in X absolut konvergent, wenn die Reihe ) ||| in R konvergiert. Dann

k=0 k=0
N
gibt es aber zu jedem € ein K mit > ||zx| < e fiir N > M > K, und daher ist die Folge
k=M+1
Sn eine Cauchy-Folge in X wegen
N
ISy = Sull < Y Nl <e
k=M+1

fir N > M > K. Aufgrund der Vollstiandigkeit von X konvergiert also Sy und somit auch
die Reihe. Daher haben wir bewiesen:

Lemma 1.54. Jede absolut konvergente Reihe in einem Banach-Raum konvergiert.

In einer Banach-Algebra wie L(X,X) kann man nun sogar auch Potenzreihen > ¢ A*
k=0

betrachten, denn man hat ja eine Multiplikation zur Verfiigung, um A* zu definieren. Diese

Reihen konvergieren absolut fiir alle A, deren Norm ||A| kleiner als der Konvergenzradius

oo
R der eindimensionalen Potenzreihe z — Y cya® ist, denn es gilt ||c; A*|| < |cx]||A]|* und
k=0

[e.e] o0
somit > ||crA¥|| < 37 |erl||AlF < oo bei ||A]] < R. Dariiberhinaus ist die so definierte
k=0 k=0

Abbildung f : Br(0) C L(X,X) — L(X,X), A — Y ¢ A% auf jeder abgeschlossenen
k=0
— kil . .
Kugel B,(0) (r < R) Lipschitz-stetig, denn aus A* — B* = S~ A*1={(A— B) B folgt || A* —

1=0

BY| < | A Bllkr*~ bei | A], | Bl| < r und somit [|f(4)— f(B)]| < (z k|ckrr'f—1) |A-B|
k=1
mit Lipschitz-Konstanter Y k|cg|r*! < oo,
k=1

Beim Beweis des folgenden Satzes werden diese Resultate speziell auf die Neumannsche

Reihe f(A) := Y A* angewendet.
k=0
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Satz 1.55. Die Gruppe GL(X) der invertierbaren stetigen linearen Abbildungen auf einem
Banach-Raum X ist eine offene Teilmenge von L(X,X), und die Inversion A — A™' auf
GL(X) ist stetig.

Beweis: Zunichst einmal hat fiir jedes A € L(X,X) mit ||A]| < 1 das Element Id —A €
L(X, X) ein Inverses (Id —A)~'. Genauer ist das Inverse mittels der geometrischen Reihe
durch (Id —A)~! =7  A* =: f(A) gegeben, denn

f(A)Id—-A) = iA’“ — iA’“ =1d

und analog (Id —A)f(A) = Id gelten.

Ist nun A € GL(X) C L(X, X) invertierbar, dann liegt auch die Kugel um A mit Radius
r <1/||[A7Y| in GL(X), denn wegen || Id —A~'B|| < ||A7||||A—B|| < 1 fiir jedes B € B,(A)
ist Id —(Id —A~'B) = A~ B invertierbar und daher auch B. Also ist GL(X) offen, und die
Inversion ist auf B.(A) durch B — f(Id —A"!B)A~! gegeben. Da die Abbildungen B
Id—A'B, f und C' — CA~! Lipschitz-stetig sind, ist also auch die Inversion Lipschitz-
stetig. O

1.9 Kompaktheit

Neben der Vollsténdigkeit ist die Kompaktheit eines metrischen Raumes eine weitere wich-
tige Eigenschaft, um Existenzaussagen beweisen zu konnen. Um Kompaktheit eines metri-
schen Raumes X definieren zu konnen, fithren wir zunéchst offene Uberdeckungen ein: Eine
Familie U; (¢ € I mit einer beliebig groBen Indexmenge I') von offenen Mengen heifit offene
Uberdeckung von X, wenn X C | U; gilt, d.h. wenn jeder Punkt von X zumindest in einer
i€l

der offenen Mengen U; liegt.

Definition 1.56. Ein metrischer Raum X heifit (iiberdeckungs)kompakt, falls es in jeder
offenen Uberdeckung U; (i € I) von X eine endliche Teiliiberdeckung gibt, d.h. endlich viele

Indizes i1,...,4, mit X C |J U, existieren.
Jj=1

Natiirlich hétte man in der Definition auch einfach = statt C schreiben kénnen, aber so
verallgemeinert sie sich sofort auf den Fall, in dem X Teilmenge eines gréfleren Raumes ist
und die U; offene Teilmengen des groferen Raumes sind (beachte dabei, dass die offenen
Mengen der Relativtopologie von X genau die Schnitte von X mit offenen Mengen im
groferen Raum sind).

Man bemerke auflerdem den rein topologischen Charakter der Definition, Kompaktheit
eines metrischen Raumes X héngt also nicht von der Wahl der Metrik ab, sondern nur von
der Topologie von X. Nun wollen wir kompakte metrische Rdume charakterisieren.

Lemma 1.57. Ein metrischer Raum X ist genau dann kompakt, wenn jede Folge in X
eine konvergente Teilfolge besitzt. [1]

4Die Aquivalenz von Uberdeckungskompaktheit und Folgenkompaktheit (so wird allgemein die im Satz
von Bolzano-Weierstrafl bewiesene Eigenschaft genannt, dass jede Folge in X eine konvergente Teilfolge
besitzt) gilt nicht fiir beliebige topologische Riume, sondern nur fiir metrische Riume.
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Beweis: Sei X kompakt und z;, eine Folge in X. Wir betrachten die der Folge x; zugrunde-
liegende Menge A := {x) | k € N}. Ist die Menge A endlich, so hat x) sogar eine konstante
(und somit konvergente) Teilfolge.

Habe die Menge A nun unendlich viele Elemente, dann besitzt A auch einen Haufungspunkt
in X. Ansonsten wiirde es ndmlich um jeden Punkt x € X eine offene Umgebung U(z)
geben, die nur endlich viele Punkte aus A enthélt. Die offenen Menge U(z) wiirden dann
X iiberdecken, und aufgrund der Kompaktheit von X wiirde X schon von endlich vielen
Mengen U(zy),...,U(x,) iberdeckt werden. Somit wiirde A aber auch nur endlich viele
Punkte enthalten, Widerspruch.

Sei also a € X ein Haufungspunkt von A. Dann gibt es in jeder Kugel um a unendlich
viele Elemente aus A, und insbesondere gibt es eine streng monoton wachsende Folge k,,
von Indizes mit d(zy, ,a) < %, so dass die Teilfolge zy, wie gewiinscht einen Grenzwert hat
(genauer ist a ihr Grenzwert). Also folgt aus der Kompaktheit von X, dass jede Folge in X
eine konvergente Teilfolge besitzt.

Um die Umkehrung zu beweisen, nehmen wir an, dass jede Folge in X eine konvergente
Teilfolge besitzt. Dann gibt es zu jedem € > 0 insbesondere endlich viele Punkte zq, ..., xn

N
mit X C |J B.(z;) (*). Denn ansonsten wiirde es fiir jedes k € N eine Punkt x) geben mit
i=1

xp & B:(z;) fir alle i < k, und die so zu beliebigem x; rekursiv definierte Folge z; hitte
wegen d(xy, ;) > ¢ keine Cauchy-Folge als Teilfolge, also auch keine konvergente Folge,
Widerspruch.

Mittels der soeben bewiesenen Eigenschaft (*) wollen wir nun die Annahme zum Wider-
spruch fiihren, es gibe eine offene Uberdeckung U; von X, die keine endliche Teiliiber-
deckung von X enthélt. Betrachten wir zunéchst (*) bei € := 1, dann kann mindestens
eine der Kugeln Bj(z;) nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden, d.h. es gibt einen
Punkt zg, fiir den Bj(x() nicht durch endlich viele U; iiberdeckt werden kann. Nun halbie-
ren wir € und wenden wieder (*) an. Dann kann der Schnitt von Bj(z() mit einer der so
gewonnenen Kugeln vom Radius 1/2 wiederum nicht iiberdeckt werden. Deren Mittelpunkt
bezeichnen wir mit x;. Dies fithren wir nun fort und gewinnen dadurch eine Folge zy, fiir
die By (o) M-+ -N By« () nicht durch endlich viele U; iberdeckt werden kann. Die Folge x,
ist eine Cauchy-Folge, denn nach Konstruktion gilt d(zy, 7441) < 27 +27¢*+D = 3.2-(k+1),
Andererseits enthélt x; nach Voraussetzung eine konvergente Teilfolge, und daher muss
schon die gesamte Folge x; konvergieren. Sei x ihr Grenzwert und U;« eine offene Menge
der Uberdeckung, die x enthilt. Dann gibt es aufgrund der Offenheit von U;- einen Radius
r > 0 mit B,(xr) C Ugx. Ist k nun so groB, dass d(zy,x) < /2 und 27% < r/2 gilt, dann
folgt
Bi(z1) N+ N By-r(xk) C By-r(zy) C By(x) CUp»

also kann man By (xy) N ---N By-k(xx) doch durch endlich viele der U; iiberdecken, néamlich
durch die eine Menge U;+, Widerspruch. O

In allgemeinen metrischen Rdumen X ist zwar jede kompakte Teilmenge K auch abge-
schlossen und beschrankt, denn

e wire K nicht abgeschlossen, so géibe es eine in X konvergente Folge x;, € K, deren
Grenzwert nicht in K liegt. Aufgrund der Kompaktheit miifite x; aber eine in K
konvergente Teilfolge besitzen, Widerspruch.

e wire K nicht beschrinkt und x € K, so gébe es zu jedem k € N einen Punkt x;, € K
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mit d(xy,z) > k. Die Folge z;, kann aber im Widerspruch zur Kompaktheit keine
konvergente Teilfolge besitzen, da d(xy,x;) > |d(zg,x) — d(z;, )| bei festem [ fiir
k — oo beliebig grofl wird.

Aber nicht jede abgeschlossene und beschrankte Teilmenge von X ist umgekehrt auch
kompakt. Beispielsweise ist in R mit der zur Euklidischen Metrik dquivalenten Metrik

d(z,y) = fv—ylll die Menge N abgeschlossen und beschrénkt, aber nicht kompakt. In

1+[|z=yl2
normierten endlich-dimensionalen Vektorrdumen gilt jedoch auch die Umkehrung.

Satz 1.58 (Heine-Borel). Fine Teilmenge K C X eines endlich-dimensionalen normierten
Vektorraums X ist genau dann kompakt, wenn sie abgeschlossen und beschrdnkt ist.

Beweis: Zunichst kann man nach Satz und seinem Korollar ohne Einschriankung
X = R" annehmen.

Es ist nur noch zu zeigen, fiir jede Folge x;, € K in einer abgeschlossenen und beschrankten
Teilmenge K C R"™ eine Teilfolge existiert, die einen Grenzwert in K besitzt. Nun ist eine
solche Folge zj aber auch beschrinkt, und daher hat sie nach Satz[1.17] eine im R™ konver-
gente Teilfolge. Der Grenzwert dieser Teilfolge liegt aber aufgrund der Abgeschlossenheit
(siehe Definition schon in K, was zu zeigen war. O

Insbesondere sind alle mehrdimensionalen abgeschlossenen und beschriankten Intervalle
n

[Tlai, ;] € R* (—o00 < a; < b; < o0) und die bzgl. einer Norm || - || abgeschlossenen
i=1

Kugeln B,.(z) := {y € R" |||z — y|| < r} kompakt.

Stetige Abbildungen auf kompakten Riumen Wie in der Analysis I fiir stetige
Funktionen auf Intervallen [a,b] kann man auch fiir stetige Abbildungen auf kompakten
metrischen Rdumen viele niitzliche Aussagen beweisen.

Satz 1.59. Das Bild f(X) eines kompakten metrischen Raumes X unter einer stetigen
Abbildung f : X — Y ist eine kompakte Teilmenge des metrischen Raumes Y .

Beweis: Sei V; eine offene Uberdeckung von f(X), dann iiberdecken die offenen Mengen
U; = f~4V;) ganz X, und somit iiberdecken aufgrund der Kompaktheit von X schon
endlich viele U;,, ..., U;, ganz X. Insbesondere iiberdecken also V;,,...,V; ganz f(X). O

Das folgende Korollar verallgemeinert den Satz vom Maximum und Minimum aus der Ana-
lysis I und garantiert die Exstenz von Maximal- bzw. Minimalstellen einer stetigen Funktion
auf einem Kompaktum.

17 °

Korollar 1.60. Jede stetige Funktion f : X — R auf einem kompakten metrischen Raum
X nimmt Mazimum und Minimum an.

Beweis: f(X) C R ist beschrinkt, also hat f(X) ein endliches Supremum M und Infimum
m. Auflerdem ist f(X) abgeschlossen, also sind M und m Elemente von f(X) und somit
existieren Maximum und Minimum. a

Als Anwendung wollen wir beweisen, dass der Abstand

dist(K, A) := inf d(z,y)

zeK,yeA
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einer kompakten Teilmenge K und einer abgeschlossenen Teilmenge A eines metrischen
Raumes mit leerem Schnitt KN A = () positiv ist. Tatsdchlich, die Funktion z — d(z, A) :=
inf1 d(x,y) ist stetig, denn es gilt d(z, A) < d(z,y) + d(y, A) nach der Dreiecksungleichung
ye

und aufgrund der Symmetrie in z,y auch
’d(l’,A) _d(ywA)‘ Sd(a:,y) )

also hat die Funktion d(-, A) die Lipschitz-Konstante Eins. Also nimmt d(-, A) auf dem
Kompaktum sein Minimum an, d.h. es gibt ein z* € K mit d(z*, A) = dist(K, A). Da z*
nicht in A liegt und A abgeschlossen ist, gibt es eine Kugel B,.(z*) (r > 0) um z*, die A
nicht schneidet. Somit ist dist(K, A) = d(z*, A) > 0 positiv.

Auch zum folgenden Satz ist das eindimensionale Analogon schon bekannt.

Satz 1.61. Jede stetige Abbildung f : X — Y eines kompakten metrischen Raumes X in
einen metrischen Raum Y ist gleichmdflig stetig.

Beweis: Sei ¢ > 0. Da f stetig ist, gibt es zu jedem Punkt a € X eine Kugel Bs)(a) mit
d(f(x), f(a)) < /2 fiir alle v € Bjg)(a). Nun iiberdecken aufgrund der Kompaktheit von
X schon endlich viele der Kugeln Bs,)/2(a) ganz X. Sind ihre Radien §(aq)/2,...,d(a,)/2,
dann erfiillt das von a unabhéngige 6 :=  min(d(ay),...,d(ay,)) die bei gleichméBiger Ste-
tigkeit verlangte Bedingung.

Tatséchlich, sind a,z € X zwei Punkte mit d(z,a) < ¢, dann gibt es eine Kugel Bsq,)/2(a;),
in der a liegt, dann liegt wegen d(z,a) < 0 < d(a;)/2 aber x schon in By,,)(a;), und daher
gilt

=c

d(f(x), fa)) <d(f(z), f(a:)) + d(f(a:), f(a)) < 5 +

DO ™
| ™

|

Im Gegensatz zum allgemeinen Fall ist jede stetige Bijektion auf einem Kompaktum auto-
matisch ein Homéomorphismus. Um dies zu zeigen, bendtigen wir das folgende, auch schon
fiir sich allein interessante Lemma.

Lemma 1.62. Jede abgeschlossene Teilmenge eines kompakten metrischen Raumes ist kom-
pakt.

Beweis: Ist A C X abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums X und U; eine offene
Uberdeckung von A, dann ist U; zusammen mit X \ A eine offene Uberdeckung von X. Also
gibt es endlich viele U;,, ..., U;, , die zusammen mit X \ A ganz X {iberdecken, und somit
iiberdecken die endlich vielen offenen Mengen U,,,...,U; ganz A. O

Satz 1.63. Ist eine stetige Abbildung f: X — Y wvon einem kompakten metrischen Raum
(X, dx) in einen metrischen Raum (Y, dy) bijektiv und stetig, dann ist ihre Umkehrabbildung
f~1 automatisch stetiq.

Beweis: Da die Urbilder von f~! genau die Bilder von f sind, miissen wir nur zeigen,
dass das Bild einer offenen Menge unter f offen ist, oder dquivalenterweise, dass das Bild
einer abgeschlossenen Menge A C X unter f abgeschlossen ist. Nun ist A nach dem vorigen
Lemma kompakt, also auch f(A) als Bild eines Kompaktums unter einer stetigen Abbildung
kompakt, und somit ist insbesondere f(A) in Y abgeschlossen, was zu zeigen war. O

34



Diesen Satz kann man beispielsweise auf raumfiillende Kurven anwenden. Eine stetige Ab-
bildung c: [0, 1] — [0, 1] heifit parametrisierte Kurve in [0, 1]?, und ist ¢ surjektiv, so wird
die Kurve raumfiillend genannt. Tatséchlich gibt es solche merkwiirdigen parametrisierten
Kurven, wie ein Beispiel von Peano zeigt. In Satz werden wir aber beweisen, dass R
und R™ fiir n > 1 nicht homdomorph sind, und ebenso sind auch [0,1] und [0, 1]*> nicht
homoomorph. Also kann die Parametrisierung ¢ einer raumfiillenden Kurve nach Satz[1.63]
nicht injektiv sein, muss sich also irgendwo selbst schneiden.

Produkte mit kompaktem Faktor AbschlieBend sollen noch Produkte mit kompakten
metrischen Rdumen diskutiert werden. Das folgende etwas technische Tubenlemma ist dabei
der Ausgangspunkt.

Lemma 1.64 (Tubenlemma). Ist X ein metrischer Raum, K ein kompakter metrischer

Raum, x* € X ein Punkt und W C X x K eine offene Menge mit {x*} x K C W, dann
gibt es eine offene Umgebung U C X vonz* € X mit U x K C W.

Beweis: Aufgrund der Offenheit von W gibt es zu jedem Punkt (z*,y) € {2*} x K offene
Umgebungen U, C X von z*, V, C K von y mit U, x V,, C W. Da K kompakt ist, reichen
endlich viele V,, ...V, aus, um K zu iiberdecken. Der Durchschnitt U := U,, N---NU,,
der zugehorigen offenen Umgebungen von x* ist dann aber wieder eine offene Umgebung
von x* und erfiillt auflerdem U x K C W. O

Anschaulich besagt das Tubenlemma, dass in jeder Umgebung der Faser {z*} x K eine
Tube U x K liegt.

Korollar 1.65. Das Produkt K x K' kompakter metrischer Riume K, K’ ist kompakt.

Beweis: Sei IW; eine offene Uberdeckung von K x K'. Jede Faser {z} x K’ wird aufgrund
der Kompaktheit von K’ bereits von endlich vielen W, ., ..., I/Vl-n(z),x iiberdeckt. Nach dem
Tubenlemma iiberdecken diese endlich vielen offenen Mengen aber bereits eine ganze Tube
U, x K', wobei U, eine offene Umgebung von z ist. Von den so gewonnenen Umgebungen
U, iiberdecken ihrerseits aber wieder endlich viele den kompakten Raum K. Somit reichen

endlich viele W; aus, um K x K’ zu iiberdecken. O

Dieses Korollar erfahrt im Satz von Tychonoff iibrigens noch eine weitgehende Verallgemei-
nerung (siehe z.B. [Janich2]).

Eine weitere praktische Anwendung des Tubenlemmas ist der folgende Nachweis der Ste-
tigkeit parameterabhéngiger Integrale.

Satz 1.66. Sei X ein metrischer Raum und f: X X [a,b] — R eine stetige Funktion. Dann

b
ist die Funktion F: X — R, F(z):= [ f(x,t)dt, wohldefiniert und stetig.

Beweis: Fiir jedes feste x € X ist die Funktion t — f(z,t) als stetige Funktion iiber das
kompakte Intervall [a, b] Riemann-integrierbar, also ist F' wohldefiniert. Um die Stetigkeit in
x* € X zu beweisen, sei ¢ > 0 vorgegeben. Da die Funktion f stetig ist, ist die {z*} x [a, 0]
enthaltende Menge W := {(z,t) € X x [a,b]||f(x,t) — f(z*,t)| < e} offen. Nach dem
Tubenlemma findet man eine offene Umgebung U von z*, mit der U X [a,b] C W gilt. Fiir
x € U erhélt man

b

F(z) - F(z")] < / Ft) = f@ D)t < |b—ale |

a
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also ist die Funktion F' stetig in x*. O

1.10 Zusammenhang

Ein weiterer wichtiger Satz der Analysis I iiber stetige Funktionen auf einem Intervall ist der
Zwischenwertsatz. Dieser lisst sich verallgemeinern, indem man zusammenhéngende Radume
einfiihrt. Man bemerke, dass die folgende Definition wiederum nur von der Topologie und
nicht von der Wahl der Metrik abhéngt.

Definition 1.67. Ein metrischer Raum X heifit zusammenhéngend, falls es keine Zerlegung
X = U UV von X in disjunkte, offene und nichtleere Teilmengen U,V C X gibt, oder
dquivalenterweise () und X die einzigen Teilmengen von X sind, die sowohl offen als auch
abgeschlossen sind.

Insbesondere nennt man eine Teilmenge M C X eines metrischen Raumes zusammenhéingend,
wenn M bzgl. der induzierten Metrik und somit bzgl. der Relativtopologie zusammenhéangend
ist.

Um die Aquivalenz der beiden in der Definition angegebenen Bedingungen einzusehen,
bemerke man dass bei einer Zerlegung X = UUV von X in disjunkte, offene und nichtleere
Teilmengen U, V' C X die Mengen U, V wegen U = X \V und V' = X'\ U auch abgeschlossen
wéren. Umgekehrt ist das Komplement X \ U einer offenen und abgeschlossenen Teilmenge
U C X wieder offen und abgeschlossen, und es gilt dann X = U U (X \ U).

Analog zu Satz gilt:

Satz 1.68. Das Bild f(X) eines zusammenhdingenden metrischen Raumes X wunter ei-
ner stetigen Abbildung f: X — Y ist eine zusammenhdngende Teilmenge des metrischen
Raumes Y .

Beweis: Wire f(X) nicht zusammenhéngend, dann gébe es disjunkte, offene und nichtleere
Teilmengen U,V C f(X) mit f(X) = U U V. Dann aber wiren auch f~1(U), f~(V)
disjunkte, offene und nichtleere Teilmengen von X, mit denen die Zerlegung X = f~1(U)U
f~HV) im Widerspruch zum Zusammenhang von X gilt. O

Um aus diesem Satz eine direkte Verallgemeinerung des Zwischenwertsatz folgern zu kénnen,
miissen wir uns zunéchst dariiber klar werden, welche Teilmengen von R zusammenhéngend
sind.

Beispiel 1.69. Eine nichtleere Teilmenge M C R ist genau dann zusammenhéngend, wenn
sie ein Intervall ist.

Tatséchlich, sei M ein Intervall. Ohne Einschrankung habe M zwei oder mehr Punkte,
andernfalls ist nichts zu zeigen. Angenommen, es gibe eine Zerlegung M = U UV von M
in disjunkte, offene und nichtleere Teilmengen U,V C M. Seien v € U, v € V, und die
Benennung sei so, dass v < v gilt. Da M ein Intervall ist, gilt [u,v] C M. Da U in M
sowohl offen als auch abgeschlossen ist, liegt das Supremum s der Teilmenge [u,v] N U in
U, und wegen der Disjunktheit von U und V gilt s # v, so dass insbesondere kein Punkt
aus (s,v] zu U gehort. Aber als offene Teilmenge enthélt U eine ganze Kugel um s, d.h. es
existiert ein 7 > 0 mit (s —r,s+7) C U, im Widerspruch dazu, dass keiner der Punkte aus
(s,v] in U liegt.
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Ist andererseits M C R nichtleer und kein Intervall, dann gibt es Punkte u,v € M und einen
Punkt s ¢ M zwischen diesen. Daher sind U := MN(—o0, s) und V' := MN(s, oo) disjunkte,
in M offene und nichtleere Teilmengen mit M = UUV/, also ist M nicht zusammenhéngend.

Sei nun f: X — R eine stetige Funktion auf einem zusammenhéngenden metrischen Raum
X. Da das Bild f(X) C R nach Satz zusammenhingend und daher nach dem vorigen
Beispiel ein Intervall ist, ergibt sich sofort die folgende Verallgemeinerung des Zwischen-
wertsatzes.

Korollar 1.70. Sei X ein zusammenhdngender metrischer Raum, seien a,b € X Punkte
und sei f: X — R eine stetige Funktion. Dann nimmt f jeden Wert zwischen f(a) und

f(b) an.

Diesen Satz kann man auch benutzen, um nachzuweisen, dass ein metrischer Raum nicht
zusammenhéngend ist. Die Teilmenge O(n) := {A € L(R",R")|ATA = Id} der or-
thogonalen Matrizen ist beispielsweise nicht zusammenhéngend, denn die Determinante
det: L(R™,R™) — R ist als Polynom n-ten Grades in den Eintrigen der Matrix natiirlich
stetig, nimmt aber auf O(n) nur die beiden Werte —1 und 1 an (Drehungen haben Deter-
minante 1, Spiegelungen Determinante —1).

Wegzusammenhang FEinen alternativen Zusammenhangsbegriff liefert die folgende De-
finition.

Definition 1.71. Einen metrischen Raum X nennt man wegzusammenhéngend, falls es zu
je zwei Punkten z, 2" € X eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] — X mit ¢(0) = z und ¢(1) = 2’
gibt.

Mit anderen Worten heifit ein Raum X also wegzusammenhéngend, wenn je zwei Punkte
durch eine Kurve verbunden werden kénnen.

Satz 1.72. Jeder wegzusammenhdngende metrische Raum ist auch zusammenhdngend.

Beweis: Sei X wegzusammenhéngend. Gébe es disjunkte, offene und nichtleere Teilmengen
U,V € X mit X = UUV, dann kénnte man zwei Punkte v € U, v € V wéhlen und aufgrund
des Wegzusammenhangs eine parametrisierte Kurve c¢: [0,1] — X mit ¢(0) = u, ¢(1) = v
finden. Mit dieser wire aber [0, 1] = ¢™(U) U ¢ (V) eine Zerlegung von [0, 1] in disjunkte,
offene und nichtleere Teilmengen, im Widerspruch dazu, dass [0, 1] zusammenhéngend ist.

O

Angemerkt sei, dass zwar eine offene Teilmenge M C R™ genau dann zusammenhéngend ist,
wenn sie wegzusammenhéngend ist (siehe [Konigsberger I1]), dass aber bereits fiir beliebige
Teilmengen von R" Zusammenhang eine schwéchere Eigenschaft als Wegzusammenhang ist.

Abschlieflend soll gezeigt werden, dass die eindimensionale Gerade R nicht homdomorph
zu einem hoherdimensionalen Raum R™, n > 1, ist. Tatsédchlich ist dies keineswegs eine
triviale Frage, denn zwischen R und R"™ gibt es schliellich eine Bijektion, und das Beispiel
einer raumfiillenden parametrisierten Kurve mag auch Verunsicherung aufkommen lassen.
Mittels des Zusammenhangbegriffs findet man aber recht schnell einen Beweis.

Beispiel 1.73. Fir n > 1 ist R™ \ {0} wegzusammenhéngend und insbesondere zusam-
menhéngend.

37



Denn sind z,z € R™ \ {0} zwei Punkte, dann ist mit einem dritten Punkt y € R™ \ {0},
fiir den der Nullpunkt weder auf der Strecke von x nach y noch auf der Strecke von y nach
z liegt, die durch ¢(t) := x + 2t(y — ) fir t € [0,1/2] und ¢(¢) ==y + (2t — 1)(z — y) fir
t € [1/2,1] definierte parametrisierte Kurve ¢ : [0, 1] — R"™\ {0} ein Polygonzug, der z und
z verbindet.

Satz 1.74. Fiirn > 1 ist R nicht zu R™ homdéomorph.

Beweis: Wiare f : R® — R ein Homoomorphismus, dann wire auch die Einschrénkung
f:R"\ {0} — R\ {f(0)} ein Hombomorphismus. Aber R" \ {0} ist zusammenhé&ngend,
wéhrend R\ {f(0)} nicht zusammenhéngend ist, so dass f wegen Satz nicht sowohl
stetig als auch surjektiv sein kann, Widerspruch. O

Fiir beliebige m # n sind auch R™ und R™ nicht homéomorph, doch um dies zu zeigen, muss
man stirkere Hilfsmittel aus der algebraischen Topologie einsetzen (siehe beispielsweise
[Hatcher, Theorem 2.26]).
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Kapitel 2

Differentialrechnung

In diesem Kapitel wird die Differentialrechnung auf dem R™ und allgemeiner auf Banach-
Réaumen formuliert. Die konsequente Nutzung von Banach-Rdumen an den Stellen, wo es
keinerlei zusétzlichen Aufwand bedeutet, ermdglicht insbesondere die direkte Anwendung
auf unendlichdimensionale Funktionenridume, wie sie beispielsweise in der Physik als Raume
von Feldern auftreten. Auch wenn uns hier in erster Linie der endlichdimensionale Fall
interessiert, ist es doch recht hilfreich zu wissen, dass sich ein Grofiteil der Resultate der
Differentialrechnung direkt auf solche unendlichdimensionalen Situationen {ibertragt.

Beginnen werden wir mit der Differentiation parametrisierter Kurven, die noch weitgehend
parallel zum eindimensionalen Fall verlduft. Dann wird ausfiihrlich auf die Differentiati-
on von Abbildungen eingegangen, die auf mehrdimensionalen Radumen definiert sind, und
insbesondere der Unterschied zwischen partieller Differenzierbarkeit und (totaler) Differen-
zierbarkeit gekldrt. Fiir (total) differenzierbare Abbildungen kann man die Stetigkeit und
die Giiltigkeit der Kettenregel zeigen, und dies erlaubt eine weitreichende Analysis. Insbe-
sondere kann man stetig differenzierbare Abbildungen durch Taylorpolynome approximieren
und dadurch fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen hinreichende Kriterien fiir das
Vorliegen eines Extremums gewinnen.

Abschlieend werden mit dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit und dem Satz iiber implizite
Funktionen sehr méchtige Werkzeuge der nichtlinearen Analysis bereitgestellt, mit deren
Hilfe man beispielsweise Untermannigfaltigkeiten und Extrema unter Nebenbedingungen
diskutieren kann.

2.1 Differenzierbare Kurven

Wie zuvor schon angedeutet nennt man eine stetige Abbildung c¢: I — X von einem Intervall
I C R in einen metrischen Raum (X, d) eine parametrisierte Kurve in X. Ihr Bild C' :=
c(I) C X ist die eigentliche Kurve und wird héufig die Spur von ¢ genannt.

Hier wollen wir uns speziell mit parametrisierten Kurven in Banach-Raumen (X, || - ||)
beschiiftigen, die differenzierbar sind. Da der Definitionsbereich einer parametrisierten Kur-
ve ein Intervall ist, entspricht die Theorie der Differentiation von parametrisierten Kurven
weitgehend dem aus der Analysis I bekannten eindimensionalen Fall, ganz im Gegensatz zu
der in den folgenden Abschnitten diskutierten Theorie der Differentiation von Abbildungen,
die auf einem mehrdimensionalen Raum definiert sind.
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Definition 2.1. Eine parametrisierte Kurve ¢ : I — X in einem Banach-Raum X heift

differenzierbar in t* € I, wenn der Grenzwert ¢(t*) := thnta % existiert, und ¢(t*) € X
— *

nennt man dann die Ableitung von ¢ in t*. Desweiteren heifit ¢ differenzierbar, falls ¢ in
jedem Punkt a € I differenzierbar ist.

Will man explizit die Variable ¢ angeben, nach der man ¢(t) ableitet, so schreibt man statt
¢ auch Z—ﬁ; fiir die Ableitung.

Im endlichdimensionalen Fall X = R" ist ¢ = (¢q,...,¢,) wegen Lemma genau dann
differenzierbar, wenn fiir jedes i = 1, ..., n die Komponentenfunktionen ¢;: I — R differen-
zierbar sind.

Anschaulich macht man sich die Bedeutung der Ableitung am besten im Fall X = R? oder
X = R? klar. Modelliert der Parameter ¢ € I von ¢ die Zeit und gibt ¢(t) € X die Position
eines Punktteilchens zum Zeitpunkt ¢ an, das die Kurve C' = ¢(I) C X durchlauft, dann ist
die Ableitung ¢(t*) gerade der Geschwindigkeitsvektor des Punktteilchens zum Zeitpunkt
t*. Die Norm ||¢(t*)]| entspricht der Geschwindigkeit, mit der sich das Punktteilchen bewegt,
und die normierte Richtung des Punktteilchens ist durch ﬁ gegeben (falls ||¢(t*)]| # 0
ist).

Wie in der Analysis I folgt aus Differenzierbarkeit schon die Stetigkeit.

Lemma 2.2. FEuxistiert fiir eine Abbildung ¢ : I — X der Grenzwert thr? % n t*,
% *

dann st ¢ stetig in t*.

Beweis: Da der Nenner von tlim et)=c(t?) gegen Null konvergiert, kann der Grenzwert nur
—

£* t—t*
dann existieren, wenn auch der Zéhler gegen 0 € X konvergiert, d.h. wenn tlir? c(t) = c(t")
— *

gilt und daher c stetig in t* ist. O

Insbesondere sind differenzierbare parametrisierte Kurven automatisch stetig. Die Ablei-
tung ist als Abbildung ¢ : t — ¢(t) aber nicht automatisch stetig. Ist sie es doch, so nennt
man die Kurve c stetig differenzierbar oder eine C'-Kurve. In diesem Fall kann man ¢ wie-
derum als Kurve auffassen und bei Differenzierbarkeit von ¢ von der zweiten Ableitung ¢
sprechen, sowie analog Ableitungen héherer Ordnung und C*-Differenzierbarkeit definieren.

Die Ableitung von parametrisierten Kurven ist linear, d.h., %(Ac + pué) = Aé+ pé gilt fiir

Konstanten A, 4 € R. Die Kettenregel nimmt die folgende Form an:
Lemma 2.3. Ist ¢: I — I differenzierbar in t* und c: I — X differenzierbar in o(t*),
dann ist co ¢ differenzierbar in t* mit Ableitung 4 (c o @)(t*) = ¢(p(t%)) - ' (t*).

Zumindest im endlichdimensionalen Fall X = R" folgen all diese Regeln aus denen der
Analysis I, da Differentiation nichts anderes als komponentenweise Differentiation ist und
fiir die Komponentenfunktionen die Ableitungsregeln schon bekannt sind. Fiir unendlichdi-
mensionale Banach-Rdume X vertrésten wir darauf, dass diese Regeln nur Spezialfélle von
spiter allgemein bewiesenen Sétzen der Differentiationstheorie sind.

Wihrend die Ableitungsregeln also noch wie im Eindimensionalen gelten, ist dies fiir den
Mittelwertsatz bereits nicht mehr der Fall.

Beispiel 2.4. Fiir die parametrisierte Kurve ¢ : [0, 27] — R?, ¢(t) := (cos(t),sin(t)), in der
Euklidischen Ebene R?, deren Bild der Kreis S* := {(x,y) € R?|2? + y* = 1} ist, gibt es
kein ¢ € (0,27) mit ¢(§) = %:g(m = 0. Denn der Vektor ¢(¢) = (—sin(§), cos(§)) hat fir
jedes £ € (0,2m) die Léange ||¢(£)]|2 = 1 und ist insbesondere nie der Nullvektor.
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Im folgenden wollen wir einige Themen vorstellen, bei denen die Differentiation von para-
metrisierten Kurven eine Rolle spielt.

Lineare Differentialgleichungen und die Exponentialabbildung Viele naturwis-
senschaftliche Probleme lassen sich auf das mathematische Problem zuriickfiihren, dass
man eine parametrisierte Kurve ¢: I — X in einen Banach-Raum X sucht, deren Ablei-
tung ¢(t) fiir jedes ¢ € I mit einem vorgegebenen Vektor f(c(t)) am gerade durchlaufenen
Punkt ¢(t) identisch ist.

Genauer sucht man zu einer vorgegebenen Abbildung f: X — X, die Vektorfeld genannt
wird, und einem vorgebenen Anfangswert z € X eine differenzierbare parametrisierte Kurve
c: I — X auf einem Intervall I mit 0 € [, die fiir jedes t € I die Gleichung ¢(t) =
f(c(t)) erfiillt und in Null den Wert ¢(0) = x hat. Diese Aufgabe nennt man auch ein
Anfangswertproblem fiir ein System von autonomen gewohnlichen Differentialgleichungen.

Der einfachste Fall ist der eines linearen Vektorfeldes f(x) := Az, wobei A : X — X eine
stetige lineare Abbildung ist und daher das Differentialgleichungssystem ¢(t) = Ac(t) linear
(und homogen) genannt wird.

Beispiel 2.5. Betrachtet man die Position z(t) € R™ eines Punktteilchen (n = 1,2,3),
so dndert diese sich in Abhéngigkeit von der Geschwindigkeit v(t) € R™ nach dem Gesetz
#(t) = v(t), und die Geschwindigkeit &ndert sich ihrerseits wieder in Abhéngigkeit von
der Kraft F' pro Masse, die auf das Punktteilchen einwirkt. Hangt die Kraft F' = « - x(¢)
linear von der Position z(t) tiber einen Faktor @ € R ab, so erhélt man insgesamt das
Differentialgleichungssystem

T 0, £E, T
(e o= ok o) (o
und gesucht ist eine Kurve c(t) = (z(t),v(t)) € R*, die dieses System zu vorgegebener
Anfangsposition und -geschwindigkeit 16st.

Beispiel 2.6 (Rauber-Beute-Modell). Betrachtet man eine Population von Raubtieren und
Beutetieren, bei der z(t) € R die (als kontinuierlich angenommene) Anzahl von Raubtieren
und y(t) € R die (als kontinuierlich angenommene) Anzahl von Beutetieren zum Zeitpunkt
t angibt, so macht es Sinn, die zeitliche Anderung des Tierbestandes durch das Differenti-

algleichungssystem |
) o= 56w

auf dem R? zu modellieren, wobei a > 0 die Sterberate der Raubtiere angibt (Raubtiere
ohne Essen toten sich gegenseitig), 8 > « die Rate angibt, mit der sich die Raubtiere
bei geniigend Nahrung vermehren, v > 0 die Rate angibt, mit der die Beutetiere von den
Raubtieren getétet werden, und 6 > 0 die Vermehrungsrate der Beutetiere angibt.

Das Anfangswertproblem fiir ein lineares Differentialgleichungssystem ¢é(t) = Ac(t) bei
¢(0) = x kann man fir A € L(X, X) mit Hilfe der Exponentialabbildung exp : L(X, X) —
L(X, X) ganz einfach 16sen, denn die Losung ist ¢(t) := exp(tA)z.

Um dies zu zeigen, miissen wir zunéchst einmal die Exponentialabbildung exp auf der
Banach-Algebra L(X, X) der stetigen linearen Abbildungen definieren. Dies kann ganz
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analog zum Eindimensionalen durch die Potenzreihe exp(A) := ) é—f geschehen, die einen

unendlichen Konvergenzradius besitzt und deshalb nach AbSChIklith auch fiir jedes A €
L(X, X) konvergiert. Wie in der Analysis I kann man desweiteren fir A, B € L(X,X)
mit AB = BA die Funktionalgleichung exp(A + B) = exp(A) exp(B) mittels des Cauchy-
Produktes von absolut konvergenten Reihen unter Ausnutzung der Kommutativitat AB =
BA beweisen.

Beispiel 2.7.

e Fiir eine Diagonalmatrix A := diag(ay, ..., a,) € L(R™, R") gilt die Formel exp(A4) =
diag(e™, ..., e*).

} A1) . K PLE DLt N .
e Fiir den Jordanblock A := 0\ gilt wegen A" = 0 \k die Gleichung

11
exp(A) = et (0 1).
e Es gilt ((1) 8) (8 (1)) #+ <8 (1]) (é 8) und auch wirklich
e11_ee—17éee_e 10e 01
*lo o) " \o 1 0 1) Plo o) 0o o
weenllk—11und10k—1osowie01k—00ﬁ'1ralle
o o) o o 00/ oo 00/ —\o o
k> 9.

Insbesondere erfiillt die Kurve ¢ +— exp(tA) in L(X,X) die Gleichung exp((s + t)A) =
exp(sA)exp(tA) sowie exp(0A) = Id. Da fiir |¢| < 1 die Abschitzung

1A]*
k!

Jexp(tA) — Td—tA]| < (S
k=2

gilt, folgt desweiteren fiir die Kurve ¢(t) := exp(tA)z nicht nur ¢(0) = z, sondern auch

(0) = lim c(t + h})l —c(t) _ lim exp((t + h)A;Zx —exp(td)r _

exp(tA) <i1£>r(l) Wx) = exp(tA)Azx = Aexp(tA)z = Ac(t)

Dies zeigt, dass c(t) = exp(tA)z wirklich die Differentialgleichung ¢(t) = Ac(t) zum An-
fangswert ¢(0) = x 16st.

Dariiberhinaus ist die Losung des Anfangswertproblems auch eindeutig, denn 16st ¢ die
Differentialgleichung ¢(t) = Ac(t), dann gilt analog zur obigen Rechnung

%(exp(—tA)c(t)) = exp(—tA)(—A)c(t)+exp(—tA)c(t) = exp(—tA)(—Ac(t)+Ac(t)) =0

also ist exp(—tA)c(t) konstant. Wegen exp(0) = Id und des Anfangswertes ¢(0) = = gilt
somit exp(—tA)c(t) = x und also ¢(t) = exp(tA)z.
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Injektiv immersierte Kurven In diesem Abschnitt wollen wir uns mit Kurven C' C X,
die stetig differenzierbar parametrisiert werden kénnen, als Teilmengen des Banach-Raumes
X beschiftigen und keinen Wert mehr darauf legen, wie die Kurve parametrisiert wird.

Die Ableitung ¢(t*) einer Parametrisierung ¢ von C' nennt man in diesem Zusammenhang
auch einen Tangentialvektor im Punkt ¢(¢t*) € C der Kurve.

Allerdings kann man aus einer Parametrisierung c¢: I — X von C durch eine Parameter-
transformation ¢ : I — I auch eine neue Parametrisierung co ¢ derselben Kurve gewinnen.
Nach Lemma hat diese die Ableitung 4 (co ¢)(t*) = ¢(¢(t*)) - ¢/(t*), und da ¢'(t*) alle
moglichen Werte aus R annehmen kannl] ist nur die Menge 7,C' aller Tangentialvektoren
an einem Punkt x € C eindeutig durch die Kurve C' bestimmt.

Die Menge T,.C' aller Tangentialvektoren in einem Punkt z € C' kann in dieser allgemeinen
Situation noch recht kompliziert sein. Beispielsweise kann es Punkte von C' geben, an denen
die Ableitung jeder stetig differenzierbaren Parametrisierung von C' verschwindet und somit
T,.C = {0} gilt. Solche Punkte nennt man singuldre Punkte von C.

Beispiel 2.8. Die durch ¢ + (t?,¢3) parametrisierte Neilsche Parabel C' hat (0,0) als
singuldren Punkt. Denn ist ¢(t) = (z(¢),y(t)) eine beliebige Parametrisierung mit ¢(0) =
(0,0), dann muss 2/(0) = 0 gelten, da z(t) bei ¢ = 0 ein globales Minimum hat, und wegen
y(t)? = z(t)® (ansonsten wiirde ¢ gar nicht die Kurve C' parametrisieren) gilt dann auch

y'(0) = £3/]2(0)['(0) = 0.

1000 4

500

T T T T T T T T
-0e& -06 -04 -0, 0 02 04 08 02

-500

-1000 -

Abbildung 2.1: Neilsche Parabel (links) und Newtonscher Knoten.

Selbst wenn es keine singuldren Punkte gibt (in diesem Fall nennt man C' eine immersierte
Kurve), konnte sich die Kurve noch selbst schneiden, d.h. ¢ kénnte nicht injektiv sein und
es konnte somit t; # to mit ¢(t;) = c(ty) geben, bei denen ¢(¢;) nicht ein Vielfaches von

Beispiel 2.9. Der durch die beliebig oft differenzierbare Kurve c(t) := (£ — 1, — t)
parametrisierte Newtonsche Knoten C' besitzt den Doppelpunkt ¢(1) = (0,0) = ¢(—1), bei
dem ¢(1) = (2, 2) kein Vielfaches von ¢(—1) = (-2, 2) ist.

'Hier miisste man eigentlich noch beweisen, dass es zu jedem r € R und t* € I wirklich eine (beliebig
oft) differenzierbare Funktion ¢: I — I mit o(t*) = t* und ¢'(t*) = r gibt.
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Gibt es aber eine stetig differenzierbare Parametrisierung ¢: I — X von C, die injektiv ist
und ¢(t) # 0 fir alle ¢t € [ erfiillt, so heiit C' eine injektiv immersierte Kurve. In diesem Fall
ist die Menge T,.C aller moglichen Tangentialvektoren am Punkt x € C' ein eindimensionaler
Unterraum von X. Aber selbst injektiv immersierte Kurven kénnen noch Punkte besitzen,
in deren Néhe die Kurve nicht homéomorph zu einem Intervall ist.

Beispiel 2.10. Die durch ¢(t) := (sin(2 arctan(t)), 2 sin(4 arctan(t))) parametrisierte Kurve
C' sieht aus wie eine liegende Acht, obwohl ¢ injektiv ist und ¢(¢) # 0 fur alle ¢ € R erfiillt.

Insbesondere gibt es

keinen Homdoomor-

phismus von CNU, U

eine offene Umgebung

von (0,0), auf ein

offenes Intervall [.

Denn (CNU)\{(0,0)}

hat vier Zusammen-

hangskomponenten,

wihrend I\ {r} (r e I

beliebig) zwei Zusam-

menhangskomponenten hat, was der Eigenschaft widerspricht, dass ein Homdomorphismus
zusammenhéangende Mengen auf zusammenhéngende Mengen abbildet.

Ist die Parametrisierung c: I — C jedoch nicht nur eine injektive Immersion, sondern sogar
ein Homéomorphismus auf ihr mit der Relativtopologie versehenes Bild C' C X, dann kann
solch ein Fall nicht auftreten und C' ist gerade eine eindimensionale Untermannigfaltigkeit
von X. Allgemeine (auch mehrdimensionale) Untermannigfaltigkeiten werden wir spéter
genauer definieren und untersuchen.

Bogenlinge Obwohl die Diskussion der Bogenldnge einer Kurve eher zur Integrations-
theorie gehort, wollen wir sie hier schon ansprechen.

Eine parametrisierte Kurve ¢: I — X in einem Banach-Raum (X, || - ||) heit rektifizierbar,
wenn die Langen aller Sehnenpolygone von ¢ beschrinkt sind. Dabei ist das Sehnenpolygon
zu einer Zerlegung Z = {tp < t; < --- < t;} von I (t; € I) das durch die Strecken von

k
c(t;—1) nach c(t;) gegebene Polygon, und dieses hat die Lange > [|c(t;) — c(t;i—1)]|-
i=1

Definition 2.11. Die Bogenlidnge L(c) einer rektifizierbaren parametrisierten Kurve c ist
k
das Supremum L(c) := supy, > ||c(t;) — c¢(t;—1)|| aller Léangen der Sehnenpolygone von c,

i=1
wobei das Supremum iiber alle Zerlegungen Z = {t, < t; < --- < tx} von I (t; € I) gebildet
wird.

Beispiel 2.12. Jede Lipschitz-stetige Parametrisierung c: [a, b] — X auf einem kompakten
Intervall [a, b] ist rektifizierbar, denn mit einer Lipschitz-Konstanten L von ¢ gilt

k

D llets) = et < Z Liti —tia[=L(b—a) ,

=1

und insbesondere ist L(c) < L - (b — a).

44



Die Bogenlinge einer stetig differenzierbaren Parametrisierung c: [a,b] — X kann man
ganz einfach ausrechnen.

Satz 2.13. Jede stetig differenzierbare Parametrisierung c: |a,b] — X einer Kurve in
einem Banach-Raum X st rektifizierbar und besitzt die Bogenlinge L(c f lle(t)|| dt.

Beweis: Fiir den Beweis dieses Satzes definieren wir zunéchst einmal das Riemann-Integral
einer Kurve mit Werten in einem Banach-Raum, welches auch fiir sich genommen schon
niitzlich ist:

Eine Abbildung c: [a,b] — X heifit Riemann-integrierbar, wenn es einen Vektor z € X
gibt, fiir den zu jedem £ > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir jede Zerlegung

Z={a=t <t <--- <t =10} (2.1)

von [a, b] der Feinheit max, |t; — ti—1] < 6 und jede Wahl von Stiitzstellen 7; € [t;_1,¢;] die

Ungleichung
k

lz = e(m)(ti — i)l < e (2.2)
i=1
giltﬂ Den Vektor x nennt man dann das Riemann-Integral von f und bezeichnet ihn mit
f: c(t) dt. Man bemerke, dass diese Definition vollig analog zur Definition des Riemann-
Integrals mittels Riemann-Summen im Eindimensionalen ist.

Nun ist jede stetige Abbildung c: [a,b] — X Riemann-integrierbar, denn als stetige Ab-

bildung auf dem kompakten Intervall [a,b] ist ¢ gleichmiBig stetig, und daher gibt es zu

jedem € > 0 ein § > 0, mit dem aus [s — t| < ¢ schon |c(s) — c(t)[| < 7% folgt. Somit
k

bilden die Riemannschen Summen 3 ¢(r(™)(t™ — ¢{™)) fiir jede Folge von Zerlegungen
i=1

70 = {a =1t <" < ... <" = b} mit gegen Null konvergierender Feinheit und jede

Wahl von Stiitzstellen Tl-(n) € [tl(n)l,tfn)] eine Cauchy-Folge, und aufgrund der Vollstéandig-

keit von X gibt es einen Vektor z € X, gegen den diese konvergiert, d.h. das Integral

f; (t)dt existiert Da das Integral mittels Riemannscher Summen definiert ist und fiir

diese Summen die Dreiecksungleichung anwendbar ist, gilt auch || f dt|| < f lle(t)|| dt.

Als letzten Schritt benstigen wird noch die Gleichung ¢(¢;) ft t) dt fir stetig
differenzierbare Kurven c. Ist ¢: X — R ein stetiges hneares Funktlonal auf X dann gilt

aufgrund der Vertauschbarkeit von ¢ mit Riemannschen Summen auch ¢ ( ft )dt)

ft )) dt, sowie aufgrund der Vertauschbarkeit von ¢ mit Differenzenquotienten auch

dt(go o c) = o ¢. Also gilt nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir
jedes stetige lineare Funktional ¢ auf X die Gleichung

to b by
© </tl é(t) dt) = /til e(e(t)) dt = / dt(gp oo)t)dt = o(c(t;)) — ple(ti))
= p(cti) — c(ti-1)) -

2In [Gordon|, Theorem 3, wird gezeigt, dass die hier gegebene Definition von Riemann-integrierbar
dquivalent zu der folgenden Eigenschaft ist:
Es gibt einen Vektor z € X, so dass zu jedem & > 0 eine Zerlegung Z. von [a,b] existiert, fiir welche jede
Zerlegung 7 die eine Verfeinerung von Z. ist, die Ungleichung erfiillt.

3In [Gordon], Theorem 5, werden weitere aus der Vollstindigkeit eines Banach-Raumes folgende dquiva-
lente Bedingungen fiir Riemann-integrierbarkeit angegeben.

45



Im Endlich-dimensionalen folgt daraus trivialerweise die Gleichung

ot = cltia) = [ el

denn ¢ konnte die Projektion eines Vektors auf eine seiner Komponenten sein. Fiir unendlich-
dimensionale Banach-Raume folgt die Gleichung aus dem Satz von Hahn-Banach, aufgrund
dessen aus p(z) = ¢(Z) fiir alle stetigen linearen Funktionale ¢ auf X auch schon z = &
folgt. Dieser Satz ist ganz und gar nicht elementar, einen Beweis kann man beispielsweise
in [Heuser ITI] finden.

Mit diesen Hilfsmitteln kénnen wir nun die Formel L(c f ||c(t)|] dt relativ leicht zeigen.
Fiir die Léange eines Sehnenpolygons gilt einerseits d1e Unglelchung

k t;
SUTARRUIED of VARUR! B of AR OISy O,
i=1 ti—1
und daher L(c) < f lle(t)|| dt. Um die umgekehrte Ungleichung zu zelgen beweisen wir,
dass es zu jedem € > 0 ein Sehnenpolygon mit Z le(t;) — c(tizr)]] > f |é(t)]| dt — e gibt:

=1

Zum Integral f t)dt gibt es aufgrund der gleichméBigen Stetigkeit von ¢ auf [a,b] eine

k

Riemannsche Summe ) ¢(7)(t; — t;-1), fiir die ||¢(t) — ()| < 5570 7 beit € [ti—1,t;] gilt.
i=1

Daraus folgt zundchst mit der Linearitdt und Monotonie des Integrals

| /:leth | /:lc'(n)dt‘ -] /tit;e(t)_c-(ﬂ.)dtH

> el — ) = [ i) = )] e

(1l = 5577 ) s 10
als auch

et —tis) = / el dt / (1 - 555 ) @

le@I = lle(m)l] < ‘Hé(t)ll—llé(%)ll( < let) = e(m)ll <

bei t € [t;—1,t;]. Insgesamt ergibt sich damit schliefllich

v

v

wegen

2(b—a)

k k ti . k . )
Sttt =ttt = 3| [ coa] = 3 (1 - g5 ) =)
k
> (chn [ 1>) -
> [
was zu beweisen war. .
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Bemerkung 2.14. Der Satz gilt offenbar auch fiir nur stiickweise stetig differenzierbare
c¢: la,b] — X. Dabei heifit ¢ stiickweise stetig differenzierbar, falls es eine Zerlegung a = ty <
t; < --- <t =0bvon [a,b] gibt, so dass ¢ auf den offenen Intervallen (¢;_1,¢;), i =1,...,k,
stetig differenzierbar ist.

Angemerkt sei auflerdem, dass [Forster II] einen einfacheren Beweis des Satzes angibt, der
aber nur im Euklidischen R" funktioniert.

Man bemerke, dass die Léange einer stetig differenzierbaren parametrisierten Kurve c: [a, b] —
X nicht von der Parametrisierung abhéngt, sondern nur von der Kurve C' C X selbst. Denn
ist ¢ : [@',0'] — [a,b] eine stetig differenzierbare Parametertransformation mit stetig diffe-
renzierbarer Umkehrabbildung ¢!, dann gilt

bl
/a/

nach der Kettenregel und der Substitutionsregel.

d

Lleog)(s)|| ds = / le(e(s)Il - ¢/ (s)] ds = / ()|t

’

Eine ausgezeichnete Parametrisierung von C' ist die Parametrisierung nach Bogenldnge. Ist
c: [a,b] — X eine beliebige stetig differenzierbare Parametrisierung von C' mit ¢(t) # 0 fiir
alle t € [a,b], so ist p(t) = fat lle(@)|| dt wegen ' (t) = ||é(t)]| eine stetig differenzierbare
Parametertransformation mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung. Die Parametrisie-
rung 7 := co ¢! von C hat dann die Ableitung 5(s) = ”zgzi—iggg”, also gilt [|¥(s)|| =1 fur
alle s. Somit ist [ ||¥(s)|| = s, d.h., der Parameter s der Parametrisierung v: [0, L(c)] — X
gibt genau die Linge des Kurvenstiicks von «(0) nach «(s) an. Diese Parametrisierung nach
Bogenlénge spielt eine grole Rolle in der Relativitédtstheorie und definiert dort die Eigenzeit
eines Beobachters.

2.2 Partiell differenzierbare Abbildungen

Im Gegensatz zur Theorie differenzierbarer Kurven gibt es bei auf mehrdimensionalen
Rédumen definierten Abbildungen verschiedene Differentiationsbegriffe. Wir beginnen mit
dem schwichsten Begriff, der partiellen Differenzierbarkeit.

Definition 2.15. Eine Abbildung f : X — Y zwischen Banach-Raumen (X, ||.||x), (Y, |.lv)

heifft im Punkt a € X partiell differenzierbar in Richtung h € X, falls der Grenzwert

Onf(a) = PI% w in Y existiert, und 0y, f(a) bezeichnet man als partielle Ableitung
—

von f im Punkt a in Richtung h.

Ist f im Punkt a in jede Richtung partiell differenzierbar, so nennt man f partiell diffe-
renzierbar in a, und ist die Abbildung A — 0, f(a) von (X, ||.||x) nach (Y, ||.|ly) dariiber
hinaus noch linear und stetig, dann heifit f Gateaux-differenzierbar in a.

Man bemerke, dass nach dieser Definition f genau dann im Punkt a partiell differenzierbar
in Richtung h ist, wenn die durch ¢(t) := f(a+th) definierte parametrisierte Kurve c: R —
Y in 0 differenzierbar ist, und es gilt 0 f(a) = ¢(0).

Insbesondere ist eine Funktion f: X — R genau dann im Punkt a partiell differenzierbar
in Richtung h, wenn die Funktion ¢ — f(a+th) in 0 im Sinne der Analysis I differenzierbar
ist. Im Falle einer Funktion f: R®™ — R bedeutet dies, dass die partielle Ableitung im
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Punkt @ € R™ in die i-te Koordinatenrichtung e; (wobei ¢; = (0,...,0,1,0,...,0) den i-
ten Einheitsvektor des R™ bezeichnet) genau dann existiert, wenn die Funktion ¢: { —
flay,...,a;-1,&, ai41,. .., a,) auf R, bei der alle Koordinaten bis auf die i-te Komponente
festgehalten wurden, in a; differenzierbar ist. In diesem Fall symbolisiert man die partielle
Ableitung 0., f(a) tiblicherweise durch %(a), und mit der zuvor definierten Funktion ¢ auf
R gilt %(a) = ¢'(a;). Ist f: R" — R sogar Gateaux-differenzierbar, so kann man wegen
der Linearitéit von h +— 0y f(a) die partielle Ableitung in Richtung h mittels der partiellen
Ableitungen in Koordinatenrichtung durch oy, f(a) = > %(a)hi berechnen.
i=1 "

Der Begriff der partiellen Ableitung einer Abbildung f im Punkt a macht natiirlich auch
noch dann Sinn, wenn f nur auf einer Umgebung U C X von a definiert ist und nicht auf
dem ganzen Banach-Raum X. Man kann also auch bei f: U — Y, U C X Umgebung von
a € U, iiber die partielle Differenzierbarkeit von f in a sprechen.

Dariiberhinaus nennt man eine Abbildung f auf X (oder einer offenen Teilmenge U C X)
partiell differenzierbar bzw. Gateaux-differenzierbar, wenn f in jedem Punkt a € X (oder
a € U) partiell differenzierbar bzw. Gateaux-differenzierbar ist.

Beispiel 2.16. Im Euklidischen R" ist die Euklidische Norm als Funktion f: X — R,

f(x) = |z|l2 = /> 22, in jedem Punkt a # 0 partiell differenzierbar in jede Koordinaten-
i=1

richtung e;, denn die Funktion & — (a% +tal 8+ ai, e+ ai)l/Z auf R ist bei

a # 0 in qa; differenzierbar und hat dort nach den iiblichen Differentiationsregeln aus der
Analysis I die Ableitung
2@1' a;

af 4
B (a): 9 9 5 5 1/2: 5 Zzl,...,n
X; 2(a1+..-—|—ai_1+ai—I—ai+1+...+a%) “aHQ

Tatséchlich ist die Euklidische Norm in Punkten a # 0 sogar partiell differenzierbar in
jede Richtung und auch Gateaux-differenzierbar. Dies beweisen wir gleich im allgemeineren
Kontext eines beliebigen Hilbert-Raumes (X, (-, -)) fiir f(x) := ||z|| = /(z, x): Die Funktion

t— fla+th) = /{a+tha+thy = (|al® + 2t(a, h) + 2| h]|*) "/

ist bei a # 0 nach den iiblichen Differentiationsregeln aus der Analysis I in ¢ = 0 differen-

zierbar mit Ableitung
2(a, h) (a, h)

(9hf(a) = 2(||CLH2)1/2 = ||CL||

Offensichtlich ist h +— Oy f(a) = <\(\1¢71}|l|> linear, und die Stetigkeit dieser linearen Abbildung
folgt aus der Cauchy-Schwarzschen Ungleichung [(a, h)| < ||lal|||k]|, nach der die lineare
Abbildung h +— 0Onf(a) die Operatornorm H = 1 < oo besitzt. Also ist f Gateaux-
differenzierbar auf X \ {0}, da 0y, f(a) bei a # 0 fiir jedes h € X existiert sowie linear und

stetig in h ist.

Die folgende Uberlegung ist niitzlich, da sie insbesondere besagt, dass eine Abbildung f mit
Werten im R™ genau dann partiell differenzierbar ist, wenn ihre Komponentenfunktionen
partiell differenzierbar sind.

48



Lemma 2.17. Seien X,Y,Z Banach-Rdiume. Eine Abbildung f = (f1,f2) : X =Y X Z ist
genau dann im Punkt a € X partiell differenzierbar in Richtung h, wenn die Abbildungen
f1 und fy im Punkt a € X partiell differenzierbar in Richtung h sind, und es gilt O, f(a) =

(Onfi(a), Onfa(a)).

(a+th)—f(a)

Beweis: Nach Lemma [1.24| existiert der Grenzwert ,lgin(} ! ; genau dann, wenn die
_)

Grenzwerte PH&M und lir% w existieren, und mit den entsprechenden
— —
Bezeichnungen fiir die Grenzwerte gilt 0y f(a) = (Onfi(a), Onfa(a)). O

Abgesehen davon, dass man partielle Ableitungen oft leicht ausrechnen kann, ist die alleinige
Existenz von partiellen Ableitungen ein zu schwacher Begriff fiir eine weitreichende Analysis.
Denn aus der partiellen Differenzierbarkeit und selbst aus der Gateaux-Differenzierbarkeit
einer Abbildung folgt weder die Stetigkeit, noch ist die Kettenregel giiltig.

I1 2
Beispiel 2.18. Die Funktion f : R* — R, f(z) := W bei z # 0 und f(0) := 0, ist
2
nicht nur in allen Punkten a # 0 partiell differenzierbar, sondern auch im Nullpunkt in die
Koordinatenrichtungen e; partiell differenzierbar, denn wegen f(te;) = 0 fiir alle ¢ € R gilt

OF () =ty 1000 =0 _

85172' t—0 t

0

Aber f ist nicht stetig im Nullpunkt, denn beispielsweise der Grenzwert von f(¢,t,...,t) =
ﬁ existiert fiir ¢ — 0 nicht und ist somit insbesondere nicht gleich f(0) = 0.

Aufgabe:

o Zeigen Sie, dass die durch f(z,y) := zy” fiir (z,y) # (0,0) und f(0,0) := 0 definier-

x4yt
te Funktion f : R? — R im Nullpunkt partielle Ableitungen in jede Richtung besitzt,
aber dass h — Oy, f(0) nicht linear ist und somit f in 0 nicht Gateauz-differenzierbar

ist, sowie f im Nullpunkt nicht stetig ist.

Abbildung 2.2: Die Funktion f(z,y) = 2 fijy (x,y) # (0,0) und f(0,0) := 0 aus

z2+y4

mehreren Perspektiven mittels MAPLE dargestellt.

216_1/3’2

peyw—r firy # 0 und g(x,y) = 0 sonst
definierte Funktion g : R? — R zwar im Nullpunkt Gateauz-differenzierbar ist, aber
dort trotzdem nicht stetig ist.

o Zeigen Sie, dass die durch g(z,y) :=
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Abbildung 2.3: Die Funktion g(z,y) := 200 1V y # 0 und g(x,y) := 0 sonst aus

3
x2+4e—2/y

mehreren Perspektiven mittels MAPLE dargestellt.

Beispiel 2.19. Die parametrisierte Kurve f : R — R? f(t) := (¢,¢3), ist offensichtlich
(Gateaux-)differenzierbar, und auch die Funktion g : R? — R, g(x,y) := xg”?’Tny fir (z,y) #
(0,0) sowie g(0,0) := 0, ist Gateaux-differenzierbar. Denn die Gateaux-Differenzierbarkeit
in allen Punkten ungleich (0, 0) ist trivial, und im Nullpunkt ist ¢ Gateaux-differenzierbar

mit partieller Ableitung 9;,¢(0,0) = 0 fiir alle h € R? wegen

t*h3ho
w0 h2h3
— = =limt¢

8]19(070) - %E)% =0 t4h(15 n h%

pu— O y

wobei man beachte, dass bei hy = 0 der Zéhler verschwindet.

Aber die Verkettung go f : R — R ist in 0 nicht differenzierbar, denn

13¢3 1

=g(ft) = —— ==
(90 PO =907 (1) = 7 = 3
gilt fiir jedes ¢ # 0, jedoch (g o f)(0) = ¢g(f(0)) = ¢(0,0) = 0, und somit ist g o f nicht
einmal stetig in 0, also auch nicht differenzierbar.

Trotz dieser Defekte des Begriffs der partiellen Ableitung kann man aber fiir partiell diffe-
renzierbare Abbildungen mit Werten in R zumindest den Mittelwertsatz beweisen.

Satz 2.20. Se: U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes X und seien x, T € U
Punkte, fir die die Strecke C := {z+t(T—x)|t € [0,1]} in U enthalten ist. Ist die Funktion
f U — R in jedem Punkt der Strecke C partiell differenzierbar in Richtung ¥ — x, dann
gibt es ein 0 € (0,1) mit f(2) — f(x) = Oz-oyf(x +0(T — x)).

Beweis: Nach Vorraussetzung ist die Funktion ¢ : [0,1] — R, o(t) := f(z + (T — x)),
differenzierbar. Somit gibt es nach dem Mittelwertsatz der Analysis I ein 6 € (0,1) mit

(1) — p(0) = ¢'(0), also mit f(Z) — f(x) = O—a) f(x +0(z — x)). O
Wie wir schon in Beispiel gesehen haben, gilt der Mittelwertsatz fiir Abbildungen mit

Werten in einem mehrdimensionalen Raum in dieser Form nicht. Wir werden jedoch in Satz
[2.32) eine Verallgemeinerung kennenlernen, die auch in diesem Fall anwendbar ist.
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Ableitungen hdherer Ordnung Ganz analog zur Analysis I kann man fiir eine partiell
differenzierbare Funktion f : U — Y, U C X offen und X,Y Banach-Réume, partielle
Ableitungen hoherer Ordnung definieren: Ist f in jedem Punkt aus U partiell differenzierbar
in Richtung h und ist auch die partielle Ableitung Jy,f als Funktion von U nach Y in
jedem Punkt aus U partiell differenzierbar in Richtung h, dann heifit f zweimal partiell
differenzierbar und 0; 0y, f (@) wird die zweite partielle Ableitung im Punkt a € U in Richtung
(h, iz) genannt. Per Induktion kann man dann analog partielle Ableitungen beliebig hoher
Ordnungen definieren.

Leitet man dabei eine Funktion f : R® — R in Koordinatenrichtungen ab, so verwendet

man iiblicherweise das Symbol —ax.ak{% fiir die k-te partielle Ableitung in die Richtungen
10Ty
(eil, e 76’%)‘

Bei Ableitungen hoherer Ordnung offenbart sich ein weiterer Defekt des Begriffs der parti-

ellen Ableitung, denn i.a. gilt afjgxi +# affaj; -

Beispiel 2.21. Die Funktion f : R* — R, f(z,y) = 2y’ gy (x,y) # (0,0) und

a:2+y2
£(0,0) := 0, ist Gateaux-differenzierbar mit partiellen Ableitungen 2L (z, y) = %
4 2,2 4
und g—g(a@y) = % in Koordinatenrichtungen fiir (x,y) # (0,0) sowie %(0,0) =

0= 2—5(0, 0). Die gemischten zweiten partiellen Ableitung im Nullpunkt existieren, sie sind
aber wegen

92 f 91(0,t) — 0
e AN A—
Oyox (0,0) £50 t
und o
= lim % =1
&vay(o’ 0) 150 t

voneinander verschieden.

Abbildung 2.4: Die Funktion f(x,y) := ig—jy”? aus mehreren Perspektiven mittels MAPLE
dargestellt.

Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema Sei U C X eine offene Teilmenge eines
Banach-Raumes X und f : U — R eine Funktion. Man sagt, f hat in 2* € U ein lokales
Minimum, wenn es eine Umgebung V' von z* mit f(z*) < f(z) fiir alle x € V gibt. Analog
definiert man lokale Maxima.
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Satz 2.22. Hat eine Funktion f : U — R auf einer offenen Teilmenge U C X eines

Banach-Raumes X in x* € U ein lokales Extremum und ist f in x* partiell differenzierbar
in Richtung h, dann gilt Oy f(z*) = 0.

Beweis: Die Funktion ¢(t) := f(z* + th) auf R hat in ¢t = 0 ein lokales Exremum und ist
dort differenzierbar, also gilt 0 = ¢'(0) = Oy f(z*). O
Jedoch ist das Verschwinden aller Ableitungen 0, f(z*), h € X, nur ein notwendiges und
kein hinreichendes Kriterium fiir das Vorliegen eines Extremums. Hinreichende Kriterien
lernen wir in Satz [2.47] kennen.

Allgemein nennt man einen Punkt x* mit 0y, f(z*) = 0 fiir alle A € X einen stationédren
Punkt, egal ob in z* ein lokales Extremum vorliegt oder nicht.E]

2.3 Differenzierbare Abbildungen

Wie wir im vorigen Abschnitt gesehen haben, folgt weder aus der partiellen Differenzier-
barkeit noch aus der Gateaux-Differenzierbarkeit einer Abbildung f : X — Y zwischen
Banach-Raumen X,Y die Stetigkeit von f, und auch die Kettenregel ist i.a. nicht giiltig.
Deswegen fithren wir im folgenden einen stérkeren Begriff von Differenzierbarkeit ein.

Definition 2.23. Eine Abbildung f : X — Y zwischen Banach-Radumen X, Y heifit diffe-
renzierbaif] im Punkt a € X, wenn es eine lineare und stetige Abbildung A: X — Y gibt

mit
i (@ 1) = (@) — Ab

h—0 1Al =0

Man beachte, dass hierbei A in X beliebig gegen Null konvergiert und nicht entlang von
Geraden, wie dies noch bei der partiellen Differenzierbarkeit der Fall war.

Anschaulich bedeutet die Definition, dass es eine affin-lineare Abbildung von X nach Y gibt,
némlich z — f(a) + A(z — a), die sich an den Graphen von f in dem Sinne anschmiegt,
als dass die Differenz von f(z) und dieser affin-linearen Abbildung fiir x — a schneller
abnimmt als die Norm ||z — all.

Man nennt deshalb A auch die Linearisierung von f im Punkt a. Ublicherweise bezeichnet
man A jedoch als die (totale oder Fréchet-) Ableitung von f im Punkt a und symbolisiert
Sie durch df(a) := A. Diese Bezeichnung macht natiirlich nur Sinn, wenn A eindeutig
durch f bestimmt ist und mit der partiellen Ableitung iibereinstimmt, was der folgende
Satz garantiert.

Satz 2.24. Ist die Abbildung f : X — Y zwischen Banach-Rdumen X,Y differenzierbar
im Punkt a € X, dann ist f in a partiell differenzierbar in jede Richtung h € X und mit A

aus Definition gilt Ah = Oy f(a).
Beweis: Ist A: X — Y eine lineare und stetige Abbildung mit

lim fla+h)— f(a) — Ah
h—0 Al

=0 |,

“4Insbesondere bezeichnen wir einen stationdiren Punkt a € U als einen Sattelpunkt von f, wenn zu
jedem 6 > 0 Punkte x,% € Bs(a) NU mit f(z) > f(a) und f(Z) < f(a) existieren.

°In manchen Biichern sagt man zur besseren Unterscheidung statt differenzierbar auch total differen-
zierbar oder Fréchet-differenzierbar.
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dann gilt insbesondere fiir 0 # v € X die Gleichung

lim fla+tv) — f(a) — A(tv)
N\O l|ltv]|

=0 |,

wobei ¢t € RT ist, und somit

o Lo+ t0) = f(a)
t\0 t

= Av

flattv)—f(a) _
t

Analog folgt 11}15 Av, und dies beweist die Existenz der partiellen Ableitung

von f im Punkt a in Richtung v sowie die Giiltigkeit der Gleichung

90 f(a) = lim 110+ “;) — @) _ y,

t—0

O

Insbesondere ist nach diesem Satz A eindeutig bestimmt (denn A ist durch die partiellen
Ableitungen von f gegeben) und f auch Gateaux-differenzierbar in a (denn h — 0y, f(a) =
Ah ist linear und stetig). Wir wollen aus dem vorigen Satz noch einmal explizit die Gleichung

df (a)h = 0nf(a)

zwischen der (totalen) Ableitung df (a) = A und den partiellen Ableitungen 9y, f(a) festhal-
ten.

Der Satz liefert dariiberhinaus auch noch eine direkte Methode, Differenzierbarkeit einer
Abbildung nachzuweisen: Um zu iiberpriifen, ob eine Abbildung f im Punkt a differenzier-
bar ist, muss man zunéchst die partiellen Ableitungen von f berechnen und nachschauen,
ob die Abbildung A : h — 0y f(a) linear und stetig ist, d.h. f Gateaux-differenzierbar ist.
Dies reicht aber fiir die Differenzierbarkeit noch nicht, sondern abschlieffend muss man noch
iiberpriifen, ob mit der so gewonnenen linearen und stetigen Abbildung A: X — Y auch
die Grenzwertbeziehung

i Fa+h) — fla) — An

=0
h—0 Al

gilt.

Angemerkt sei, dass Definition [2.23] natiirlich auch fiir nur auf offenen Teilmengen U C X
definierte Abbildungen f : U — Y Sinn macht und alles zuvor Gesagte entsprechend fiir
solche Abbildungen gilt. Aulerdem nennt man eine Abbildung f : U — Y auf einer offenen
Teilmenge U C X differenzierbar, wenn sie in jedem Punkt a € U differenzierbar ist.

Beispiel 2.25.

e Jede affin-lineare Abbildung f : X — Y, f(z) := Ax+b mit einer linearen und stetigen
Abbildung A: X — Y und einem Vektor b € Y, ist differenzierbar mit df (z) = A.

e Ist (X, (-,-)) ein Hilbert-Raum und A : X — X eine lineare und stetige Abbildung,
dannist f : X — R, f(z) := (Az, z), differenzierbar mit Ableitung df (x)h = (Ax, h)+
(Ah, x).

e Jede differenzierbare Kurve ¢ : I — X auf einem offenen Intervall I ist auch nach
Definition differenzierbar mit Ableitung dc(z)h = hé(z). Denn es gilt ¢(z) =

%i_r)% w genau dann, wenn }lg% C(”h)*lc}f“'”)’hé(z) = 0 gilt.
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Hauptséchlich wollen wir uns im folgenden mit der Ableitung von Abbildungen f : U — R"”
auf offenen Teilmengen U C R™ beschiftigen, d.h. mit der Ableitung von Abbildungen
zwischen endlich-dimensionalen Rdumen. Man bemerke, dass in diesem Fall der Begriff
der Differenzierbarkeit unabhéngig von der Norm ist, da alle Normen &dquivalent sind. Ist
f differenzierbar im Punkt a € U, dann ist die Ableitung df(a) eine lineare und stetige
Abbildung von R™ nach R"™. Solche linearen und stetigen Abbildungen kénnen mittels
Basen bekanntlich durch Matrizen repréasentiert werden. Wahlt man die Einheitsvektoren
als Basis und ist f = (f1,..., fa), so wird df (a) wegen

(df (a)e;); = <§—l{;(a))': gi(a) (i=1....n,j=1,...,m)

durch die (n x m)-Matrix

g—gﬁ(a) %(a)
Jf(a) = : : :
g—ﬁ(a) %(a)

reprasentiert, die Jacobi-Matrix von f im Punkt a genannt wird.

Fiir in a differenzierbare Funktionen f : U — R, U C R™ offen, ist die Jacobi-Matrix
J f(a) einfach der Zeilenvektor (aa—:fl(a), ce %(a)). Héufig betrachtet man aber auch den
zugehorigen Spaltenvektor, den man den Gradienten von f nennt und mit grad f(a) sym-
bolisiert. Mathematisch préziser entsteht der Gradient grad f(a) aus der Ableitung df (a)

einer Funktion durch die Gleichung

df (a) = (grad f(a),")
die es einem mittels des Euklidischen Skalarproduktes (-, -) erlaubt, lineare Funktionen auf
dem R™ (wie df (a) eine ist) mit Vektoren im R™ zu identifizieren.
Soviel zunéchst zur Notation, nun kommen wir zu den Sétzen, die die Stidrke des Begriffs

der Differenzierbarkeit zeigen.

Satz 2.26. Seien X,Y Banach-Rdume und sei f : U =Y eine Abbildung auf einer offenen
Teilmenge U C X. Ist f in einem Punkt a € U differenzierbar, dann ist f auch stetig in a.

Beweis: Definiert man den Rest R(h) einer in a differenzierbaren Abbildung f mit Ablei-
tung A durch die Gleichung f(a+h) = f(a) + Ah+ R(h), dann besagt die Differenzierbar-

keitsbedingung gerade lim ) — (. Insbesondere gilt R(h) — 0 fiir h — 0, und da wegen

h—o IRl
der Stetigkeit von A auch Ah — 0 fir h — 0 gilt, folgt aus f(a + h) = f(a) + Ah + R(h)
auch }llirrcl) fla+h) = f(a), d.h. die Stetigkeit von f in a. O
—

Aus Differenzierbarkeit folgt also sowohl partielle Differenzierbarkeit als auch Stetigkeit,
aber jede andere Implikation zwischen diesen drei Begriffen ist i.a. falsch.

Ganz analog zum Fall partiell differenzierbarer Abbildungen gelten auch fiir differenzierbare
Abbildungen die iiblichen algebraischen Rechenregeln. Beginnen wollen wir aber mit dem
Analogon von Lemma

Lemma 2.27. Seien X,Y, Z Banach-Rdume. Eine Abbildung f = (f1, f2) : U = Y X Z auf
einer offenen Teilmenge U C X ist genau dann im Punkt a € U differenzierbar, wenn die

Abbildungen fi und fo im Punkt a differenzierbar sind, und es gilt df (a) = (dfi(a), df2(a)).
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Beweis: Die Abbildung f ist genau dann differenzierbar in @ € U, wenn es eine stetige
lineare Abbildung A : X — YV x Z gibt fur die der durch f(a + h) = f(a) + Ah +
R(h) definierte Rest R die Beziehung hm T hH = 0 in X x Y erfiillt. Schreibt man A =
(A1, Az) und R = (Ry, Ry), so ist dies aber dquivalent dazu, dass fi(a+h) = fi(a) + A;h +
R;(h) und }Llil(l) R”}Eﬁ) = 0 fiir i = 1,2 gilt (letzteres nach Lemma |1.24)). Dies beweist die
Hauptaussage des Lemmas, und wegen df (a) = A sowie df;(a) = A; gilt auch die Formel
df (a) = (dfi(a), df2(a)). O
Insbesondere ist eine Abbildung f = (f1,..., f,) : U = R", U C R™ offen, genau dann in
a € U differenzierbar, wenn alle Komponentenfunktionen f; : U — R differenzierbar sind.

Lemma 2.28. Seien X,Y Banach-Rdume und sei U C X offen.

(a) Sind f,g: U — Y differenzierbar in a € U und sind A\, u € R Konstanten, dann ist
auch \f + pg differenzierbar in a mit Ableitung d(Af + pg)(a) = XNdf (a) + pdg(a).

(b) Sind f:U — Y und X : U — R differenzierbar in a € U, dann ist \f differenzierbar
in a mit Ableitung d(\f)(a)h = d\(a)h - f(a) + X(a) - df (a)h.

Beweis:

(a) Sind die Abbildungen f, g differenzierbar in a € X, dann gilt fiir die durch f(a+h) =

f(a) +df(a)h+ Ry(h) und g(a+ h) = g(a) + dg(a)h + Ro(h) definierten Reste R; die
(AR2-&|-|#|1|?2)(’1)
R

Beziehung hm Bilh) — ) fiir ¢ = 1, 2. Insbesondere gilt auch lim =0, also

(7]l
hat A\f + ug wegen

(Af +pg)(a+h) = Af(a) + pg(a) + Adf (a)h + pdg(a)h + AR (h) + Rz (h)
die Ableitung h +— Adf(a)h + pdg(a)h in a.
(b) Sind die Abbildungen f und A differenzierbar in a € X, dann gilt fiir die durch
fla+h) = f(a) +df(a)h + Ri(h) und A(a + h) = A(a) + d\(a)h + Ry(h) definierten

Hihﬁ) = 0 fiir 7 = 1, 2. Ausmultiplizieren liefert

(Af)(a+h) = Aa) f(a) + dX(a)h - f(a) + Aa) - df (a)h+
dA(a)h - df (a)h + (Ma) + Ra(h)) Ri(h) + Ra(h) (f(a) + Ra(h)) + Ry (h)Ra(h)

Bezeichnet man die zweite Zeile als R(h), so gilt Ilzin% i ]Eﬁ) = 0, weil die Ungleichung
_)

|d\(a)h - df (a)h| < [|[dX(a)]l||df (a)||]|R||* gilt und die einzelnen R; dieser Beziehung
geniigen. Also ist \f differenzierbar in a, und die Ableitung in « ist die lineare und
stetige Abbildung h — dA(a)h - f(a) + X(a) - df (a)h

O

Nun kommen wir zur Kettenregel, die — wie schon erwéhnt — fiir nur partiell differenzierbare
oder Gateaux-differenzierbare Abbildungen nicht allgemein gilt, wohl aber fiir differenzier-

bare Abbildungen.

Satz 2.29. Seien X,Y,Z Banach-Riume und U C X,V C Y offen. Ist f : U — V
differenzierbar in a € U und g : V — Z differenzierbar in f(a), dann ist go f differenzierbar

in a mit Ableitung d(g o f)(a) = dg(f(a)) o df(a).
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Beweis: Ist f in @ und g in f(a) differenzierbar, dann gilt fiir die durch f(a + h) =
f(a) + df(a)h + Ry(h) und g(f( )+ h) = g(f(a)) +dg(f(a))h + Ra(h) definierten Reste

)—Oundhm 2(h) _ = 0.

Ry, Ry die Beziehung hm HhH iio IBlly

Mit h := df (a)h + Ry (h) folgt

9(fla+h)) = g(f(a) + ) = g(f(a)) + dg(f(a))h + Ra(h) =
g(f(a)) + dg(f(a))(df (a)h) + dg(f(a))(Ri(h)) + Re(df (a)h + Ri(h))

und zu zeigen ist nur noch, dass R(h) := dg(f(a))(R1(h))+R2(df (a)h+R;(h)) die Beziehung

flllII(l) i h”h) = 0 erfiillt. Nun ist aber einerseits dg(f(a)) stetig und daher folgt
‘)

lm@mmwww:@mm(mﬂﬂw):

o hllx 5 TThlx
Andererseits folgt wegen [illy < [[df(@)[[[A]lx + 1R (W)l = [Allx (de( )+ Ll

IRl x
(Ra(dF(@h + Bl IRy Y 1FalB)]
Tl S("df@”* Tl ) il

bei h — oo. O

Insbesondere gilt bei X = R*¥ Y = R™ und Z = R" fiir die Jacobi-Matrizen einer in a € U
differenzierbaren Abbildung f : U C V und einer in f(a) differenzierbaren Abbildung
gV — Z die Gleichung

auch

J(go f)la) = Jg(f(a))-Jf(a)

mit der Multiplikation - von Matrizen.

Beispiel 2.30. Sei f : R" — R eine differenzierbare Funktion und ¢ : I — R" eine differen-
zierbare Kurve, die innerhalb der Niveaufliche M := {z € R"| f(z) = C} verlduft. Dann
gilt fiir jedes t € I also f(c(t)) = C und somit nach der Kettenregel df (c(t))é(t) = 0 fur
jedes t € I. Also gilt nach Definition des Gradienten mit dem Euklidischen Skalarprodukt
((grad f)(c(t)),c(t)) =0, d.h. der Gradient von f steht senkrecht auf jedem Tangentialvek-
tor an die Niveauflache M.

Tatséchlich zeigt der Gradient sogar in Richtung des (steilsten) Anstiegs der Funktion,
denn ist ¢ eine Kurve, fir die t — f(c(t)) monoton wéchst, dann ist der Winkel zwischen

(grad f)(c(t)) und é(t) wegen ((grad f)(c(t)),c(t)) > 0 spitz.

Aufgabe:

e Beweisen Sie fiir allgemeine stetige bilineare Abbildungen B : X1x Xy =Y (X1, Xo,Y
Banach-Riume) die Produktregel dB(ay,as)(hy, he) = B(ay, ha) + B(hy, az).

e Beweisen Sie fir in a € U differenzierbare Funktionen f,g : U — R, U C X of-
. df(a) — d

fen und g(a) # 0, die Quotientenregel d g (a) = 9(a) f(a;(a>€(a) 9(a) durch

Anwendung der Produktregel und der Kettenregel auf ho g bei h : R\ {0} — R,

h(y) = 5.

Y
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2.4 Stetig differenzierbare Abbildungen

Ein noch stérkerer Begriff als die Differenzierbarkeit ist die stetige Differenzierbarkeit.

Definition 2.31. Eine Abbildung f : X — Y zwischen Banach-Réaumen XY heifit stetig
differenzierbar, wenn f (total) differenzierbar ist und die Ableitung df : X — L(X,Y)
stetig bzgl. der Operatornorm auf L(X,Y") ist.

Natiirlich macht diese Definition wiederum auch fiir nur auf offenen Teilmengen U C X
definierte Abbildungen f : U — Y Sinn, dann muss eben f : U — Y differenzierbar und
df : U — L(X,Y) stetig sein. Den Vektorraum aller auf der offenen Teilmenge U C X
stetig differenzierbaren Abbildungen f : U — Y bezeichnet man mit C'(U,Y).

Dariiberhinaus iibertragen sich alle Regeln fiir differenzierbare Abbildungen auf stetig dif-
ferenzierbare Abbildungen. Beispielsweise ist die Verkniipfung g o f stetig differenzierbarer
Abbildungen f und g nach der Kettenregel nicht nur differenzierbar, sondern sogar
stetig differenzierbar, da die Ableitung x +— dg(f(z)) o df(x) von g o f aufgrund der Ste-
tigkeit von dg o f, der Stetigkeit von df und der Stetigkeit der Verkniipfung von stetigen
linearen Abbildungen (||BA|| < || B]|||Al|) selbst wieder stetig ist.

Stetige Differenzierbarkeit kann man wesentlich leichter iiberpriifen als Differenzierbarkeit,
denn eine Abbildung ist genau dann stetig differenzierbar, wenn sie stetig partiell diffe-
renzierbar ist, d.h. f Gateaux-differenzierbar ist und die Gateaux-Ableitung als Abbildung
X = LIX,)Y), x— (h Opf(x)), stetig ist.

Um dies zu zeigen, beweisen wir zunéchst eine integrale Form des Mittelwertsatzes, die im

Gegensatz zu Satz [2.20] auch fiir Abbildungen mit Werten in mehrdimensionalen Rdumen
gilt. Dabei nutzen wir die im Beweis von Satz [2.13] eingefiihrten Integrale von Kurven.

Satz 2.32. Seien X,Y Banach-Rdume, sei U C X eine offene Teilmenge und seien x,T €
U Punkte, fir die die Strecke C' = {x + t(Z — x) |t € [0,1]} in U enthalten ist. Ist die
Abbildung f : U — Y in jedem Punkt der Strecke C partiell differenzierbar in Richtung
T —x und ist t — Oz, f(x + (T — x)) stetig auf [0, 1], dann gilt

(@) — f(2) = / O f (& + (7 — 2)) dt

Beweis: Sei ¢ : Y — R ein stetiges lineares Funktional auf Y, dann ist die Funktion
t — ¢(f(z+t(Z—=))) differenzierbar und ihre Ableitung t — ¢(0;—, f(x +t(Z —x))) stetig,
da f auf C partiell differenzierbar mit stetiger partieller Ableitung ist. Also gilt nach dem
Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung

p(f(2) = f(z)) = o(f(Z)) —e(f(z) = /0 P(Os—af(z +H(T — x))) dt

= ¢ (/01 Oz o f(x +t(Z — 1)) dt)

Da diese Gleichung fiir alle stetigen linearen Funktionale ¢ : Y — R gilt (und somit
bei Y = R™ insbesondere fiir die Projektionen auf die einzelnen Komponenten), folgt wie
gewiinscht f(z) — f(z) = fol Oi—zf(x +t(Z — x)) dt (wobei man fiir unendlich-dimensionale
Rédume wiederum den schon im Beweis von Satz erwahnten Satz von Hahn-Banach
anwendet ). O
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Eine wichtige Konsequenz aus dieser integralen Form des Mittelwertsatzes ist die schon
angekiindigte Aquivalenz von stetiger Differenzierbarkeit und stetiger partieller Differen-
zierbarkeit.

Satz 2.33. Seien X,Y Banach-Rdume und U C X eine offene Teilmenge. Eine Abbildung
f U —= Y ist genau dann stetig differenzierbar, wenn sie Gateaux-differenzierbar mit
stetiger Gateaux-Ableitung U — L(X,Y), x — (h — Onf(x)), ist.

Beweis: Sei a € U, dann gllt nach dem Mittelwertsatz in der integralen Form fiir geniigend
Kleind]| 4 € X wegen 9, f(a) = [ 94 f(a) dt die Gleichung

fla+h) — f(a) — Onfla /‘%fa+ﬁw Onf (a) dt

Aufgrund der Stetigkeit von x +— 0. f(z) gibt es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit ||0.f(x +h) —
0.f ()|l (x,y) < € fiir alle h mit ||h]| < §. Somit gilt

[f(a+h) = fla) =Onfla)lly = /Oahf(a+th)—3hf(a)dt

Y

1
< / 100 f(a + th) — Onf(a)ly dt
0

1
< [ 10+ th) 0.f(@lux tllxdt < <l
0

fiir alle A mit ||A| < &, d.h. limy,_,o Le=/a=0(@) _ o ynd daher ist f in a differenzierbar.

([~ 1l
Da auflerdem df(a)h = 0y f(a) gilt fiir jedes @ € U gilt und somit nach Voraussetzung
df : U — L(X,Y) stetig ist, ist f sogar stetig differenzierbar auf U. O

Fiir endlich-dimensionale X, Y ist es sogar noch leichter, die stetige Differenzierbarkeit
nachzupriifen, denn man muss nur die Stetigkeit der partiellen Ableitungen in die Koordi-
natenrichtungen {iberpriifen.

Korollar 2.34. Sei U C R™ offen und f : U — R" eine Abbildung. Existieren die partiellen

Abbzldungen aﬁ in jedem Punkt von U und ist v — afj( ) stetig fir jedes i = 1,...,m,

j=1,...,n, so ist f stetig differenzierbar.

Beweis: Sei e; die Standardbasis des R™, sei a € U ein beliebiger Punkt und betrachte die
Komponente f; : U — R. Zu einem geniigend kleinen Vektor h € R™ definiere ag := a und

a; *= a;—1 + h;e;. Dann gilt f;(a + h) — f;(a) = Z(fj(al) fi(a;_1)). Da sich a; und a;_4

nur um h,e; unterscheiden, gibt es nach dem Mlttelwertsatz 2.20| ein 0; mit

filai) — filai1) =

OF:
82 (ai—1 + O;hie;)h;

Also gilt

fila+h) — fi(a) — Z%(Q)hi = Z (giﬂ( a1+ 6;hie;) — gf (a)) hi

=1
< S

=1

af;
ox;

of;

T e+ i)~ 5 0)

6Bei Vektoren bedeutet ,,geniigend klein“ immer von geniigend kleiner Norm.
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Aus h — 0 folgt nun a;_1 + 0;h;e; — a und daher wegen der Stetigkeit der partiellen

Ableitungen auch ) %(ai_l + 0;hie;) — %(a) — 0, so dass sich mit der durch Ajh :=
=11 !

of;
ox;

(a)h; definierten stetigen linearen Abbildung A; : R™ — R die Beziehung

n
=1

i Jila+h) — fi(a) — A;h

=0
h—0 IRl

ergibt. Somit ist jede Komponente f; in jedem Punkt aus U differenzierbar, und wegen
Lemma ist also auch f differenzierbar auf U.

Nach Lemma ist dariiberhinaus x +— df (z) bereits dann stetig, wenn z — df (x)(e;)
stetig ist, dies ist aber hier wegen df ()(e;) = %(Z‘) der Fall. Also ist f nicht nur differen-
zierbar, sondern sogar stetig differenzierbar. O

Dieses Korollar kann man insbesondere dazu nutzen, die (stetige) Differenzierbarkeit von
Abbildungen zu erschlielen, ohne explizit die Grenzwertbeziehung in Definition iiber-
priifen zu miissen.

Beispiel 2.35. Die Polarkoordinaten-Abbildung

iR x (=mm) =R, f(r,¢) = (rcos(p), rsin(p)) ,
ist stetig differenzierbar, denn jede der vier Funktionen

0 0
(1) = Gh(rp) = cos(i) (1) () = —rsiny)
0 0
(1) = G2(rp) =sine) () o F () = os(y)
ist stetig.

Insbesondere kann man fiir eine beliebige stetig differenzierbare Funktion ¢g : R? — R,
(x,y) — g(z,y), die Kettenregel anwenden und daraus fiir h := g o f die Ableitung

Nirg) Dir)
dhr.o) = dg(fre) - dfre) = (22(re)) Lireren)-| O 9%
or %) 0fs 0fs

o (7, ) 9 (7, )

und somit die Formeln

S = L) cosle) + 27l p) sine)
Selfe) = ~GA) rsin(e) + SAF ) - cos(e)

gewinnen.

Ahnlich wie Satz kann man auch den folgenden Schrankensatz beweisen.
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Satz 2.36 (Schrankensatz). Unter den Voraussetzungen von Satz 232l gilt

1F(2) = f(@)lly < sup [0z f(z +t(Z — 2))lly

te[0,1]

Ist dariberhinaus f: U — Y sogar stetig differenzierbar, so gilt

1)~ £l < s 107(o + o3 = D ) 1~y

telo

Beweis: Aufgrund von Satz gilt

< [ et ti =)l a

< sup |Gs—of(x + (& — )|y
te(0,1]

@) = @)y = \ [ teasta sz =

Y

Die zweite Aussage folgt dann nach Definition der Operatornorm einfach aus ||0;—, f(z +
t(@—2))|ly < |df(x+t(& — 2))||Lxy)l|T — x| x und der Tatsache, dass ¢t — ||df (x + t(T —
)| L(x,y) als stetige Funktion auf dem kompakten Intervall [0, 1] ihr Supremum annimmt.

O

Eine wichtige Konsequenz aus dem Schrankensatz ist die lokale Lipschitz-Stetigkeit stetig
differenzierbarer Abbildungen.

Korollar 2.37. Jede stetig differenzierbare Abbildung f ist lokal Lipschitz-stetig, d.h. es
gibt zu jedem Punkt eine Umgebung, auf der f Lipschitz-stetig ist.

Beweis: Sei Bs(a) eine Kugel um a mit ||df (z) — df (a)||rx,y) < € fiir alle 2 € Bs(a). Dann
gilt nach dem Schrankensatz und der Dreiecksungleichung auch

1£@) = f@)lly < (ldf (@)llexy) +¢) 17 — 2l

fir alle x,2 € Bs(a). O

Taylor-Formeln Seien X,Y Banach-Réume und U C X offen. Ist die Ableitung df :
U — L(X,Y) einer differenzierbaren Abbildung f : U — Y selbst wieder differenzierbar,
so heifit f zweimal differenzierbar. Man beachte, dass dann df auch stetig ist und somit f
automatisch stetig differenzierbar ist. Noch stérker ist der folgende Begriff, bei dem man
auch noch die Stetigkeit der Ableitung von df verlangt.

Definition 2.38. Seien X,Y Banach-Rdume und U C X eine offene Teilmenge. Ist die
Ableitung df : U — L(X,Y) einer stetig differenzierbaren Abbildung f : U — Y selbst
wieder stetig differenzierbar, so heifit f zweimal stetig differenzierbar. Induktiv definiert
man so k-mal stetig differenzierbare Abbildungen, und den Vektorraum aller solcher k-mal
stetig differenzierbaren Abbildungen bezeichnet man mit C*(U,Y).

Man bemerke, dass die Ableitung von df eine Abbildung d?f : U — L(X,L(X,Y))
ist, die natiirlich die zweite Ableitung von f genannt wird [Z| Da man die Abbildun-
gen B € L(X,L(X,Y)) durch (z,Z) — B(z)(Z) mit bilinearen stetigen Abbildungen

"Fiir diejenigen, die sich mit der Analysis auf Mannigfaltigkeiten auskennen, sei angemerkt, dass hier
d? nichts mit dem Differential d auf Formen zu tun hat.
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X x X — Y identifizieren kann, stellt sich die Frage, ob die bilinearen Abbildungen d?f(z)
symmetrisch2sind. Fu2r zweimal partiell differenzierbare Funktionen hatten wir bereits gese-
hen, dass B:i ng =+ ajj gxi auftreten kann. Bei zweimal stetig differenzierbaren Abbildungen
ist die zweite Ableitung nach dem folgenden Satz von Schwarz aber automatisch symme-
trisch.

Satz 2.39. Seien X,Y Banach-Riume und U C X eine offene Teilmenge. Ist f : U —Y
zweimal stetig differenzierbar, so gilt d*f(x)(h,h) = d*f(z)(h,h) fiir jedes x € U.

Beweis: Sei z € U und seien h, b geniigend klein. Wir schreiben den Term
flx+h+h)— flx+h)— f(x+h)+ f(z)

einerseits mit g(z) := f(x + h) — f(z) als g(z + h) — g(z) und andererseits mit Hilfe der

Funktion g(x) := f(x + h) — f(z) als g(z + h) — g(z).
Durch zweimalige Anwendung des Mittelwertsatzes erhédlt man dann einerseits

1
fla+ bt B) = fla )= fo+ B+ fa) = gatF) = gla) S F2 [ 0900+ thya
0
Satz 2.24] ! -~ ~ 1 B R 3
= d h)hdt = d h+th)—d h))hd
/0 g(z +th)hdt /O(f(a:+ +th) f(q;+t)> t
Satz [2.32] ! L . B 1 1 , . ) )
2L /0(/0 Ohdf(a:+sh+th)hds) dt = /0 (/Odf($+8h+th)(h,h)ds &t

und somit mit der Hilfsfunktion ¢(s, t) := d®f(z+sh+th)(h, h)—d?f(x)(h, h) die Gleichung

fl@a+h+h)—flx+h)— fle+h)+ flz) = d2f(x)(h,h)+/0 (/O @(s,t)ds) dt

Nun gibt es aufgrund der Stetigkeit von d*f zu jedem ¢ > 0 ein 0 > 0, so dass fiir
|R]|x, |h||lx < ¢ das Doppelintegral in der Norm auf Y durch §||h[/x|/h|x abgeschétzt
werden kann.

Andererseits erhélt man mit g(z) := f(z + h) — f(x) ebenso
. . . 1/
flx+h+h)—flx+h)— flz+h)+ f(z) = &f(z)(h,h) +/ (/ (s, t) ds) dt
0o \Jo

mit ¢(s, t) := d2f(x + sh+th)(h, h) — d* f(z)(h, h) und kann wiederum das Doppelintegral
in der Norm auf Y durch §||h||x||h||x abschétzen.

Daher gibt es zu jedem & > 0 ein § > 0, so dass fiir |||, ||| < & die Abschitzung
|d* f () (h, B) — & f (x) (B, ) |ly < elAllx |l x

Die bilineare und stetige Abbildung B(h, k) := d2f(z)(h,h) — d®f(z)(h, h) ist dann aber
schon die Nullabbildung und daher gilt d®f(x)(h, h) = d*f(z)(h, h). 0

8 Angenommen, B wire nicht die Nullabbildung. Dann géibe es (h, h) mit B(h, h) # 0. Aus der Bilnearitét

folgte h # 0 # h und ”ngfg”;’ =: p > 0. Wihlen wir nun & < p und ¢, o > 0 mit |[e1h||x < 6, ||eah|lx < 0,

fithrte dies dann aufgrund der Bilinearitéit zum Widerspruch ¢ > 18(1h-cobly _ 5G|y
llerhlixlleahlix — lIRlIx IAllx

=p>e.
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Induktiv folgt aus dem Satz von Schwarz, dass die k-te Ableitung d* f(z) an jedem Punkt
x € U eine symmetrische k-lineare Abbildung d* f(z) : X x --- x X — Y ist. Die Abbildun-
gen d* f(r) kann man wegen der k-Linearitiit als Monome vom Grad k bezeichnen. Symboli-
siert man fiir einen Vektor h € X dariiberhinaus mit h* den Vektor (h,...,h) € X x---x X,
so macht auch die folgende Definition Sinn.

k
Definition 2.40. Die Abbildung 7} f(z;a) := f(a) + Y 5d'f(a)(z — a)' heiBt das Taylor-
i=1

Polynom k-ten Grades von f im Entwicklungspunkt a.

Aufgabe: Zeigen Sie: Im Fall einer k-mal stetig differenzierbaren Funktion f:U — R auf
einer offenen Teilmenge U C R™ ist die k-te Ableitung in Richtung h* durch

Z Z ‘ Oy, .. zek (@i, = iy

gegeben, und analog kann man die Taylor-Polynome von f berechnen.

Beispiel 2.41. Die auf der bzgl. der 1-Norm offenen Kugel im R? beliebig oft stetig differen-
zierbare Funktion f(z,y) := ; (0,0) das Taylor-Polynom k-ten Grades
k

Ty f((z,9);(0,0)) = §)<x+y)l wegen f = hogmit h(z) == = = ézl und g(z,y) == r+y.

Das Taylor-Polynom k-ten Grades Ty f(z;a) ist das eindeutige Polynom, dessen k-te Ablei-
tungen in a mit denen von f iibereinstimmen. Es ndhert f im Sinne des folgenden Satzes
von Taylor an.

Satz 2.42. Seien X,Y Banach-Riume und U C X eine offene Teilmenge. Sei Ty f(z;a)
das Taylor-Polynom k-ten Grades der Abbildung f € C*Y(U,Y) im Punkt a € U und sei
die Strecke von a nach x komplett in U enthalten. Dann gilt

11k
@)= Tiftaia) = [ B (ot tlo - @) -

Beweis: Mit einem beliebigen stetigen linearen Funktional ¢ : ¥ — R kann man auf die
Funktion g(t) := ¢(f(a+t(x —a))) den eindimensionalen Satz von Taylor aus der Analysis
I anwenden und erhilt wegen d'(p o f) = ¢ o d'f, der Vertauschbarkeit von ¢ mit der
Integration sowie wegen ¢()(t) = d'(po f)(a+t(x —a))(z —a)' fiir alle [ < k+ 1 die Formel

P U@ - Tifma) = o) -Tgr0) = [ LEgb0)a

- (/01 %dkﬂﬂa + iz — a))( — a)FH! dt)

Da diese Gleichung fiir alle stetigen linearen Funktionale ¢ : Y — R gilt (und somit
bei Y = R" insbesondere fiir die Projektionen auf die einzelnen Komponenten), folgt die
Behauptung des Satzes (wobei man fiir unendlich-dimensionale Rdume wiederum den schon
im Beweis von Satz erwiahnten Satz von Hahn-Banach anwendet). O
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Korollar 2.43. Seien X,Y Banach-Rdaume und U C X eine offene Teilmenge. Sei Ty, f(x; a)
das Taylor-Polynom k-ten Grades der Abbildung f € C*(U,Y) im Punkt a € U und sei die
Strecke von a nach x komplett in U enthalten. Dann gilt

oo @) = Tif(w;0)

zalz —af*

=0

Beweis: Die Formel aus Satz fiir k£ — 1 statt k£ kann man zu

fa) = Tiafwia) = [ G0 ok te - o -

_ [fa-pH! J* k " B gt
- [ G @@ - 0+ e~ @)= o))
umschreiben, wobei es wegen f € C*(U,Y) fiir ¢(h) := d* f(a+h) — d* f(a) zu jedem & > 0
ein 6 > 0 mit ||h]| < § = [[(h)|| < e gibt. Wegen

[ St @ -t = g )=o) = Tuf(eo) - Tiaf a0

erhalt man
) = Tiftaia) = | %w(w—a)xx—a)kdt |

und da man fiir ||z —al| < 0 die Norm des Integrals in Y durch £||z —al|* abschéitzen kann,
folgt die Behauptung. O

Fithrt man als Abkiirzung fir }llirr(l) % = 0 die Schreibweise g(h) = o(||h||¥) bei h — 0 ein,
—>

so lisst sich die Aussage des vorigen Korollars prignant als f(z) — Ty f(z;a) = o||x — al|*)
bei x — a schreiben. Mit anderen Worten fillt fiir + — a der Fehler, den man bei der
Approximation von f durch T} f(z;a) macht, schneller ab als ||z — al|*.

Nach diesen allgemeinen Resultaten iiber Taylor-Polynome fiir Abbildungen von U C X
nach Y interessieren wir uns nun fiir Taylor-Polynome von Funktionen f : U — R. Fiir
solche kann man das Restglied der Taylorschen Formel auch in der Lagrangeschen Form
angeben.

Korollar 2.44. Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes X . Sei Ty, f(x;a)
das Taylor-Polynom k-ten Grades der Funktion f € C**Y(U,R) im Punkt a € U und sei
die Strecke von a nach x komplett in U enthalten. Dann gibt es ein 6 € [0, 1] mit

fl@) = Tif(z;a) = ! A f(a 4 6(x — a) (@ — a)* !

(k+1)!

Beweis: Da das Integral aus Satz [2.42] ein R-wertiges Integral ist, gibt es nach dem Mit-
telwertsatz der Integralrechnung aus der Analysis I ein 6 € [0, 1] mit

1 _ £k 1 _ 1\k
/0 %dkﬂf(a - a))(x — @) dt = d fla+ 0(z — a))(x — a)* /0 % dt =
1 k41 k41
(k+1)!d fla+0(x —a))(z —a) ,

9Hierbei wird o(||h||*) als ,klein o von h hoch k“ gesprochen und Landau-Symbol genannt.
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und somit folgt die Behauptung aus Satz . O

Insbesondere gilt fiir zweimal stetig differenzierbare Funktionen f : U — R auf einer offenen
Teilmenge U C R"™ wegen df (a)h = (grad f(a), h) und

d’f(a)(h,h) = Z Z &iﬁij (a)hih;

i=1 j=1

mit der Hesse-Matrix Hess f(a) := ( ot (a))A ~die Formel

8mi8:pj j

T, 0) = (@) + {grad f(a). — a) + 3 (Hes f(a)(z — a), (&~ a)

Da die Funktion h — f(a) + (grad f(a), h) + 5(Hess f(a)h, h) als Polynom zweiten Grades
eine Quadrik als Graphen besitzt und sich in ¢ an den Graphen von f anschmiegt, bezeichnet
man den Graphen von Tsf(x;a) auch als Schmiegquadrik an f im Punkt a.

Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema Mittels des Taylor-Polynoms zweiten
Grades einer zweimal stetig differenzierbaren Funktion f : U — R auf einer offenen Teilmen-
ge U C R™ kann man insbesondere hinreichende Kriterien fiir das Vorliegen eines lokalen
Extremums in einem Punkt a € U gewinnen. Dazu sei an Satz erinnert, nach dem
grad f(a) = 0 gilt, falls in a ein lokales Extremum von f liegt.

Bei Verschwinden von grad f in a gilt aber T f(z;a) = f(a) + 1(Hess f(a)(z — a), (z —
a)), und somit wird das Verhalten der Funktion f nahe a in zweiter Ndherung durch die
Hesse-Matrix Hess f bestimmt. Man beachte, dass Hess f nach dem Satz von Schwarz [2.39
symmetrisch ist. Mittels der folgenden Begriffe konnen wir die verschiedenen auftretenden
Félle unterscheiden.

Definition 2.45. Eine symmetrische n x n-Matrix A oder die ihr zugeordnete quadratische
Form h ~— (Ah, h) heifit

e positiv definit, falls (Ah, h) > 0 fiir alle h # 0 gilt.
e negativ definit, falls (Ah, h) < 0 fiir alle h # 0 gilt.

e indefinit, falls es sowohl Vektoren h mit (Ah, h) > 0 als auch Vektoren h mit (Ah, h) <
0 gibt.

e positiv bzw. negativ semidefinit, falls (Ah, h) > 0 bzw. (Ah, h) < 0 fiir alle h gilt.

Definitheit kann man durch die Eigenwerte von A charakterisieren. Dazu sei daran erinnert,
dass eine Zahl \ Eigenwert der n x n-Matrix A heifit, wenn es einen Vektor h € R" gibt
mit Ah = Ah. Die Eigenwerte von A sind die Nullstellen des charakteristischen Polynoms
A = det(A — A1d), und fiir symmetrische Matrizen A ist jeder Eigenwert reell.

Lemma 2.46. Fir eine symmetrische n X n-Matriz A gilt:

o A ist positiv definit <= jeder Figenwert von A ist positiv

e A ist negativ definit <= jeder Figenwert von A ist negativ
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o A ist indefinit <= es gibt sowohl positive als auch negative Eigenwerte von A

o A ist positiv bzw. negativ semidefinit <= jeder Eigenwert von A ist nicht-negativ bzw.
nicht-positiv

Beweis: Fiir symmetrische Matrizen gibt es eine Basis des R™ aus orthonormalen Ei-
genvektoren und daher eine orthogonale n x n-Matrix S mit A = SDST, wobei D =
diag(A1, ..., A,) eine Diagonalmatrix ist, auf deren Diagonaler die Eigenwerte \; von A
stehen (Hauptachsentransformatio. Mit h = STh gilt daher

(Ah,h) = (DSTh, STh) = (Dh, h) Z)\ h?

und daraus ergeben sich sofort alle Behauptungen. O

Satz 2.47. Ist f : U — R zweimal stetig differenzierbar auf einer offenen Teilmenge
U C R" und ist a € U ein Punkt, fir den grad f(a) = 0 gilt und Hess f(a) positiv bzw.
negativ definit ist, dann liegt in a ein lokales Minimum bzw. Mazimum.

Beweis: Ist Hess f(a) positiv definit, dann hat die stetige Funktion h — (Hess f(a)h, h)
auf der kompakten Sphire S"~' := {h € R"|||hlls = 1} ein Minimum| m > 0 wegen
(Hess f(a)h,h) > 0 fiir h € S"~'. Also gilt (Hess f(a)h,h) > m]h|3 fiir alle h € R".

Andererseits gibt es fiir den durch f(a + h) = f(a) + 5(Hess f(a)h, h) + R(h) definierten

Rest R(h) wegen hm ”}5”2) =0zum > 0eind > 0 mit |[R(h)] < 2| h|? fir alle A mit

Ilh|| < 9. Insbesondere gilt R(h) > —2||h||* und fiir alle & mit [|h]| < 0 daher

1 m m m
Flat h) = (@) + 5 {Hess F(a)h, by + R(h) > () + "2 A1> = 20l = f(a) + 2]
Demzufolge nimmt f auf Bs(a) im Punkt a sein eindeutiges Minimum an. O

Beispiel 2.48. Die Funktion f(z,y) := 2? + 2y + y* besitzt
den Gradienten grad f(z,y) = (2x + y,x + 2y)T, welcher
nur nur im Punkt (0,0) verschwindet. Fiir die — hier zufillig

konstante — Hesse-Matrix Hess f(x,y) = (i ;) ergibt sich —

im Punkt (0,0) — das charakteristische Polynom (A — 2)% — 1
und daher die Eigenwerte A = 1 und A = 3. Also liegt in
(0,0) nach Satz ein lokales Minimum von f.

10Tn der linearen Algebra wird meist nur fiir eine Matrix A € R"*" die Existenz der Jordan-Normalform
gezeigt, d.h., die Existenz einer Faktorisierung ST AS = J mit einer orthogonalen Matrix S (d.h., ST = §~1)
und einer Blockdiagonalmatrix J, welche sich aus den sogenannten Jordan-Blocken Ay zusammensetzt, die
auf der Diagonalen A\; und auf der unteren Nebendiagonalen Einsen stehen haben. Mit der Symmetrie von
A folgt wegen JT = (STAS)T = STATS = ST AS = J auch die Symmetrie von J, so dass alle Jordanblécke
die Grofle Eins besitzen miissen und J dann sogar eine Diagonalmatrix ist.

1gn=1 ist als Urbild der abgeschlossenen, da einelementigen Menge {1} unter der nach Beispiel
stetigen Norm ||.|] : X — R wiederum abgeschlossen (vgl. Satz [[336]) und — da offenbar beschrinkt — nach
Satz kompakt, so dass jede stetige Funktion auf S™~! nach Korollar ihr Minimum annimmt.
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Beispiel 2.49. Sei m > n, A € R™*" eine Matrix vollen Ranges und b € R™. Dann 16st

der Vektor x € R" das lineare Ausgleichsproblem ||Az — b||5 = min genau dann, wenn er
die Normalengleichungen AT Ax = ATb 16st.

Denn die Funktion f(z) := ||Az — b||3 hat wegen f(z) = (Az — b, Az — b) die Ableitung
df (z)h = 2(Az — b, Ah), und daher ist grad f(z) = 0 dquivalent zu AT (Az —b) = 0.
Dariiberhinaus ist die zweite Ableitung Hess f(x) = AT A positiv definit, da A vollen Rang
hat, also ist die Losung von AT Az = ATb auch wirklich ein Minimum.

Differentiation parameterabhz’ingiger Integrale In Satz haben wir die Stetigkeit
von parameterabhingigen Integralen F'(x f f(x,t)dt gezeigt. Nun wollen wir diskutie-

ren, unter welchen Umstédnden die Funktion F stetig differenzierbar ist.

Satz 2.50. Sei U C R™ eine offene Teilmenge und f : U X [a,b] — R eine stetige Funktion
f(z,t), deren partielle Ableitungen 52 o7 -(2,1) nach den Variablen x;, i =1,...,n, als Funk-

tionen auf U X |a,b] stetig sind. Dann ist die Funktion F : U — R, F(x) := ff x,t)dt

_['of
o= ) o

stetig differenzierbar mit partiellen Ableitungen ,t)dt.

b
Beweis: Sei z* € U fest gewihlt. Wir miissen zeigen, dass der Kandidat | %(x*,t} dt fur

die partielle Ableitung a—F( *) wirklich die partielle Ableitung von F' nach x; im Punkt z*

ist, dann folgt wegen der Stetigkeit von f (x t) durch Anwendung von Satz |1.66/ auch die
stetige Differenzierbarkeit von F.

Dazu betrachte zu vorgegebenem ¢ > 0 die Differenz (z,t) — g j (x,t) — 8f 2-(2", ), die nach

Voraussetzung stetig auf U X [a, b] ist und auf der Faser {x*} x |a, 0] Verschvvlndet Also ist

0 0
a;:' (x,t) — 89{@- (x*,t)| < e}

)

W= {(z,t) € U x [a, ]|

eine offene Umgebung von {z*} x [a, ] in U x [a, b], und nach dem Tubenlemmal[l.64] gibt es
somit eine offene Umgebung U’ von z* mit U’ x [a,b] C W. Bezeichne e; die Standardbasis
des R™ und sei s so klein, dass x* + se; € U’ gilt, dann gibt es nach dem Mittelwertsatz zu
jedem t € [a, b] eine Stelle s(t) zwischen 0 und s mit

b af
a 3%

.Y dt =

F(a* + sei) / fla” +8€“ — S (z* 4 s(t)e;, t) dt

Aufgrund der Definition von U’ und wegen z* + se; € U’ gilt daher

'F(x*ﬂei) — F(z7) _/b of (z%,%) dt’ <e(b—a)

S . Ox;

b
fiir s so klein, dass 2* + se; € U’ gilt. Also ist [ %(:c*, t) dt wirklich die partielle Ableitung

von F nach x; im Punkt x*. O
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Euler-Lagrange-Gleichungen Eine grofle Rolle innerhalb der Mathematik und den sie
anwendenden Wissenschaften spielt auch das Auffinden stationdrer Punkte von Funktionen
auf unendlich-dimensionalen Banach-Rdumen, sogenannten Funktionalen. Wir wollen dies
am Beispiel der Euler-Lagrange-Gleichungen verdeutlichen.

Als Banach-Raum betrachten wir die Menge C([a, b], R) der stetig differenzierbaren Funk-
tionen u : [a,b] — R mit der Norm

lull := sup [u(z)|+ sup |u'(2)] = [[ufloc + U/l

x€[a,b] z€[a,b]

wobei der Leser selbst nachvollziehen moge, dass C*([a, b], R) mit dieser Norm ein Banach-
Raum ist.

Sei nun eine stetig differenzierbare Funktion L : R? — R auf dem R? vorgegeben, die
in diesem Kontext Lagrange- Funktlon genannt erd Dann kann man mit ihrer Hilfe das
Funktional I : C'([a, b],R) — f L(u (1)) dt, bllden das einer stetig diffe-

renzierbaren Funktion v : [a, b] — R den Wert des Integrals fa L(u(t),v'(t)) dt zuordnet.

Das Funktional [ ist partiell differenzierbar, denn fiir eine Funktion h € C'([a,b],R) ist die
Funktion (s,t) — L(u(t) + sh(t),u'(t) + sh'(t)) stetig sowie stetig partiell differenzierbar
nach s, also folgt aus Satz

0

ﬁ[(u + sh)|s=0 = 55 (/ L(u(t) + sh(t),u'(t) + sh'(t)) dt) |sm0 =

ahl(u) = Js

/' 1) + sh(t), u(£) + sh'(£))] oo dt

Wir suchen nun stationire Punkte des Funktionals I, d.h. Funktionen v € C*([a, b], R) mit
Ol (u) = 0 fiir alle h € C'([a,b],R) mit h(a) = 0 = h(b). Mit der Bezeichnung L = L(q,v)
gilt nach der Kettenregel

0 ’ / . oL / oL / /
g L(t) + sh(0), w(t) + sH(8))]smo = Zo(u(t) w(B)) - () + F2(ult), W) - H(E)

und somit folgt mittels partieller Integration

b
B oL , d 0L ,
ontn) = [ (Gotute) @) - 550 0)) - i) e
unter der Annahme, dass ¢t — ‘g—ﬁ(u(t), u'(t)) stetig differenzierbar ist. Daraus ergibt sich

der folgende Satz.

Satz 2.51. Ist L: R? — R stetig differenzierbar und u € C*([a,b],R) so, dass auch t
OL (y(t), ' (t)) stetig differenzierbar ist, dann gilt die Euler-Lagrange-Gleichung

ov
d OL , oL '
E%W(t),u(t)) aq( u(t), w'(t))

auf (a,b) genau dann, wenn u ein stationdrer Punkt von I(u f L(u (1)) dt ist.
Beweis: Wegen der Formel fiir 05 (u) haben wir nur noch zu zeigen, dass fiir eine stetige
Funktion f : (a,b) — R aus fabf(t) - h(t)dt = 0 fiir alle h € C'([a,b],R) die Gleichung
f =0 auf (a,b) folgt.
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Angenommen, es gibt einen Punkt t* € (a,b) mit f(t*) # 0. Gilt f(¢*) > 0, dann gibt es
aufgrund der Stetigkeit von f ein Intervall [a*,b*] C (a,b), das den Punkt ¢* enthélt und
auf dem f(t) > 1 f(t*) fiir alle ¢ € [a*,b*] gilt. Sei nun i € C*([a, b, R) eine Funktion, die
auf (a*,b*) positiv ist und die auBerhalb von (a*,b*) verschwindet (der Leser moge solch
eine Funktion selbst konstruieren). Dann gilt

/ f(t)-h(t)dt_/* f(t)~h(t)dt2%f(t*)/* h(t) dt > 0

im Widerspruch zu ff f(t)-h(t)dt = 0 fiir alle h € C'([a, b],R). Den Fall f(t*) < 0 handhabt

man vollig analog. O
Beispiel 2.52. Sei L(q,v) := %Zv? — 2%g* mit Konstanten m,« > 0, dann lautet die
Euler-Lagrange-Gleichung

)

—(mu’) = —mau

dt

und ist mit der Substitution v := «’ dquivalent zu den linearen Differentialgleichungen

v=v , vV=oau
Diese Differentialgleichungen beschreiben lineare Schwingungen (vergleiche Beispiel ,
und mittels der Exponentialfunktion kann man die Losung zum Anfangswert (ug,vg) als

) (0 ) e

2.5 Diffeomorphismen

In diesem Abschnitt wollen wir uns mit k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen beschéfti-
gen, die bijektiv sind und deren Umkehrabbildung auch wieder k-mal stetig differenzierbar
ist, sogenannten C*-Diffeomorphismen.

Definition 2.53. Seien X,Y Banach-Réume. Eine Abbildung f : U — V nennt man
einen C*-Diffeomorphismus von der offenen Teilmenge U C X auf die offene Teilmenge
V C Y, wenn f eine bijektive C*-Abbildung ist, deren Umkehrabbildung f~' wiederum
eine C*-Abbildung ist.

Diffeomorphismen sind also Abbildungen, die nicht nur die topologische Struktur erhalten
(sowohl f als auch f~! sind stetig), sondern die auch noch die differenzierbare Struktur
erhalten (sowohl f als auch f~! sind k-mal stetig differenzierbar). Will man nur lokal iiber
Diffeomorphie sprechen, so ist die folgende Definition hilfreich.

Definition 2.54. Seien X,Y Banach-Rdume und sei U C X offen. Eine Abbildung f :
U — Y heiBt lokal C*-invertierbar bei # € U, wenn es offene Umgebungen U’ C U von x
und V' C Y von f(x) gibt, so dass f : U’ — V' ein C*-Diffeomorphismus ist.

Wihrend man nur schwer beweisen kann, dass R™ und R” fiir m # n nicht homéomorph
sind, kann man dagegen leicht beweisen, dass offene Teilmengen endlich-dimensionaler
R&dume nur dann diffeomorph sein kénnen, wenn die zugrundeliegenden Raume dieselbe
Dimension besitzen.
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Lemma 2.55. Seien X,Y Banach-Réiume und sei U C X offen. Ist f : U — Y lokal C*-
invertierbar bei x € U, so ist die stetige lineare Abbildung df (x) € L(X,Y) invertierbar mit
Inversem df ~'(f(z)) € L(Y, X). Insbesondere gilt bei X = R™ und Y = R™ auch m = n.

Beweis: Ist f : U’ — V' ein C*-Diffeomorphismus, so gelten wegen f~' o f = Idy und
fo f~' = Idys nach der Kettenregel die Gleichungen df ~*(f(x)) - df (z) = Idx und df (x) -
df71(f(x)) = Idy, also hat die stetige lineare Abbildung df(z) € L(X,Y) das Inverse
df 1 (f(z)) € L(Y, X). Insbesondere muss bei X = R™ und Y = R™ auch m = n gelten,
denn lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Rdumen koénnen nur in diesem
Fall invertierbar sein. O

Im folgenden beweisen wir den Satz iiber lokale Umkehrbarkeit, der besagt, dass auch die
Umkehrung des vorigen Lemmas gilt. Da man relativ leicht nachpriifen kann, ob eine stetige
lineare Abbildung ein stetiges lineares Inverses besitzt, ist dieser Satz ein sehr méchtiges
Werkzeug der nichtlinearen Analysis. Bevor wir mit dem Beweis beginnen, miissen wir uns
in Verallgemeinerung von Satz aber noch klar machen, dass die Inversion auf GL(X)
beliebig oft differenzierbar ist.

Lemma 2.56. Sei X ecin Banach-Raum, dann ist die Inversion A — A™! auf GL(X)
beliebig oft stetig differenzierbar.

Beweis: Aus dem Beweis von Satz erinnere man sich daran, dass die Inversion lokal eine

Verkettung der Neumannschen Reihe f(A) := Y A* und der Abbildungen B + Id —A~!'B
k=0

sowie C' — C'A™! war. Letztere sind offensichtlich beliebig oft stetig differenzierbar, und
auch die Neumannsche Reihe ist innerhalb ihres Konvergenzkreises beliebig of stetig dif-
ferenzierbar (was man fiir Potenzreihen auf der Banach-Algebra L(X, X) genauso zeigen
kann wie fiir reelle Potenzreihen). Also folgt die Behauptung aus der Kettenregel. O

Nach dieser Vorbemerkung kommen wir nun zum Satz iiber lokale Umkehrbarkeit.

Satz 2.57. Seien X,Y Banach-Riume und U C X offen. Eine C*-Abbildung f : U — Y
ist genau dann lokal C*-invertierbar bei v € U, wenn df (z) € L(X,Y) invertierbar ist.

Beweis: Die eine Richtung zeigt das vorige Lemma, die andere schauen wir uns jetzt an:
OE diirfen wir X =Y, 2 = 0, f(z) = 0 und df(z) = Idx annehmen (betrachte einfach
hs df(z)" ' (f(z + h) — f(z)) statt f).

Wir wollen f nahe Null invertieren, also die Gleichung f(z) = y l6sen. Diese schreiben wir
mittels h,(z) ==z +y — f(x) um in die Fixpunktgleichung h,(x) = z. Fixpunkte x von h,,
sind dann also Losungen von f(z) = y.

Wegen dh,(0) = Id —Id = 0 und der stetigen Differenzierbarkeit finden wir eine Kugel

B,,(0) im Definitionsbereich von f mit ||dh,(x)|| < 1/2 fiir alle 2 € B, (0). Somit ist h,,
auf Bs,.(0) nach dem Schrankensatz Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanter < 1/2.

Insbesondere gilt fiir ||y|| < r und ||z|| < 2r wegen h,(0) = y dann auch
1
1hy ()] < Ty (@) = Ay ()] + Nlyll < 52r +7 < 2r

Also ist h,, fiir jedes y € B,(0) eine kontrahierende Selbstabbildung von By, (0).

Nach dem Fixpunktsatz gibt es daher zu jedem Punkt y € B,(0) genau einen Fixpunkt
x € By,(0) von hy, und da sogar die echte Ungleichung ||h,(x)|| < 2r gilt, liegt der Fixpunkt
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sogar in der offenen Kugel By, (0). Setze g(y) := z, dann ist die Abbildung f : U’ — B,(0) =:
V' mit Definitionsbereich U’ := f~1(B,(0)) N By,(0) und Bild V' also bijektiv mit Inversem
g, und insbesondere ist U’ wegen der Stetigkeit von f offen.

Wir miissen nur noch zeigen, dass g eine C*-Abbildung ist. Zunichst einmal zeigen wir
dazu, dass ¢ stetig ist: Sei y,y’ € B,.(0), dann gilt fiir z := ¢(y), ' := g(y') natiirlich
x—a' = ho(z) — ho(z") + f(z) — f(2), und da hy Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstante
< 1/2ist, folgt ||z —2'|| < ||z —2'||/2+ || f(z) — f(a')|]. Wegen f(x) =y, f(z) =1y gilt also
lg(y) — 9|l < 2[ly — ¢'|, d.h. g ist Lipschitz-stetig.

Desweiteren ist g sogar C*. Dazu ein paar Vorbemerkungen: Die Ableitung df ist in jedem
Punkt x € U’ invertierbar, da nach Wahl von r ja || Id —df (z)|| = ||dh,(z)|| < 1/2 gilt, also
df (z) nach dem ersten Teil des Beweises von Satz[1.55| (Neumannsche Reihe) invertierbar ist.
Dariiberhinaus ist wegen der Stetigkeit von df und der Stetigkeit der Inversion auf G L(X)
die Operatornorm von df ~* auf U’ beschriinkt, d.h. es gibt ein C' < oo mit ||df (z)7!|| < C.

Um zu zeigen, dass g eine C*-Abbildung ist, rechnen wir nun einfach nach, dass der Kandi-
dat df (g(y))~! fiir die Ableitung dg(y) wirklich diese Ableitung ist: Sei g(y) = z, g(y') = 2/,
dann gilt / L / . /
l9(y") = 9(y) —df(9()) ™" (v = Wl = l2" — 2 = df (=) (f(«") = f(2))]| <
Cllf(@") = f(z) — df (z)(«" = 2)||

also ist mit f auch g differenzierbar. Aber g ist sogar C*, denn aus der Gleichheit dg(y) =
df (g(y))~!, aus der Glattheit der Inversion auf GL(X) und da df eine C*~'-Abbildung ist,
folgt induktiv, dass auch dg eine C*~!-Abbildung ist . O

Bevor wir Beispiele fiir die Anwendbarkeit des Satzes iiber lokale Umkehrbarkeit diskutie-
ren, beweisen wir noch kurz eine wichtige Folgerung.

Korollar 2.58. Seien X,Y Banach-Rdume, sei U C X offen, und sei f : U — Y stetig
differenzierbar mit der Eigenschaft, dass die Ableitung df (x) in jedem Punkt x € U inver-
tierbar ist. Dann ist f(U) offen, und falls f zusdtzlich injektiv ist, dann ist f sogar ein
Diffeomorphismus von U auf f(U).

Beweis: Nach dem Satz iiber lokale Invertierbarkeit findet man zu jedem Punkt z € U
eine Umgebung U(z) C U, auf der f lokal C''-invertierbar ist. Da insbesondere die inverse
Abbildung g := f~! stetig ist, ist g7 (U(z)) = f(U(x)) offen, und aus der Gleichung
f(U) = U,ey f(U(x)) folgt die Offenheit von f(U). Bei zusitzlicher Injektivitdt von f ist
die Umkehrabbildung ¢ : f(U) — U sogar global auf f(U) definiert und als lokal stetig
differenzierbare Abbildung auch global stetig differenzierbar. O

Beispiel 2.59. Die Polarkoordinaten-Abbildung P, : R" — R", die fiir n > 2 rekursiv

durch
(Pn('r, ©O1, 0 Pr1) COS(%))

Pn+1(r, ©1, - 7(:071) = rsin(gon)

und Pa(r, @) = (77: 2?1?((:2))) definiert ist, ist an jedem Punkt (r, 1, ..., ¢,—1) mit 7 > 0 und

(02, 0n1) € (=7/2,7/2)"2 ein lokaler C*-Diffeomorphismus, wobei k beliebig grof3
ist.

12Behauptung: Aus df € C*~1 folgt dg € C*1.
Induktionsanfang: Ist df stetig, so wegen dg(y) = df (¢(y))~! auch dg.
InduktionsschluB: Ist df € C*~1 soist df € C*~2 und nach Induktionsvoraussetzung daher auch dg € C*~2,
also g € C*~1. Aus der Gleichung dg(y) = df (g(y))~* folgt daher nach der Kettenregel, dass auch dg € C*~!
ist.
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Denn fiir die Jacobi-Matrizen gilt JP(r, p) = (zfjgz)) ;Z:;E;O))) sowie

A JP(r 1, on1) cos(pn)  —Pu(r @1, .., on1) sin(gy,)
JPpia(r, @1, n) = ( sin(p,),0,...,0 r cos(en) ’

also gilt det(JP,) = r > 0 und durch Entwicklung nach der letzten Zeile erhdlt man wegen

'r’aa% = P, die Rekursionsformel

det(JP,y1) = —(—1)"(=1)""rsin®(p,) cos™ *(¢,) det(JP,) + rcos" ™ (p,) det(JP,) =
rcos” () det(JP,)

und damit det(JP,) = r""!cos(gz)...cos" *(p,_1). Also ist die Matrix JP, in jedem
Punkt mit r > 0 und (p2,...,¢n_1) € (—7/2,7/2)" % invertierbar.

Tatséichlich ist P, : RT x (—m,7) x (—7/2,7/2)"% = R*"\ {y € R"|y; < 0,y = 0} ein
globaler C*-Diffeomorphismus, wie man durch die explizite Angabe einer Umkehrabbildung
beweisen kann.

Beispiel 2.60. Die Abbildung exp : L(X,X) — L(X,X) hat im Punkt 0 den Wert
exp(0) = Idx und die Ableitung dexp(0) = Id.(x,x). Somit gibt es eine offene Umgebung
U C L(X,X) der Nullabbildung und eine offene Umgebung V' C L(X, X) der Identitét
Idx, so dass exp : U — V ein C*-Diffeomorphismus ist.

Insbesondere kann man jede geniigend nah an der Einheitsmatrix FE, gelegene Matrix B
als Bild B = exp(A) mit einer n x n-Matrix A darstellen.

2.6 Implizit definierte Abbildungen

Will man Gleichungen wie beispielsweise die Kreisgleichung f(z,y) := x*>+y? = r? fiir festes
r > 0 lokal in der Néhe einer schon gefundenen Losung (z*,y*) nach einer der Variablen
auflosen, so konnen unterschiedliche Félle auftreten. Denn nahe des Punktes (0,7) kann
man die Kreisgleichung nur nach y auflésen (durch y = +/r? — 22), aber nicht nach z, da
die Gleichung z* + y? = r? fiir y > r keine Losung x besitzt, wihrend sie fiir y < r immer
schon zwei Losungen x hat. Es gibt also keine auf einer Umgebung von r stetige Funktion
g(y) mit g(r) = 0 und g(y)? + y* = r? fiir alle y aus der Umgebung von r. Ebenso verhélt
es sich im Punkt (0, —r).

Umgekehrt kann man die Kreisgleichung nahe der Punkte (£r,0) nur nach z auflésen
(durch x = £4/r2 — y?), aber nicht nach y. In der Néhe aller anderen Punkte (z*,y*) des
Kreises kann man sie dagegen nach jeder der beiden Variablen auflésen (aus 22 + 4% = r? =
(%)% + (y*)? ergibt sich @ = £+/(2*)2 + (y*)2 — 92 und y = £+/(2*)2 + (y*)? — 22 ). Die
so durch f(x,g(z)) = r? bzw. f(g9(y),y) = r? definierten Funktionen g(x) bzw. g(y) nennt
man implizit definiert.

Es kann aber sogar der Fall auftreten, dass man eine Gleichung f(x,y) = 0 nahe einer
Losung (z*,y*) nach keiner der beiden Variablen auflosen kann. Beispielsweise gilt fiir die
Gleichung f(z,y) := zy = 0, dass es nahe der Losung (0,0) keine Funktionen g(x) bzw.

9(y) mit f(z,g(x)) = 0 bzw. f(g(y),y) = 0 gibt.

Der folgende Satz iiber implizit definierte Abbildungen (oder kurz implizite Funktionen)
gibt ein sehr niitzliches und leicht {iberpriifbares Kriterium dafiir an, wann man eine Glei-
chung f(z,y) = z* in der Néhe einer Losung (z*,3*) nach y auflosen kann. Er ist damit

71



ein sehr méchtiges Werkzeug, um Aussagen iiber Losungen von Gleichungen zu gewinnen,
insbesondere in dem Fall, dass man die Gleichungen analytisch nicht explizit 16sen kann.

Satz 2.61. Seien X,Y,Z Banach-Rdume, sei W C X XY offen und sei f - W — Z
eine C*-Abbildung. List zu vorgegebenem z* € Z der Punkt (x*,y*) € W die Gleichung
flz*,y*) = 2* und ist df (x*,y*)|y =: dy f(z*,y*) € L(Y,Z) invertierbar, dann gibt es
offene Umgebungen U* von x* und V* von y* sowie eine C*-Abbildung g : U* — V* mit
flxy) = 2" =y =yg() fir (z,y) e U x V"

Beweis: Die Abbildung ¢ : U — X x Z, o(z,y) := (z, f(z,y)) mit p(z*,y*) = (z*, 2*) ist
: : . Idy 0 C e

wegen der Invertierbarkeit von dp(z*,y*) = dF ) x df(ay)ly lokal bei (z*, y*)
ein C*-Diffeomorphismus. Also gibt es offene Umgebungen U’ C U C X xY von (z*, y*) und
V' C X x Z von (x*,z*) derart, dass ¢ : U’ — V' ein C*-Diffeomorphismus ist. Wegen der
speziellen Form von ¢ hat die Umkehrabbildung ¢! die Form ¢~ !(x, 2) = (z, h(z, 2)) mit
einer C*-Abbildung h : V' — Y. Somit gilt f(z,y) = 2* <= y = h(x, 2*) fiir (z,y) € U'.
Wihle nun abschlieend offene Umgebungen U* von z* und V* von y* mit U*xV* C U’ und
h(U*x{z*}) C V*, dann hat die C*-Abbildung g(x) := h(z, z*) die gewiinschte Eigenschaft.

O

Beispiel 2.62. Die Gleichung f(z,y) := 2?+1*—2zy = 0 kann man nahe der Losung (1,1)
zwar nach y auflésen durch eine (beliebig oft) stetig differenzierbare und nahe 1 definierte
Funktion g(x) mit g(1) = 1, denn es gilt g—g = 3y* — 2z und somit ist 2—5(1, 1)=3-2=1
invertierbar. Aber man kann f(x,y) = 0 nicht lokal bei (1, 1) nach = auflésen, denn es gilt

% = 27r — 2y und %(1, 1) =2 — 2 =0 ist nicht invertierbar.

Die Ableitung von g(x) (und auch hohere Ableitungen) in x = 1 kann .
man aus der Formel f(z,g(z)) = 0 gewinnen, denn Ableiten dieser
Formel liefert
of of

S (ag(a) + 5 (@) () =0 = /(1) =~ =0

Beispiel 2.63. Das Gleichungssystem

filz,y,2) :=a*+y* + 2> =3
f2(x7y7z) = Jiy—yz—l—xz =1

kann man nahe der Losung (1,1,1) nach (z,y) auflésen, denn mit der Abbildung f :=
(f1, f2) : R* = R? ist die durch die Matrix

o 2 -
o, of | (L,1,1) = ( )
représentierte lineare Abbildung dy f(1, 1, 1) offensichtlich invertierbar. Ist g = (g1, g2) die

durch f(g1(2), 92(2), z) = (3,1)T implizit definierte Kurve mit ¢g(1) = (1,1), dann hat g(z)
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wegen

T () NE) + 012D N + G029 =0
— 26/(1) +264(1) +2 = 0
T 002) Dh ) + G0 ) D) + G 01(2) 02, ) =0
= 244(1) =0
die Ableitung ¢(1) = (0, —1)7.

Beispiel 2.64. Sei f : R xR = R, f(z,y) = y" + an_1(2)y" ' + - + a1(x)y + ag(x),
ein Polynom in y mit stetig differenzierbar von x abhéngigen Koeffizienten ag, aq, ..., a,_1.
Ist fiir festes x* die Zahl y* eine einfache Nullstelle des Polynoms y — f(z*,y), d.h. gilt
f(z*,y*) = 0 und %(x*,y*) # 0, dann gibt es also eine auf einer Umgebung U* von x*
definierte stetig differenzierbare Funktion ¢ : U* — R mit g(z*) = y* und f(z,y) = 0 <=
y = g(z) nahe (z*,y*).

Ist insbesondere A(x) eine von Parametern x € R™ stetig differenzierbar abhéngige n x n-
Matrix und hat A(z*) den algebraisch einfachen Eigenwert A(z*), dann gibt es eine auf einer
Umgebung U* von z* definierte stetig differenzierbare Funktion A(x), mit der \(x) fiir x €
U* der einzige Eigenwert von A(x) nahe A(z*) ist. Denn das Polynom A — det(\Id —A(x))
hat in z* die einfache Nullstelle A(z*), also ergibt sich das Resultat direkt aus der zuvor
betrachteten Situation. Etwas verkiirzt ausgedriickt hdngen also die Eigenwerte einer von

x stetig differenzierbar abhéngigen quadratischen Matrix auch stetig differenzierbar von x
ab.

2.7 Untermannigfaltigkeiten

Interessiert man sich nicht so sehr fiir die Parametrisierung y = g(x) der Losungen einer
Gleichung f(x,y) = z* zu festem z* nahe einer Losung (z*,y*), sondern eher fiir die Gestalt
der Losungsmenge M := {(z,y)| f(x,y) = 2*}, so stellt sich die Frage, ob diese Losungs-
menge M nahe einer Losung (z*,y*) von f(z,y) = z* irgendwelche Ecken, Kanten oder
sonstige nicht-Glattheiten aufweist.

Wie wir schon in den Vorbemerkungen zum Satz iiber implizite Funktionen am Beispiel
der Gleichung f(x,y) := xy = 0 und der Losung (z*,y*) = (0,0) gesehen haben, kann M
sehr wohl Ecken besitzen, selbst wenn f beliebig oft stetig differenzierbar ist. Wieder ist
der Schliissel zur Glattheit von M eine Bedingung, die uns die Invertierbarkeit eines Teils
der Ableitung von f garantiert.

Definition 2.65. Sei f : R" — R™ eine differenzierbare Abbildung. Ein Punkt x € R”
heifit reguldrer Punkt von f, wenn df (x) surjektiv ist (insbesondere muss dann n > m sein).
Ein Wert 2* € R™ heifit reguldrer Wert von f, wenn jedes x mit f(z) = z* ein regulédrer
Punkt ist, oder mit anderen Worten, wenn das Urbild f~!({z*}) nur aus reguléren Punkten
besteht.

Mittels dieser Definition kénnen wir nun glatte d-dimensionale Fliachen im R™ — sogenannte
d-dimensionale Untermannigfaltigkeiten — durch den folgenden Satz charakterisieren, in
dessen Beweis der Satz iiber implizite Funktionen essentiell eingeht.
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Satz 2.66. Fiir eine nichtleere Teilmenge M C R™ sind dquivalent:

(a)

Lokal ist M C*-diffeomorph zum RY, d.h. fiir jeden Punkt aus M gibt es eine offene
Umgebung U C R™ und einen C*-Diffeomorphismus ¢ : U — V auf eine offene
Teilmenge V. C R™ mit (M NU) = RNV, wobei wir R? als den Unterraum {z €
R™|zg11 = -+ =z, = 0} von R"™ auffassen (,p biegt die d-dimensionale Fliche M
gerade*).

Lokal ist M Urbild eines requliren Wertes einer C*-Funktion vom R™ in den R"~¢,
d.h. fiir jeden Punkt aus M gibt es eine Umgebung U C R", eine C*-Funktion f :
U — R4 und einen reguliren Wert z* € R"% von f mit M NU = f~1({z*}).

Lokal ist M der Graph einer C*-Funktion auf dem R?, d.h. fiir jeden Punkt a € M
gibt es eine Zerlegung R™ = X X Y 1wn einen d-dimensionalen linearen Unterraum
X wund einen (n — d)-dimensionalen linearen Unterraum Y wvon R" sowie bei a =
(z*,y*) offene Umgebungen U* C X wvon x*, V* C Y wvon y* und eine C*-Abbildung
g:U* = V* mit M N(U* x V*) = Graph(g), wobei Graph(g) := {(z, g(z))|z € U*}
den Graphen von g bezeichnet.

Beweis:

(a)

(b)

= (b): Ist ¢ wie angegeben, dann ist 0 ein regularer Wert von f := (@411, --.,¢n)|v
und f71({0}) =M nNU.

= (c): Sei f wie angegeben und a € M. Definiere X := Kern(df (a)) = R? und wiihle
ein Komplement Y = R""¢ von X in R”, dann gilt X x Y = R" mittels des stetigen
linearen Isomorphismus (z,y) — x + .

Da X gerade der Kern von df(a) ist, ist df(a)|y ein Isomorphismus von Y mnach
Z = R" % Also kann man den Satz iiber implizite Funktionen anwenden und erhilt
fiir den @ € R™ entsprechenden Punkt (z*,y*) € X x Y Umgebungen U* von x* und
V* von y* sowie eine C*-Abbildung g : U* — V* mit f(z,y) = 2* <= y = g(z) fiir
(z,y) € U* x V*. Somit ist f~1(z*) N (U* x V*) = Graph(g), was zu zeigen war.

= (a): Ist g wie angegeben, so bildet ¥ (z,y) := x + g(x) — y den Graphen von g
in den d-dimensionalen Unterraum X von R™ hinein ab und ist wegen di(z,y) =

ldx y ein lokaler C*-Diffeomorphismus. Schaltet man nun noch hinter ¢
dg(x) —Idy

einen linearen Isomorphismus des R™, der X auf {z € R"|zqyy = -+ = z, = 0}
abbildet, so erhélt man den gewiinschten Diffeomorphismus .

O

Man bemerke, dass wir den vorigen Satz nur fiir den R™ formuliert haben, man kénnte ihn
aber natiirlich ganz analog auch fiir allgemeine endlich-dimensionale Vektorraume angeben.
Tatséchlich muss man ihn aber fiir unendlich-dimensionale Banach-Rdume modifizieren,
da es dort nicht selbstverstandlich ist, dass man zu einem linearen Unterraum X einen
komplementédren Unterraum Y und einen stetigen linearen Isomorphismus von X X Y in
den urspriinglichen Raum findet.

Nun aber zur wichtigen Definition einer Untermannigfaltigkeit.

74



Definition 2.67. Eine Teilmenge M C R", die eine (und somit jede) der Eigenschaften
aus dem vorigen Satz besitzt, heiit d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™.

Untermannigfaltigkeiten sind also d-dimensionale Flédchen, die sich lokal geradebiegen las-
sen, oder dquivalenterweise lokal Urbilder reguldrer Punkte sind, oder dquivalenterweise
lokal Graphen sind.

Beispiel 2.68. Jede offene Teilmenge U C R”™ ist nach dem ersten Punkt von Satz
mit ¢ := Idy eine n-dimensionale glatte Untermannigfaltigkeit des R™.

Beispiel 2.69. Die Einheits-Sphére S™ := {x € R"™!||z||3 = 1} im Euklidischen R"*?
(also bzgl. der Euklidischen Norm ||z|3 := Z x?) ist das Urbild des reguliiren Wertes Eins

unter der C*-Funktion f : R"™ — R, f(z ) = ||z]|3, und somit eine n-dimensionale C'*°-
Untermannigfaltigkeit. Tatsdchlich ist Eins ein reguldrer Wert, denn ist f(z) = 1, so gilt
df (z) = 227 # 0 wegen ||z|ls = 1, und somit ist df (z) als lineare Abbildung von R™™! nach
R surjektiv.

Beispiel 2.70. Der Konfigurationsraum eines Stabes, d.h. zweier Punkte im R3, die in
einem festem Abstand r miteinander verbunden sind, ist die 5-dimensionale Untermannig-
faltigkeit M := {(x,y) € RO |||z — y||3 = r?} des RE. Tatsichlich ist M eine 5-dimensionale
C*>-Untermannigfaltigkeit des R® denn r? ist reguldrer Wert von f(z,y) := ||z — y||3, da
df (z,y) = (2(x —y)" —2(z —y)") bei ||z — y[|} = r? ungleich Null und somit surjektiv
ist. Allgemeiner hat jeder Roboter, der aus Stidben und Drehgelenken zusammengebaut ist,
eine C*°-Untermannigfaltigkeit als Konfigurationsraum.

Beispiel 2.71. Die Menge der orthogonalen Matrizen O(n) := {A € R™"| ATA = E,} ist
eine @-dimensionale Untermannigfaltigkeit des R™*. Denn O(n) ist das Urbild der Ein-
heitsmatrix E, unter der C*-Abbildung f(A) := AT A von R™" = R in den Vektorraum
der symmetrischen Matrizen S(n) = R™™+1/2 und E,, ist ein regulirer Wert dieser Abbil-
dung. Tatsichlich, AT A ist immer symmetrisch, und die Ableitung df (A)H = ATH + HT A
ist surjektiv fiir A mit ATA = E,,, da dann die Gleichung AT H + HT A = S fiir symmetri-

sches S namlich die Losung H = %AS hat.

Tangentialrdume Der Tangentialraum 7, M im Punkt a € M einer d-dimensionalen C*-
Untermannigfaltigkeit M des R" ist anschaulich der d-dimensionale Unterraum, der sich an
M anschmiegt, wenn man ihn in den Punkt a verschiebt. Die folgende Definition prézisiert
dies:

Definition 2.72. Sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™. Der d-
dimensionale Unterraum T, M des R™ bestehe aus allen moglichen Ableitungen ¢(0) von
parametrisierten stetig differenzierbaren Kurven ¢ : I — M, die innerhalb von M durch
den Punkt ¢(0) = a verlaufen (wobei 0 € I angenommen wurde).

Tatséchlich ist T, M fiir eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit M des R" ein d-
dimensionaler Unterraum. Denn ist ¢ : U — V ein Diffeomorphismus von einer offenen
Umgebung U von a auf eine offene Teilmenge V' mit

oMnNU)={zeV|rg = =x,=0} ,

75



dann ordnet ¢ jeder Kurve ¢ : I — M N U die Bildkurve ¢ := ¢ o ¢ zu. Umgekehrt gibt es
zu jeder Kurve
c:I—-{xeV|rgy,=-=x,=0}

eine Kurve ¢: I — M NU mit ¢ = ¢ o ¢, nimlich ¢ := ¢! oc.

Nach der Kettenregel gilt ¢(0) = (dp(a))~'¢(0), und da &(0) ein beliebiger Vektor im d-

dimensionalen Raum {z € R" |z441 = - -+ = x,, = 0} ist, ist T,M = T,(M NU) als Bild von
{x € R"|z441 = -+ =z, = 0} unter der linearen Abbildung dy(a))~! ein d-dimensionaler
Unterraum.

Der folgende Satz ist niitzlich, um den Tangentialraum T, M in a € M auszurechnen, falls
M lokal bei a das Urbild eines reguldaren Wertes z* unter f ist.

Satz 2.73. Ist die d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit M des R" lokal bei a € M das
Urbild eines requliren Wertes z* € R"™ unter der C*-Abbildung f : R* — R"¢, dann gilt
ToM = Kern(df (a)).

Beweis: Ist ¢ : I — M eine Kurve in M mit ¢(0) = a, dann gilt f(c(t)) = 2* fiir alle
geniigend nah bei 0 liegenden t € I. Ableiten der Gleichung nach ¢ ergibt bei ¢ = 0 nach
der Kettenregel df (a)é(0) = 0, also gilt ¢(0) € Kern(df(a)) und somit nach Definition des
Tangentialraumes T, M C Kern(df(a)). Nun ist Kern(df(a)) aber hochstens d-dimensional,
da df (a) als lineare Abbildung von R™ nach R"~¢ surjektiv ist, denn a ist ja ein regulirer
Punkte (weil z* ein reguldrer Wert ist). Also gilt sogar T, M = Kern(df (a)). O

Beispiel 2.74. Die Einheits-Sphire S := {z € R""!| ||z||3 = 1} im Euklidischen R™*! ist
das Urbild des reguliiren Wertes Eins unter der durch f(x) := ||z||3 gegebenen C*°-Funktion
f:R"™ — R, und da f in einem Punkt a € M die Ableitung df (a) = 2a” besitzt, gilt
T,8" = {zx e R"" |aTx = 0}.

Beispiel 2.75. Die Menge der orthogonalen Matrizen O(n) := {A € R™"|ATA = E,}
ist das Urbild der Einheitsmatrix E, unter der C*°-Abbildung f(A) := AT A von R™" in
die symmetrischen Matrizen S(n). Speziell in A := E,, gilt df(E,)H = H + HT und daher
besteht Tg, O(n) = {A € R™"| A = — AT} aus den schiefsymmetrischen Matrizen.

2.8 Extrema unter Nebenbedingungen

Das folgende Problem spielt eine grofie Rolle sowohl innerhalb der Mathematik als auch in
den sie anwendenden Wissenschaften:

Gesucht sind lokale Maxima bzw. Minima einer Funktion f : R™ — R, wobei jedoch nicht
alle Punkte € R" zugelassen sind, sondern nur diejenigen, die den Nebenbedingungen
g(z) = 0 fiir eine vorgegebene Abbildung g : R® — R¥ mit k < n geniigen.

Genauer sagt man, dass in z* € U mit g(z*) = 0 ein lokales Maximum von f unter
den Nebenbedingungen g = 0 liegt, wenn es eine Umgebung U C R" von z* gibt mit
f(z) < f(z*) fir alle z € U mit g(x) = 0 (und analog fiir Minima).

Mit anderen Worten sucht man lokale Extrema der Einschriankung f : M — R von f
auf die Teilmenge M := {z € R"|g(z) = 0}. Die Multiplikatorregel von Lagrange ist eine
notwendiges Kriterium fiir das Vorliegen eines solchen Extremums unter Nebenbedingungen
in einem Punkt z*, in dessen Nihe M eine (n — k)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit
ist.

76



Satz 2.76. Sei U C R™ offen, f : U — R differenzierbar und g = (g1,...,g1) : U — RF
stetig differenzierbar. Liegt in x* ein lokales Extremum von f unter den Nebenbedingungen
g = 0 und ist die lineare Abbildung dg(z*) : R™ — R* surjektiv, d.h. sind die Gradienten
grad gi(z*), ..., grad gp(z*) linear unabhingig, dann gibt es einen Vektor A = (A1,..., \x) €

k
R* mit grad f(z*) = > N\;grad g;(z*) .
i=1

Beweis: Da dg(z*) surjektiv ist, gibt es auch eine Umgebung U’ von z*, so dass dg(z)
fir jedes © € U surjektiv ist. Denn ist A(z*) eine (k x k)-Untermatrix von Jg(x*) mit
det(A(z*)) # 0, dann gibt es aufgrund der Stetigkeit der Ableitung von g auch eine Um-
gebung U’, auf der die entsprechende (k x k)-Untermatrix A(z) fiir alle Punkte z € U die
Bedingung det(A(z)) # 0 erfiillt.

Also ist M NU' = {x € U'|g(x) = 0} eine (n — k)-dimensionale C'-Untermannigfaltigkeit
des R", denn 0 ist regulidrer Wert, da fiir alle Punkte z € U’ die Ableitung dg(x) surjektiv
ist, und insbesondere gilt dies also fiir die € U’ mit g(z) = 0.

Um den Satz zu beweisen, miissen wir nur zeigen, dass grad f(z*) von den Vektoren
grad g;(z*), i = 1,...,k, linear abhéngig ist, dann gibt es ndmlich Ay,..., Ay € R mit
grad f(z*) = Zle Aigrad g;(x*). Die lineare Abhéngigkeit ist aber gleichbedeutend damit,
dass fiir jeden Vektor v € R™ aus dg(z*)v = 0 schon df (z*)v = 0 folgt.

Nun ist v € R" wegen Ty« (M NU’) = Kern(dg(z*)) genau dann ein Vektor mit dg(z*)v = 0,
wenn v € T« M im Tangentialraum an M N U’ im Punkt z* liegt. Dann gibt es aber
eine Kurve ¢ : I — M N U’ mit ¢(0) = z* und ¢(0) = v, und die reelle Funktion foc :
I — R hat somit in 0 ein lokales Extremum, da f in z* ein lokales Extremum unter den
Nebenbedingungen g = 0 hat, die ja gerade M NU’ definieren. Also gilt nach der Kettenregel
0=4(foc)(0) =df(c(0))c(0) = df (z*)v, was zu beweisen war. O

Man kann Satz auch folgendermafien umformulieren: Ist z* ein lokales Extremum der
differenzierbaren Funktion f : U — R, U C R" offen, unter den Nebenbedingungen g = 0
und besitzt dg(z*) : R® — R* maximalen Rang, so gibt es einen Vektor \*, fiir den (x*, \*)
ein stationérer Punkt der erweiterten Funktion

F(z,A) = f(z) - Z Aigi() (2.3)

ist, d.h. dF'(z*,\*) = 0 gilt. Den Vektor \* nennt man Lagrange-Multiplikator und seine
Komponenten ! Lagrange-Multiplikatoren.

Sind f und g zweimal stetig differenzierbar, kénnen wir sogar ein hinreichendes Kriterium
fiir das Vorliegen eines Extremums unter Nebenbedingungen formulieren:

Satz 2.77. Sei U C R" offen, f : U — R und g = (g1,...,91): U — RF (k < n)
jeweils zweimal stetig differenzierbar. Desweiteren sei M = g~'({0}). Besitzt dg(z*) fiir
einen Punkt x* maximalen Rang, gilt mit einem Vektor \* die Gleichung dF (z*,\*) = 0
mit F: U x R¥ = R wie in deﬁmert, und ist die Finschrinkung der Hesse-Matrix
Hess F)«(z*) mit Fy«: x — F(x,\*) (d.h., bei festem \* wird nur nach x abgeleitet) auf den
Tangentialraum T« M = Kern(dg(z*)) positiv bzw. negativ definit, so liegt in x* ein lokales
Minimum bzw. Maximum von f unter den Nebenbedingungen g = 0.

13 Aufgrund der Ableitung nach A gilt dann insbesondere auch g(z*) = 0, also x* € M.
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Beweis: Da dg(z*) maximalen Rang besitzt, sehen wir wie im Beweis von Satz dass M
nahe z* eine (n — k)-dimensionale C?-Untermannigfaltigkeit des R" ist. Demzufolge ist der
Tangentialraum T+ M ein (n — k)-dimensionaler Unterraum, fiir den 7« M = Kern(dg(z*))
nach Satz gilt. Sei T : T,,- M — R" die Einbettung]] des Tangentialraumes in den R",
und sei N : R¥ — R" eine lineare Abbildung mit der Eigenschaft dg(z*)N = Idgs (ein
solches N existiert, da dg(z*) maximalen Rang besitzt). Dann gilt R” = Bild(7") @ Bild (V).
Weiter liefert die Taylorentwicklung der Funktion T,-M & RF 3 (y,2) + g(z* + Ty + Nz)
um den Punkt (y, z) = (0,0) bis zur Ordnung zwei das Polynom

g(x*) +dg(z")(Ty + Nz) + %(Ty + N2)"'(Hess g)(z*)(Ty + Nz) .

Wegen g(z*) = 0, dg(x*)Ty = 0 (da Ty € Kern(dg(z*))) und dg(z*)Nz = z (nach Wahl
von N) lautet das Taylorpolynom zweiter Ordnung demnach

z 4+ %(Ty + Nz)T(Hess g)(z*)(Ty + Nz) . (2.4)

Betrachten wir nun die Gleichung g = 0 nahe z* in den durch (y, z) gegebenen Koordinaten,
so ergibt sich aus dem Satz {iber implizite Funktionen, dass man g(z*+ Ty + Nz) = 0 nach
z = z(y) auflosen kann, denn die Ableitung der linken Seite nach z am Punkt (y, z) = (0,0)
ist dg(z*)N = Idgr und somit invertierbar. Wir wollen nun das Taylorpolynom zweiter
Ordnung der Funktion z(y) bei y = 0 ermitteln. Fiir die erste Ableitung gilt

dz(0) = — (dg(z*)N) 'dg(z*)T = —Idgx-0 = 0.

Also ist z(y) in der Néhe von y = 0 mindestens quadratisch in y, so dass man aus der
Gleichung g = 0 und der Taylorentwicklung ([2.4) von g(z*+7Ty+ N z) fiir das Taylorpolynom
T»2(y; 0) zweiter Ordnung von z(y) die Gleichung

Ty2(4:0) + 5(Ty) (Hess g) (a*)(Ty) = 0
abliest. Daher ist d?z(0) = — (Ty)" (Hess g)(z*)(Ty).

Nun interessiert uns das Taylorpolynom zweiter Ordnung von f ’ 10 lso von der Funktion
y+— f(x*+Ty+ Nz(y)). Da das Taylorpolynom von (y, z) — f(z* + Ty + Nz) durch

1
fl@*)+df (") (Ty+ Nz) + §(Ty + Nz)" Hess f(z*)(Ty + Nz)
gegeben ist, sowie df (2*)Ty = N dg(z*)Ty = 0,
df (x*)NTpz(y;0) = A"dg(a*)NTpz(y;0) = X" Thz(y; 0)

und Tsz(y;0) = —%(Ty)T(Hess 9)(x*)(Ty) gelten, ist das Taylorpolynom zweiter Ordnung
von der Funktion y — f(z* + Ty + Nz(y)) genau

f(@®) +df (27)(Ty + NT32(y; 0)) + 1(Ty)T(HeSS N@)(Ty)

2
= Ja) = XTIy (Hess ) (2°) (Ty) + 5 (Ty) (Hess f)(a")(T)
= f(z*)+ %yTTT ((Hess (@) — X" (Hess g)(f‘))Ty :

1\Wihle zur Vereinfachung beispielsweise eine geeignete Basisdarstellung des R”™.
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Wegen
(Hess f)(z*) — X" (Hess g)(z*) = Hess Fy- () (2.5)

ist die bilineare Abbildung
y >y (17 ((Hess f)(2*) = X (Hess g)(2") ) Ty

aber genau die Einschrénkung von Hess Fi«(z*) auf den Tangentialraum 7,-M. Wie im
Beweis von Satz folgert man nun aus der Definitheit von T7 Hess Fy«(z*)T die Be-
hauptung. O

Beispiel 2.78. Sei M eine Untermannigfaltigkeit des R™ und liege der Punkt a auflerhalb
von M. Unter allen Punkten x € M sei der Euklidische Abstand von z und a im Punkt
x* € M am kleinsten (solch ein Punkt existiert nach dem auf Korollar folgenden
Beispiel jedenfalls dann, wenn M kompakt ist). Dann steht die Verbindungsgerade von a
und z* im Punkt z* senkrecht auf M.

Sei ndmlich M lokal nahe x* das Urbild von 0 unter der Abbildung g mit surjektiver Ab-
leitung dg nahe x*. Dann ist also z* ein (lokales) Minimum der Funktion f(z) := ||z — al|3
unter den Nebenbedingungen g = 0. Daher gibt es Zahlen Ay, ..., Ay € R mit 2(z* —a) =

k
grad f(z*) = > Ajgrad ¢g;(z*). Nun besteht wegen v € T,-M <= dg(z*)v = 0 und

.....

die senkrecht auf den Gradienten grad g;(z*) stehen (und damit auch auf jeder Linearkom-
bination davon). Also steht auch der Vektor 2(z* —a) senkrecht auf 7« M, oder mit anderen
Worten steht die Verbindungsgerade von a und x* im Punkt x* senkrecht auf M.

Beispiel 2.79. Man kann auch das Problem, Eigenwerte und Eigenvektoren einer Matrix
zu finden, als ein Extremwertproblem unter Nebenbedingungen auffassen. Dazu suche man
zu einer n x n-Matrix A nach dem Maximum von f(z) := (Az, z) unter der Nebenbedingung
|z||? = 1, d.h. dem Maximum von f auf der Sphire S"~! = {z € R"||z||2 = 1}. Solch
eines existiert nach Korollar aufgrund der Kompaktheit von S"~! und der Stetigkeit
von f immer.

Die Funktion g(z) := ||z||3 — 1 besitzt den Gradienten grad g(z) = 2z, und dieser ver-
schwindet nur bei z = 0, insbesondere also auf einer Umgebung der Sphire S™ ! nicht.
Dariiberhinaus besitzt f zumindest fiir symmetrische Matrizen A den Gradienten 2Azx.
Liegt also in einem Punkt z das Maximum von f auf S"!, so gibt es nach der Lagrange-
schen Multiplikatorregel ein A € R mit 24z = 2\z, und wegen ||z||3 = 1 ist der Wert
A aufgrund von

flz) = (Az,z) = Az, x) = XMz, z) = A

der Maximalwert von f auf S"~!.

Fiir symmetrische Matrizen A ist jede Maximalstelle x von f auf S™~! also ein Eigenvektor
von A zum Eigenwert A = f(x).
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Kapitel 3

Integralrechnung

Zum Abschluss der Analysis II wird in diesem Kapitel die mehrdimensionale Integration
diskutiert. Beginnen wollen wir mit dem iterierten Riemann-Integral einer stetigen Funktion
auf einem abgeschlossenen Quader () C R™ bzw. einer stetigen Funktion mit kompaktem
Tréager. Dieser Integral-Begriff ist zwar ausreichend fiir elementare differentialgeometrische
Rechnungen, jedoch ist der mit der Norm || ||y := [;. |f(z)|dx versehene Raum stetiger
Funktionen mit kompaktem Tréger nicht vollsténdig.

Um wesentlich mehr Funktionen integrieren zu kénnen, miissen wir daher den Integral-
Begriff erweitern, was aufgrund von Satz einfach durch das Bilden der Vervollstandi-
gung geschehen kann. Jedoch ist die Vervollsténdigung zunéchst nur ein abstrakter Banach-
Raum, und insbesondere ist nicht klar, ob die bei der Vervollstdndigung dazugewonnenen
Elemente wiederum als Funktionen interpretiert werden kénnen.

Um dies garantieren zu konnen, beobachten wir zunéchst, dass sich die charakteristische
Funktion 1g eines Quaders @) bzgl. || - ||; beliebig genau durch stetige Funktionen mit
kompaktem Trager anndhern ldsst. Daher stimmt die Vervollstdndigung des Raumes steti-
ger Funktionen mit kompaktem Tréger bzgl. || - |1 mit der Vervollstdndigung des Raum-

k
es von Treppenfunktionen f = ) filg, zu Quadern @Q); bzgl. der (Halb-)Norm || f||; :=
i=1

k
> 1 fil Vol(Q;) tiberein, wobei Vol(Q) das Elementarvolumen eines Quaders @) ist.
i=1

Aufgrund dieser Beobachtung beschéftigen wir uns in Verallgemeinerung des Volumens von
Quadern mit Préamaflen und zeigen, wie man diese zu Maflen fortsetzen kann. Dies erlaubt es
uns zu beweisen, dass Cauchy-Folgen von Treppenfunktionen bzgl. || - ||; auch schon punkt-
weise fast {iberall konvergieren, die Elemente der Vervollstdndigung also als Funktionen
interpretiert werden kénnen. Dariiberhinaus kann man das Integral von Treppenfunktionen
auf die Vervollstandigung fortsetzen und erhélt so das Lebesgue-Integral.

Der hier gewéhlte Zugang zum Lebesgue-Integral hat den Vorteil, dass er nicht nur die
Integration reellwertiger Funktionen erlaubt, sondern auch ohne zusétzliche Schwierigkeiten
die Integration von Funktionen mit Werten in einem beliebigen Banach-Raum.

Nachdem wir auf diese Weise das Lebesgue-Integral eingefithrt haben, diskutieren wir
Konvergenzsétze, fithren die LP-Réaume ein und beschéftigen uns mit der kontinuierlichen
Fourier-Transformation.

Abschlieend sprechen wir noch kurz die Integration iiber Untermannigfaltigkeiten an und
beweisen den Satz von Gauss.
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3.1 Iterierte Riemann-Integrale

Sei @ := [a1,b1] X -+ X [an, b,] C R™ ein (abgeschlossener) n-dimensionaler Quader und f :
() — R eine stetige Funktion. Nach Satz wird durch die Integration von f(xy, s, ..., z,)
nach der Variable x; eine stetige Funktion

by
F(xo,...,z,) = flxy, 2o, ... ) day
ay
auf dem (abgeschlossenen) (n — 1)-dimensionalen Quader [ag, bo] X « -+ X [an,b,] C R}
definiert. Diese kann man nun wiederum nach x, integrieren, und setzt man dieses Verfahren
bis zur Variablen x,, fort, so erhédlt man abschlieend eine reelle Zahl

b by b
/ / fzy, 29, ..., 2y) dey dey .. dzy
an as a1

die das iterierte Riemann-Integral von f iiber @ genannt wird und kurz durch | 0 f(z)dx
symbolisiert wird.

Beispiel 3.1. Das Integral der konstanten Funktion f := 1 iiber den (abgeschlossenen)

Quader @ := [a1,b1] X -+ X [an, b,] C R™ ist der Wert Vol(Q) := [, 1dw = [](b; — ).
i=1

Diesen bezeichnet man iiblicherweise als das n-dimensionale Elementarvolumen von ().

Genauer schreibt man Vol, (@), wenn man die Dimension explizit deutlich machen will.

Der folgende Begriff dient dazu, sich bei der Integration nicht immer auf einen festen Quader
beziehen zu miissen.

Definition 3.2. Sei f: R" — R stetig. Die Menge Tr(f) := {x € R?| f(x) # 0} der Punkte,
in deren Néahe f nicht verschwindet, wird der Tréger von f genannt. Ist der Triger von f
eine kompakte Teilmenge (oder dquivalenterweise beschrinkt, denn abgeschlossen ist er
schon aufgrund seiner Definition), dann bezeichnet man f als eine stetige Funktion mit
kompaktem Trager. Die Menge aller stetigen Funktionen mit kompakten Trager symbolisiert

man durch C.(R", R).

Offensichtlich ist C.(R™, R) ein Vektorraum, und da jedes f € C.(R"™, R) sowohl Maximum

als auch Minimum besitzt, ist C.(R™, R) mit || f||l« := sup |f(z)| ein normierter Vektorraum
TER™

(jedoch nicht vollstiandig).

Aufgabe: Geben Sie eine Cauchy-Folge in (C.(R™ R),|| - [|) an, die nicht konvergiert.

Dariiberhinaus ist der Triager Tr(f) jeder Funktion f € C.(R", R) in einem Quader ) C R"
enthalten. Mit solch einem Quader () definiere man das Integral von f durch

- f(x)dx :/Qf(a:) dx

Diese Definition ist augenscheinlich unabhéngig von der Wahl des den Triger von f ent-
haltenden Quaders Q.

Beispiel 3.3.
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e Mit der durch f(z,y) := 1 — 2% — y? fiir (z,y) € B1(0) und f(z,y) := 0 fiir (z,y) &
B1(0) definierten stetigen Funktion f : R? — R auf dem Euklidischen R? deren
Trager B1(0) C [—1,1] x [—1,1] ist, gilt

1 /1=y
f(x)dx:/ / 1—a? —y*dedy =
Rn —1J-y/1-¢2

' 13\ iy 4
| — o2y — 3 y d:—/ 1— 232 dy —
/_1(( y)w 3I>‘my 3_1( y°) Y
4 /2 w/2
5/ cos*(t) dt:/ cos?(t) dt = /2

—7/2 —7/2

wobei in den letzten Schritten Substitution und partielle Integration angewendet wur-
de.
e Sind f; : R — R stetige Funktionen mit kompaktem Trager, dann ist f(z1,...,x,) :=
n

[] fi(x;) eine stetige Funktion f : R™ — R mit kompaktem Triger, und es gilt
i=1

&J@mzﬁﬁmmm%

Das so definierte iterierte Integral I : C.(R",R) — R, I(f) := [g. f(x) dz, hat die Eigen-
schaften, die man auch von einem Integral erwartet.

Satz 3.4. Das Integral I : C.(R",R) — R st

(a) linear, d.h. I(\f + pg) = M (f) + pl(g) gilt fir alle f,g € C.(R™",R) und A\, u € R,

(b) monoton, d.h. gilt fir jedes x € R™ die Ungleichung f(x) < g(z), dann auch I(f) <
1(g).

Beweis: Dies folgt durch n-malige Anwendung direkt aus der Linearitdit und Monotonie
des Riemannschen Integrals fiir auf einem Intervall [a,b] definierte Funktionen. O

Man bemerke allerdings, dass es viele Funktionale auf C.(R",R) gibt, die linear und mo-
noton sind.

Aufgabe: Fir jede stetige nichtnegative Funktion g ist f — I(fg) linear und monoton.

Allerdings ist I zusétzlich noch translationsinvariant.

Satz 3.5. I ist translationsinvariant, d.h. fir jedes f € C.(R™ R) gilt mit der durch
(T,f)(x) = f(x —y) definierten Translation um einen Vektor y € R™ die Gleichung

I(f) = I(T,[)-

Beweis: Da I durch n-fache Iteration aus dem Riemann-Integral reeller Funktionen ent-
steht, brauchen wir nur zu zeigen, dass fiir eine stetige Funktion f : R — R mit kompaktem
Trager Tr(f) C [a,b] die Translation T, f um y € R, die selbstversténdlich eine stetige
Funktion mit kompaktem Tréger Tr(T}, f) C [a + y, b+ y| ist, das selbe Integral wie f hat.
Dies folgt aber aus der Substitutionsregel

b+y

Juwa/fwwxz (z — ) dz = I(T, f)

a-+y
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Die Translationsinvarianz zeichnet I unter allen linearen und monotonen Funktionalen auf
C.(R™ R) aus. Tatsdchlich ist jedes lineare, monotone und translationsinvariante Funktional
auf C.(R™, R) ein Vielfaches von I (siehe [Forster IIT, 41, Satz 3]). Statt dies hier zu zeigen,
beweisen wir spéter in Satz die Aussage, dass jedes translationsinvariante Maf ein
Vielfaches des Lebesgue-Mafles ist.

AbschlieBend wollen wir die sogenannte L'-Norm || f||y := [g. |f(2)| dz auf C.(R",R) defi-
nieren. Leider ist C.(R", R) mit dieser Norm nicht vollsténdig.

Um eine groflere Klasse von integrierbaren Funktionen zu gewinnen, kénnte man daher
den normierten Vektorraum (C.(R™,R), || - ||1) einfach vervollstandigen. Das Integral ldsst
sich namlich auf die Vervollstandigung fortsetzen, denn ist fi € C.(R™,R) bzgl. || - ||; eine
Cauchy-Folge, dann ist wegen

fr(x)dx — filz) dx
R" R"

< - |fr = fil de = | fx — filx

auch die Folge der Integrale fRn fr(x) dz eine Cauchy-Folge in R. Diese konvergiert also ge-
gen einen Wert in R, den man als das Integral des Grenzwertes von f; in der Vervollsténdi-
gung ansehen konnte. Allerdings konnen wir mit unserer bisherigen Begriffsbildung nicht
kldren, ob (bzw. in welchem Sinne) man die Elemente des durch die Vervollstindigung
entstandenen Banach-Raumes als Funktionen auffassen kann. Um dies leichter diskutieren
zu konnen, werden wir im folgenden nicht den Raum stetiger Funktionen mit kompaktem
Trager vervollstiandigen, sondern den Raum der Treppenfunktionen zu Quadern. Vorher
wollen wir uns aber vergewissern, dass bei der Vervollstindigung in beiden Féllen derselbe
Banach-Raum entsteht.

Approximation von Quadern Das folgende Lemma zeigt, dass man die charakteristi-
sche Funktion 1 : R® — R eines abgeschlossenen Quaders ) C R™, die durch 1g(z) :=1
bei z € @ und 1g(x) := 0 bei x ¢ @ definiert ist, beliebig genau durch stetige Funktionen
mit kompaktem Triiger im Sinne der L'-Norm anniheren kann. Dann kann man natiirlich
auch die charakteristische Funktion eines beliebigen Quaders (also eines Produktes aus n
abgeschlossenen, offenen oder halboffenen beschrinkten, moglicherweise sogar nur aus ei-
nem Punkt bestehenden Intervallen) im Sinne der L!'-Norm beliebig genau anniiheren, da
bei der Integration iiber ein Intervall der Wert in einem Randpunkt keine Rolle spielt.

Man bemerke dazu, dass fiir eine stetige Funktion mit kompaktem Trager das iterierte
Riemann-Integral [, f(2)—1¢(x) dz Sinn macht, denn der Integrand hat kompakten Tréger
und ist fiir jedes einzelne Integral immerhin noch stiickweise stetig.

Lemma 3.6. Zu jedem Quader Q C R™ und jedem ¢ > 0 gibt es eine stetige Funktion
f € Co(R",R) mit kompaktem Triger, die 0 < f <1, f(z) =1 fir x € Q und [g, f(x)—
lo(x) dx < e erfillt.

Beweis: Nach der Vorbemerkung zeigen wir den Satz nur fiir abgeschlossene Quader. Sei
Q = [a1,b1] X -+ X [an,b,] C R™. Zunéchst einmal gibt es zu jedem ¢ > 0 und jedem
Intervall [a;, b;] eine Funktion ¢; € C.(R,R) mit 0 < ¢; < 1, ¢;(z) = 1 fiir alle z € [a;, b;]
und ¢;(x) = 0 fiir alle @ & [a; — €,b; + €], z.B. indem man zusétzlich p;(z) :=1— 1(a; — x)
fir # € [a; — €, a;] und @;(x) =1 — 2(z — b;) fiir € [b;, b; + €] definiert.
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Mit diesen Funktionen kann man dann f(z) := [] yi(z;) definieren und erhélt so eine
=1

Funktion f € C.(R",R) mit 0 < f <1 und f(z) =1 fiir x € Q. Dariiberhinaus gilt

[ o=t =TT([" wtman+ [ o) < @er

=1 1

Ersetzt man also das anfingliche ¢ durch {/2/2, so folgt die Aussage des Lemmas. a

Aufgabe: Beweisen Sie, dass es zu jedem Quader () C R"™ und jedem e > 0 sogar eine
C2°-Funktion f gibt mit 0 < f <1, f(z) =1 fir z € Q und [, f(z) — 1o(x)dx < e.

Insbesondere kann man auch jede Treppenfunktion zu Quadern bzgl. der L'-Norm beliebig
genau annahern.

Definition 3.7. Eine Funktion g : R" — R heifit Treppenfunktion zu Quadern @),
1 = 1,...,k, wenn die Quader (); disjunkt sind, ¢ auf ); den konstanten Wert ¢; hat
und auBerhalb von Ule @; den Wert Null annimmt. Insbesondere gilt dann mit den cha-
rakteristischen Funktionen 1, dieser Quader die Gleichung g = Ele gilg,.

Néhert nun f; den Quader ); im Sinne von Lemma mit ¢/|g;| statt e an, dann nihert
die stetige Funktion f := Zle gi f; mit kompaktem Tréager die Treppenfunktion ¢ im Sinne

der L'-Norm an, denn

[ 1@ \dx<2\gzr/|fz )~ loe |d:c<2\glr|

Umgekehrt kann man natiirlich auch jede stetige Funktion f mit kompaktem Triger beliebig
genau durch Treppenfunktionen zu Quadern anndhern. Sei () ndmlich ein (halboffener)
Quader, der Tr(f) enthélt, dann ist f als stetige Funktion auf der kompakten Menge @
gleichméBig stetig. Also gibt es zu e > 0 ein 6 > 0 mit ||z — y||g» < § = |f(x) — f(y)] <
e/ Vol(Q). Zerlege nun @ in endlich viele (halboffene) disjunkte Quader ); mit nichtleerem
Inneren der maximalen Seitenlinge 6. Wahle im Inneren jedes dieser Quader (); einen
Punkt z; und betrachte mit g; := f(z;) die Treppenfunktion g := Zle gilg,. Dann gilt
|f(z) —g(x)] < |f(z) = f(z;)] <e/Vol(Q) fiir jeden Punkt z im Inneren eines Quaders Q;

und somit

[ 1) = e =3 / 10) = oo < 3 gy Vol@) =

Also ist die Vervollstandigung von C.(R™, R) bzgl. || ||; identisch mit der Vervollstéandigung
des Raumes der Treppenfunktionen g = Zle gilg, zu Quadern @); bzgl. der (Halb-)Norm

lglly := 3231 lg:l Vol(Qs), die wegen

/Rng(x) dr = Zgi /Rn lg,(z)dx = Zgi\/ol(@)

gerade dem iterierte Riemann-Integral der Treppenfunktion |g| entspricht.
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Stetigkeit des Integrals Das Integral I : C.(R",R) — R und auch jedes andere mono-
tone lineare Funktional I auf C,.(R",R) ist im folgenden Sinne stetig.

Satz 3.8. Sei I : C.(R",R) — R linear und monoton. Ist fr € C.(R",R) eine Folge von
Funktionen, deren Triger Tr(fy) in einem gemeinsamen Kompaktum K enthalten sind und

die auf K gleichmdfig konvergieren, dann gilt klim I(fy)=1 <khm fk)
—00 —00

Beweis: Die kompakte Menge K ist beschrankt, also ist sie insbesondere in einem Quader ()
enthalten. Nach Lemma[3.6)gibt es insbesondere eine Funktion g € C.(R",R) mit 0 < g <1
und g(x) =1 fiir alle x € Q.

Sei nun f der gleichméflige Grenzwert der fi, dann gilt wegen Tr(fy) C K auch Tr(f) C
K, also ist f eine stetige Funktion mit kompaktem Triager in K. Somit gilt auf @) die
Ungleichung

e = fllocg < fi = f <Ak = fllog

Daher gilt wegen der Monotonie des Integrals auch

—[[fx = fllocZ(9) < I(fx — f) < I fi — fllocd(g)

und somit [1(fx) — I(f)| < 1(9)||fx — flloo- Also konvergiert auch I(f;) gegen I(f). O

Gleichéalige Konvergenz ist jedoch fiir viele Anwendungen eine viel zu starke Forderung.
Gliicklicherweise wird die schon angekiindigte Fortsetzung des Integrals auf die Vervollstandi
gung unter viel geringeren Voraussetzungen mit der Limesbildung vertauschen.

Integration von Banach-Raum-wertigen Funktionen Auch wenn wir uns haupt-
séchlich fiir die Integration von reellwertigen Funktionen interessieren, lohnt es sich anzu-
merken, dass das im Beweis von Satz eingefiihrte Riemann-Integral fiir Funktionen auf
[a,b] mit Werten in einem Banach-Raum Y es uns erlaubt, auch das iterierte Riemann-
Integral Iy (f) := [g. f(2)dz von stetigen Funktionen f : R® — Y mit kompaktem Tréger
zu definieren. Denn Satz iiber die stetige Abhéngigkeit parameterabhéngiger Integrale
gilt ebenso, im Beweis muss man nur den reellen Betrag durch die Norm auf Y ersetzen.

Das so definierte Integral Iy : C.(R",Y) — Y ist weiterhin linear, stetig und translati-
onsinvariant im Sinne der Sitze [3.4]1), und [3.5] und an Stelle der Monotonie gilt die
Ungleichung || Iy (f)|ly < I(]|f]ly), wobei auf der rechten Seite das Integral I fiir reellwertige
Funktionen gemeint ist.

Aufgabe:

o Zeigen Sie, dass fir das reellwertige Integral I : C.(R™,R) — R Monotonie dquivalent
au |[I(f)] < I(|f]) st

e Sei Y ein Banach-Raum und f;, eine Cauchy-Folge in C.(R™,Y) bzgl. der L'-Norm
Il == Jeu I f@)|ly dz. Zeigen Sie, dass dann auch die Integrale [, fi(x)dz eine
Cauchy-Folge in 'Y bilden und somit gegen einen Vektor in'Y konvergieren.

Wir halten diese Ergebnisse iiber das Y-wertige iterierte Riemann-Integral im folgenden
Satz fest.
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Satz 3.9. Sei Y ein Banach-Raum, dann ist das Y -wertige iterierte Riemann-Integral Iy :
C.(R"Y) — Y linear, stetig, translationsinvariant und erfullt || Iy (f)|ly < I(||f]ly) mait
dem reellwertigen iterierten Riemann-Integral I.

Im Fall Y = R¥ kann man das Y-wertige iterierte Integral komponentenweise ausrechnen,
da dies auch fiir das Riemann-Integral von Funktionen auf einem Intervall mit Werten in
Y galt.

Eine sinnvolle Anwendung des R™-wertigen Integrals ist die Berechnung des Schwerpunktes
eines Korpers mit stetiger Massendichte. Solch einen Korper kann man durch eine kompakte
Teilmenge K C R™ modellieren, und die stetige Massendichte durch eine stetige Funktion
p: R" — R, die auBlerhalb von K verschwindet. Den Punkt Yy fRn z)rdr im R™

bezeichnet man dann als den Schwerpunkt des Kérpers K mit stetlger Massendichte p.

Beispiel 3.10. Betrachtet man ein Quadrat K := [—1,1] x [—1,1] und die Massendichte
plx,y) =2 —|z| — |y| fur (z,y) € K und p(z,y) := 0 fir (z,y) ¢ K, dann ist p stetig mit
der kompakten Teilmenge K als Tréger, und — wie zu erwarten war — ist der Schwerpunkt
wegen

/ﬂw(z) d(z,y) = (f @b yedrdy+ [L 2 m+y>xdxdy)

I f 2+x+yydxdy+f fo —z+y)ydrdy

(fo f_ 2+z— )xdwdy—i—fo fo 2—x—y)xdazdy>

fo f_ 24z — )ydxdy+f01f01(2—x—y)ydxdy

( SOt - aydy+ [0 1§+ Gy dy
J

0 0
Ly +y?) = sydy+ [ 2y +97) — sy dy

+< 1f0 —1+13 +2ydy—|—f01———2ydy >:<O>

Jo 2y — y) Lydy+ [ (2y —y?) — Ly dy 0

der Nullpunkt. Man beachte, dass wir mit unseren bisherigen Mitteln beispielsweise noch
nicht in der Lage sind zu zeigen, dass der Schwerpunkt eines Dreiecks K in der Euklidischen
Ebene R? mit den Eckpunkten z,y, 2 € R? bzgl. der Massendichte p(x) := 1 fiir x € K und
p(z) := 0 fiir ¢ K der Punkt 3(x + y + 2) ist, denn die Funktion p : R — R ist unstetig,
da sie am Rand 0K von 0 auf 1 springt, und die Sprungmengen sind auch nicht nur Rénder
von Quadern.

3.2 Mafitheorie

Im vorigen Abschnitt haben wir gesehen, dass man das Integral einer Treppenfunktion
g = 3" gilo, zu Quadern Q; relativ einfach mit Hilfe des Elementarvolumens Vol(Q;)
der (offenen, halboffenen oder abgeschlossenen) Quader @; C R™ durch fR,L x)dr =

S | g Vol(Q;) definieren kann.

Die Vervollstandigung des Raumes der Treppenfunktionen konstruieren wir daher explizit
in zwei Teilen. In diesem Abschnitt setzen wir das bislang nur fiir Quader definierte Ele-
mentarvolumen Vol auf eine viel groflere Menge von Teilmengen des R™ fort, die Menge der
sogenannten Lebesgue-messbaren Teilmengen des R™. Im folgenden Abschnitt erklaren wir
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dann, wie man das Integral fiir Treppenfunktionen zu solchen messbaren Mengen auf die
viel groere Menge der integrierbaren Funktionen fortsetzt.

Da es keinen zusétzlichen Aufwand bereitet, formulieren wir die folgenden Resultate statt
nur fiir das Elementarvolumen Vol auf halboffenen Quadern im R™ gleich fiir allgemeine
Pramafe auf einem Halbring von Teilmengen einer Menge 2.

Inhalte auf Halbringen und Ringen Aus Bequemlichkeit gehen wir bei der Konstruk-
tion der Fortsetzung des Elementarvolumens von halboffenen Quadern aus, d.h. Quadern @)
der Form @ = (ay,by] X - -+ X (ap, by]. Zusammen mit der leeren Menge bilden diese Quader
einen Halbring von Teilmengen des R".

Definition 3.11. Eine Menge H C P(£2) von Teilmengen einer Menge €2 heifit ein Halbring,
falls

o ) € H gilt,
o fiir A, B € H auch AN B € H gilt,

e ¢s fir A, B € H disjunkte C,...,C,, € Hmit A\ B = |J Cy gibt.
k=1

Tatséchlich ist der Durchschnitt halboffener Quader wieder ein halboffener Quader oder leer,
und entfernt man aus einem halboffenen Quader einen anderen halboffenen Quader, so kann
man die {ibrigbleibende Menge als Vereinigung endlich vieler halboffener Quader schreiben.
Dies folgt per Induktion aus der Tatsache, dass (a, b]\ (¢, d] leer oder ein halboffenes Intervall
oder die Vereinigung von zwei halboffenen Intervallen ist, und dass

(Ax B)\(CxD)=((A\C)xB)U((ANC) x (B\D))

fiir das Produkt von Mengen gilt.

Das Elementarvolumen Vol ist nun auf dem Halbring aus der leeren Menge und den halb-
offenen Quadern ein Inhalt.

Definition 3.12. Sei H C P(Q2) ein Halbring von Teilmengen einer Menge 2. Eine Abbil-
dung p : H — [0, 00| heifit Inhalt auf H, wenn

e 1(0) =0 gilt,

e fiir disjunkte Mengen Aq,..., A, € H mit |J Ay € H die Gleichung p (U Ak> =

k=1 k=1
m

> u(Ag) gilt (7 p ist additiv”).
k=1

Zu dieser Definition sei angemerkt, dass es keinerlei Schwierigkeiten bereitet, oo als Wert
von p zuzulassen, da man die Addition in [0, 00) sinnvoll durch a 4 0o := 00, 00 + 00 := 0
und auf [0, oo] fortsetzen kann.

Bevor wir nachweisen, dass das Elementarvolumen Vol auf dem Halbring aus der leeren
Menge und den halboffenen Quadern ein Inhalt ist, seien noch zwei andere Beispiele fiir
Inhalte genannt.
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Beispiel 3.13.

e Fiir eine beliebige Menge (2 ist die Potenzmenge H := P(f2) ein Halbring. Sei u(A)
fiir eine endliche Teilmenge A von 2 die Anzahl der Elemente in A und ansonsten
((A) := oo. Dann ist p ein Inhalt auf #.

e Sei {2 abzéhlbar unendlich und H bestehe aus den Teilmengen von €2, die entweder
endlich sind oder deren Komplement endlich ist. Dann ist H ein Halbring, und durch
w(A) == 0 fur endliche A bzw. pu(A) := oo fiir A, deren Komplement Q2 \ A endlich

ist, kann man einen Inhalt p auf H definieren.

Satz 3.14. Das Elementarvolumen Vol ist ein Inhalt auf dem Halbring aus der leeren Menge
und den halboffenen Quadern im R™.

Beweis:

o Ist @ = (ai,by] X -+ X (an,b,] und wird @ durch die Hyperebene {z|z, = a}
(a, < a < b,) in die zwei disjunkten Quader Q1 = (aq,b1] X -+ X (a,,a] X -+ X (ay,, by]
und Qo = (aq,b1] X -+ X (a,b,] X -+ X (a,,b,] zerlegt, so gilt Q@ = Q1 U Q2 und
offensichtlich Vol(Q) = Vol(Q1) + Vol(Q2) wegen (o — a,) + (b, — ) = b, — a,.
Per Induktion folgt, dass auch bei einer Zerlegung von @ in @Q4,...,Q,, durch m

Hyperebenen Vol(Q) = i Vol(Qy) folgt.
k=1

e Sei nun ) = |J Qi eine Zerlegung von () in disjunkte halboffene Quader Q. De-
k=1

ren Randflichen liegen in gewissen Hyperebenen, und diese zerteilen () in disjunkte

halboffene Quader Jy;, wobei die Nummerierung so gewahlt sei, dass @) = U Qr

gilt. Da sowohl die Zerlegung von () als auch die jedes Q)i eine durch Hyperﬂachen
induzierte ist und wir fiir solche Zerlegungen im ersten Punkt schon die Additivitét
von Vol nachgewiesen haben, folgt die Additivitat

m  Mmg

Vol(Q Z Z Vol(Qwr) Z Vol(Qy)
k=1

k=1 l=1

Eine wichtige Eigenschaft von Inhalten ist ihre Monotonie.

Lemma 3.15. Jeder Inhalt v auf einem Halbring H ist monoton, d.h. gilt fir A,B € ‘H
die Inklusion A C B, so gilt auch u(A) < u(B).

Beweis: Seien A, B € ‘H Mengen mit A C B. Da H ein Halbring ist, gibt es disjunkte
Chy...,Cpmit B\ A= |J Cj. Also ist B =AUJ;", Cj eine disjunkte Vereinigung und
k=1

daher gilt ji(B) = ju(A) + 32 p(Ch) = u(A). 0

k=1
Wie angekiindigt wollen wir nun das Elementarvolumen auf eine gréflere Menge von Teil-
mengen fortsetzen. Dazu beweisen wir zunéchst, dass jeder Halbring von Teilmengen einen
Ring erzeugt, und sich jeder Inhalt eindeutig auf diesen Ring fortsetzen lasst. Neben den
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tiblichen Operationen N, U, \ auf Mengen verwenden wir dabei zusétzlich die symmetrische
Differenz
AAB :=(A\B)U(B\A)=(AUB)\ (ANB)

Definition 3.16. Eine Menge R C P(2) von Teilmengen einer Menge €2 heifit ein Ring,
falls

e ) e R gilt,
o fiir A, B € R auch AAB € R gilt,
o fiir A,B € R auch AN B € R gilt.

Gilt zusétzlich noch 2 € R, dann nennt man R eine Algebra von Teilmengen von (2.

Man bemerke, dass die Potenzmenge P(f2) zusammen mit A als Addition und N als Mul-
tiplikation im algebraischen Sinne ein Ring ist (Assoziativ-, Kommutativ- und Distributiv-
gesetze gelten, und das additive Inverse von A C Q ist A selbst), in dem () das neutrale
Element der Addition und §2 das neutrale Element der Multiplikation ist. Ein wie oben
definierter Ring ist dann nichts anderes als ein Unterring von P(2), und eine wie oben
definierte Algebra nichts anderes als ein Unterring von P((2), der das neutrale Element der
Multiplikation enthélt.

Aus AUB = (AAB)A(AN B) und A\ B = AA(AN B) ergibt sich sofort das folgende

Lemma.

Lemma 3.17. In einem Ring R von Teilmengen von 2 gilt fir A, B € R auch AUB € R
und A\ B € R,

Aufgabe: Bezeichne A° := Q\ A das Komplement von Teilmengen A C ). Eine Menge
R C P(Q2) von Teilmengen von ) ist genau dann eine Algebra, wenn Q) € R gilt und mit
A, B € R auch A° € R und AU B € R gilt.

Nach Lemma ist jeder Ring ein Halbring, denn fiir A, B € R liegt sowohl AN B
als auch A \ B selbst in R. Umgekehrt erzeugt jeder Halbring H einen Ring, man bilde
nédmlich einfach den Durchschnitt aller H enthaltenden Ringe in P(£2). Diesen kleinsten #H
enthaltenden Ring R kann man auch ganz konkret angeben.

Lemma 3.18. Der von einem Halbring H erzeugte Ring R st

R={{JAr|As ... Ay €H disjunkt}
k=1

Beweis: Da Ringe unter endlichen Vereinigungen abgeschlossen sind, muss der von H

erzeugte Ring die Mengen | J Ay fiir disjunkte Ay, ..., A,, € H enthalten. Daher reicht es
k=1

zu zeigen, dass { |J Ax| A1, ..., Ay € H disjunkt} bereits ein Ring ist.
k=1

Offensichtlich enthélt diese Menge wegen () € H die leere Menge, und sind A = | Aj, sowie

k=1
n

B = |J By endliche disjunkte Vereinigungen von Ay,..., A, € H bzw. By,...,B, € H,
=1
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dann ist auch AN B = |J AN By eine endliche disjunkte Vereinigung der Mengen

k=1,....,m

o= ()

eine endliche disjunkte Vereinigung der Mengen Ay \ (U Bl) , die ihrerseits wieder endliche
=1

AN B eH.

Ebenso ist

disjunkte Vereinigungen von Mengen aus H sind, wie man durch Induktion nach n beweist
[ Also ist auch AAB = (A\ B)U (B \ A) eine endliche disjunkte Vereinigung von Mengen

aus H. Somit ist { |J Ax|A1,..., A, € H disjunkt} ein Ring. O
k=1

Der Begriff des Inhalts macht offensichtlich auch fiir auf Ringen definierte Funktionen p :
R — [0, 00] Sinn. So sind die in Beispiel genannten Inhalte sogar auf Ringen definiert.
Fiir die Additivitdt eines Inhaltes auf einem Ring muss man auch gar nicht mehr darauf
achten, ob die Vereinigung disjunkter Aq,..., A,, wieder in R liegt, dies ist automatisch
der Fall. Ein Inhalt auf einem Ring ist also einfach eine Abbildung u : R — [0, 00| mit
(@) = 0 und p(AU B) = p(A) + u(B) fiir disjunkte A, B € R. Neben der Monotonie
lassen sich dann leicht noch weitere Eigenschaften herleiten:

Lemma 3.19. Jeder Inhalt u auf einem Ring R erfillt
o (A\ B) = u(A) — u(B) bei B C A und pu(B) < oo,
o uw(A) + p(B) = p(AU B) + u(AN B),

o u(U Ar) < > u(Ay) fir (nicht notwendig disjunkte) Ay, ..., A, € R ("1 ist subad-
k=1 k=1
ditiv”).
Beweis:

e Wegen B C Aist A= BU(A\ B), und da dies eine disjunkte Vereinigung ist, gilt
w(A) = u(B) + p(A\ B). Da auflerdem pu(B) < oo gilt, folgt daraus pu(A\ B) =

u(A) — u(B)
e Die Zerlegungen B = (B\ A)U(ANB) und AUB = AU (B \ A) sind disjunkt, also
gilt

1(A) + p(B) = pw(A) + p(B\ A) + p(AN B) = u(AU B) + p(AN B)

n
st ;1 | endliche disjunkte Vereinigung der Mengen C1,...,C), € H, dann auc
st A B dliche disjunkte Vereini der M C CpeH, d h
1=1

n+1 n D P
A\ (U Bl) = (A\ (U&)) \ Bny1 = (U Ci) \ Bni1= Uci\Bn—i-l )
=1 i=1

=1 i=1

, wobei sich die Mengen C;\ B, 1 wiederum als endliche disjunkte Vereinigungen von Mengen in H schreiben
lassen.
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k=1 k=1
Hilfe der Monotonie von p

plJ A =D u (Ak\ (O Az)) <D nl(Ay)

e Da |JA, = U (Ak\ <U Al)) eine endliche disjunkte Vereinigung ist, folgt mit

|

Der folgende Satz besagt, dass sich jeder auf einem Halbring H definierte Inhalt eindeutig
auf den von H erzeugten Ring fortsetzen lasst.

Satz 3.20. Fir einen Inhalt p auf einem Halbring H gibt es genau eine Fortsetzung v
zu einem Inhalt auf dem von H erzeugten Ring R. Diese ist durch v(A) := > u(Ag) fir
k=1

disjunkte Ay, ..., Ay € H mit A= |J Ax gegeben.
k=1

Beweis: Da R nach Lemma [3.18| gerade aus den endlichen disjunkten Vereinigungen von
Mengen in H besteht, muss jeder Inhalt v auf R, der u fortsetzt, die Gleichung v(A) :=
> u(Ag) fir disjunkte Ay, ..., A, € H mit A = |J A erfiillen und ist daher eindeutig
k=1

k=1
bestimmt.

Nachzuweisen bleibt noch, dass durch v(A) := > u(Ay) fiir disjunkte A;,..., A, € H mit
k=1

A = |J Ay wirklich ein Inhalt auf R definiert. Trivialerweise ist v additiv, also ist nur noch
k=1

die Wohldefiniertheit zu zeigen: Sind A = |J Ay und A = |J B zwei Zerlegungen von A in
k=1 I=1
disjunkte Mengen aus H, dann gilt

iu(Ak):iu<AkmUBl> iu(UAkﬂBl> :iiﬂ AN B) =

k=1 k=1 =1 k=1 =1
" (U Am&) = n <Bl n UAk) = ubB)
=1 k=1 =1 k=1 =1
also ist v wohldefiniert. O

Insbesondere lésst sich das Elementarvolumen zu einem Inhalt auf dem Ring aus der leeren
Menge und den endlichen disjunkten Vereinigungen von halboﬂenen Quadern fortsetzen.

Ublicherweise bezeichent man diese durch Vol( U Qr) = Z Vol(Qy) definierte Fortset-

zung wiederum mit Vol, und im wesentlichen hat der Vorlge Satz nur gezeigt, dass diese
Fortsetzung wohldefiniert ist.

Pramafle und o-Algebren Die im vorigen Abschnitt definierte Fortsetzung des Ele-
mentarvolumens auf endliche disjunkte Vereinigungen von halboffenen Quadern reicht bei
weitem nicht aus, z.B. kénnen wir mit ihr immer noch nicht das Volumen von beliebigen
offenen Teilmengen des R™ bestimmen. Man beachte aber, dass sich jede offene Teilmenge
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des R™ als abzéhlbare Vereinigung von halboffenen Quadern schreiben lasst, beispielswei-
se dadurch, dass man um jeden Punkt der offenen Menge mit rationalen Koordinaten eine
halboffenen Wiirfel mit einer so kleinen positiven Seitenléinge wahlt, dass der Wiirfel immer
noch komplett in der offenen Menge enthalten ist. Dies ldsst den Wunsch aufkommen, das
Elementarvolumen auf die von den halboffenen Quadern erzeugte o-Algebra fortsetzen zu
konnen.

Definition 3.21. Eine Ring R C P(Q2) von Teilmengen einer Menge €2 heifit eine o-Ring,
falls zusatzlich fiir jede Folge A € R auch die abzdhlbar unendliche Vereinigung [ Ay in

k=1

R liegt.

Ein o-Ring A mit Q € A wird o-Algebra genannt.

Lemma 3.22. Ist R ein o-Ring (oder sogar eine o-Algebra), dann liegt fiir jede Folge
Ay, € R auch der abzihlbar unendliche Durchschnitt () Ag in R.

k=1
Beweis: Es gilt mit A := |J Ay € R die Beziehung
k=1
A=A\ (U(A\Ak)) eER
k=1 k=1

Ahnlich wie in Aufgabe kann man auch o-Algebren charakterisieren.

Aufgabe: Eine Menge A C P(2) von Teilmengen von 2 ist genau dann eine o-Algebra,
wenn 2 € A gilt, mit A € A auch A° € A liegt, und mit jeder Folge A, € A auch die

abzihlbar unendliche Vereinigung |J Ax in A liegt.
k=1

Jeder Ring R erzeugt eine o-Algebra, man bilde einfach den Durchschnitt aller R enthal-
tenden o-Algebren in P(£2). Diese kleinste den Ring R enthaltende o-Algebra bezeichnet
man {iblicherweise mit o(R). Man kann sie aber nicht mehr so elementar beschreiben, wie
dies noch in Lemma fiir den von einem Halbring erzeugten Ring moglich war.

Definition 3.23. Die vom Ring der disjunkten Vereinigungen von halboffenen Quadern
im R"™ erzeugte o-Algebra, die nach der Vorbemerkung dieselbe ist wie die von den offenen
Teilmengen des R"™ erzeugte o-Algebra, heifit die Borel-o-Algebra von Teilmengen des R”
und wird iiblicherweise mit B(R™) bezeichnet.

Man bemerke, dass B nicht nur die offenen Teilmengen des R™ enthélt, sondern als o-
Algebra auch deren Komplemente, also sind auch alle abgeschlossenen Teilmengen des R"
in B(R") enthalten.

Will man nun das Elementarvolumen auf diese (oder eine noch groere) o-Algebra fortset-
zen, so muss man natiirlich garantieren, dass bei Darstellung einer schon urspriinglich im
Ring vorhandenen Menge durch eine abzéhlbare disjunkte Vereinigung dasselbe Volumen
berechnet wird, oder mit anderen Worten, dass das Elementarvolumen ein Pramaf ist.

Definition 3.24. Sei H C P(f2) ein Halbring (oder Ring) von Teilmengen einer Menge €.
Eine Abbildung p : H — [0, 00] heifit Pramafl auf H, wenn
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o /(D) =0 gilt,

e fiir jede Folge disjunkter Mengen A, € H mit |J Ay € H die Gleichung ( U Ak> =
k=1 k=1

2

1(Ay) gilt (" g ist o-additiv”)

k=1

Ein Pramafl auf einer o-Algebra wird Mafl genannt. Dabei ist fiir eine Folge disjunkter

Mengen Ay in einer o-Algebra automatisch auch J Ay in der o-Algebra enthalten.
k=1

Zunéchst bemerke man, dass es weiterhin kein Problem ist, den Wert oo fiir ;1 zuzulassen,
indem man 22021 ar, := oo fiir divergente Reihen von Zahlen aj, > 0 (bzw. falls eines der ay,
gleich oo ist) setzt. Desweiteren beachte man, dass die o-Additivitdt genannte Eigenschaft
wesentlich stéirker ist als die endliche Additivitét, die man von einem Inhalt verlangt. Denn
einerseits folgt die endliche Additivitit aus der o-Additivitit, indem man Ay := ) fiir k > m
setzt. Andererseits gibt es Inhalte, die keine Pramafle sind.

Beispiel 3.25. Der im ersten Punkt von Beispiel definierte Inhalt auf der o-Algebra

P(Q) ist sogar ein Pramaf, denn ist A = |J Ay eine disjunkte Vereinigung, dann sind
k=1
entweder alle Ay bis auf endlich viele leer (und damit liegt eine endliche Vereinigung vor)

oder A enthélt unendlich viele Elemente, und dann gilt auch u(A) = > u(Ax) = oo
k=1

Dagegen ist der im zweiten Punkt von Beispiel genannte Inhalt kein Pramaf}; denn jede
Teilmenge A der abzdhlbaren Menge €2, die ein endliches Komplement hat, ldsst sich als
abzihlbare Vereinigung endlicher Mengen Ay schreiben (z.B. als Vereinigung ihrer Punkte),

was zu 00 = p(A) # i p(Ag) = 0 fiihrt.
k=1

Das Elementarvolumen Vol und auch dessen Fortsetzung auf den Ring der endlichen dis-
junkten Vereinigungen von halboffenen Quadern sind aber gliicklicherweise Pramafle. Dies
zeigen wir in zwei Schritten.

Lemma 3.26. Fin Inhalt p auf einem Halbring H ist genau dann ein Primaf, wenn seine
Fortsetzung auf den von H erzeugten Ring ein Prdamaf ist.

Beweis: Aus der o-Additivitdt der Fortsetzung v folgt natiirlich auch die o-Additivitét
von p. Sei nun p ein Pramafl auf dem Halbring H, dann bleibt zu zeigen, dass der als
Fortsetzung erhaltene Inhalt v auf dem Ring R auch o-additiv ist. Sei dazu Ax € R eine

Folge disjunkter Mengen mit A := |J Ay € R. Dann gibt es disjunkte By,...,B, € H
k=1

n N
mit A = |J By, und zu jedem k disjunkte By, ..., Bg,, € H mit Ay = |J Byg. Da
=1 =1

Bl:AﬁBl: GAkﬁBZ: G@BMHBZ
k=1 k=11=1

eine disjunkte Vereinigung von Mengen aus H ist und p auf H ein Pramaf ist, folgt nach

Definition von v .
ZZuBklﬂBl :ZVAkﬂBl
=1

k=1 l=1 k
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Somit ist v auch o-additiv wegen

v(A) = uB) =YY v(A4nNB) =Y Y v(AnNB)=> v(A)

|

Bevor wir zeigen, dass das Elementarvolumen ein Prama# ist, bemerke man noch kurz, dass
aus der in gezeigten Subadditivitdt von Inhalten p auf Ringen R die Ungleichung
> < (U]
k= k=1

1

fiir eine Folge Ay, € R disjunkter Mengen mit | J Ay € R folgt. Tatséchlich, mit A := |J Ag
k=1 k=1

gilt |J Ay C A und somit aufgrund der Additivitdt und Monotonie
k=1

> u(Ay) = p (U Akz) < pu(A)

fiir jedes n. Durch Grenziibergang n — oo folgt daher die zu beweisende Ungleichung.

Satz 3.27. Das FElementarvolumen Vol ist ein Primaf auf dem Halbring aus der leeren
Menge und den halboffenen Quadern im R™ bzw. auf dem davon erzeugten Ring.

Beweis: Bezeichne H den im Satz angesprochenen Halbring. Da Vol zu einem Inhalt auf
dem von H erzeugten Ring fortgesetzt werden kann und somit die zuvor bewiesene Unglei-

chung > Vol(Qx) < Vol (U Qk) insbesondere fiir jede Folge @), € H disjunkter halb-
k=1 k=1

offener Quader mit Ej Qr € H gilt, ist fir die o-Additivitdt nur noch die umgekehrte
Ungleichung zu zeigeﬁil

Diese umgekehrte Ungleichung beweisen wir durch ein Kompaktheitsargument: Sei der halb-
offene Quader @ = (ay,b1] X -+ X (a,, b,] in abzdhlbar viele halboffene disjunkte Quader
Qr = (a1k, big] X -+ X (ank, bpk] zerlegt, d.h. Q = Ej Qr. Wir bezeichnen im folgenden
Quader wie @) kurz durch (a, b] mit Vektoren a,b € ]Rg:&nd nutzen die stetige Abhéngigkeit

von Vol((a,b]) von den Randpunkten a, b aus.

Zu € > 0 wihle man einen Punkt a’ € @ so nah an a, dass Vol(Q) < Vol((d’,b]) + ¢ gilt.
Fiir jedes & € N wihle man auflerdem eine Punkt b} mit b, € (ax,b)] so nah an b, dass
Vol((ay, b,]) < Vol(Qx)+2 *¢ gilt. Dann wird auch der abgeschlossene und daher kompakte
Quader [d’, b] als Teilmenge von @) durch die Quader @), iiberdeckt, und daher ebenso durch
die groferen offenen Quader (ay, b},), in denen @, enthalten ist. Aufgrund der Kompaktheit
reichen bei dieser Uberdeckung aber endlich viele offene Quader aus. Es gibt also ein N, so

N N
dass [da’,b] C | (ag, b)) gilt, und daraus folgt auch (a’,b] C | (ax, b))
k=1 k=1

Berechnen wir die Volumina fiir die letztgenannte Inklusion, so ergibt sich aufgrund der

N
Subadditivitét von Vol die Ungleichung Vol((a’,b]) < > Vol((ax, b)]). Aufgrund der Wahl
k=1
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der Punkte o’ und b’ folgt daraus aber

Vol((a, b]) < Vol((a',b]) +& <Y Vol((a, b)) +2 < Y (Vol((ak, bi]) +27%¢) + ¢ <

i Vol((ag, bg]) + 2¢

Da dies fiir jedes ¢ > 0 gilt, folgt Vol(Q) < > Vol(Qy), d.h. die zu zeigende Ungleichung.
k=1
O

Zum Ausrechnen von Volumina kann man die beiden folgenden Resultate verwenden.

Aufgabe:

o Beweisen Sie, dass ein Inhalt p auf einem Ring R genau dann ein Pramafs ist, wenn

fir jede aufsteigende Folge Ay C Ay C ... von Mengen Ax € R mit |J Ay € R die
k=1

(e}
Gleichung klim w(Ag) = p < U Ak> gilt ("u ist stetig von unten”).
— 00 k=1

o sty ewn Pramaf$ auf dem Ring R, dann gilt fir jede Folge Ay D As D ... von Mengen
A € R mit u(Ay) < oo und () Ax € R die Gleichung klirn w(Ag) = 1 (U Ak> ("
—00 k=1

k=1
ist stetig von oben”).

Der Fortsetzungssatz von Carathéodory Da das Elementarvolumen ein Pramafl auf
dem Halbring aus der leeren Menge und den halboffenen Quadern im R™ bzw. auf des-
sen erzeugten Ring ist, besteht zumindest die Chance, das Elementarvolumen zu einem
eindeutigen Mafl auf der von diesem Ring erzeugten o-Algebra (oder einer noch grofieren
o-Algebra) fortsetzen zu konnen. Der Fortsetzungssatz von Carathéodory, den wir in die-
sem Abschnitt beweisen werden, besagt nun gerade, dass solch eine Fortsetzung tatséchlich
moglich ist.

Zur Konstruktion der Fortsetzung eines auf einem Halbring H von Teilmengen von €2 defi-
nierten PramaBes p: H — [0, oo] betrachte man die Funktion u* : P(Q) — [0, oo],

p(A) = inf ) " p(A) A C [ Ap mit A, € M} (3.1)

Diese Funktion ist zwar fiir alle Teilmengen A C 2 definiert, aber nur ein sogenanntes
duferes Mafl.

Definition 3.28. Eine Funktion 7 : P(Q2) — [0, oo] heifit duBleres Mafl auf €2, falls
e 7(0) =0 gilt,
e n(A) < n(B) fiir Teilmengen A C B von {2 gilt,
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(U Ak) < Z n(Ay) fir jede Folge Ay von Teilmengen von 2 gilt ("n ist o-
subadditiv”).

Lemma 3.29. Fir jeden Inhalt o auf einem Halbring H von Teilmengen von Q0 (und somit
insbesondere fir jedes Pramaf$ auf einem Ring) ist die durch (3.1)) definierte Funktion
W P(2) — [0,00] ein dufseres Maf.

Beweis: Offensichtlich ist p*()) = 0 und p*(A) < p*(B) bei A C B, denn jede abzéhlbare
Uberdeckung von B mit Mengen aus H ist auch eine von A. Zu zeigen bleibt also nur noch
die o-Subadditivitit.

Sei dazu Ay eine Folge von Teilmengen von €. Ist u*(Ay) = oo fiir ein k € N, so ist die

Ungleichung p* (U Ak) < 7 pr(Ag) trivialerweise giiltig.
k=1 k=1

Sei daher p*(Ag) < oo fiir alle £ € N und sei € > 0 vorgegeben. Dann gibt es nach Definition

von p* als Infimum zu jedem k € N eine Folge By, € H mit Ay, C |J By und
=1

> u(Bu) < pt(Ay) +27%

Also iiberdeckt U U By die Menge U Ay, und daher gilt

k=11=1 k=1
w (UAk>SZZM(Bk1)SZ( “(Ag) +27%¢) <Z/~b Ak)
k=1 k=1 I=1 k=1
Da diese Ungleichung fiir jedes € > 0 gilt, folgt die o-Subadditivitat von p*. O

Man bemerke, dass das vorige Lemma sogar dann noch giiltig bleibt, falls p irgendeine
Funktion mit Werten in [0, o] und u(0) = 0 ist.

Nun ist aber ein duleres Mafl 7 im allgemeinen auf ganz P(2) nicht o-additiv. Dies dndert
sich jedoch, wenn man das duflere Mafl auf die sogenannte o-Algebra der n-messbaren
Mengen einschréinkt. Dazu bezeichne A¢ := Q\ A das Komplement einer Teilmenge A C ).

Definition 3.30. Sei n ein dufleres Mafl auf €2. Eine Menge A C € heifit n-messbar, falls
n(B) > n(BNA)+n(BnN A fir alle B C Q gilt.

Aquivalenterweise hiitte man auch n(B) = n(B N A) + n(B N A°) verlangen kénnen, denn
n(B) < n(BNA)+n(BnNA° gilt trivialerweise wegen B = (BN A) U (B N A°) und der
o-Subadditivitdt von n (aus der natiirlich die endliche Subadditivitét folgt). Mit anderen
Worten ist also eine Menge n-messbar, falls sie jede Menge in disjunkte Teilmengen zerlegt,
auf denen sich n additiv verhélt.

Lemma 3.31. Die Menge A, = {A C Q| A ist n — messbar} ist eine o-Algebra von
Teilmengen von §2 und die Einschrinkung n : A, — [0, 00] von n auf A, ein Maf.

Beweis: Zunéchst zeigen wir, dass A, eine Algebra ist. Nach Aufgabe ist dazu nur
nachzuweisen, dass 2 € A, gilt und A € A, auch A° € A, impliziert (was offensichtlich der
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Fall ist), sowie dass aus A, B € A, auch AU B € A, folgt. Letzteres folgt aus der fiir jede
Teilmenge C' C 2 giiltigen Ungleichungskette
n(C)>n(CNA) +n(CNA)>n(CNA)+nCNANB)+nCNA°NBS) >
n(CNAUCNANB)+n(CNANB)=nCN(AUB))+n(CN(AUB)).

Nun ist noch noch zu zeigen, dass fiir jede Folge disjunkter A, € A, die Vereinigung

A= |J A in A, liegt und n(A) = > n(Ax) gilt, d.h. die Einschréankung von n auf A,
k=1 k=1
auch o-additiv ist.

Dazu bemerke man, dass n auf A, endlich additiv ist. Denn in der Definition von 7-
MeBbarkeit kann man nach der Voriiberlegung > durch = ersetzen und erhélt dann fiir
disjunkte B, C € A, und beliebiges D C  die Gleichung

nDN(BUC))=nDN(BUC)NB)+nDN(BUC)NB)=n(DNB)+nDNC)

also nicht nur die endliche Additivitét von n auf A, (durch Setzen von D := 2), sondern
auch noch

n (m (U Ak>) = (DN A)
k=1 k=1
fiir beliebige Teilmengen D C ).

Nun haben wir schon bewiesen, dass A, eine Algebra ist, also gilt |J;-, Ay € A,, und daher
fiir jedes D C Q2

n(D) >n (Dﬂ (GAk>> +77<Dﬂ (OAk) ) > (in(DﬂAQ) +n(DNA°)

also bei m — oo wegen der og-Subadditivitdt von 7 sogar
n(D) > (Z (DN Ak)> +n(DNA%) > (DN A)+ (DN A > (D)
k=1

(die letzte Ungleichung galt ja trivialerweise fiir alle Mengen A C Q). Daher ist also A

schon n-messbar, und speziell mit D := A folgt n(D) = > n(Ax). O
k=1

Ist also p ein Pramaf auf einem Halbring H von Teilmengen von €2, so ist die Einschrénkung

des duBeren Mafles p* auf die o-Algebra der p*-messbaren Mengen ein Maf}. Somit ist u*

ein heifler Kandidat fiir die Fortsetzung von p zu einem Mafl auf der von H erzeugten
o-Algebra o(H).

Um dies letztendlich zu beweisen, miissen wir einerseits noch zeigen, dass jede Menge A € H
schon p*-messbar ist und p*(A) = wp(A) gilt, und andererseits, dass es hochstens eine
Fortsetzung von p auf o(H) geben kann.

Sei also A € H und B C {2 eine beliebige Teilmenge mit p*(B) < oo (sonst ist nichts zu
zeigen). Wegen p*(B) < oo gibt es insbesondere eine Folge By, € H mit B C |J By. Aus

k=1
p(By) = p(Br, N A) + pu(By \ A) folgt dann

D u(B) =Y (BN A)+ > pu(Bp\ A) > (BN A) + (B A)

k=1 k=1
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und also p*(B) > u*(BNA)+ p*(B\ A), d.h. A ist p*-messbar.

Desweiteren gilt nicht nur p*(A) < u(A) fir alle A € H nach Definition von p* als Infimum,
sondern auch die umgekehrte Ungleichung. Denn g ist als Pramafl auf dem von H erzeugten

Ring R o-subadditiv. Ist nimlich A C |J A eine Uberdeckung von A € R mit Mengen
k=1
Ar € R, dann ist

)

eine disjunkte Zerlegung von A in Mengen aus R, und somit gilt aufgrund der o-Additivitat

von [
00 k—1 %S
u(A) = (Aﬂ (Ak\ (U Az))) <> (A
k=1 =1 k=1
Also gilt auch die Ungleichung pu(A) < p*(A), was zu zeigen war.

Abschlielend noch zur Eindeutigkeit der Fortsetzung von p. Um diese beweisen zu kénnen,
nennen wir 4 ein o-endliches Pramafl auf €, wenn p ein Pramafl auf einem Halbring H von
Teilmengen von (2 ist und es eine Folge A, € H von Teilmengen mit p(Ag) < oo gibt, die
) iiberdecken.

Beispiel 3.32.

e Das Elementarvolumen Vol auf dem R ist g-endlich, denn der R™ kann in abzéhlbar
viele halboffene Quader von endlichem Volumen zerlegt werden, z.B. in die Wiirfel
(mag, mig + 1] X -+ X (Mg, Mg + 1] mit my, € Z.

e Das im ersten Punkt von Beispiel genannte Zahlmaf ist fiir eine Grundmenge
() mit iiberzdhlbar vielen Elementen nicht o-endlich, denn das Z&dhlmaf hat nur auf
endlichen Teilmengen von €2 einen endlichen Wert, aber €2 lasst sich als {iberabzahlbare
Menge nicht in abzéhlbar viele endliche Teilmengen zerlegen.

Bezeichne p die gerade konstruierte Fortsetzung und v eine weitere Fortsetzung des ur-
spriinglichen Pramafles zu einem Mafl auf der von H erzeugten o-Algebra o(H), dann ist
fiir die Eindeutigkeit nur u(B N Ag) = v(B N Ay) fiir alle B € o(H) zu beweisen. Also
reicht es aus, fiir jede Teilmenge B einer Teilmenge von endlichem Pramafl die Gleichheit
w(B) = v(B) zu zeigen. Nach Definition unserer Fortsetzung gilt aber

p(B) =inf{) u(By)| B C | ] By mit By, € 1}
k=1 k=1

und daher auch
u(B) =inf{) v(By)| B C | ] By mit By € H} > v(B)
k=1 k=1

Ebenso gilt u(A\ B) > v(A\ B) fiir jede B enthaltende Menge A € ‘H endlichen Pramafles,
und daher

H(A) = v(A) = V(A\ B) + v(B) < p(A\ B) + pu(B) = u(A)
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was v(B) = u(B) beweist. Denn wegen v(A\ B) < u(A\ B) und v(B) < p(B) kann
Gleichheit der beiden Seiten nur vorliegen, wenn sowohl v(A \ B) = u(A\ B) als auch
v(B) = u(B) gilt.

Wir fassen unsere Ergebnisse im folgenden Satz zusammen:

Satz 3.33. Jedes Pramafs p auf einem Halbring von Teilmengen von Q) kann zu einem Maf
auf einer o-Algebra von Teilmengen von ) fortgesetzt werden. Ist p auf Q0 sogar o-endlich,
dann ist die Fortsetzung eindeutiq.

Bemerkung 3.34. Auch wenn man dieser Konstruktion nach Carathéodory nicht direkt
ansieht, dass es sich bei den p*-messbaren Mengen A mit p*(A) < oo um die Vervollsténdi-
gung des Halbrings H bzgl. des L'-Abstandes d(A, B) := u(A\ B) + u(B \ A) handelt,
auf die p fortgesetzt wurde, ist dies doch der Fall. Der Nachweis dafiir wére aber etwas
abstrakter gewesen als die (auch in der Lehrbuch-Literatur iibliche) Fortsetzung zu einem
Maf} nach Carathéodory.

Wendet man den Fortsetungssatz von Carathéodory auf das Pramafl Vol an und nennt
die Vol*-messbaren Mengen einfach Lebesgue-messbar, so ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 3.35. Das Volumen Vol von halboffenen Quadern im R™ ldsst sich eindeutig zu
einem Maf$ auf der o-Algebra L(R™) der Lebesgue-messbaren Mengen fortsetzen, welches
Lebesgue-Maf3 genannt wird.

Nullmengen Nach Konstruktion ist jede Menge aus der Borel-o-Algebra B(R") auch
Lebesgue-messbar. Tatséchlich enthélt aber die Lebesgue-o-Algebra £(R™) sehr viel mehr
Mengen als B(R™).

Definition 3.36. Sei p ein Mafl auf einer o-Algebra. Dann heifit eine Menge A aus der
o-Algebra pu-Nullmenge (oder einfach Nullmenge, wenn klar ist, welches MaBl gemeint ist),

falls u(A) = 0 gilt.

Beispiel 3.37. Ist Aj eine Folge von Mengen der o-Algebra und gilt u(Ax) = 0, dann

wegen der o-Subadditivitdt von p auch p (U Ak) = 0. Insbesondere sind abzéhlbare
k=1

Vereinigungen von Nullmengen wieder Nullmel_lgen.

Speziell ist jede abzéhlbare Teilmenge des R" wie z.B. Q™ bzgl. des Lebesgue-Mafles ei-
ne Nullmenge, da Punkte Lebesgue-Mafl Null haben. Angemerkt sei aber, dass es auch
iiberabzéhlbare Teilmengen des R™ gibt, die Lebesgue-Nullmengen sind.

Die Lebesgue-o-Algebra enthélt nun (im Gegensatz zur Borel-o-Algebra, was wir hier aber
nicht beweisen wollen) sogar jegliche Teilmengen A mit Vol*(A) = 0. Denn dann gilt
Vol*(B) > Vol*(B N A) + Vol*(B N A°) fiir jede Teilmenge B C R", da Vol"(BN A) <
Vol*(A) = 0 wegen BN A C A und Vol*(B N A¢) < Vol*(B) wegen BN A° C B gilt, also
ist A schon Lebesgue-messbar.

Da Nullmengen im Sinne des Mafles kleine Mengen sind, macht die folgende Sprechweise

Sinn:

Definition 3.38. Man sagt, eine Aussage A(x), die von x € € abhéngt, gilt fir y-fast alle
x € Q (oder p-fast iiberall), falls es eine Nullmenge Z gibt, so dass A(x) fur alle x € Z¢
gilt.
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So ist beispielsweise jede Funktion f : R — R mit abzéhlbar vielen Sprungstellen — wie z.B.
die Funktion f(x) = |z, die jedem x € R die néchstkleinere ganze Zahl zuordnet — fast
iiberall stetig, denn die Punkte, in denen f nicht stetig ist, sind nur abzéahlbar viele und
bilden somit eine Lebesgue-Nullmenge.

Angesichts der Tatsache, dass beliebige offene bzw. abgeschlossene Teilmengen des R™, deren
abzéhlbare Vereinigungen und auch alle Teilmengen von Nullmengen Lebesgue-messbar
sind, stellt sich die Frage, ob es iiberhaupt Teilmengen des R™ gibt, die nicht Lebesgue-
messbar sind (ansonsten wére die Lebesgue-o-Algebra niamlich gerade die Potenzmenge
P(R™)). Tatsichlich gibt es leider solche nicht-messbaren Teilmengen, wie im folgenden
Abschnitt gezeigt wird.

Translations- und Bewegungsinvarianz des Lebesgue-Mafles Das Lebesgue-Maf
i ist translationsinvariant, d.h. ist A C R" Lebesgue-messbar und f : = — x + y die
Translation um y € R”, dann gilt u(A) = pu(f(A)). Tatsdchlich charakterisiert die Transla-
tionsinvarianz sogar das Lebesgue-Mafl E]

Satz 3.39. Das Lebesque-Maf ist translationsinvariant, und jedes translationsinvariante
Maf$ p auf der Lebesgque-o-Algebra mit u((0,1]") = 1 ist identisch mit dem Lebesgue-Maf.

Beweis: Das Elementarvolumen Vol ist translationsinvariant, also auch das duflere Maf
Vol* und somit das Lebesgue-Ma$ als Einschrankung des dufleren Maf3 Vol* auf die Lebesgue-
messbaren Mengen.

Sei nun umgekehrt p ein translationsinvariantes Mafl auf der Lebesgue-o-Algebra des R”
mit x((0,1]) = 1. Betrachte zu my, ..., m, € N die Zerlegung

01= U B (ﬁ <07 mi] +(%,...,%)T>

Die my - - - m,, Mengen aus der Zerlegung haben wegen der Translationsinvarianz das gleiche
MaB wie p([}, (0, mi]), und wegen 4((0,1]) = 1 folgt daher p(J]7, (0, mi]) =1, 2

i=1 m; "
Nochmals aufgrund der Translationsinvarianz hat also p auf allen Quadern mit rationa-
len Randpunkten denselben Wert wie Vol. Somit stimmen p und das von Vol induzierte
Lebesgue-Mafl aufgrund der Eindeutigkeit der Fortsetzung eines o-endlichen Pramafles iibe-

rein. |

Aus der Translationsinvarianz des Lebesgue-MafBles folgt auch sofort die Existenz nicht-
messbarer Mengen, zu deren Nachweis man jedoch das Auswahlaxiom benutzen muss.

Korollar 3.40. Es gibt Teilmengen M C R™ mit M ¢ L(R™).

Beweis: Bezeichne ;o das Lebesgue-MaB auf R”. Wihle in jeder der Aquivalenzklassen
x4+ Q™ aus R"/Q™ einen Vertreter aus dem Einheitswiirfel [0, 1]”. Zu der Menge A C [0, 1]™
dieser Vertreter betrachte man mit einer Abzéhlung g, von Q" N [—1,1] die Menge B :=

U (gx + A). Dann enthélt B offensichtlich den Einheitswiirfel [0, 1]” und miisste somit bei
k=1
MeBbarkeit von A ein Volumen > 1 haben, andererseits miisste wegen der o-Additivitét

2Man beachte aber, dass auch das Zidhlmafl p translationsinvariant ist, jedoch u((0,1]") = oo gilt.
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und Translationsinvarianz auch pu(B) = > pu(qgr + A) = > 1(A) gelten, was aufgrund der
k=1 k=1

Beschranktheit von B schon p(A) =0 und auch dann auch wu(B) = 0 impliziert. Aufgrund
dieses Widerspruches muss also A nicht-Lebesgue-messbar sein. ]

Das Lebesgue-Maf ist nicht nur translationsinvariant, sondern auch invariant unter Bewe-
gungen, d.h. zusétzlich gilt fiir orthogonale lineare Abbildungen f € O(n) die Gleichung
w(A) = p(f(A)). Tatsdchlich kann man fiir jede lineare Abbildung f berechnen, wie das
Volumen unter solch einer Abbildung verzerrt wird.

Satz 3.41. Das Lebesgue-Maf pn auf dem R™ ist bewegungsinvariant, es gilt sogar pu(f(A)) =
| det(f)|u(A) fir jede lineare Abbildung f : R™ — R™.

Beweis: Das Mafl v(A) := pu(f(A)) ist wohldefiniert, denn fiir eine lineare Abbildung
f : R* — R" ist mit A auch f(A) Lebesgue-messbar, und translationsinvariant, denn
f(A+y) = f(A) + f(y). Also muss v nach Satz ein Vielfaches des Lebesgue-Mafes
sein, d.h. v(A) = Cu(A) gilt mit einer Konstanten C' € Ry .

Zu zeigen bleibt C' = | det(f)|. Ist f eine orthogonale Abbildung, so gilt f(B1(0)) = B1(0)
fiir die Einheitskugel B;(0) C R™ bzgl. der Euklidischen Norm und daher v(B;(0)) =
1(B1(0)), also C' =1 = |det(f)].

Ist f eine beliebige lineare Abbildung, dann gibt es orthogonale Abbildungen v, w und eine
durch eine Diagonalmatrix mit nichtnegativen Eintréigen d; représentierte lineare Abbildung
d mit f = vodow. Nun gilt aufgrund der Orthogonalitidt von v,w wie eben gerade
bewiesen v(A) = p(v(d(w(A)))) = pu(d(A)) und daher v((0,1]") = ([T, di)u((0,1]") =
det(d)p((0,1]™), sowie |det f| = |det(v)| - det(d) - | det(w)| = det(d), also wirklich C' =
| det f|. O

3.3 Integration bzgl. eines Mafles

In diesem gesamten Abschnitt sei (€2, A, ) ein o-endlicher Mafiraum, d.h. A sei eine o-
Algebra von Teilmengen von €2, deren Mengen wir messbare Teilmengen nennen, und pu :
A — [0, 00] sei ein o-endliches Ma8B.

Speziell sind wir natiirlich an dem Fall interessiert, bei dem 2 = R", A die o-Algebra
der Lebesgue-messbaren Teilmengen und p das Lebesgue-Maf ist. Aber die im folgenden
geschilderte Integrationstheorie ist weitgehend unabhéngig davon, ob wir das Lebesgue-Maf3
oder irgendein anderes Mafl betrachten.

Es war ja unserer Ziel, das Integral allgemeiner Funktionen aus dem elementaren Integral
von Treppenfunktionen durch Fortsetzung auf die Vervollstindigung zu gewinnen. Da es
uns im letzten Kapitel gelungen ist, das Elementarvolumen von Quadern zu einem Maf
auf der viel grofleren Klasse der messbaren Teilmengen des R™ fortzusetzen, kénnen wir
zunéchst schon einmal das Integral von Treppenfunktionen g = Zle 9ila, zu disjunkten
Teilmengen A; € A mit p(A4;) < oo durch

/Q o) dp() = Y g 4)

definieren. Dies setzt im Falle des Lebesgue-Mafles das Integral von Treppenfunktionen
zu Quadern fort. Ohne Probleme konnen wir hier zulassen, dass g; € Y Elemente eines
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Banach-Raumes Y sind, auch wenn wir hauptsachlich an dem Fall Y = R interessiert sind.
Um die Notation einheitlich zu halten, schreiben wir fiir die Norm auf Y wie auch fiir den
reellen Betrag einfach | - |. Das Integral ist dann linear und erfiillt die Ungleichung

| / g(e) du(z)] < / 19(2)] du(z)

Man bemerke, dass dieses Integral unabhingig von der Wahl der Zerlegung der Menge
A :={z|g(x) # 0} ist, denn ist g bei A = U;:1 B; auch auf jeder der disjunkten Mengen

kol
B; konstant, dann ist g auch auf den Mengen der feineren Zerlegung A = |J |J (4; N By)

i=1j=1
konstant und wegen

!
> gin(AiN B;) = gip(Ay)
j=1
ergibt sich daher bzgl. der anderen Zerlegung derselbe Integralwert.

Nun wollen wir den Raum Step,,(€2,Y’) der Treppenfunktionen zu Mengen endlichen Mafes
mit Werten in Y bzgl. der Norm

lglh = / 9() dn(z) = 3 [l (4

1=

vervollstdandigen. Das folgende Lemma ist dabei fundamental, denn es besagt, dass man
in jeder Cauchy-Folge von Treppenfunktionen bzgl. || - ||; eine Teilfolge finden kann, die
auBerhalb einer Nullmenge punktweise konvergiert.

Vor dessen Beweis fithren wir aber noch eine weitere Schreibweise ein: Statt [, 14(z)g(x) du(x)
fiir eine messbare Menge A (wobei man g|4 := 14 - g als die Einschrénkung von ¢ auf A
ansehen kann) schreiben wir [, g(x) du(z). Dann gilt fiir disjunkte A, B die Gleichung

/AUBQ(I) du(z) Z/Ag(:v) du(x)+/g(x) dp()

B

Lemma 3.42. Sei fi € Step,(2,Y) eine Cauchy-Folge von Treppenfunktionen 2u Mengen
endlichen Mafles bzgl. || - ||1. Dann gibt es eine Teilfolge von fi, die auflerhalb einer p-
Nullmenge punktweise konvergiert.

Beweis: Da f; eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||; ist, gibt es fiir jedes m € N ein K,,, € N

.....

g — il < 5 fiir & > 1.

Wir zeigen, dass die Reihe g1(x) + > o (gr+1(2) — gi(x)) fiir alle Punkte auBlerhalb einer
Nullmenge Z absolut konvergiert. Dann konvergiert auch gi(x) fiir alle x ¢ Z, denn die
k-te Partialsumme der Reihe ist gerade g(x).

Sei dazu Y, die Menge der Punkte z € Q, fiir die |g11(z) — gi(z)| > 5 gilt. Natiirlich hat
Y, ein endliches Maf}; denn die Funktionen g; und g¢;1; sind Treppenfunktionen zu Mengen
endlichen Mafles. Nach Definition von Y, gilt

1 1
iﬂ(Yn) = / = du(z) < /y 91+ — gi(@)] dp(z) < (g1 — gl < 5
l
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Also gilt u(Y)) < il Bilde Z;, := Y}, dann gilt p(Z;) 7. Ist nun = ¢ Z;, dann
=1

< 3

gilt fir k& > [ die Ungleichung |gr41(z) — gr(2)| < 35, und somit konvergiert die Reihe

Y e gr+1(z) — gr(z) absolut und gleichméBig auf Z7. Ist also Z := (2, Z;, dann ist Z eine
Nullmenge wegen p(Z) = limy_,oo p4(Z;) = 0, und die Reihe konvergiert fiir alle z € Z¢. O

Aus dem Beweis sieht man, dass es sogar zu jedem £ > 0 eine Menge Z vom Maf} u(Z) < e
gibt, so dass fr auflerhalb von Z gleichméflig konvergiert.

Das vorige Lemma erlaubt es also, jedem Element der Vervollstindigung des Raumes
Step,(€2,Y) bzgl. || - |1, das ja nach dem Beweis von Satz gerade eine Aquivalenz-
klasse von Cauchy-Folgen ist, eine Funktion auf {2 mit Werten in Y zuzuordnen, némlich
den auflerhalb einer Nullmenge existierenden punktweisen Grenzwert einer Teilfolge der
Cauchy-Folge. Wir werden in Korollar beweisen, dass die punktweisen Grenzwerte
solcher Teilfolgen bis auf Nullmengen iibereinstimmen, so dass man dadurch wirklich der
gesamten Cauchy-Folge eine fast iiberall definierte Funktion zuordnen kann.

Definition 3.43. Eine Funktion f, fiir die eine Cauchy-Folge fx von Treppenfunktionen
zu Mengen endlichen Mafles bzgl. || - ||; existiert, die auerhalb einer Nullmenge punktwei-
se gegen f konvergiert, nennt man p-integrierbar (oder integrierbar bzgl. u, oder einfach
integrierbar, wenn klar ist, auf welches Mafl man sich bezieht).

Tatséchlich kann man fiir p-integrierbare f aufgrund des folgenden Lemmas das Integral
bzgl. p definieren.

Lemma 3.44. Ist f integrierbar bzgl. pu und fy eine Cauchy-Folge von Treppenfunktionen

zu Mengen endlichen Mafles bzgl. || - |1, die auferhalb einer Nullmenge punktweise gegen

f konvergiert, dann existiert der Grenzwert klim Jo fi(@) dp(x) und ist unabhingig von der
—00

gewdhlten Folge f.

Beweis: Die Existenz von hm fQ fr(x) du(z) folgt direkt aus der Ungleichung

/fk ) du(z /fz ) dp(z

denn da f; eine Cauchy-Folge bzgl. | - ||y ist, ist [, fr(x) du(z) eine Cauchy-Folge in Y und
konvergiert somit aufgrund der Vollstédndigkeit von Y.

/|fk fldu(@) = i — filn

Sei nun hy := fr — gx die Differenz zweier Cauchy-Folgen, die punktweise auflerhalb einer

Nullmenge gegen f konvergieren. Dann ist h; nicht nur eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||1, die
punktweise auflerhalb einer Nullmenge gegen die Nullfunktion konvergiert, sondern sogar
eine Nullfolge bzgl. || - ||;. Tatsdchlich, zu vorgegebenem £ > 0 existiert ein X € N mit

|\hi — hy|ly < e fir k1 > K, da hy eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||y ist. Verschwindet die
Treppenfunktion hyx auferhalb der Menge A endlichen Mafles, dann gilt fir £ > K die
Ungleichung

[ V@)l duta) = [ 1hate) = @) duta) < [ lhale) = (o)l dita) <

Nach dem Beweis von Lemma gibt es eine messbare Menge Z mit p(Z) < e wnd
eine Teilfolge von hy, die auflerhalb von Z gleichméflig gegen die Nullfunktion konvergiert.
Fiir geniigend groBe zu dieser Teilfolge gehorige Indizes k gilt dann [ ny’ |h| < e und auch

/Z\hk( ) du(z) < /\hk( )=h (:v)ldu(ﬂf)+/zlhx($)\du(:v) < lhe=hliH(Z) [ hxc ()2 < 2¢
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Also gilt
[ tstlduta) = [ @ldn)+ [ ol duta) + [ nlduto) < e
Q Ae A\Z

d.h. hy ist eine Nullfolge bzgl. || - ||1. O

Definition 3.45. Fiir eine p-integrierbare Funktionen f : 2 — Y heifit

[ s@auta) = pim [ fita) dnte)

das Integral von f bzgl. des Mafles p, wobei f; irgendeine Cauchy-Folge von Treppenfunk-
tionen zu Mengen endlichen Mafles bzgl. || - ||; ist, die fast tiberall gegen f konvergiert.

Speziell fiir das Lebesgue-Mafl nennt man dieses Integral das Lebesgue-Integral und spricht
von Lebesgue-integrierbaren Funktionen.

Insbesondere ist fiir eine integrierbare Funktion f auch ||f|l; := [, [f(x)|du(x) wohlde-
finiert, denn ist fj eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||;, die fast tiberall punktweise gegen f
konvergiert, dann ist auch |fx| eine Cauchy-Folge, die fast iiberall punktweise gegen |f]
konvergiert.

1 eQ"nlo,1)"
Beispiel 3.46. Die Funktion f: R" = R, f(z) = lgrapap(z) = {0 v ? 0,1] , ist
sons

Lebesgue-integrierbar mit [, f(x)du(z) = 0, obwohl 1gnj; nicht Riemann-integrierbar
ist.

Elementare Eigenschaften des Integrals

Lemma 3.47. Das Integral I : f — [, f(x)du(z) bzgl. des Mafes p ist linear, mit f
ist auch f|a fir jede messbare Menge A mtegmerbar bzgl. 1, und es gilt UA ) dp(x )‘
S lf(x)|dp(z) (insbesondere ist das Integral fiir R-wertige Funktionen monoton)

Beweis: Sind f; bzw. g; Cauchy-Folgen von Treppenfunktionen zu Mengen endlichen Ma-
Bes bzgl. || - ||1, die fast {iberall punktweise gegen f bzw. g konvergieren, dann ist auch
fr + gr eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||, die fast iiberall punktweise gegen f + g konvergiert,
und fiir festes A € R ist auch \f; eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||1, die fast iiberall gegen
Af konvergiert. Somit ist das Integral linear aufgrund seiner Definition als Grenzwert der
Integrale von Treppenfunktionen.

Die beiden anderen Eigenschaften iibertragen sich ebenso sofort aus der Giiltigkeit fiir
Treppenfunktionen. O

Eine Folgerung aus der Linearitét und der Integrierbarkeit von f|4 und f|p fir disjunkte
messbare Mengen A, B ist die Gleichung

AUB /f ) dulz /f ) dyiz

Nun wenden wir uns der Vollstdndigkeit des Raumes der integrierbaren Funktionen zu.
Offensichtlich definiert || - ||; eine Halbnorm auf dem Raum aller integrierbaren Funktionen.
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Satz 3.48. Der Raum der integrierbaren Funktionen ist bzgl. der Halbnorm ||-||; vollstindig.

Beweis: Ist f; eine Cauchy-Folge integrierbarer Funktionen bzgl. || - ||;, dann gibt es auf-
grund der Definition des Integrals zu jedem k eine Treppenfunktion g, zu Mengen endlichen
MafBes mit || fr. — gx||1 < % Die Folge g;, ist dann eine Cauchy-Folge von Treppenfunktionen,
denn die Terme auf der rechten Seite von

lgr — ailly < llgrx — fells + (1 fx = fills + 11fi = alla

werden fiir geniigend grofie k, [ beliebig klein. Nach Lemma hat gy eine Teilfolge gy,
die fast iiberall punktweise gegen eine integrierbare Funktion f konvergiert, und wegen
e, = fllv < e = grlls + [lgr, — fll1 mit dieser Teilfolge g, konvergiert fi, bzgl. || - |1
gegen f, also auch f; (denn eine Cauchy-Folge konvergiert bereits dann, wenn eine Teilfolge
konvergiert). O

Man beachte dabei, dass || - ||; nur eine Halbnorm auf dem Raum der integrierbaren Funk-
tionen ist. Identifiziert man daher integrierbare Funktionen f und g, wenn ||f — g|l; = 0
ist (was gleichbedeutend damit ist, dass sich f und g nur auf Nullmengen unterscheiden,
wie wir in Korollar beweisen werden), so erhilt man den Raum L (€,Y) der Aqui-
valenzklassen von bis auf Nullmengen definierten integrierbaren Funktionen. Dieser ist ein
Banach-Raum bzgl. der Norm || - ||; und nichts anderes als die Vervollsténdigung des Raum-
es der Treppenfunktionen zu Quadern (oder auch Mengen endlichen Mafles). Die vorigen
Satze haben dabei gerade gezeigt, dass sich die Elemente der Vervollstdandigung als Funktio-
nen interpretieren lassen, wenn man diese bei Ubereinstimmung auBerhalb von Nullmengen
identifiziert.

Integrierbarkeit stetiger Funktionen Wir wissen aufgrund der Approximierbarkeit
von stetigen Funktionen mit kompaktem Trager durch Treppenfunktionen zu Quadern bzgl.
|| - ||1 schon, dass das iterierte Riemann-Integral solcher stetigen Funktionen mit kompak-
tem Trager mit ihrem Lebesgue-Integral iibereinstimmt. Umgekehrt wissen wir auch schon,
dass man auch Treppenfunktionen zu Quadern mittels stetiger Funktionen mit kompaktem
Triger bzgl. || - ||; approximieren kann. Dies halten wir in folgendem Satz fest.

Satz 3.49. Die Menge C.(R",Y) der stetigen Funktionen mit kompaktem Trager liegt bzgl.
|- |l1 dicht im Raum der Lebesque-integrierbaren Funktionen mit Werten im Banach-Raum

Y.

Man kann sogar jede stetige Funktion iiber kompakte Teilmengen integrieren.

Satz 3.50. Jede stetige Funktion f : K — Y auf einer kompakten Menge K C R"™ ist
Lebesque-integrierbar.

Dariberhinaus kann man das Integral von f iiber K durch Riemann-Summen . f(&x)u(Ax)
k=1

beliebig genau anndhern, wobei | ) Ay eine Zerleqgung von K in disjunkte Teilmengen ist und

k=1
& € Ay Stiitzstellen sind.

Beweis: Ohne Einschrankung sei K keine Lebesgue-Nullmenge.

Da f als stetige Funktion auf der kompakten Teilmenge K sogar gleichméfig stetig ist, gibt
es zu jedem € > 0 ein § > 0 mit || f(z) — f(2')|ly < iy fir o, 2" € K mit |z — 2'||re < 6.
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Nun sei Ay,..., A, eine Zerlegung von K in endlich viele disjunkte Lebesgue-messbare
Mengen von endlichem Maf mit maximalem Durchmesser § bzgl. || - ||gs. Solch eine exi-
stiert, man iiberdecke K einfach mit Kugeln vom Radius §/2, dann reichen aufgrund der
Kompaktheit endlich viele zum Uberdecken von K aus, und danach betrachte man die
Schnitte dieser Kugeln.

Wiéhlt man beliebige Stiitzstellen & € Ay, dann gilt || f(z) — f(&)|ly < iy fiir alle z € Ay
und daher fiir die Treppenfunktion g := >"/" | f(&)1a, die Unglelchung

1f(z) = g()lly <

1(K)
fir alle z € K.

Somit gibt es einerseits eine Folge von Treppenfunktionen g, die auf K gleichméfig gegen
f konvergiert. Setzt man f durch Null auf ganz R” fort, dann ist g, sogar eine Cauchy-
Folge bzgl. || - ||1, und da g, insbesondere punktweise gegen f konvergiert, ist f Lebesgue-
integrierbar.

Andererseits gilt wegen

3

1K)

H(A f(w)du(x)>—f(fk)u(Ak)HYS [ 1) = S@lly dute) < —(a

sogar die Ungleichung

JORELZEYES SCERINEF=S) AR

d.h. man kann das Lebesgue-Integral beliebig genau durch Riemann-Summen annidhern. O

Messbare Abbildungen

Definition 3.51. Eine Abbildung f :  — €’ zwischen mit o-Algebren A bzw. A" verse-
henen Mengen € bzw. €’ heiit messbar, falls f~1(A’) € A fiir alle A’ € A’ gilt.

Beispiele fiir Lebesgue-messbare Abbildungen sind alle Treppenfunktionen, aber auch alle
punktweisen Grenzwerte von Folgen messbarer Funktionen (was wir hier aber nicht beweisen
werden).

Sind daher wie beim Lebesgue-Mafl alle Teilmengen von Nullmengen messbar, dann sind
insbesondere alle integrierbaren Funktionen messbar, denn sie sind bis auf eine Nullmenge
solche punktweisen Grenzwerte. Deswegen spielt bei unserem Zugang zur Integrierbarkeit
die Meflbarkeit nur eine untergeordnete Rolle.

3.4 Konvergenzsitze

In diesem Abschnitt wollen wir uns fragen, wann man fiir eine Folge fj integrierbarer Funk-
tionen Limesbildung und Integration vertauschen darf, und daraus Konsequenzen ableiten.

Zunéchst wollen wir das fundamentale Lemma auf Folgen von integrierbaren Funktio-
nen ausdehnen.
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Satz 3.52. Sei fi, eine Folge p-integrierbarer Funktionen, die bzgl. || - |1 gegen eine -
integrierbare Funktion f konvergiert. Dann gibt es eine Teilfolge von fi., die fast diberall
punktweise gegen [ konvergiert.

Beweis: Da f;, bzgl. || - ||1 gegen f genau dann konvergiert, wenn f — f bzgl. || - ||; gegen
0 konvergiert, reicht es, die Aussage fiir f = 0 zu zeigen.

Aufgrund der Konvergenz von fi bzgl. || - ||; gegen die Nullfunktion gibt es eine Teilfolge
(die wir wieder mit f bezeichnen), so dass || fx|li < 5 gilt. Sei nun Y} die Menge aller z,
fiir die |fx(z)| > 5 gilt. Dann ist die Menge Y, messbar mit Maf3

7080 < [ 1@ dnta) < Uil < 3

und daher gilt z4(Y;) < 5. Somit hat Zj, := |J;2,, u(Y)) ein MaB u(Z;) < 5+, und auBerhalb
von Zj konvergiert fi, wegen |fy(z)| < 55 bei x ¢ Z; gleichméBig gegen die Nullfunktion.
Auf dem Schnitt aller 7, der eine p-Nullmenge ist, konvergiert f; daher zumindest noch
punktweise gegen die Nullfunktion. O

Wir wollen zwei Folgerungen aus diesem Satz festhalten. Die erste haben wir schon bei der
Definition von L} (€,Y) genutzt.

Korollar 3.53. Jede integrierbare Funktion f mit || f|l1 = 0 verschwindet fast iberall.

Beweis: Die konstante Folge 0,0, ... konvergiert bzgl. u gegen f und daher nach Satz
auch fast iiberall punktweise gegen f. Also ist f fast iiberall die Nullfunktion. O

Korollar 3.54. Fiir eine Cauchy-Folge p-integrierbarer Funktionen fy, die fast tiberall
punktweise gegen eine Funktion [ konvergiert, ist f sowohl integrierbar als auch der Grenz-
wert von fr bzgl. || - |1 ist.

Beweis: Aufgrund der Vollstandigkeit konvergiert fj gegen eine integrierbare Funktion g,
und daher konvergiert nach Satz [3.52] eine Teilfolge auch schon punktweise fast iiberall
gegen g. Nun konvergiert f, aber schon punktweise fast iiberall gegen f, also muss fast
iiberall f = g gelten. O

Insbesondere beweist dies, dass die punktweisen Grenzfunktionen verschiedener punktweise
fast iiberall konvergenter Teilfolgen einer L!'-Cauchy-Folge auflerhalb einer Nullmenge {iber-
einstimmen, denn solche Teilfolgen konvergieren bzgl. der L'-Norm gegen dieselbe integrier-
bare Funktion, ndmlich den Grenzwert der gesamten Cauchy-Folge im vollstdndigen Raum
der integrierbaren Funktionen. Dies zeigt endgiiltig, dass man die fast iiberall definierten
punktweisen Grenzfunktionen von Teilfolgen einer Cauchy-Folgen von Treppenfunktionen
mit den Elementen der Vervollstindigung identifizieren kann.

Im folgenden beweisen wir zwei wichtige Konvergenzsétze, den Satz von Beppo-Levi iiber
montone Konvergenz und den Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz, und zeigen
exemplarisch, wie man diese anwenden kann.

Der Satz von Beppo-Levi iiber monotone Konvergenz

Satz 3.55. Sei fi. eine monotone Folge reellwertiger p-integrierbarer Funktionen, fir die
die Folge der Integrale [, fi(x)dpu(z) beschrinkt ist. Dann ist f, eine Cauchy-Folge bzgl.

108



| - |l1, die sowohl bzgl. || - |1 als auch p-fast iberall punktweise gegen eine p-integrierbare
Funktion [ konvergiert, und es gilt

/Q f(@)d(z) = lim / fu(®) du(z)

Beweis: Sei f; monoton wachsend und S := sup, [, fi(x) du(z), dann gilt fir n > m die
Ungleichung

1o = fulls = / fal@) = () dp(z) < 5 — / fon) dpi(z)

Da die rechte Seite fiir m — oo gegen Null strebt, ist f; eine Cauchy-Folge, und diese
konvergiert aufgrund der Vollstandigkeit gegen eine Funktion f bzgl. || - ||;. Nach Satz
hat f;. eine fast tiberall punktweise konvergente Teilfolge, aber aufgrund der Monotonie
trifft dies dann auch schon auf fy selbst zu. Somit konvergiert fi sowohl bzgl. || - ||; als auch
punktweise fast iiberall gegen f. Die Konvergenz der Integrale von f; gegen das Integral
von f folgt dann nach Korollar [3.54]

Der Beweis fiir monoton fallende Folgen f; verlduft analog. O

Die zwei folgenden Korollare zeigen, wie man den Satz von Beppo-Levi iiber monotone
Konvergenz anwenden kann.

Korollar 3.56. Ist Ay C Ay C ... eine Ausschipfung der Menge A = |J Ay durch
k=1
Lebesque-messbare Mengen, dann ist f : A — R genau dann p-integrierbar tiber A, wenn

die Folge der Integrale fAk |f(x)| du(x) beschrinkt ist.

Beweis: Einerseits folgt aus Integrierbarkeit von f iiber A die Ungleichung
@) < [ 1@)ldu) <00

also ist die Beschréinktheit der Integrale [ 4, [ (@)| dp(z) notwendig.

Andererseits ist die Folge des Betrags von f|4, monoton und konvergiert punktweise gegen
den Betrag von f auf A. Daher folgt aus der Beschréinktheit der Integrale [ 4, [ (@)] dp(z)
nach dem Satz iiber monotone Konvergenz die Integrierbarkeit des Betrages von f iiber A,
also insbesondere die Integrierbarkeit von f iiber A. O

Korollar 3.57. Sei f : Q2 — Y eine p-integrierbare Funktion mit Werten in Banach-Raum
Y, dann gz’bt es 2u jedem e > 0 eine Menge A endlichen Mafes mit

Uﬂf(x — Ja I ‘<5

Beweis: Sei 2 = J Ay eine abzdhlbare Zerlegung in Mengen Ay endlichen Mafles (p ist
k=1
nach unseren generellen Voraussetzungen o-endlich auf ).

Dann gilt mit B,, :== |J Ay die Ungleichung

k=1
S/Q\Bn' Dl dp(e) = [ 1711~ 15,) duta)

109

) dp(r) — ; f (@) dp(x)




Da |f(x)|(1 — 1p,) fiir n — oo monoton gegen die Nullfunktion fillt und die Folge der
Integrale nach unten durch Null beschrénkt ist, werden die Integrale [, | f(z)|(1—1p,) du(x)
nach dem Satz {iber monotone Konvergenz beliebig klein, also sind fiir groes n auch kleiner
als e. Nun wéhle A := B,, mit einem solch groflen n. O

Der Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz Zur Vorbereitung des Satzes
von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz halten wir eine Konsequenz aus dem Satz von
Beppo-Levi iiber monotone Konvergenz fest.

Korollar 3.58. Ist fi, eine Folge recllwertiger p-integrierbarer Funktionen, und gibt es eine
reellwertige p-integrierbare Funktion g mit |fy(x)| < g(z) fir alle x € Q und k € N, dann
sind das Supremum supy, fr und das Infimum infy fi integrierbar und es gilt

sgp/gfk(:c) du(z) < /Q(s%pfk(x))du(ﬂf) ; /

Q

(inf fe()) dp() < inf / ful) dyu(z)

Beweis: Die endlichen Suprema sup fi(z) sind integrierbar, da man das Supremum von

(f +h+|f— hl|) als Linearkombi-

zwel integrierbaren Funktionen f,h durch sup(f,h) = 3

nation integrierbarer Funktionen schreiben kann.

Die Funktionenfolge ( up fk(x)) ist monoton wachsend und nach Voraussetzung durch

s
k=1,..., .

g beschrénkt. Also ist der punktweise Grenzwert f := sup, fx(x) dieser Folge nach Satz
integrierbar, und wegen

[i@dut < [ (s 4i) duto

fir I < n und [, < sup fk(x)) du(x) — [, f(z)dp(x) fir n — oo gilt die behauptete
k=1,...,n

Ungleichung fiir das Supremum.

Ganz analog verlauft der Beweis fiir das Infimum. O

Satz 3.59. Sei fr eine Folge p-integrierbarer Funktionen mit Werten im Banach-Raum
Y, die p-fast diberall punktweise gegen eine Funktion f konvergiert und fiir die es eine -
integrierbare reellwertige Funktion g gibt, so dass |fe(x)| < g(z) fir alle x € Q gilt. Dann
ist f integrierbar bzgl. p und fi konvergiert bzgl. || - |1 gegen f, so dass insbesondere gilt

| 1@ duta) = Jim [ fule) duto)

Beweis: Sei g := sup |f, — fm|, dann ist g als Supremum wegen |f,, — fiu| < 2¢ nach
m,n>k

dem vorigen Korollar integrierbar.

Desweiteren ist g, nach Definition eine monoton fallende Folge, deren Integrale durch 2||g||;
beschréankt sind, und da f; fast iiberall punktweise konvergiert, konvergiert g, fast iiberall
punktweise gegen die Nullfunktion. Also ist gx nach dem Satz iiber monotone Konver-
genz eine Cauchy-Folge und konvergiert bzgl. || - ||; gegen die Nullfunktion.

Dies bedeutet aber wegen || f, — filli < [|gxlls bei m,n > k, dass fi eine Cauchy-Folge

ist. Da f, fast iiberall punktweise gegen f konvergiert, folgt nach Korollar [3.54] auch die
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Konvergenz gegen f bzgl. || - ||1, und insbesondere ist das Integral von f der Grenzwert der
Integrale von fy. O

Eine einfache Anwendung des Satzes von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz ist das
folgende Majorantenkriterium.

Korollar 3.60. Sei A} C Ay C ... eine abzihlbare Ausschopfung der Menge A = |J A C
k=1
R™ durch kompakte Mengen Ay und f : A — R eine Funktion, die tiber jedes Ay Lebesque-

integrierbar ist (solche f werden lokal Lebesgue-integrierbar iber A genannt). Gibt es eine
iiber A Lebesque-integrierbare Funktion g : A — R mit |f(z)| < g(z) fir alle x € A, dann
ist auch f iber ganz A Lebesgue-integrierbar.

Beweis: Die Folge f|a, konvergiert punktweise gegen f|4. Jede der Funktionen f|4, ist
Lebesgue-integrierbar und es gilt | f|4,| < g, also ist nach dem Satz von Lebesgue auch f|4
Lebesgue-integrierbar. O

Das néchste Korollar ist eine niitzliche Folgerung fiir fast iiberall stetige Funktionen.

Korollar 3.61. Se: f : U — R fast iiberall stetig auf der offenen Menge U C R™ und es
gebe eine tiber U Lebesque-integrierbare Funktion g : U — R mit |f(x)| < g(z) fir alle
x € U. Dann ist auch f iber U Lebesque-integrierbar.

Beweis: Wir miissen nur zeigen, dass f iiber kompakte Teilmengen K von U integrierbar
ist, da U durch abzéhlbar viele kompakte Teilmengen ausgeschopft werden kann. Betrachte
dazu die Folge f; := min(f|x, k). Dann ist fj, beschriankt und ihre Einschrinkung auf K fast
tiberall stetig, also ist f; iiber K Lebesgue-integrierbar. Da f|x der punktweise Grenzwert
der f ist, die wegen |fi| < g durch g majorisiert werden, ist auch f iiber K integrierbar. O

Eine schone Anwendung des Satzes von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz ist auch
das folgende Korollar.

Korollar 3.62. Ist f : [a,b] — R differenzierbar mit beschrinkter Ableitung, dann ist f’
Lebesgue-integrierbar iber [a,b] und es gilt f(b) — f(a) = f[a . f(x) du(x)

Beweis: Die durch fi(z) = k(f(z + 7) — f(z)) fir z € [a,b — 1] und fi(z) := 0
sonst definierte Folge von Funktionen konvergiert auf [a,b) punktweise gegen f'(z) und

ist gleichméfig beschriankt durch sup |f'(x)|. Als stiickweise stetige Funktion ist f; sowohl
z€a,b]
Riemann-integrierbar als auch Lebesgue-integrierbar, und es gilt fiir das Riemann-Integral

/ fk(x)dx=k< (l’)dfc—/a kf(fv)dx> — f(b) — f(a)

1
b—%

bei k — oo nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir stetige Funktionen.

Als gleichméfig beschréinkte Folge von Lebesgue-integrierbaren Funktionen auf der Menge
[a, b] endlichen Mafles erfiillt fj aber auch die Voraussetzungen des Satzes iiber majorisierte
Konvergenz, und somit ist die punktweise Grenzfunktion f’ von f; Lebesgue-integrierbar
tiber [a, b] mit

F@) (o) = Jim [ fule)dz = £0) - fla)

[a,]
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Parameterabhingige Lebesgue-Integrale Der Satz iiber die majorisierte Konvergenz
erlaubt dariiberhinaus eine Erweiterung der Aussagen iiber parameterabhéngige Integrale.

Satz 3.63. Sei p ein Maf$ auf einer o-Algebra von Teilmengen von 2, (X, d) ein metrischer
Raum und Y ein Banach-Raum. Sei f : X x Q — Y eine Funktion, fir die t — f(x,t) fir
jedes © € X integrierbar bzgl. p und x — f(x,t) fir fast alle t € Q stetig ist, und x* € X
ein Punkt, fiir den es eine Umgebung U und eine p-integrierbare reellwertige Funktion g
gibt mit |f(x,t)] < g(z ) fir alle x € U und t € (2.

Dann ist die durch F(x fQ x,t) du(t) definierte Funktion F: X — Y stetig im Punkt
x*, und auch die durch x— f(x, ) definierte Abbildung von X nach L},(Q,Y) ist stetig in

*

T .

Beweis: Ist x,, eine gegen x* konvergente Folge in X, dann wende man einfach den Satz
iber majorisierte Konvergenz auf die fast iiberall punktweise gegen f(z*,-) konvergente
Folge f(z,,-) an. O

Ein Analogon gilt auch fiir die Differentiation unter dem Lebesgue-Integral.

Satz 3.64. Set U C R™ eine offene Teilmenge und ) eine Lebesque-messbare Teilmenge
des R". Sei f : U x Q — Y eine Funktion, fir die t — f(x,t) fir jedes x € U Lebesque-
integrierbar und x — f(x,t) fir jedes t € Q stetig differenzierbar ist, und fir die es eine
Lebesgue—mtegm'erbare reellwertige Funktion g gibt mit \%(m,t)| < g(t) fir alle x € U,
teQundi=1,...

Dann ist die durch F(z fﬂ x,t) du( ) definierte Funktion F' stetig differenzierbar auf
U mit partiellen Ableztungen 9 (z) = [ 81‘ L(2,t) du(t).

Beweis: Fiir x € U und eine Nullfolge 0 # hy — 0 betrachte man die Folge von Funktionen
op(t) =1L (@thien) =J@D Ty it f (x,-) auch () fiir geniigend grofies k integrierbar iiber

h
Q) ist, fiir jedes tke Q) die punktweise Konvergenz
af
li
Jim oo, (1) = s - (x,1)

erfiillt ist und nach dem Schrankensatz auch |pi| < g mit der integrierbaren Funktion g
gilt, kann man den Satz iiber majorisierte Konvergenz anwenden und erhélt, dass 5) (x,t)
integrierbar ist und

lim F(x+ hg) — F(x)

gilt. Also ist F' partiell differenzierbar und es gilt die im Satz angegebene Formel. Nun ist
aber —f(a: t) auch noch stetig in z, also ist die partielle Ableitung von F' nach Satz |3.63
auch stetlg ]

Beispiel 3.65. Ist p : K — R eine integrierbare Funktion auf einer kompakten Menge K C
R3, die die Masse-Dichte eines Kérpers modelliert, so ist das Potential u der Anziehungskraft
grad u dieses Korpers im Punkt x € R?\ K bis auf einen Faktor durch

_ P(y)
7 = /K |z — Yl Bukiia 4(y)



gegeben, und wu ist in R® \ K harmonisch, d.h. Au = 0 gilt mit dem Laplace-Operator
Ay = L4 4 Pu 4 24y dem R
T 022 ox32 O3 :

Tatséichlich, u ist eine C2-Funktion auf jeder offenen Teilmenge U C R™\ K vom Min-

destabstand d := dist(U, K) > 0, denn mit dem Euklidischen Abstand r := ||z — y|| pukiia

— p(y)
) lz—yll ukiia

der Punkte z und y gilt fiir f(x,y)

of p(y)

-(@y)=—1—"5— (@ —v)
Ox; |z — y||31’~1uklid
*f p(y) p(y)
R URE. (w1 = w0) (25 — )
Oz ;0x; 2 = Y%k ! 17 — Yl pursia ’ ’
mit dem durch ¢;; := 1 und 6;; := 0 bei ¢ # j definierten Kronecker-Delta. Also folgt aus
af 1
e <
|0xi (@,9)] < —lp(y)]
o0 f

4
<
‘axjax,- (@,9)] < oY)l

und der Integrierbarkeit von p mit Satz , dass sowohl u als auch g—; stetig differenzierbar
auf U sind, und Awu verschwindet wegen

_ B P(y) P(y) & )2 _
Au_/K< ey T3 > (i yz)>du(y)—0

Buklid 12 = Yl Bursia i—1

Riemann-Integral vs. Lebesgue-Integral im Eindimensionalen In diesem Abschnitt
wollen wir diskutieren, inwieweit das Integral bzgl. des Lebesgue-Mafles auf R, d.h. das
Lebesgue-Integral im Eindimensionalen, mit dem eigentlichen und uneigentlichen Riemann-
Integral iibereinstimmt.

Zunéchst einmal sei daran erinnert, dass das eigentliche Riemann-Integral nur fiir be-
schriankte Funktionen existieren kann. Denn nur fiir beschrinkte Funktionen kann man
iiberhaupt Ober- und Unterintegral bilden, und das eigentliche Riemann-Integral existiert
genau dann, wenn Ober- und Unterintegral zusétzlich noch den gleichen Wert haben.

Satz 3.66. FEine beschrinkte Funktion f : [a,b] — R ist genau dann Riemann-integrierbar,
wenn die Menge threr Unstetigkeitsstellen eine Lebesgue-Nullmenge ist, und dann stimmen
Riemann- und Lebesgue-Integral tiberein.

Beweis: Die Ober- bzw. Untersummen von f kann man als das Lebesgue-Integral von
Treppenfunktionen ansehen. Hat man nun eine Folge Z,, von immer feiner werdenden Zer-
legungen von [a, b, deren Feinheit gegen Null konvergiert, so gehort zu den Untersummen
U, eine monoton wachsende Folge ¢, und zu den Obersummen O, eine monoton fallen-
de Folge h,, von Treppenfunktionen mit g,(z) < f(z) < hy(z) fir alle x € [a,b]. Die
punktweisen Grenzfunktionen ¢ := lim,, .o, ¢, und h := lim,,_,,, h,, existieren aufgrund der
Monotonie und Beschréanktheit von f und sind selbst beschrankt.

Also liefert fiir Riemann-integrierbares f der Satz von der majorisierten Konvergenz

n—o0

[ st dute) = tim v, = / () do = T O, = [ b duto)
1
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Somit gilt wegen g < h auch ||h—gl|l; = [5. h(z)—g(x) du(x) = 0. Also ist h = g fast iiberall
und somit f = g = h fast iiberall wegen g < f < h. Daher ist f Lebesgue-integrierbar, es
gilt

b
[ @) = [ s@ ) = [ 1@

und die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist in der Nullmenge enthalten, die aus den
Punkten der Zerlegungen Z,, und den Punkten z mit g(z) < h(z) besteht.

Ist umgekehrt die Menge der Unstetigkeitsstellen der Funktion f eine Nullmenge, so gilt
f = g = h fast iiberall, und der Satz von der majorisierten Konvergenz liefert

n—oo

tim U, = [ gla)dutz) = [ ha)due) = lim O,

Also haben Unter- und Oberintegral denselben Wert, d.h. f ist Riemann-integrierbar. O

Beispiel 3.67. Die Funktion 1g ist in jedem Punkt unstetig, also insbesondere nicht
Riemann-integrierbar iiber [0, 1], wohl aber Lebesgue-integrierbar mit f[o 1 lo(z) du(z) =0,
wie wir auch schon in Beispiel gesehen hatten.

Dagegen ist die durch f(z) := % fiir rationales x € Q, falls z = § die gekiirzte Bruchdarstel-
lung von = € Q ist, und f(z) := 0 fur z € R\ Q definierte Funktion f : [0,1] — R sowohl
Lebesgue- als auch Riemann-integrierbar mit f[o S (x)du(z) =0= fol f(z)dz, denn f ist

nur in den rationalen Punkten aus [0, 1] unstetig, die eine Lebesgue-Nullmenge sind.

Satz 3.68. Eine dber alle kompakten Teilmengen eines Intervalls (a,b) Riemann-inte-
grierbare Funktion f : (a,b) — R ist genau dann Lebesque-integrierbar, wenn thr Betrag |f|
uneigentlich Riemann-integrierbar iber I ist, und dann stimmt das uneigentliche Riemann-
Integral mit dem Lebesque-Integral tiberein.

Beweis: Gelte a # a, N\, a, b # b, / b. Nach Satz ist f Lebesgue-integrierbar iiber

[a,, b,] und es gilt
bn,
)| de = )| du(x) .
/an (@) /[an,bn]‘f( )] dpu(x)

Ist nun |f| uneigentlich Riemann-integrierbar (a,b), so ist der Grenzwert der linken Seite
fiir n — oo endlich, und somit ist die Funktion f nach Korollar Lebesgue-integrierbar
tiber (a,b) und ihr Lebesgue-Integral ist das uneigentliche Riemann-Integral

f(z)du(z) = lim f(z)dp(z) lim ' flz)dx.

[a,b] oo [an,bn] nreo Qan

Ist umgekehrt f Lebesgue-integrierbar iiber (a,b), dann hat f[an ba] |f(z)] du(x) fiir n — oo

einen endlichen Grenzwert und somit auch f;n f(z)| dz, d.h. | f] ist uneigentlich Riemann-
integrierbar iiber (a,b). O

Beispiel 3.69. Die Funktion f(z) := w ist uneigentlich Riemann-integrierbar iiber
(0,00), aber |f| ist nicht uneigentlich Riemann-integrierbar tiber (0,00), so dass f iiber
(0, 00) nicht Lebesgue-integrierbar ist.
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3.5 Der Satz von Fubini

Zwar haben wir das Lebesgue-Integral fiir eine grofie Klasse von Funktionen definiert und
niitzliche Eigenschaften herausgefunden, konnen es aber aufler im Eindimensionalen mit Hil-
fe des eigentlichen und uneigentlichen Riemann-Integrals oder im Mehrdimensionalen fiir
stetige Funktionen mit kompaktem Tréger mittels des iterierten Riemann-Integrals prak-
tisch noch nicht gut ausrechnen.

Abhilfe schafft hier der Satz von Fubini, der die Berechnung des Integrals bzgl. eines Pro-
duktmafles auf die Integration iiber die einzelnen Faktoren zuriickfiihrt, also im Fall des
n-dimensionalen Lebsgue-Mafles die Integration auf die Berechnung n eindimensionaler In-
tegrale reduziert.

Produkt-Maf3e und Produkt-o-Algebren Zunichst beschéftigen wir und mit o-Algebren
auf Produkten.

Definition 3.70. Seien H bzw. H' Halbringe auf den Mengen 2 bzw. ), dann bezeichnet
man die vom Halbring

HxH ={AxB|AeH,BeH}

auf Q x ' erzeugte o-Algebra o(H x H') als Produkt-o-Algbra.

Man bemerke, dass o(H) x o(H') nicht selbst wieder eine o-Algebra ist, denn Vereinigungen
von Produkten sind nicht wieder Produkte. Stattdessen gilt das folgende Lemma.

Lemma 3.71. Es gilt o(0c(H) x o(H')) = o(H x H').

Beweis: Offensichtlich ist H X H' C o(H) x o(H’) und somit nur noch o(o(H) x o(H')) C
o(H x H') zu zeigen.

Fiir festes B € H' betrachte dazu die von den Mengen A x B (A € H) erzeugte o-Algebra
o(H) x B auf  x B. Diese ist in o(#H x H') enthalten. Analog umgekehrt, d.h. es gelten
die Inklusionen

o(H) X B,Axo(H) Co(HxH)

fur alle A € H, B € H'. Somit gilt aber auch o(H) x o(H') C o(H x H'), und daher ist
auch die von der linken Seite erzeugte o-Algebra in der rechten Seite enthalten. O

Beispiel 3.72. Fiir die Borel-o-Algebren auf dem R” gilt o(B(R™) x B(R")) = B(R™"),
denn die halboffenen Quader im R™*" sind gerade Produkte von halboffenen Quadern im
R™ und R".

Dagegen gilt fiir die Lebesgue-o-Algebren o(L(R™) x L(R")) & L(R™*"), denn nicht alle
Nullmengen des (n+m)-dimensionalen Lebesgue-Mafles sind auf der linken Seite enthalten.
Fiigt man diese aber hinzu, so ergibt sich ganz L(R™*").

Seien nun g bzw. v Mafle auf den o-Algebren o(H) bzw. o(H’) von Teilmengen von € bzw.
Q.

Um ein MaB p x v auf dem Produkt © x Q' mit der Eigenschaft (uxv)(Ax B) := u(A)v(B)
fiir alle A x B € H x H’ zu gewinnen (ein Mafl mit dieser Eigenschaft nennt man Produkt-
Ma$B), beobachte man, dass fiir eine Treppenfunktion g auf € x €2’ zu Mengen aus H x H
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(oder dem davon erzeugten Ring) und ein festes z €  die Funktion y — g(z,y) eine
Treppenfunktion auf {2’ zu Mengen aus H’ ist (oder dem davon erzeugten Ring). Tatséchlich,

fir g := > gila,xp, gilt die Gleichung
i=1

k

g, ) =Y (9:la (@) 15,()

i=1

Daher kénnen wir fiir festes z € Q das Integral [, g(x,y) dv(y) bilden und erhalten

| atepdn) =3 (a4 ) v(B) = 3 0(B) 1a(2)

=1

Also ist die Abbildung = — [, g(x,y) dv(y) wiederum eine Treppenfunktion auf Q zu
Mengen aus H, und somit kénnen wir ihr p-Integral

(o) - Fc

bilden. Hatten wir erst nach x und dann nach y integriert, so hétte sich natiirlich derselbe
Wert ergeben, daher gilt fiir Treppenfunktionen auf Q x €' zu Mengen aus H x H (oder
dem davon erzeugten Ring) die Gleichung

[ ([ stena) s = [ ([ stenauo) v

Schrankt man das so definierte iterierte Integral auf charakteristische Funktionen zu Mengen
aus dem von H X H erzeugten Ring ein, so erhédlt man wegen der Linearitdt des iterier-
ten Integrals einen eindeutigen Inhalt pu x v auf dem von H x H erzeugten Ring mit der
gewiinschten Produkt-Eigenschaft

(nxv)(Ax B) = u(A)v(B)
Es stellt sich die Frage, ob man diesen Inhalt 1 x v eindeutig zu einem Maf fortsetzen kann.

Satz 3.73. Seien p bzw. v o-endliche Mafle auf den o-Algebren A bzw. B von Teilmengen
von Q bzw. . Dann gibt es genau ein Maf$ p X v auf o(A x B) mit

(b xv)(AX B) = u(A)v(B)
fiir alle A € A und B € B.

Beweis: Nach dem Fortsetzungssatz von Carathéodory miissen wir nur zeigen, dass
der Inhalt p x v auf dem Ring, der von den Produkten A x B von Mengen A, B endlichen
Mafles erzeugt wird, ein Pramafl oder dquivalenterweise o-additiv ist. Dann ndmlich kann
man den Inhalt p x v, der ja schon die Produkt-Eigenschaft besitzt, eindeutig zu einem
Maf fortsetzen.

Sei also ()1 C Q)2 C ... eine aufsteigende Folge von Mengen endlichen Mafles aus diesem

Ring, fiir die @ := |J @ wieder ein Element des Ringes ist, d.h. insbesondere (u x v)(Q)
k=1
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endlich ist. Dann ist die Folge der charakteristischen Funktionen 14, und insbesondere fiir
festes « € 2 auch die Folge der Funktionen 1, (z, -) monoton wachsend. Aufgrund der Be-
schréinktheit der Integrale durch (u x v)(Q) konvergiert nach dem Satz[3.55 von Beppo-Levi
die Folge der Integrale [, 1g, (x,y)dv(y) fir jedes x € Q gegen [, 1o(x, y) dv(y). Wendet
man den Satz nun nocheinmal fiir die Integration bzgl. i an, so erhélt man schlieflich die
Gleichung

Jim (% ) (@) = lim i (/Q 1o, (2, y) dV(y)> du(z) =

k—o0
[ ([ 10t o) dute) = e (@),
o \Jo
d.h. die Stetigkeit von p x v von unten, die dquivalent zur o-Additivitat ist. o

Da der Beweis den Fortsetzungssatz von Carathéodory verwendet, erhélt man sogar die
Existenz eines eindeutigen Mafles mit der Produkteigenschaft auf der o-Algebra der (pxv)*-
messbaren Mengen. Speziell fiir das Lebesgue-Maf} ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 3.74. Das Lebesque-Mafl auf dem R™™ ist das Produkt der Lebesque-Mafle auf
dem R™ und dem R".

Der Satz von Fubini Da das Lebesgue-Maf3 auf dem R™" das Produkt der Lebesgue-
Mafle auf dem R™ und dem R™ ist, gilt fiir Treppenfunktionen g auf dem R"*™ zu Mengen
endlichen Lebesgue-Mafles insbesondere

[ sendmnten = [ ([ stenan) i

= /n </mg(x,y)dum(y)> dpn ()

wobei der Index die Dimension des betrachteten Lebesgue-Mafles angibt. Der Inhalt des
Satzes von Fubini ist, dass diese Gleichung auch fiir beliebige Lebesgue-integrierbare Funk-
tionen auf dem Produktraum gilt. Wir formulieren und beweisen den Satz von Fubini gleich
fiir allgemeine Produktmafle, brauchen dazu aber ein vorbereitendes Lemma.

Lemma 3.75. Ist Z C Q x ) eine (u X v)-Nullmenge, dann ist fir p-fast alle x € Q die
Menge Z, = {y € Q| (z,y) € Z} eine v-Nullmenge.

Beweis: Sei S, die Menge der z € Q mit v(Z,) > £ und S := (J S,. Dann brauchen wir

n=1
nur zu zeigen, dass S in einer p-Nullmenge enthalten ist. Da Z eine Nullmenge ist, gibt es

zu € > 0 eine Folge Q. halboffener Quader mit Z C |J Qr und > (1 x )(Q) < —Lze.
k=1

n2m
k=1
Sei T), die Menge aller z € Q mit £ < 3 v((Qk).), dann ist T, Lebesgue-messbar mit
k=1

Sn C T, wegen Z, C |J (Qk)z. Desweiteren ist die Funktion x — Y v((Q).) integrierbar

k=1 =
bzgl.  und liefert die Ungleichung
1 e o 1
ﬁ’u(Tn) < Z/S)V((Qk)x) d,u(x) = Z(/L X V)(Qk) < @E.
k=1 k=1
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Also gilt u(7,) < 27", d.h.

pS) <> pSn) <D pT) <e.

Da diese Ungleichung fiir jedes € > 0 gilt, ist .S eine p-Nullmenge. O

Satz 3.76. Ist die Funktion [ auf Q x € integrierbar bzgl. des o-endlichen Produktmafes
wxv, dann ist fir p-fast alle x € Q die Funktion y — f(z,y) bzgl. v integrierbar, und deren
v-Integrale sind als Funktion x — [, f(x,y) dv(y) auch p-integrierbar mit Integralwert

re i) = [ ([ i) a = [ ([ rendu) a

Qx Y

Beweis: Nach Definition gibt es fiir jede (1 x v)-integrierbare Funktion f auf Q x Q' eine
Folge fr von Treppenfunktionen zu Produktmengen endlichen Mafes, die sowohl bzgl. der
L}LXV—Halbnorm auf dem Produkt  x Q' als auch punktweise auflerhalb einer (u x v)-

Nullmenge Z C Q x (' fast iiberall gegen f konvergiert. Nach Lemma [3.75] gibt es zu Z
eine y-Nullmenge S C Q mit v(Z,) = 0 fiir alle z € S°.

Betrachten wir fi(-,-) als Funktion fi(-)(-) von 2 mit Werten im Raum der Treppenfunktio-
nen Step,, () (die ihrerseits wieder Werte in einem Banach-Raum Y haben kénnen), desssen
Vervollstindigung bzgl. der L!'-Halbnorm gerade der Banach-Raum der v-integrierbaren
Funktionen ist, so ist fx : Q@ — Step, (') wegen

1560 = FOl = [ 1260) = 0 s, die) =
[ 1ten) = el dute) = 1) = A

auch als solch eine Step, (€2')-wertige Funktion eine Cauchy-Folge.

Nach dem ersten Fundamentallemma gibt es einerseits eine p-Nullmenge 7" und eine
Teilfolge f,, so dass f,(z) fiir jedes € T im Banach-Raum der v-integrierbaren Funktio-
nen konvergiert, insbesondere also eine Cauchy-Folge bzgl. der L!-Halbnorm ist. Fiir z € S°
konvergiert andererseits die Folge fi, (x)(y) punktweise gegen f(z)(y) fiir v-fast alle y € €.
Also ist f(z) fir x € (S UT)® nach Korollar eine v-integrierbare Funktion, gegen
die fi,(z) auch bzgl. der L!-Halbnorm konvergiert, und die Nachbemerkungen zu diesem
Korollar zeigen, dass

lim [ fu(z,y)dv(y) = | f(x,y)dv(y)

k—o0 Q Q

sogar fiir die gesamte Folge f gilt.

Nun betrachte die Folge « — [, fi(x,y) dv(y) von Treppenfunktionen auf £ zu Mengen
endlichen p-Mafles. Diese ist eine Cauchy-Folge bzgl. der Li-Halbnorm, denn es gilt

I St dvty) = | Gty duty)lh =
Ap(@) < [15el) = il

Y

J

e y)dv(y) — | fily) dv(y)
o o
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und nach dem zuvor Bewiesenen konvergiert « — [, fi(z,y) dv(y) punktweise auBerhalb
der p-Nullmenge S UT gegen x — [, f(x,y) dv(y). Daher konvergiert die Funktion z
Joy fr(@,y) dv(y) nach Korollar auch bzgl. der L -Halbnorm gegen die Funktion z
Joy f(z,y) dv(y), so dass insbesondere

lim Q( 5 Ji(z,y) dV(y)> dp(x) = /Q< Q/f(fv,y) dV(y)) dp(x)

k—o0

gilt. Aber fiir die Treppenfunktionen f; gilt

/Q( o fi(z,y) dV(y)) du(x) = /QQ Frlz,y) d(p x v)(z,y)

nach Definition des Produktmafles, und da f; bzgl. der L}M,}—Halbnorm gegen f konvergiert,
auch

im [ e dx @) [ fa) i),

k—oo Jaxar QX

Die letzten drei abgesetzten Gleichungen zeigen daher

F(a ) d(u x v) (. y) = /

Q

( . f(z.y) dV(@/)) dp(x)

QxQ/

Die Vertauschbarkeit der Integration fiir Treppenfunktion liefert schliellich auch die Gleich-
heit der vertauschten Integrale. O

Beispiel 3.77. Bezeichne p das eindimensionale Lebesgue-Mafl. Wir wollen das Integral
der Funktion z + y? iiber das Dreieck D := {(z,y)]|0 < z < 1,z <y < 1} auf zwei
verschiedene Weisen berechnen.

Integration erst iiber y und dann iiber x ergibt

[ (] rrraw)aw= [ ([aria)aw=[ (ope) -

I ! 1, 1., 1 1 1 1 5
/[o,u <x+3 ! 333) =) /0 <x+3 S e R R R TR b

Andererseits kann man D auch als D = {(z,y) |0 <y <1, 0 < x <y} darstellen, und die
entsprechende Integration erst iiber z und dann iiber y liefert

v 1
/ ( / w+y2du(iv)> ) = [ ( [a+v dx) i) = [ (§x2+xy2) Yo duly) =
1, /1 1, 4 1 1 5
/M<2y +y) 1(y) vty ) =5t

d.h. die beiden Integrale stimmen iiberein, wie es der Satz von Fubini auch voraussagt.

Als Folgerung ergibt sich aus dem Satz von Fubini durch Anwendung auf die charakteristi-
sche Funktion 14 einer (u x v)-messbaren Teilmenge A C € x ' das Prinzip von Cavalieri
zur Berechnung von Volumina.
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Korollar 3.78. Fir eine (X v)-messbare Teilmenge A C Q x Q' gilt
(0 0)(A) = [ (As) duta)

Insbesondere kann man das Prinzip von Cavalieri anwenden, falls ;¢ das eindimensionale
Lebesgue-Mafl und v das (n — 1)-dimensionale Lebesgue-Maf ist, wobei man v(A,) dann
iterativ mit Hilfe des (n — 2)-dimensionalen Lebesgue-Mafles berechnen kann.

Beispiel 3.79.

e Sei B C R™! kompakt, dann heilt Z := B x [0,h] C R" Zylinder der Hohe h zur
Basis B. Nach dem Prinzip von Cavalieri ist das n-dimensionale Mafl von Z gerade

in(Z) = /[ a2 ) = o (5)

wegen Z, = B fir jedes x € [0, h.

e Sei A, :={x eR"|xy,...,2, >0, 2y + -+ x, <1} das Standardsimplex im R".
Der Schnitt von A,, mit der durch x,, = h bei h € [0, 1] gegebenen Hyperebene ist die
Menge (1 —h)A,_1 x {h}. Da nach dem Transformationssatz fiir lineare Abbildungen

pa-1 (L= h) A1) = (L= 1) 1 (Ann)

gilt, ergibt sich also iterativ

n(B\) = /[ () () = () / (1— byt dh =

1 1 1

n— An— — = HUp— Anf - = i = —
fin—1( 1>n fin—2( Q)n(n—l) o

Der Satz von Tonelli Die Voraussetzung f € L}, (Q x Q') des Satzes von Fubini ist
oft nicht so leicht zu priifen, wenn man nur die iterierten Integrale ausrechnet. Hier schafft
der Satz von Tonelli Abhilfe, mit dem man die Anwendung des Satzes von Fubini in vielen

Fillen rechtfertigen kann.

Satz 3.80. Sei die Funktion f bzgl. der Produkt-c-Algebra des o-endlichen Produktmafes
(u x v) auf Q x Q' lokal integrierbar (oder auch nur messbar). Ist fir p-fast alle x € Q die
Funktion f(x,-) integrierbar bzgl. v und ist auch x — [, |f(z,y)| dv(y) integrierbar bzgl.
1, dann ist f schon integrierbar bzgl. des Produktmafes X v.

Beweis: Es reicht zu zeigen, dass |f| integrierbar bzgl. p X v ist, also kénnen wir ohne
Einschrankung f > 0 annehmen. Sei dazu f,, eine monoton wachsende Folge von nichtnega-
tiven Treppenfunktionen zu Mengen endlichen Mafles, die punktweise gegen f konvergiert.
Dann ist f,(z,-) fir jedes x € © monoton wachsend und konvergiert punktweise gegen
f(z,-). Da aulerhalb einer p-Nullmenge von Punkten x sowohl f(z,-) integrierbar bzgl. v
ist als auch f,(z,-) eine Treppenfunktion zu Mengen endlichen v-Mafles ist, konvergiert fiir
solche x nach dem Satz iiber monotone Konvergenz f,(z,-) sogar bzgl. der L!-Halbnorm
gegen f. Insbesondere gilt aulerhalb eine p-Nullmenge von Punkten = die Konvergenz

lim [ fu(o,y)dv(y) = | f(x,y)dv(y)

n—oo Q/ Q
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Da auch [, fu(z,y) dv(y) wiederum monoton wachsend ist und punktweise gegen die Funk-
tion [, f(z,y) dv(y) konvergiert, kann man bei der Integration bzgl. y wiederum den Satz
iiber monotone Konvergenz anwenden und erhélt

i [ ([ nena) ao = [ ([ senaw) di

n— oo

Nun gilt fiir die Treppenfunktionen f, aber

/Q( o fulz,y) dV(y)) dp(z) = e Fol,y) d(p x v)(z,y),

also ist auch die Folge der Integrale der f, iiber das Produkt Q x ' beschréankt, und daher
ist f als Grenzwert der f,, nach dem Satz iiber monotone Konvergenz bzgl. ;1 X v iiber das
Produkt Q x ' integrierbar. O

Also muss man zur Benutzung des Satzes von Fubini nur sicherstellen, dass die Funktionen,
deren Integrale man bei der Berechnung des iterierten Integrals ausrechnet, auch wirklich
integrierbar sind, dann ist die Anwendung des Satzes von Fubini auch schon erlaubt.

Das folgende Beispiel zeigt, wie niitzlich die dadurch nach dem Satz von Fubini erlaubte
Vertauschung der Integrationsreihenfolge ist.

Beispiel 3.81. Zur Berechnung des uneigentlichen Riemann-Integrals ffooo sin(t?) dt =

2

I % dz bemerke man, dass aus der in der Ubung bewiesenen Gleichung [~ e~ dz =

/7 durch Substitution auch ffooo e VT dy = % folgt. Bezeichne p das eindimensionale
Lebesgue-Maf}, dann erhélt man

/000 Sijg o = }LIEO% o) ( /]R sin(w)e du(y)) dp(x) .

Wegen |sin(z)e ¥**| < e %% und der Integrierbarkeit der Majorante e ¥** darf man die
Integrationsreihenfolge vertauschen und erhélt bei a = 27k (k € Z)

/( e ( /R sin(xz)e ™" du(y)> dp(z) = /R ( /(OM) sin(z)e ¥ d,u(x)) du(y) =

1 — e—27rlcy2
—d .
/R Ty p(y)

1
1+y47

Psin(z) 1 1 VT
| L =G

Der Satz von Gaufl in der Ebene Eine schone Anwendung des Satzes von Fubini ist
der Satz von Gauss in der Ebene. Dazu sei 2 C R? eine zusammenhiingende offene Menge
(solche Teilmengen werden Gebiet genannt), die von einer stiickweise stetig differenzierbaren
parametrisierten Kurve v berandet wird, d.h. 92 ist die Spur von ~.

Nun konvergiert der Integrand monoton wachsend gegen also gilt

Aus technischen Griinden nehmen wir zusétzlich noch an, dass man sowohl

Q={(z,y)la<z<b, px) <y <)}
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mit stetigen Funktionen ¢, : [a,b] — R als auch

Q={(z,y)|a<y<b, gly) <z <(y)}
mit stetigen Funktionen (, 1 : [a,b] — R schreiben kann (man sagt, Q ist ein Normalbereich
in Bezug auf beide Achsen).

Betrachtet man Q als Normalbereich in Bezug auf die a-Achse, dann entsteht die Kurve
v: T — R ~(t) = (x(t),y(t)), durch Aneinanderhingen

o der Kurve [a,b] 5 t — (t, ¢(1)),
e der Verbindungsstrecke von (b, ¢(b)) nach (b, (b)),
e der Kurve [0,b —a| >t~ (b—t,¢(b—t)) und

e der Verbindungsstrecke von (a,(a)) nach (a, ¢(a)).

Man beachte, dass beim ersten bzw. dritten Punkt z/(t) = £1 ist, wihrend beim zweiten
und vierten Punkt 2'(t) = 0 gilt. Nach dem Satz von Fubini und Korollar ergibt sich fiir
eine stetige Funktion u auf €2 mit beschrankter partieller Ableitung g—; auf ) die Gleichung

ou ou
—/Qa—y(x,y) dus(z,y) = _L,b] </[w(x)7w(x)] a—y(37>3/> dlh(y)) duy(z) =
- /[ e p(@) — e o)) dn ) = [ utoyate)ar

I

Betrachtet man dagegen Q als Normalbereich in Bezug auf die y-Achse und eine stetige
Funktion v auf €2 mit beschrénkter partieller Ableitung % auf €2, dann erhilt man ganz
analog

/Q%(x7y> dpiz(, y) = /U(’Y(t))y’(t) dt .

I

Definiert man also das Integral des Vektorfeldes (u,v) : @ — R? entlang der Kurve v =
(x,y) durch

[y dn e dy) = [atre)a o) +o60) 0 de.
y I
(wobei man u(z,y) dxr + v(z,y) dy nur als symbolische Abkiirzung fiir das Vektorfeld (u, v)
auffasseED, dann ergibt sich der Satz von Gaufl in der Ebene.

Satz 3.82. Sei Q0 C R? ein beschrinktes Gebiet mit einem durch eine stiickweise stetig
differenzierbare Kurve v parametrisierbarem Rand 0Q und (u,v) : Q — R? ein stetiges
Vektorfeld, fir das die partiellen Ableitungen 2% und g—; innerhalb von ) existieren und

oz
beschrdnkt sind. Dann gilt

/Q (3—2 B %) dpiz(y) = / (u(z,y) dz + v(x, ) dy)

~

3Spiter wird man den Ausdruck u(z,y)dz + v(z,y)dy die vom Vektorfeld (u,v) induzierte 1-Form
nennen und ihm mathematisch Sinn verleihen.
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Benennt man die Funktionen w, v um, so ergibt sich

/(gu gv)duz(ﬂc y) = /(—v(fv,y) dx +u(z,y) dy)
X g

Modelliert das Vektorfeld (u,v) das Geschwindigkeitsfeld einer Stromung, so kann man die
rechte Seite dieser Gleichung physikalisch als den Gesamtflufl der Stromung durch den Rand
von 2 interpretieren, wihrend die linke Seite die Ergiebigkeit der in {2 enthaltenen Quellen
und Senken angibt. Der Integrand g—z -+ g—z wird dabei die Divergenz des Vektorfeldes (u,v)
genannt.

Allgemeiner gilt fiir ein Vektorfeld F' = (uy, ..., u,) auf dem R" bei n > 3 mit der Divergenz
div(F) = Y 2% der Satz von GauB bei gleichbleibender physikalischer Interpretation in der
i=1 "

o /Q div(F)(z) dyiy () = /8 P,

wobei auf der rechten Seite das Vektorfeld F' entlang der (n — 1)-dimensionalen Unterman-
nigfaltigkeit 0€) integriert wird und man diese Integration natiirlich erst noch mathematisch
definieren miifite. Dies wiirde hier jedoch zu weit fiihren.

3.6 Der Transformationssatz

In diesem Abschnitt konzentrieren wir uns auf das Lebesgue-Mafl i auf der o-Algebra der
Lebesgue-messbaren Teilmengen des R” und leiten in Verallgemeinerung der Substitutions-
regel fiir das eindimensionale Riemann-Integral den folgenden Transformationssatz fiir das
n-dimensionale Lebesgue-Integral her.

Satz 3.83. Seien U und V offene Teilmengen des R™, und sei ® : U — V ein C'-
Diffeomorphismus. Dann ist die Funktion f diber V' genau dann Lebesgue-integrierbar, wenn
(f o ®)|det(d®)| iber U Lebesque-integrierbar ist, und es gilt in diesem Fall

/f 1) | det(d®(x))| du(z /f ) duy

Fiir affin-linear Transformationen ®(z) = Az+0b (wobei U = R™ = V') und charakteristische
Funktionen f = 1p zu Teilmengen B C R"™ von endlichem Lebesgue-Mafl haben wir die
Giiltigkeit der Transformationsformel schon in Satz [3.41] gezeigt, denn die linke Seite ist
dann p(®~1(B))| det(A)| und die rechte Seite ist 1u(B), also wird die Transformationsformel
mit zu pu(®~H(B)) = |det(A™1)|u(B).

Der allgemeine Transformationssatz erweitert dieses Resultat in zweifacher Hinsicht,
zum einen auf allgemeine Lebesgue-integrierbare Funktionen f statt nur charakteristischer
Funktionen, und zum anderen auf durch nichtlineare Diffeomorphismen gegebene Transfor-
mationen statt nur affin-lineare Transformationen.

Den Beweis des Transformationssatzes erbringen wir in mehreren Schritten. Zunéchst
machen wir uns klar, dass Nullmengen durch Diffeomorphismen auf Nullmengen abgebildet
werden.

Lemma 3.84. Ist N C R" eine Lebesque-Nullmenge und ® : N — R™ Lipschitz-stetig,
dann ist auch ®(N) eine Lebesgue-Nullmenge.
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Beweis: Hat ® die Lipschitzkonstante L bzgl. der Maximumsnorm auf dem R”, dann liegt
fiir jeden halboffenen Quader Q C R™ das Bild ®(N N Q) in einem Quader mit Volumen
(2L)" Vol(Q).

Da N eine Lebesgue—NuIlmenge ist, gibt es zu € > 0 eine Folge Qi von halboffenen Quadern
mit N C U Q. und Z Vol(Qy) < e. Das Bild ®(N) = U ®(N N Q) wird daher durch

abzahlbar Vlele Quader rmt Volumen (2L)" Vol(Qy,) uberdeckt deren Gesamtvolumen klei-
ner oder gleich Z(?L) Vol(Qr) < (2L)"e ist. Da dies fiir jedes € > 0 gilt, ist auch ®(N)

eine Lebesgue—Nullmenge u

Ist nun & : U — V eine stetig differenzierbare Abbildung von der offenen Teilmengen
U C R" nach V C R", so ist ® nach Korollar lokal-Lipschitzstetig, und daher ist
fiir jede Lebesgue-Nullmenge N C U auch ®(N) C V eine Lebesgue-Nullmenge. Denn
die Einschrinkung von & auf jede kompakte Teilmenge ist Lipschitz-stetig, es gibt eine
abzéhlbare Ausschopfung von U durch kompakte Mengen, und abzéhlbare Vereinigungen
von Lebesgue-Nullmengen sind wiederum Lebesgue-Nullmengen.

Bemerkung 3.85. Insbesondere ist der Transformationssatz auch fiir stetig differenzier-
bare Abbildungen ® : U — V wahr, fiir die es Lebesgue-Nullmengen N, N’ gibt, so dass ®
ein Diffeomorphismus von U \ N auf V' \ N’ ist.

Im néchsten Schritt beweisen wir den Transformationssatz fiir den Fall, dass f = 1¢
die charakteristische Funktion eines kompakten Quaders () ist.

Lemma 3.86. Seien U und V offene Teilmengen des R™, sei ® : U — V ein C'-
Diffeomorphismus und sei () C'V ein kompakter Quader. Dann gilt

WB(Q)) = /Q | det(d®(a))]| dyu(x)

Beweis: Ohne Eischrinkung kann man annehmen, dass () ein Wiirfel ist, denn auf diesen
Fall kann man den allgemeinen Fall mittels linearer Streckungen und des linearen Trans-
formationssatzes zuriickfithren.

Unterteile nun @ = |J, @k in endlich viele kleine Wiirfel @)y, die sich hochstens in ih-
ren Randflichen und somit hochstens in Nullmengen schneiden. Dann gilt pu(®(Q)) =
U, #(®(Qr)), da sich auch die Mengen ®(Qj) nach Lemma héchstens in Nullmen-
gen schneiden.

Zu € > 0 kann man sicherlich so viele kleine Wiirfel (), wéhlen, dass mit dem Mittelpunkt
a, von Q. fir z € Q) die Gleichung

(I)(Z‘) = @(ak) + Ak(x — ak) + R(I - ak)

mit Ay = d®(ax) und einem Rest R gilt, der [|[R(h)|le < ||h||oce erfiillt — denn d® ist
schlieBlich als stetige Funktion auf dem Kompaktem Wiirfel ) auch gleichméfig stetig.

Um das Lebesgue-Maf von ®(Q}) zu bestimmen, miissen wir also nach Translation von ay
und ®(ay) in den Ursprung nur das Volumen von ®(Q) fiir einen Wiirfel () bestimmen,
dessen Mittelpunkt im Ursprung liegt und auf dem ¢ die Form ®(x) = Az + R(z) hat.

Insbesondere liegt dann auf Q, die Abbildung A ' o @ nahe an der Identitit wegen (A4, ' o
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®)(r) = x + (A;' o R)(x), wobei es eine (von k unabhingige) Konstante C' mit [|(A." o
R)(2)|ls < Ce gibt. Als nahe an der Identitiit liegende Abbildung enthilt (A" o ®)(Qy)
aber einen Wiirfel vom Radius (1 — Ce) mal den Radius von Qy, und ist andererseits in
einem Wiirfel vom Radius (14 Ce) mal den Radius von @, enthalten. Wendet man A, auf
diese Wiirfel an, berechnet ihr Volumen und macht die Translationen riickgdngig, so erhélt
man

| det (Ay)| Vol(Qg) — C"e Vol(Qy) < u(®(Qy)) < | det(Ay)| Vol(Qx) + C"e Vol(Qy)

mit einer neuen Konstanten C’. Summiert man nun iiber k, so erhélt man

1(@(Q)) = > | det(Ay)| Vol(Qy)] < C'e Vol(Q)

Zu guter Letzt néhern die Riemannsche Summen Y, |det(Ay)| Vol(Qg) nach Satz
das Lebesgue-Integral fQ | det(d®(x))| dp(x) der stetigen Funktion |det(d®(x))| iiber den
kompakten Wiirfel beliebig genau an, wenn man die Zerlegung (), von ) nur fein genug
wihlt. Also kann man die Differenz von u(®(Qy)) und fQ | det(d®(x))| dp(x) durch ein
festes Vielfaches von e abschétzen, und da € > 0 beliebig war, erhélt man

W(@(Q)) = /Q | det(dD(x))] dp(z)
(]

Das vorige Lemma |3.86| erlaubt uns nun den Beweis des allgemeinen Transformationssatzes

.83

Beweis: Nach Lemma |3.86| gilt der Transformationssatz fiir charakteristische Funktionen
von Quadern und daher aufgrund der Linearitdt des Lebesgue-Integrals auch fiir Treppen-
funktionen zu kompakten Quadern in V.

Nun gibt es aber zu jeder Lebesgue-integrierbaren Funktion f auf V' eine Cauchy-Folge von
Treppenfunktionen f, zu kompakten Quadern in V' bzgl. ||-||1, die auBerhalb einer Nullmenge
N C V punktweise gegen f konvergiert. Da der Transformationssatz fiir Treppenfunktionen
zu kompakten Quadern in V' gilt, ist wegen

[(f 0 @)[ det(d®)| — (fi o @)[ det(d®)][|, =
/U((|fk — fil) o ®)(x)| det(d®(x))| dp(x) =

/V<|fk D) dut) = fe — fills

die Folge (f,o®)| det(d®)]| eine L'-Cauchy-Folge integrierbarer Funktionen auf U, und diese
konvergiert aufierhalb der Nullmenge ®~1(N) punktweise gegen (f o ®)|det(d®)|. Also ist
die Funktion (f o ®)|det(d®)| iiber U Lebesgue-integrierbar mit Lebesgue-Integral

[ (7o @)@l detd@)dua) = Jim [ (fro ®)(a)|det(d@))| duta) -
i [ fi)duts) = [ 1) duto).

k—o00

wobei wiederum die Giiltigkeit des Transformationssatz fiir Treppenfunktionen zu kompak-
ten Quadern in V' ausgenutzt wurde. O

Im folgenden Abschnitt wird gezeigt, wie man den Transformationssatz in dem Spezialfall
anwenden kann, wo ® = P, die n-dimensionale Polarkoordinatenabbildung ist.
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Integration mittels Polarkoordinaten Aus Beispiel ist uns schon bekannt, dass
die rekursiv durch

P’flra y ooy Pn—1)COS(Pp

und Py(r, @) = TCF)S(@ definierte n-dimensionale Polarkoordinatenabbildung P, ein
rsin(p)

C°°-Diffeomorphismus von R™ x (=7, 7) X (—=7/2,7/2)" 2 auf R"\ {y € R" | y; <0,y = 0}
ist, fiir die det(dP,) = 7" cos(¢pz)...cos" ?(p,_1) gilt. Wendet man mittels Bemerkung
den Transformationssatz auf ® := P, an und benutzt danach noch den Satz von Fubini,
so ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 3.87. FEine Funktion f auf der Kugelschale
K(Ry1, Ry) :=={y € R"| Ry < lyll2 < R}
ist genau dann Lebesque-integrierbar iber K(Ry, Ry), wenn die Funktion

(ry @1, s 1) = (B (7" b1, ,<Pn—1))rn71 cos(ga) - . cos" (1)
Lebesgue-integrierbar tiber [Ry, Ra] X X (—m/2,7/2)""2 ist, und dann gilt

/K(Rl,Rg) / / / 1, ey Pret))

[R1 Ry (—m,m) (—7/2,7/2)™

n—

"t eos(pa) . .. cos" (pn_1) dﬂn—2(<ﬂ27 o Pno1) dpn (1) dpa (1) -

Wir wollen noch den Spezialfall von rotationssymmetrischen Funktionen f(||y||2) festhalten.

Korollar 3.88. Ist f eine Funktion auf dem Intervall [Ry, Ry] C [0,00), so ist y >
flyll2) genau dann iber die Kugelschale K(Ry, Ry) Lebesgque-integrierbar, wenn die Funk-
tion f(r)r"=1 dber [Ry, Ry] Lebesque-integrierbar ist, und es gilt

/ £(9) duy) = nn(B1(0)) / S dpn ().
K(R1 RQ)

[Rl 7R2]

mit dem Lebesgue-Mafs 11,,(B1(0)) der n-dimensionalen Euklidischen Einheitskugel By(0) =
{z e R[]z <1}

Zum Beweis dieses Korollars ist nur noch
n,un Bl / / COs ()02) niz(gpnfl) d:unf2(9027 s 7%0n71) d,ul (Sol)
(—m,m) J(—m/2,7/2)"—2

zu zeigen, dies ergibt sich aber Sofort indem man Korollar auf f = 1p, (o) bei [Ry, Ry] =
0, 1] anwendet und fo ! = L ausnutzt.

Beispiel 3.89. Die Formel ffoo e dy = /7 kann man mittels Polarkoordinaten leicht

durch die Rechnung
2
g2 22
(/6 dul(w,y)) =/ e dps(w,y) =
R R2

/ e rdus(r, ) = 27T/ re”" dr = 7r/ etdt=rm
(0,00) X (—r,m) 0 0
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einsehen, bei der in der ersten Gleichung der Satz von Fubini und in der zweiten Gleichung
der Transformationssatz fiir die zweidimensionale Polarkoordinaten-Abbildung verwendet
wurde.

Beispiel 3.90. Das Volumen der Kugel im R? mit Radius R ist
Joon i@ =[] st (e i) dia() =
K(0,R 0,R] J (—m,m) J(—7/2,7/2)

(/ORT dr) . (/_ﬂldgm) . (/_W/Qcos(gpg)dg@) :533 o 2—§7TR3

3.7 Fourier-Theorie

In diesem abschlieenden Kapitel diskutieren wir als eine Anwendung des Lebesgue-Integrals
die diskrete und die kontinuierliche Fourier-Transformation im Mehrdimensionalen. Beide
haben eine grofle Bedeutung sowohl innerhalb der Mathematik als auch in den die Mathe-
matik anwendenden Wissenschaften.

Beispielsweise spielt die zweidimensionale diskrete Fourier-Transformation eine herausra-
gende Rolle in der Bildverarbeitung und bei der Komprimierung von Bildern. So basiert
z.B. das JPEG-Format auf der diskreten Kosinus-Transformation, einer reellen Variante der
diskreten Fourier-Transformation.

Die kontinuierliche Fourier-Transformation wird insbesondere beim Studium von (parti-
ellen) Differentialgleichungen auf dem R™ eingesetzt, da die die Differentiation unter der
Fourier-Transformation in eine Multiplikation iibergeht.

Der Hilbert-Raum L? Aus der Analysis I ist uns die diskrete Fourier-Transformation

fiir 27-periodische Funktionen f : R — C einer reellen Variablen schon bekannt. Dort wurde

gezeigt, dass fiir iiber [—m, 7] (quadrat-)Riemann-integrierbare 27-periodische Funktionen
00 ) 2

f die Fourier-Reihe > ¢e™® bzgl. der Halbnorm ||f]|, := <% I |f(x)|2da:> gegen f

k=—o00
konvergiert.

oo oo
Die Umkehrung, dass bei Konvergenz von . |ci|? auch die Reihe Y cpe® gegen ei-
k=—0c0 k=—0o0
ne quadrat-integrierbare Funktion konvergiert, konnte dort aber noch nicht gezeigt werden.

Dies gelingt erst mit Hilfe des Lebesgue-Integrals aufgrund der Vollstandigkeit der zugehori-
gen Funktionenrdume.

Tatséichlich ist nicht nur L'(R", C) vollsténdig.

Definition 3.91. Die Menge der Aquivalenzklassen von 27-periodischen Funktionen f :
R" — C, die in (—,7)" lokal-integrierbar sind und fiir die |f|* iiber (=, )" Lebesgue-
integrierbar ist, wobei man zwei Funktionen bei Ubereinstimmung auflerhalb einer Null-

menge identifiziert, bezeichnet man mit L2 (R",C).

Fiir jedes Element f von L2, (R™ C) kann man aufgrund der Integrierbarkeit von |f|* den

Wert

per

17laz., = ((2711')” /(M)n |f(a:)|2dun(;c))l/2
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definieren. Tatséchlich ist dies eine Norm, die vom (komplexen) Skalarprodukt

1
)iz = g [ T o

induziert wird.

Lemma 3.92. L7, (R",C) ist ein (komplexer) Vektorraum, und || - ||z, ist die vom (kom-
plexen) Skalarprodukt (-,-) 3, auf L?..(R", C) induzierte Norm.

Beweis: Offensichtlich folgt aus || f]|zz,, = 0 auch |f[* = 0 fast {iberall und somit auch
f =0 fast iiberall, und auch ||Af||z,, = [All|fl|Lz,, gilt fiir A € C.

Mit f,g € LieT(R”,C) ist auch f + g quadrat-integrierbar, denn da f und g in (—m, )"
lokal-integrierbar sind, ist auch f+g¢ in (—7, 7)™ lokal-integrierbar, und aus der Ungleichung
|f+9* <2(]f]* +|9g/*) folgt nach Korollar auch die Integrierbarkeit von |f + g|?. Also

ist insbesondere L2, (R", C) ein Vektorraum.

AufBlerdem sind mit f € L2, (R",C) auch die reell-wertigen Funktionen R(f) und I(f)
quadrat-integrierbar, da sie lokal-integrierbar sind und ihre L?>-Normen durch || f|| Lz, be-
schrankt sind. Umgekehrt folgt aus der Quadrat-Integrierbarkeit von R(f) und (f) auch

die von f.

Will man nun die Integrierbarkeit von fg oder dquivalenterweis fg fiir f,g € L2, (R",C)

per
zeigen, so reicht es daher, reellwertige Funktionen zu betrachten. Fiir diese gilt aber

1

f9:§

((f+92=f=9°),

d.h. fiir quadrat-integrierbare f, g ist fg zumindest integrierbar. Insbesondere ist (-, -) 2.,
wohldefiniert, und da (-,-)rz =~ offensichtlich alle Eigenschaften hat, die man von einem
komplexen Skalarprodukt verlangt — Definitheit, C-Linearitdt in der zweiten Komponente

und <f7 g>L2 = <g7f>L%ET — ist H ’ HL2

per per

wegen || fllrz = +/{f, f) r2,, nach dem komplexen

per

Analogon von Korollar [1.6/ die zu (-, )12, gehorige Norm. O

Festhalten wollen wir, dass analog zu Satz auch fiir komplexe Skalarprodukte die
Cauchy-Schwarzsche Ungleichung gilt, hier also

(f:9)z., < Ifllez., llgllez,.,

9llrs,, gilt.

per

und sogar || fgllzt((—rmmy < || 22

per

Nun beweisen wir, dass L2, (R™, C) auch vollstindig ist.

per
Satz 3.93. Der mit der vom Skalarprodukt (-,-)rz induzierten Norm || - ||rz = versehene
Vektorraum L2,.(R™,C) ist vollstindig, d.h. ein Hilbert-Raum.

Beweis: Neben der schon im vorigen Beweis erwéhnten Beobachtung, dass f genau dann
quadrat-integrierbar ist, wenn die reell-wertigen Funktionen R( f) und ( f) quadrat-integrierbar
sind, bemerke man, dass ein rell-wertiges f genau dann quadrat-integrierbar ist, wenn die
nicht-negativen Funktionen f* := max(f,0) und f~ := —min(f,0) quadrat-integrierbar
sind. Daher reicht es zu zeigen, dass jede Cauchy-Folge nicht-negativer Funktionen f, €

L2, (R", C) konvergiert.

per
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Ist nun f; solch eine Cauchy-Folge bzgl. || - ||z, , dann ist f{ eine L'-Cauchy-Folge auf
(=m,m)", denn aus |2 — fZ| < |fi — fil® + 2| fil [/ — fil folgt

1fZ = SN mmmy < e = fillZz, gy + 20 fillzz,, oy Lfe = fill ., oy

so dass wegen der Beschrianktheit von || fi]] L2,.(R™) bei geniigend grofien k.l auch || flf —
fl2||L1((_7r77r)n) beliebig klein wird.

Aus der Vollstéindigkeit von L'((—m,m)") folgt nun, dass fZ gegen eine Funktion F €
L*((—m,m)") konvergiert, Zu zeigen bleibt noch, dass fi bzgl. ||-|| .2, gegen die 27-periodische

Fortsetzung f von v/F konvergiert. Dies folgt jedoch wegen fi, f > 0 aus
1fe = FliZz, ey = 1 Cfe= Pl (mmmy < W= Dot Ol mmmy = 17 = F2 2 (=mmm)

Zu guter Letzt ist auch f quadrat-integrierbar, denn Hf||L%W(Rn) = VIIFllercmmmy < 0.
Also konvergiert jede Cauchy-Folge, d.h. L? (R", C) ist vollstéindig. O

per

Bemerkung 3.94. Tatséchlich gibt es zu jeder Cauchy-Folge fi € LZGT(R", C) sogar eine
Teilfolge, die punktweise fast iiberall gegen den L?-Grenzwert f von f; konvergiert. Denn
dies wurde in Satz fiir L'-Konvergenz gezeigt, der obige Beweis fiihrt aber die L2-

Konvergenz auf die L!-Konvergenz zuriick.

Ahnlich kann man auch beweisen, dass fiir einen (komplexen) Hilbert-Raum Y und eine
messbare Menge 2 C R” der Raum L?(Q,Y) der Aquivalenzklassen von Funktionen f :
Q — Y, die in Q lokal-integrierbar sind und fiir die ||f||> {iber Q integrierbar ist, ein
Hilbert-Raum bzgl. des Skalarproduktes

(f. g == / (), 9(@))y dpn(x)

ist. Man sagt dabei allgemein, dass eine Folge f € L*(,Y), die bzgl. der zugehorigen
Norm || - ||z2 gegen f konvergiert, im quadratischen Mittel gegen f konvergiert.

Diskrete Fourier-Transformation Die diskrete Fourier-Transformation weist jeder 27-
periodischen Funktion f, deren Einschriankung auf einen der Gitterbereiche von R"/(27Z")
Lebesgue-integrierbar ist (wir wéhlen hier den Gitterbereich (—m, 7)"), die durch

F0) = g [ T d o

definierte Funktion f : Z" — C zu. Dabei ist k£ € Z" ein n-Tupel ganzer Zahlen und
(k,x) = > kyx; das iibliche Euklidische Skalarprodukt auf dem R™. Auflerdem bemerke
i=1

man, dass der Integrand f(z)e™**® die Lebesgue-integrierbare Majorante | f| hat und somit
wirklich Lebesgue-integrierbar ist.

Obwohl die Fourier-Transformierte f also sogar schon fiir f € L1 (R", C) wohldefiniert ist,

per
betrachtet man iiblicherweise nur die Fourier-Transformierten von quadrat-integrierbaren
f € L2, (R", C). Tatsichlich ist jede iiber (—m, )" quadrat-integrierbare Funktion auch in-

per
tegrierbar, denn aus || fgl[1((—xmm) < [[f]|L2,, |9l 22, folgt mit g := 1 schon || f[| 1 ((—xmyn) <

N (Ean T
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Die so durch f — f definierte diskrete Fourier-Transformation weist also quadrat-integrierbaren
2m-periodischen Funktionen f eine Funktion f : Z™ — C zu, die man auch als eine (beid-
seitige n-)Folge bezeichnen koénnte.

Mit dieser Folge kann man die zu f gehorige Fourier-Reihe S f(k)ei®) betrachten. Dabei

keZr
ist die in beliebiger Reihenfolge stattfindende Summation iiber die abzéhlbare Menge Z™ nur

dann sinnvoll, wenn die Reihe absolut konvergiert. Dies werden wir mit Hilfe des folgenden,
schon aus der Analysis [ bekannten Lemmas beweisen.

Lemma 3.95. Fir f € L?, (R",C) und jede endliche Indexmenge I C Z" gilt

per

1= FRe S, = 1 £llez,, = D ()

kel kel

Beweis: Es gilt

und <ei<k’$>,ei<l’z>)Lger = 0y, also

If = FR) Sz, = 1f ez, =2 FR)ES )z 41> fR)e 72, =

kel kel kel

1f ez, = DR

kel

Aus diesem Lemma folgt wegen || f — S f(k)eik=)|| rz,. > 0 insbesondere
kel

D FEE < £z, < o0

kel

und somit die absolute Konvergenz der Reihe 3 |f(k)[? fiir quadrat-integrierbare f. Au-

kezr
Berdem folgt auch, dass > f(k)e’®®) genau dann gegen f im quadratischen Mittel kon-
kEZn
vergiert, wenn Y~ |f(k)|* gegen | f|zz,, konvergiert. Letzteres kann man aber wie in der

kezn
Analysis I zunéchst fiir Treppenfunktionen zu Quadern und dann fiir allgemeine quadrat-

integrierbare Funktionen zeigen.

Satz 3.96. Ist [ € Lier(Rn,(C), so konvergiert die Fourier-Reihe f(k:)ei““’””> im qua-
keZn
dratischen Mittel gegen f.

Beweis: Fiir die 2m-periodische Fortsetzung f der charakteristischen Funktion eines Qua-
ders Q := [ay, bi] X+ - - X [an, b,] C (=7, m)" ist f(k) das Produkt der Fourier-Transormierten
fi(k;) der eindimensionalen Funktionen f; : x; = 11, 5,)(2;).
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Aus der Analysis T wissen wir schon > |f;(k;)|> = bﬂ;—waj Daher gilt auch im Mehrdi-
kj=—o0
mensionalen fiir die charakteristische Funktion f des Quaders @

n o0

SUwP=1T{ X 1htk)P) =

kezr j=1 \kj=—oc0
- bj — Qj . 1 ) B )
15 = o [ e o) = 11,

Somit konvergiert die Fourier-Reihe zur periodischen Fortsetzung f der charakteristischen
Funktion eines Quaders () im quadratischen Mittel gegen f.

Aufgrund der Linearitét der Fourier-Transformation gilt dies dann auch fiir 27-periodische
Funktionen f, deren Einschrankung auf (—m,7)" eine Treppenfunktion zu Quadern ist.
Genauer gilt bei f|xmn = >_; filg, mit den Partialsummen S; der Fourier-Reihe von f
und S;; der Fourier-Reihe der 2m-periodischen Fortsetzung von 1, wegen S; = ) i JiSir
die Ungleichung

\f - SIHLZ%ET = ij(le - Sj,[)”L?((—n,w)“) < Z ’fj’Hle - SjJHLQ((—Wf)")
J J

fiir jede Indexmenge I C Z", also aufgrund der Konvergenz von S;; gegen 1, im quadra-
tischen Mittel auch die Konvergenz der Fourier-Reihe von f gegen f.

Der allgemeine Fall folgt nun daraus, dass man jede quadrat-integrierbare Funktion beliebig
genau durch Treppenfunktionen zu Quadern bzgl. der L>-Norm approximieren kann. Zum
Beweis dieser Behauptung reicht es dabei wieder aus, reellwertige nicht-negative quadrat-
integrierbare Funktionen f zu betrachten. Dann kann man f? als integrierbare Funktion auf
(—m, 7)™ durch eine Folge Fy, > 0 von Treppenfunktionen zu Quadern bzgl. der L'-Norm
annihern. Somit ist aber f, := v/F}, eine Folge von Treppenfunktionen zu Quadern, die f
bzgl. der L?-Norm beliebig genau anniihert, denn wegen f, fi > 0 gilt

1fx = 22 rmmy = (e = DN eremmmy < N = D Ux+ Dllerermm = 1 = FPllorme -

Sei also € > 0 vorgegeben und ist g eine Treppenfunktion mit || f —g||;2 < €/2, dann gilt mit
der Partialsumme Sy_,; zu f — g nach Lemma insbesondere ||(f — g) — Sf—g1llzz <
|f — gllzz < /2, und andererseits gibt es aufgrund der Konvergenz der Partialsummen
S, 1 der Fourier-Reihe von g bzgl. der L2-Norm gegen g eine Indexmenge, so dass fiir alle
groseren Indexmengen [ die Ungleichung ||g — Sy /|2 < €/2 gilt. Aus der Linearitét Sy =
Sg.1 + Sf—g1 der Fourier-Transformation folgt dann aber auch

If = Spalle < Nlg = Sgallee + 1(f = 9) = Spgullie <€/2+¢/2=¢

fiir gentigend grofle Indexmengen I, d.h. die Konvergenz der Fourier-Reihe von f im qua-
dratischen Mittel gegen f. O

Die Umkehrung dieses Satzes fiir Koeffizienten ¢, mit Y, . [cx|* < oo konnten wir aber
noch nicht zeigen. Dies ist aufgrund der Vollstindigkeit von L? jetzt jedoch ganz einfach,
denn zu ¢ gibt es wegen der Konvergenz von ), ;. |cx|* < oo eine Indexmenge I, so dass
fiir jede Indexmenge I’ O I die Ungleichung

H Z Ck/€i<kl7x> . chei<k,z)HL2 < Z ‘Ck‘2 < Z ‘Ck‘Z <e

kel kel kel'\I keZr\I
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gilt, also ist die Folge > cxe®®® der Partialsummen der Fourierreihe Y cpe?®® eine
kel kEZn

Cauchy-Folge bzgl. der L?>-Norm. Somit konvergiert sie aufgrund der Vollstéindigkeit von
L2,.(R*,C) im quadratischen Mittel gegen eine Funktion aus L7, (R",C), die man sinnvol-
lerweise wieder durch > ¢e’h®

kezr

Daher stellt jede Fourier-Reihe Y cpe’®® mit Koeffizienten cy, die >, . [cx]® < o0
keZn
erfiillen, eine 2m-periodische quadrat-integrierbare Funktion dar, und die Fourier-Transformation

ist eine Bijektion zwischen den entsprechenden Réumen. Dies halten wir im folgenden Satz
fest, fiihren aber vorher noch die Bezeichnung (?(Z") fiir den Vektorraum der Folgen c;, zu
k € Z" ein, der mit dem Skalarprodukt

symbolisiert.

<C, d)lz = Z Ekdk

keZm

ein Hilbert-Raum wird.

Satz 3.97. Die diskrete Fourier-Transformation f +— f st eine Bijektion vom Hilbert-

Raum Lzer(R”, C) in den Hilbert-Raum der quadrat-summierbaren (komplexen beidseitigen

n-)Folgen 1>(Z",C), die || f|22 = 3 pegn |[FR)? = | f|% erfillt und daher eine Isometrie
genannt wird.

Uber die diskrete Fourier-Transformation wissen wir durch diesen Satz also genau Bescheid.
Im folgenden wollen wir in &hnlicher Weise die kontinuierliche Fourier-Transformation stu-
dieren, bendtigen dazu aber die Faltung zweier Funktionen.

Faltung Fiir integrierbare reell- oder komplex-wertige Funktionen f,¢g auf dem R™ ist
(z,y) — f(z)g(y) eine integrierbare Funktion auf dem R*", und unter der Transformation
(z,y) — (z —y,y) geht diese in die integrierbare Funktion (z,y) — f(z —y)g(y) iiber. Nun
existiert nach dem Satz von Fubini fiir fast alle x € R™ das Integral

(fx9)(x) = . flxz—y)gy) dua(y), (3.2)

und die so fast iiberall definierte Funktion f * ¢ nennt man die Faltung von f und g¢. Das
folgende Lemma gibt einige Eigenschaften der Faltung an.

Lemma 3.98. Sind f,g integrierbare Funktionen auf dem R™, dann ist auch f * g inte-
grierbar mait

[ e a@ e = ([ s@au@) ([ swdum)

und es gilt ||f *gllzr < ||fllz1llgllor. Auferdem ist die Faltung bilinear, assoziativ, kommu-
tativ und erfullt Te(f x g) C Tr(f) + Tr(g).

Beweis:
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Wegen der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles gilt nach dem Satz von Fubini

/n(f % g) () dpn () = /n ( s flz=v)g(y) dun(y)) dpin () =
/n ( . flz—y)gy) dun(az)) dpin(y) = / ( s f(x)g(y) dun(:p)) dyin(y) =

( e /) dﬂn@)) - ( [ st dun<y>) .

Insbesondere gilt wegen |f * g| < |f|*|g| auch ||f *g|lz: < ||fllz:]lgllL:-
Bilinearitét von (f, g) — f * g ist offensichtlich.

Wendet man die Transformation y — = — y an, so ergibt sich

(fxg)(x) = . (@ —y)g(y) dun(y) = . f(y)g(r —y)|det(—1d)| du,(y) =

[ o= 05w ) = @+ N,

also die Kommutativitat von *.

Assoziativitat von * gilt wegen

und somit fx (gxh) = (g* f)xh=(f*g)*xh wegen fxg=g=x*f.

Gilt (fxg)(z) # 0, so gibt es ein y € Tr(g) mit x—y € Tr(f). Alsoist z = (zv—y)+y €
Tr(f) + Tr(g).

a

Man kann den Wert (f * ¢g)(x) fur eine Funktion g mit g > 0, Tr(¢) C B,(0) und ||g||z: =1
als das mit g gewichtete Mittel von f in B,(x) ansehen, denn

(fxg)(x) = /B ( )f(y)g(:r —y) din(y)

gilt aufgrund der Kommutativitit f+g = g* f und wegen Tr(g) C B,(0). Diese Beobachtung
liefert somit eine anschauliche Interpretation der Faltung.

Eine sehr niitzliche Eigenschaft der Faltung ist die folgende Differentiationsregel.
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Lemma 3.99. Ist [ eine integrierbare Funktion auf R™ und g € C°(R"), dann ist f * g
beliebig oft differenzierbar mit partiellen Ableitungen

O (f xg) = f= (),

wobei OF fiir k € NI angibt, wie hiufig nach welcher Variable abgeleitet wird.

Beweis: Nach Satz ist das parameterabhéngige Integral @ — [o. f(y)g(x — y) dun(y)
dann k-mal stetig differenzierbar, wenn fiir jedes feste y die Funktionen = — f(y)g(z —
y) k-mal stetig differenzierbar sind (diese sind hier sogar C'>°-Funktionen) und wenn die
Ableitungen bis zur Ordnung k durch eine integrierbare Funktion majorisiert werden (was
hier der Fall ist, denn ist M eine Schranke aller Ableitungen von ¢ bis zur Ordnung &, dann
gilt | f(y)0%g(x — y)| < M|f(y)| mit der integrierbaren Funktion f). Also ist (f * g)(z) =
(9% f)(z) k-mal stetig differenzierbar und es gilt

*(fxg)= [ [fW)(0g)(z—y)dun(y) = f=("g).

Rn
O

Man kann also selbst unstetige Funktionen f gliatten, indem man sie mit einer glatten
Funktion faltet. Tatséchlich kann man durch die Faltung sogar eine Folge glatter Funktio-
nen gewinnen, die gegen f konvergiert. Dazu betrachtet man Folgen g, von glatten und
integrierbaren Funktionen mit der Eigenschaft g > 0 ||gk||z1 = 1 und

k—o0 R”\BT(O)
fiir jedes r > 0, sogenannte Dirac-Folgen. Die vorige Eigenschaft besagt, dass der fiir den
Integralwert Eins von g wesentliche Teil fiir grofle £ in der Néhe des Ursprungs konzentriert
ist.

Beispiel 3.100. Mit g(z) := (%;npe_”‘””gm ist gr(x) := k™g(kx) eine Dirac-Folge.

Satz 3.101. Sei gi. eine Dirac-Folge glatter Funktionen. Dann konvergiert die Folge glatter
Funktionen f * g, bzgl. der L*-Norm gegen f.

Beweis: Zu zeigen ist nur die L'-Konvergenz. Diese beweisen wir zuerst fiir den Fall, dass
f = 1¢ die charakteristische Funktion eines Quaders ) C R" ist.

Wegen fR” 9k(y) dpn(y) =1 gilt 1g(z) = fR" Lo(x)gx(y) dpn(y) und daher wegen g > 0

o~ g xalle < | ([ o) = 1ot = 1)l (s) da(s)) (o),

Vertauschung der Integrationsreihenfolge liefert

o~ (g xallr < | anto)

wobei das innere Integral [, |1o(z) — 1o(z — y)| dpn(x) das Volumen von QA(y + Q) ist.
Nun gibt es einerseits wegen der Stetigkeit des Volumens zu € > 0 ein r > 0, so dass fiir
y € B,(0) die Ungleichung

n

1o(x) - 1o(x — )| dunu)) dinly)

Rn

[ 110(o) = 1a(e = )] diale) = Vol,(QA + @) < &
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gilt. Andererseits ldsst sich Vol,,(QA(y+Q)) fiir beliebige y € R™ durch 2 Vol,,(Q) abschétzen,
und da g; eine Dirac-Folge ist, gibt es zu obigem ¢ > 0 ein K € N, so dass fR"\BT(O) gr(x) dp(z) <
¢ fiir k£ > K gilt. Daher gilt fir £ > K

1oLl < [

B(0)

06() djin(y)+2 Vol (Q) / 9u (1) dpin(y) < (142 Vol (Q))e

R\ B.(0)
und somit konvergiert 1¢ * gi, bzgl. der L'-Norm gegen 1.

Aufgrund der Linearitiit von f — f % gx konvergiert dann auch f * g in L*(R") fiir jede
Treppenfunktion f zu Quadern gegen gy.

Sei zu guter Letzt f € L'(R™) beliebig und ¢ > 0 vorgegeben. Dann gibt es eine Treppen-
funktion f mit ||f — f[[; < e/3 und einen Index K € Nmit |[f — (fx*gx)|1 < e/3 fiir k > K.
Wegen ||gx|l1 = 1 und also ||(f — f) * gklls < ||f — fl|1 ergibt sich somit

1 = (F gl < I = Flla+ 11F = (F gl + 1(F = f) * gall < e,
d.h. f * g, konvergiert bzgl. der L'-Norm gegen f. 0

Bemerkung 3.102. Eine Dirac-Folge besitzt keine L!-Funktion als Grenzwert. In der Dis-
tributionentheorie erweitert man aber den Funktionen-Begriff so, dass Dirac-Folgen gegen
eine Distribution konvergieren, die sogenannte Delta-Distribution.

Kontinuierliche Fourier-Transformation Die kontinuierliche Fourier-Transformierte
einer integrierbaren Funktion f: R™ — C ist die durch

1

@) Rnf(l") e " dp,, ()

f(€) =
definierte stetige Funktion f : R™ — C. Tatséchlich ist f wohldefiniert und stetig nach Satz
3.63]tiber die stetige Abhéngigkeit des Lebesgue-Integrals von Parametern, da der Integrand
f(z)e™&?) die integrierbare Majorante |f(x)| hat und & — f(2)e &%) fiir festes x stetig
ist.
WeinH%/Q ist
die Funktion §(&) = g(§) selbst. Denn mittels der quadratischen Ergénzung x?—i—Qiijj—{? =
(z; + i&;)? erhilt man aufgrund der Translationsinvarianz des Lebesgue-Mafles

N 1 —||l=||3/2 —i(¢,x - > ;i +i€;)? Y
i(6) = (%)n/ o IolB 2 4y () = )nH (/ ~(oy+ity) /Zdun(x)> 62
1

Beispiel 3.103. Die kontinuierliche Fourier-Transformierte von g(x) :=

Jj=1

_ ( )/2 o lIElZ/2
2m)n

Beispiel 3.104. Nicht jede kontinuierliche Fourier-Transformierte f (€) einer L'-Funktion
ist wieder eine L!-Funktion. So hat beispielsweise die charakteristische Funktion I—1,) des
Intervalls [—1, 1] die kontinuierliche Fourier-Transformierte

o—il6) g — 2 sin(€)

ERIC mfl TV ¢

aber & — SH(E) ist nach Beispiel |3.69 nicht Lebesgue-integrierbar, sondern nur uneigentlich
Riemann- mtegrlerbar.

~

135



Es gilt aber der folgende Satz.

Satz 3.105. Ist f: R" — C eine Lebesgue-integrierbare Funktion, deren kontinuierliche
Fourier-Transformierte f wiederum Lebesque-integrierbar ist, dann gilt fast iberall

@) = s [ FOC dua(e)

Beweis: Die Faltung f x g, von f mit der Dirac-Folge gy, die durch gx(z) := k"g(kx) bei

g(z) := (271’;"/2 e~ 1712/2 definiert wird, konvergiert fiir k — oo bzgl. der L'-Norm gegen f.

Nun gilt aber fiir die kontinuierliche Fourier-Transformierte von g nach Beispiel |3.103] die
Beziehung g = g und somit
k,TL

~l€l13/2 g i(ka,8) _
oo | e e dpin (8) =
(27)" /]R

1

1 / eEB/22 i) g, ()
Rn

gr(z) = k"g(kx) = (27)"

wobei die Transformation —k& +— & benutzt wurde. Also ergibt sich durch Vertauschung
der Integrationsreihenfolge

(f = gi)(x) = - FW)gr(z —y) dun(y) =
e L (L 1008, (©)) i) =
(zjr)n / ) e—llﬁg/Qeri<x’§>( Rnf(y)e‘”y’§> dun(y)) dpn (&) =

1 2 2 4 ~
R /R MBS F(6) dua ()

Der Integrand auf der rechten Seite konvergiert fiir k — oo punktweise gegen f(€)ei®<)
und wird durch die als integrierbar vorausgesetzte Funktion | f | majorisiert, und die linke
Seite konvergiert bzgl. der L!-Norm fiir k — oo gegen f, insbesondere konvergiert also eine
Teilfolge auch punktweise fast iiberall gegen f. Daher gilt wie gewiinscht

@) = G | FOR ).

|

Somit ist die Umkehrung der kontinuierlichen Fourier-Transformation zumindest fiir dieje-
nigen Funktionen f, deren kontinuierliche Fourier-Transformierte integrierbar ist, durch

A 1
I Gy J,

J(©e ) dpn(€)

gegeben. Wir werden im letzten Abschnitt in Analogie zur diskreten Fourier-Transformation
zeigen, dass die kontinuierliche Fourier-Transformation auf L' (R") eine Bijektion von L?(IR™)
nach L?(R") induziert.

Zuvor aber wenden wir uns noch zwei Sétzen zu, mit denen man leicht die kontinuierliche
Fourier-Transformation einer Faltung bzw. einer Ableitung ausrechnen kann.

Satz 3.106. Fiir f,g € L'(R") gilt [ * g(€) = (27)"2f(€) - §(€).
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Beweis: Der Faltungssatz folgt mittel des Transformationssatzes aus

— 1

(F=9)) = oy [+ 9)@)e™ e du(a) =

(27r1)n/2 / . ( . flz—y)g(y) dun(y)) 69y () =

v 1)n e / ) ( Rnf(a:)g(y)e"<f’”y>dun(f€)) dpn(y) =
1

" (e [ 10 o)) - (i [ 900 ) =
(2m)"2f(€) - 9(¢).

a

Satz 3.107. Ist f € L'(R") ecine stetig differenzierbare Funktion mit %fj e LY(R"), dann
gilt $L(€) = i¢; - f(€).

Beweis: Mittels partieller Integration ergibt sich aufgrund des Verschwindens von f(z) fir
|z;| = oo die Gleichung

5? — 1 af fz (&)
1 9,
(27'(')”/2 /VRH1 ( a‘.r/;( ) —i&) dl'j) dun,l(xl,...,xj,l,xjﬂ,...,xn) =
1

1 —i(&,x
Gn) T /Rn_1 (f z)e ¢

@ﬁm@éj@emmez@ﬂ&

w+@/‘ﬂ@&“”MQdMA@WW%AmﬂMHJM—

Tj=—

|

Dieser Differentiationssatz fiir die kontinuierliche Fourier-Transformation lasst sich beson-
ders gut anwenden, wenn man Differentialgleichungen l6sen will. Aus einer Differential-
gleichung entsteht ndmlich durch Fourier-Transformation eine algebraische Gleichung fiir
die Fourier-Transformierte f . Hat man deren Losung ermittelt, so muss man nur noch die
Umkehrung der Fourier-Transformation anwenden und erhélt dann die Losung der Diffe-
rentialgleichung.

Beispiel 3.108. Die inhomogene lineare partielle Differentialgleichung
0%u 0*u

—(AU)(JI,y) + )\U(.Z‘,?J) = —@(l',y) - W(x7y) + )\u(x,y) - f(x,y) )

fiir eine L'-Funktion u : R — R bei vorgegebenem f € L'(R?) mit f € L'(R?) Aeht unter
der Fourier-Transformation in die algebraische Gleichung (&7 + &2 + \)a(€) = f(€) iiber.
Fiir A > 0 kann man ihre Lésung daher durch

1 O e
u(x7y) - 27T /RQ 5%_{_53 _|_>\e du2(§17€2)

angeben, da der Integrand die integrierbare Majorante % f besitzt.
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Bemerkung 3.109. Ahnlich ergibt sich fiir die diskrete Fourier-Transformation mit der

durch (f % g)(z) := (2;)n [ f(x —y)g(y) dp,(y) definierten Faltung zweier Funktionen

(=m,m)"

f,9 € L, (R*,C) die Glelchung f = g( ) = f(k) - §(k) und fiir stetig differenzierbare f €
L., (R C) die Gleichung 2L ( ) =ik - f().

per

L?>-Fourier-Theorie In diesem letzten Abschnitt wollen wir zeigen, dass die kontinuier-
liche Fourier-Transformation eine Bijektion von L?(R™) nach L?*(R"™) induziert. Allerdings
muss man zunichst einmal beachten, dass nicht jede L2-Funktion auf dem R"™ auch eine
L'-Funktion ist.

Beispiel 3.110. Die durch f(z) := % fiir || > 1 und f(z) := 0 sonst definierte Funktion
f R — R ist quadrat-integrierbar, aber nicht integrierbar iiber ganz R.

Somit kann man mit der obigen Definition nicht einfach naiv die kontinuierliche Fourier-
Transformierte einer Funktion f € L*(R") bilden, sondern nur die Fourier-Transformierte
von Funktionen f € L'(R"™) N L*(R™). Allerdings liegen solche Funktionen, zu denen bei-
spielsweise alle Funktionen aus C.(R™) gehéren, dicht in L*(R™).

Mit Hilfe des folgenden Satzes von Plancherel konnen wir aber nachweisen, dass die Fourier-
Transformation auf der dichten Teilmenge L'(R™) N L?(R") von L*(R") eine Isometrie ist.

Satz 3.111 (Plancherel). Fiir f,g € L*(R™) N L*(R") gilt

Rn% 9(€)dpa (&) = [ (@) - g(x)dpn(x).

R

Beweis: Wir brauchen den Satz von Plancherel nur fiir f,g € C.(R") zu beweisen, da man
jede Funktion in L'(R") N L*(R™) durch solche Funktionen approximieren kann und das
L?-Skalarprodukt stetig ist. Den Beweis fiir solche Funktionen fiihren wir in drei Schritten:

o Es gilt

| HO3© e dun(e) = [ la)gta +y) dinf)

[ @O ) = oz [ ([ M@t ) ) i) -
h(&)e & g(z + y)dun(x)) dpi (€) =

R

[ O (€)) e + ) =
1 .

G [ hhale + )i )

e Setzen wir y = 0, so folgt

/ EGRGIGE / () - g(x)dpun )



e Bezeichnen wir die inverse Fourier-Transformation aus Satz [3.105| mit *, so folgt die
Behauptung, indem wir in die vorige Gleichung

1

@ Je F(@)ee) dp, () = f(€)

h(E) == f(¢) =

1>

einsetzen, denn dann ergibt sich wegen f = f

R ?(5) - 9(§)dpn(§) = f(x) - g(z)dpn(z)

R
O

Wendet man den Satz von Plancherel auf g := f an, so ergibt sich das folgende Korollar.

Korollar 3.112. Fiir f € L*(R™) N L?*(R") gilt die Parsevalsche Gleichung

J.

Die Parsevalsche Gleichung besagt, dass die kontinuierliche Fourier-Transformation eine
Isometrie von L?(R") nach L?(R"™) ist. Nihert man also eine beliebige Funktion f € L?(R")
durch Funktionen f; € L'(R") N L*(R™) bzgl. der L?-Norm an (was aufgrund der Dicht-
heit von L'(R™) N L*(R") in L?(R™) moglich ist), dann bildet f; eine Cauchy-Folge in
L2(R™) wegen || fi — fillz = IIfe — fillz2 und konvergiert somit gegen eine L2Funktion,
die unabhéngig von der Wahl der gegen f konvergenten Folge f; ist und deshalb von uns
durch f symbolisiert wird. Die so definierte Abbildung f +— f auf ganz L? bezeichnet
man wiederum als kontinuierliche Fourier-Transformation (auf L?(R")). Die so definierte
Abbildung * : L*(R™) — L*(R") ist eine Bijektion, denn aufgrund der Erhaltung der L*-
Norm ist sie injektiv, und nach dem Inversionssatz fiir L!-Funktionen, deren kontinuierliche
Fourier-Transformation selbst eine L!-Funktion ist, ist sie auf einer dichten Menge inver-
tierbar, also wegen der Normerhaltung insgesamt invertierbar. Dies halten wir im folgenden
abschliefenden Satz fest.

FO dmn(© = [ 1@ du(o)

Satz 3.113. Die wie oben konstruierte kontinuierliche Fourier-Transformation ist eine Bi-
gektion von L*(R™) auf L*(R™) und sogar eine Isometrie.
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