Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock

Serie 0 Abgabetermin: spéitestens 08.04.2016, 09:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 0.1: (1+34+4 P)

(a) Gegeben sei ein beliebiger Korper (K, 4+, ). Zeigen Sie die Eindeutigkeit der neutralen Elemente.

(b) Bestimmen Sie alle x € R mit

10 4
(i) = <a?, (i) — -3 < <-4+l (iii) 32° + 62 —8 > 1.
x
(c) Losen Sie iiber dem Korper der reellen Zahlen die folgenden Ungleichungen und skizzieren Sie

die Lage der jeweiligen Losungsmenge auf der z-Achse:

1 1 7 )
(i)§+§x§x—6 (ii)§(x—3)§(x—3) (i) |2* — 4| — |z + 2[(z* + 2 — 6) > 0
Aufgabe 0.2: Beweisen Sie mittels vollstandiger Induktion die Aussage (3 P)

- 1 n-+1
nel (n 2 = i 2<1 k2) 2n >

(a) Zeigen Sie, dass der Grenzwert einer Folge eindeutig ist.

Aufgabe 0.3: (24+24+4+443 P)
(b) Zeigen Sie, dass jede konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge ist.

(c) Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert 0 < ag < 2 die durch a,, 11 := v/a,, + 2 rekursiv definierte
Folge (a,) konvergiert, und bestimmen Sie den Grenzwert.

(d) Untersuchen Sie die Reihen Z \/7 und Z ( 12

k

) auf Konvergenz.

(e) Zeigen Sie: Gilt a,, "% ¢ und konvergiert Z b, absolut, dann konvergiert auch Z a,b, absolut.
n=1 n=1
Aufgabe 0.4: (242424343 P)

(a) Beweisen Sie den Zwischenwertsatz fiir eine stetige Funktion f: [a,b] — R unter Verwendung
des Nullstellensatzes.

(b) Gibt es eine differenzierbare Funktion f: R — R, welche nicht stetig ist? (Beweis !)
(c) Gibt es eine stetige Funktion f: R — R, welche nicht differenzierbar ist? (Beweis !)

(d) Untersuchen Sie die folgende Funktion auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit im Punkt a = 1:

vtz , falls 0 < x <1,
r+1
gl@) =95
, fallsz >1.
4
(e) Sei f: ]a,b] — R stetig. Zeigen Sie:
Zu vorgegebenen Punkten xq,xo, ..., x, € |a,b| existiert ein & € |a,b[ mit nf(§) = Y f(zx).

k=1

Aufgabe 0.5: Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung 2* = 16i. (3 P)



Aufgabe 0.6: (24244434345 P)
(a) Beweisen Sie die Produktregel fiir die Ableitung mit Hilfe der Definition.

(b) Beweisen Sie: Ist f: [a,b] — R differenzierbar auf dem offenen Intervall |a, b| sowie stetig in den
Randpunkten a,b und gilt f'(z) > 0 fiir alle x € ]a, b], dann ist f auf [a,b] monoton wachsend.

(c) Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(x) := 2, konvex ist.

Beweisen Sie nun, dass (z +y)* < 8(z* + y*) fiir alle 7,y € R gilt.
(d) Ist die Funktion g¢: ]0, +oo[— R, g(z) := zIn(z), konvex 7  Besitzt g ein globales Minimum ?
(e) Bestimmen Sie mit Hilfe der Definition die erste und zweite Ableitung von f(x) := |23| auf R.

tan(z) — sin(x) .

(f) Berechnen Sie die Grenzwerte (i) 21:11)1(1) (14 2x)= (ii) glgli)r(l) p

Aufgabe 0.7: (14+3+342+5+3 P)

(a) Besitzt jede Riemann-integrierbare Funktion eine Stammfunktion ?

(b) Begriinden Sie knapp, warum die Funktion f(z) := max(2?, ) eine Stammfunktion besitzt.

Finden Sie eine Stammfunktion von f und bestimmen Sie mit deren Hilfe das Integral

/_Zf(a:) dx .

(c) Sei f: ]a,b] — R differenzierbar mit echt positiver Ableitung und einer Stammfunktion F.
Bestimmen Sie eine Stammfunktion zur Umkehrfunktion f~1.

(d) Zeigen Sie: Ist R eine auf [a, b] C |0, 00] definierte rationale Funktion, so gilt

In(b) b 1
/ R(e") dx = / R(t) —dt .
In(a) a t

2e3% 4 He? — 3¢
eSx+62$ —er — 1

(e) Finden Sie eine Stammfunktion von Tipp: Verwenden Sie (d).

22 +1
erechnen Sie das uneigentliche Riemann-Integra ialx.
(f) B h Sie d gentliche R Integral 1 5
1 Tt
1
Hinweis: Es gilt arctan’(z) = el
Aufgabe 0.8: (143+5+24+2 P)

(a) Welche Eigenschaft hat die Grenzfunktion einer gleichméflig konvergenten Folge stetiger Funk-
tionen auf einem Intervall 7

1
(b) Konvergiert die Folge der Funktionen f,(x) := 4/ — + 22 punktweise auf R? Auch gleichméBig?
n

(c¢) Bestimmen Sie fiir festes n € N die Stammfunktion F,, von f,(z) := mit F,(0) = 0.

n? + x?
Konvergieren die Funktionenfolgen ( f")neN und (Fn)neN punktweise auf R?

Konvergieren( f”)neN und (F”)neN gleichméafig auf R?
(d) Ermitteln Sie den Konvergenzradius der komplexen Potenzreihe f(z) := Z e*2F und geben Sie
k=0

(im Fall der Konvergenz) eine explizite Formel fiir f(z) an.

(e) Fir welche z € C konvergiert die Reihe f(z) := Z(—l)”z‘m ?
n=0
. - . 1. 16
Zeigen Sie die Gleichung f (§1> =T



Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock

Serie 1 Abgabetermin: spéitestens 15.04.2016, 09:15 Uhr
ProOF. DRr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 1.1: (Topologische Rdume & Hausdorffsches Trennungsaxiom) (242 P)

Auf der Menge der natiirlichen Zahlen N betrachten wir das Mengensystem 7, welches neben ()
und N genau die Teilmengen U C N enthélt, deren Komplement N\ U endlich ist. Zeigen Sie:

(a) (N,7T) ist ein topologischer Raum.
(b) Das Hausdorffsche Trennungsaxiom gilt nicht in (N, 7).

Aufgabe 1.2: (Beispiele metrischer Riume) (64+3 P)

(a) Seien (M,d;) und (M, ds) metrische Rdume. Beweisen oder widerlegen Sie:
Mit d3 := dy + ds und dy := max(dy, ds) sind auch (M, ds) und (M, dy) metrische Rdume.

(b) Bezeichne RY := {(a,)nen | a, € R} die Menge aller (nicht notwendigerweise konvergenten)
reellen Zahlenfolgen. Zeigen Sie, dass fiir beliebige (a,)nen, (by)nen die Zahl
— |an — by
d n)neN, bn n = 27—
(s ) = 3 e

endlich ist und auf diese Weise eine Metrik d auf RN definiert wird.

Bonus: Wird durch d(z,y) := arctan(|z — y|) eine Metrik auf R definiert wird ? (+3 ZP)
Aufgabe 1.3: Welche der Abbildungen d: X x X — R definieren eine Metrik auf X7 (8 P)

(a) d(z,y) :=e*"¥Y—Tauf X =R (b) d(x,y) := sin(]|]z — y||2) auf X = R?

x
¢) d(z,y) :=|S(x) — S mit S(x) = auf X =R
(©) d(e.y) = [S(2) = S(p)| mit S(2) =
0 fir x =y,
x4+

Aufgabe 1.4: (Normierte Riume & Innenproduktriume) (3+3+3 P)

(a) Sei (Y,].|]y) ein normierter Raum, X ein Vektorraum und A: X — Y eine injektive lineare
Abbildung. Zeigen Sie, dass durch ||z||x := ||Az||y eine Norm auf X definiert wird.

(b) Fiir 2,y € R" sei (z,y) := 2Ty = Z x;y; das iibliche Skalarprodukt auf dem R"™. Zeigen Sie:
i=1
Ist A € R™™ regulir, so definiert (x,y)4 := (Azx, Ay) ein Skalarprodukt (-, -) 4 auf dem R".

(c) Entscheiden Sie, ob folgende Abbildungen Ny: R* — R, k = 1,2, 3, Normen auf dem R? sind:

Ty + To + T3

(1) Nll (.Tl,l’g,l’g) — 3

(i) Np: (21,79, 23) = 25 + 25 + 23 |, (ili) N3: (21,22, 23) — \/m% + 222 + 5a3 .
Bonus: (+5 ZP)

(i) Definiert die Abbildung || - ||: R* = R, (z,y) — ||(z,y)] :== /22 — 2y + y2, eine Norm?
(ii) Gilt fiir alle Normen auf dem R? die Ungleichung ||(z,y)|| < |[|(|z], |y])|| ?
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Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER

Aufgabe 2.1: Sei (X, (-,-)) ein Euklidischer Vektorraum iiber R. Zeigen Sie: (34242 P)
(a) Fir alle z,y € X gilt die Cauchy-Schwarz-Ungleichung [z, )| < ||lz|||lyl|-

(b) Fiir alle z,y € X gilt die gilt die Parallelogramm-Gleichung

2+ ylI* + llz — ylI* = 2 ([=]* + [lyl]*) (2.1)
(c) Fiir alle z,y € X gilt die gilt die Polarisationsgleichung

1
(wy) = (e 4yl = llz—vl?) - (2:2)
Aufgabe 2.2: (Offene und abgeschlossene Mengen) (643 P)
(a) Welche der folgenden Mengen sind offen oder abgeschlossen im euklidischen R??
(i) A={(21,22) €ER*: 2y + 25 < 1,27 > 0,29 > 0},
(ii) B = {(z1,22) € R?: 22% + 323 > 1},
(111) C= {(I1,1'2) eR?:0< 1 < 1,1 < x99 < 2}

111 1
"0 m’'n

Bestimmen Sie sowohl das Innere als auch den Rand von D.

(b) Ist die Menge D := {( ) | k,t,m,n € N} in (R, ]].]l1) abgeschlossen?

Aufgabe 2.3: (Endlich-dimensionale normierte Riume) (3+5 P)

(a) Zeigen Sie, dass die fir # = (21,72) € R? durch ||z|| := 2|z1| + |x,| definierte Abbildung
|.]]: R? — R eine Norm auf dem R? ist und skizzieren Sie die Menge

M = {r € R*: |jz]| < 1} .

(b) Seinun ||.||z die Euklidische Norm und ||.|| die Norm aus (a). Bestimmen Sie Konstanten a,b > 0,
so dass Vr € R?: a [|z]|s < ||z|| < b ||x||2 gilt. Sind ||.]|2 und ||.|| &quivalent ?

Aufgabe 2.4: Konvergieren die angegebenen Folgen im (normierten) R™? (24242 P)
(a) z®) = 1 sin(k) ! cos(k+1) ) € R?
k "k+1
4 kg2 —13
(b) v = ((ﬁ - 1) ’kz—JrngOS(W) €R’ Tipp: Vo € R : lim (14§)" = .

k
(c) 2 = (ln(ki 1>,e’k : s567k) € R? mit s > 0

Bestimmen Sie gegebenenfalls den Grenzwert.
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Aufgabe 3.1: Gegeben seien die Matrix A := (_1/5 _(\)@) und der Vektor b := <\}§) (2+4 P)

(a) Zeigen Sie: Fiir alle x € R? ist die Ungleichung [|Az|ls < 2||z]|» erfiillt.

(b) Zeigen Sie unter Verwendung von Korollar 1.33, dass die durch f(z) := ;(Az + b) auf der
Teilmenge D := {x € R? | 22 + 22 < 1} der Euklidischen Ebene (R?, || - ||2) definierte Abbildung
f: D — R einen eindeutigen Fixpunkt besitzt.

Aufgabe 3.2: Untersuchen Sie die folgenden Funktionen f,g: R? — R auf Stetigkeit (343 P)
x3y? 222
PPN fur($,y)7é(0,0), ) fiir r,y 7£ 0707
() Fle) = { @+ ) 0) gley) = (P rar OV 00
0, fir (z,y) = (0,0); 0, fir (z,y) = (0,0).
Bonus: Untersuchen Sie die Grenzwerte auf Existenz (+6 ZP)
(3 3 /22 + 1 — 1 2,2
i) lim —Sm(f Ly ) @) tm VO i (i) lim Tty
(zy)—(0,0)  T°+ Yy (z,y)—(0,0) e +y (y)=(00) /22 + 92 +1—1
n(3)
sin ( —
n
Aufgabe 3.3: Fiir n € N sei jeweils f,(z,y) := | cos <£> gegeben. (2+2+2 P)
n
LY
exp (22)
n

(a) Uberpriifen Sie fiir jedes n € N die Stetigkeit von f,: R* — R?.
(b) Ist die Funktionenfolge (f,)nen auf R? gleichmiifig konvergent ?

(c) Konvergiert die Funktionenfolge (f,)nen auf [0,1]? gleichmiBig ?
Bonusfrage: Ist f: [0,1]> — R?, definiert durch f(z,y) := lim f,(z,y), stetig ? (+1 ZP)
n—oo

Aufgabe 3.4: (6+6 P)

(a) Bestimmen Sie zu den linearen Abbildungen f,g: X — X, die durch die Gleichungen
f(zq,x0) := (—x1 + 4x9, 421 — X2) bzw. g(x1,22) = (=21 + dxg, —2)
gegeben sind, die Operatornormen fiir X = (R? ||.|[1), X = (R?,[|.|l2) und X = (R?, ||.]|o0)-

(b) Zeigen Sie, dass durch

1

! f(z)dz und (i) B: f»—>/_1 mf(:c)d:c

1+ 22

(i) A:fH/_l1

stetige lineare Abbildungen von (C’([—l, 1], R), ||||OO> nach (R, |.|) gegeben sind.

Bestimmen Sie aufierdem die Operatornormen ||Al| und || B]|.
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Serie 4 Abgabetermin: spéitestens 09.05.2016, 09:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER
Aufgabe 4.1: Zeigen Sie, dass A := {3 -3 | n € N} in (R, |.|) nicht kompak® ist, (34242 P)

(a) indem Sie direkt Definition 1.56 anwenden, d.h., indem Sie eine offene Uberdeckung von A
angeben, aus der keine endliche Teiliiberdeckung ausgewéhlt werden kann;

(b) indem Sie Lemma 1.57 anwenden; (c) indem Sie Satz 1.58 (Heine-Borel) anwenden.

Aufgabe 4.2: (4 P)

Zeigen Sie, dass es auf dem Einheitskreis S! := {x € R?| ||z||s = 1} einen Punkt (z;,75) € S*
gibt, so dass (z2)* — (y2)* < (z1)* — (y1)* fiir alle (y1,y2) € S* gilt.

Aufgabe 4.3: Uberpriifen Sie die folgenden Behauptungen: (24+2+2+3 P)

(a) Gegeben seien die metrischen Réume (M, dy;) und (R, d, ).
Ist f: M — 7Z C R stetig und nicht konstant, dann ist M nicht zusammenhingend.

(b) Jede konvexe Menge M C R™ ist zusammenhéngend. Dabei heifit M konvex, wenn mit z,y € M
auch die Verbindungsgerade {z + t(y — z)|t € [0,1]} vollstédndig in M enthalten ist.

(c) {A e R™"| ATA = 0} ist zusammenhiingend.

(d) Firn > 1ist GL(n) := {4 € R™™| det(A) # 0} offen und nicht zusammenhéngend.

Aufgabe 4.4: (4+34+3 P)
(a) Bestimmen Sie fiir die folgenden Kurven jeweils den Tangentialvektor und die Bogenlénge:

(i) e:[0,1] = R* ¢+ (1 —t)v + tw fiir v, w € R¥ fest gewiihlt.

x + 1 cos(t)

(ii) c: [0,27] = R? t (y+rsin(t)

) fiir (x,y) € R? und r > 0.

Welche Gebilde beschreiben die oben genannten Kurven?

(b) Zeigen Sie: Der Graph einer Funktion f € C'([a,b],R) besitzt keine singuliren Punkte und ist

rektifizierbar mit Bogenldnge b
L= /\/1+(f’(t))2dt. (4.1)

(c) Bestimmen Sie fiir ¢ € [a,b] und beliebiges v € R die Tangentialvektoren und Bogenlénge der
Logarithmischen Spirale ¢(t) := e?(cost, sint).

Bonus: (+3 ZP)

Zeigen Sie, dass die Kurve aus (c¢) fiir v > 0 jeden Kreis um den Nullpunkt in genau einem
Punkt schneidet. Berechnen Sie jeweils den Kosinus des Schnittwinkels.
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Serie 5 Abgabetermin: spétestens 13.05.2016, 09:15 Uhr
ProOF. DRr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 5.1: Bestimmen Sie die Tangentialvektoren und Bogenlédnge der Kurven (3+3 P)
. 3t
3
(a) 7: [0,27] — B2, ¢ 1> ((COSED7) (b) 7: [0,1] — R3¢t v | 3¢
(sin(1)) i
Aufgabe 5.2: (Diverse Differenzierbarkeitsbegriffe) (2+6 P)

(a) Gibt es eine differenzierbare Funktion f: R* — R mit df (z,y, 2) = (y*z 2xyz ay®+ 2%%)?

et —p—y—1

fiir (2,y) # (0,0) ,

(b) Existiert ein ¢ € R derart, dass f: R? - R, f(z,y) = 2?2 + y?
c fiir (z,y) = (0,0) ,
o olle Ablei of Lo o
(i) die partielle Ableitung %(0,0) = 01,0 f(0,0) besitzt (iii) stetig wird *
(ii) die Richtungsableitung 9, f(0,0) fiir h = (—1,2) besitzt ? (iv) differenzierbar wird ?
Bonus: (+2+4+2 ZP)

(i) Zeigen Sie anhand der Definition, dass die Abbildung f: R?* — R, (z,y) — zy die Ableitung
df (z,y)(h1, he) = yhi + xhy besitzt.

(ii) Bestimmen Sie alle (z,y) € R?, in denen f: R?> — R, (z,y) — |ry| differenzierbar ist.

(iii) Zeigen Sie, dass der normierte Gradient die Richtung des steilsten Anstiegs ist.

Aufgabe 5.3: (Anwendung der Produktregel) (443 P)

(a) Bestimmen Sie die Ableitung d(\f) von Af: R* — R? mit f(x1, 29, 73, 74) = (2173, 2 — 74) und
Az, g, k3, 24) = x124 einmal direkt und einmal mittels Produktregel.

(b) Beweisen Sie fiir in a € U differenzierbare Funktionen f,g: U — R, U C X offene Teilmenge
eines Banach-Raumes X und g(a) # 0, die Quotientenregel

d(i) (a) = 9(a) - df(a) — f(a) - dg(a) (5.1)

g g(a)?
durch Anwendung der Produktregel und der Kettenregel auf hog bei h: R\{0} — R, h(y) := 5
Aufgabe 5.4: (Anwendung der Kettenregel) (4+5 P)
(a) Gegeben sei die Funktion ® := ¥ o T: R — R? mit ;
U: R = R? (z,y,2) — (ezz —_§an(1’)) und T:R—R3 u— —52

(i) Finden Sie eine explizite Darstellung von ®.
(ii) Bestimmen Sie die Ableitung d® (%) einmal direkt und einmal mittels Kettenregel.
(b) Berechnen Sie sowohl direkt als auch unter Verwendung der Kettenregel die Ableitung von
=hogof:R—=Rfir f: R—R? g: R® - R? und h: R? — R mit
t2

fit— 2t , g:(x,y,z)l—><
sin(t)

2r +y

cos(z)—i—x2> und h: (u,v) —1+u+2v.
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Aufgabe 6.1: (Kurven in Polarkoordinaten) (4 P)

3
Berechnen Sie jeweils die Bogenlédnge von 7 = (cos <§>> iiber die gesamte Kurve.

Aufgabe 6.2: (Stetigkeit und Differenzierbarkeit) (3+3+3 P)
z?y

—— i , 0,0),

(a) Die Funktion f: R? — R sei definiert durch flz,y) = ¢ 25+ 92 ir (z,y) # (0,0)

0 fir (z,y) = (0,0).

Zeigen Sie, dass fiir jede Nullfolge (z,)nen und jedes ¢ € R die Folge f(x,,c - x,) konvergiert,
d.h. dass im Nullpunkt der Grenzwert der Funktion entlang einer beliebigen Geraden existiert.
Existiert lim f(x,,y,) fir jede beliebige Nullfolge (2, Yn)nen 7 Ist f in (0,0) stetig?

n—oo

(b) Berechnen Sie die Fréchet-Ableitung (den Gradienten) fiir folgende Funktionen
(i) f(z,y,2) = (z+y)* (i) g(z,y,2) =¥ (iii) h(z,y, 2) = sin(z - sin(z))

(c) Existiert ein f € C?(R% R), so dass %f(x,y) = aﬁyf(x,y) = " fiir alle (z,y) € R? mit

(x — 1)y = 0 gilt 7 Falls ja, geben Sie eine solche Funktion an.

Aufgabe 6.3: (Anstiege) (2+3 P)

(a) Die Funktion f: R? — R sei durch f(z,y) := z%y* definiert. Bestimmen Sie die Richtung des
steilsten Anstiegs in Punkten (z,y) mit x # 0 und y # 0. Tipp: Aufgabe 5.2 Bonus (iii)

(b) Angenommen, der Graph der Funktion f: R? — R, (z,y) + sin(zy) beschreibe niherungsweise
eine Hiigellandschaft. Ein Radfahrer mochte auf direktem Weg (iiber der Geraden y = x) vom
Punkt (0,0,0) zum Punkt (1,1, f(1,1)) fahren, kann jedoch nur Steigungen von maximal 45°
iiberwinden. Erreicht er sein Ziel?

Aufgabe 6.4: (Divergenz und Rotation) (3+3 P)

(a) Sei U C R™ offen und f,g: U — R zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie die Giiltigkeit von
Alfg) = fAg+2(Vf,Vg) +9Af .

(b) Sei U C R3 offen, v: U — R? zweimal stetig differenzierbar. Zeigen Sie: divrotv = 0.

Aufgabe 6.5: (Beispiellbsungen beriihmter partieller Differentialgleichungen) (3+3 P)

(a) Zeigen Sie, dass F': (R3\ {0}) x R — R, definiert durch

Glet) = =D el

eine Losung der Schwingungsgleichung (Wellengleichung) ist. Tipp: Zusatzaufgabe 6.6 (d)
(b) Zeigen Sie, dass G: R™"x ]0, 00] — R, definiert durch
n 7‘2
H(z,t) = t 2¢ @ | r(z) = ||zl ,

eine Losung der Warmeleitungsgleichung (fir & = 1) ist. Tipp: Zusatzaufgabe 6.6 (d)



Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock

Serie 7 Abgabetermin: spéitestens 03.06.2016, 09:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER
Aufgabe 7.1: (Taylorpolynome) (3+2 P)

(a) Auf der offenen Teilmenge U := {(x,y,2) € R® | z > y, 2 > 0} des R3 sei die Funktion f: U — R
durch f: (z,y,2) — In (U) gegeben. Wie lautet T5f((z,y, 2); (2,1,1)) 7
2

o : PP 9 cos(t) 0
(b) Wie sieht das Taylor-Polynom Ts¢(¢;0) fiir ¢: R — R*, ¢ — (% 2438 4oy t50) aus’

Aufgabe 7.2: (Ausgleichsrechnung) (343 P)

(a) Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode der kleinsten Quadrate dasjenige Polynom maximal zwei-
ten Grades, welches die Punktewolke {(s,s*) : s € {—2,—1,0,1,2}} am besten approximiert.
Welchen Wert nimmt das Polynom an der Stelle x = 1 an?

(b) Zu einer Funktion f(r) = e***# sollen die Parameter o und 8 so bestimmt werden, dass die
entstehende Kurve moglichst gut die Punktwolke {(—1,6),(0,3),(1,1),(2,0.5)} approximiert.
Fiihren Sie dieses Problem durch Logarithmieren der Daten auf ein lineares Ausgleichsproblem
zuriick und 16sen Sie dieses.

Aufgabe 7.3: (Stationire Punkte) (12 P)

Bestimmen Sie die stationdren Punkte der folgenden Funktionen f: R? — R und begriinden Sie,
ob in diesen Punkten ein lokales Maximum, ein lokales Minimum oder ein Sattelpunkt vorliegt.

(a) flz,y) =2 +y°+ay—20+3y+7 (¢) flz,y) = 2*y*(3 — 2 — y?)
1
(b) flz,y) = 2* =20y =3y + 2y° (d) f(z,y) = (v +y)* — 122y
Aufgabe 7.4: (Lokale und globale Extrema) (443 P)

(a) Die Wirkung W (z,t), die x Einheiten eines Medikamentes ¢ Stunden nach der Einnahme auf
einen Patienten haben, sei durch W (x,t) := z*(a — x)t?e™" fir 0 < x < a, t > 0 gegeben.
Bestimmen Sie die Dosis x und die Zeit ¢, so dass W (x,t) maximal ist.

(b) Untersuchen Sie f: R? = R, f(z,y) := xye” @ auf lokale und globale Extrema.

Bonus: Bestimmen Sie die Léinge des Weges c: [0, 1] — R?, ¢(t) := (¢, —t, f(¢, —t)) mit f aus (b).
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Aufgabe 8.1: (Klassifikation stationdrer Punkte) (5 P)

Die Funktion f: D C R? —» R mit D = {(x,y) € R*: 2%y* > 0} sei definiert durch

fle,y) =z +y*) —y .
Bestimmen Sie den Gradienten und die Hesse-Matrix von f sowie alle stationédren Punkte.

Ist hier das hinreichende Kriterium fiir lokale Extrema anwendbar?

Bonus: (+5 ZP)
Bestimmen Sie die stationdren Punkte der auf D = {z € R": ||z|2 < 1} durch

f@) ={a,z) + /1 = |l=[3,

definierten Funktion f: D C R™ — R. Dabei sei a = (ay,...,a,) € R" ein vorgegebener von
Null verschiedener Vektor. Begriinden Sie, ob in den stationdren Punkten ein lokales Maximum,
ein lokales Minimum oder ein Sattelpunkt vorliegt.

Aufgabe 8.2: (Anwendungsaufgaben zu Extrema) (5+5 P)
(a) Bestimmen Sie zu aq,...,a; € R™ den Vektor z € R™, fiir den die Summe der Quadrate der
Abweichungen ||x — a4, ..., ||z — ax|| minimal ist (wobei || - || die Euklidische Norm bezeichnet).

(b) Der orientierte Flicheninhalt A(«, ) eines dem Einheitskreis einbeschriebenen Dreiecks, dessen
Ecken (1,0), (cos(a), sin(a)) und (cos(5), sin(5)) sind, lautet

o cos(a) — 1 sin(a)
Ale, B) = 3 det ( cos(B) — 1 sin(pB) ) '

Bestimmen Sie das Winkelpaar («, ) so, dass der Fliacheninhalt A(a, ) maximal wird.

Aufgabe 8.3: Gegeben sei die Funktion f: R? — R2 (;j) — <i —_i_ (Zy). (3+2 P)
(a) Zeigen Sie, dass f iiberall lokal C'-invertierbar ist. (b) Wie lautet d(f~1)(1,-1) ?
Bonusfrage: Ist f auch ein globaler Diffeomorphismus ? (+5 ZP)

Aufgabe 8.4: (Anwendung des Satzes iiber implizite Funktionen) (4+4+2 P)

(a) Werden n elektrische Widersténde parallel geschaltet, so wird der Gesamtwiderstand R des
Systems durch die Gleichung

1 P 1
R m TR
bestimmt. Wandeln Sie die obige Gleichung derart um, dass Sie den Satz iiber implizite Funk-
tionen anwenden koénnen. Driicken Sie nun N durch R und R} aus.
. . k_ , 2 +uy+e’ =0
(b) In einer Umgebung des Punktes (2,5) konnen wir das Gleichungssystem 9
20 4+u" —uv =95

durch eine C*-Abbildung (z,y) — (u(x,y), v(z, y)) mit u(2,5) = —1 und v(2,5) = 0 auflésen.
Zeigen Sie dies. Berechnen Sie auflerdem deren Ableitung in diesem Punkt.

(c) Uberpriifen Sie, ob man die Gleichung 2¥ — y* = x — 1 lokal in in der Nihe des Punktes
(x0,Y0) := (1,1) nach einer der beiden Variablen auflésen kann.
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Aufgabe 9.1: (Taylor-Polynome implizit gegebener Funktionen) (4 P)

Sei y = y(x) die Funktion, welche nahe x = 1 die Gleichung F(z,y) = 2%y +zy*—2 = 0 16st, mit
y(1) = 1. Ermitteln Sie das Taylorpolynom zweiter Ordnung zum Entwicklungspunkt x = 1.

Tipp: Leiten Sie die Gleichung zweimal ab. Verwenden Sie auch ZA 9.4 (a).

Aufgabe 9.2: (Extrema auf beschrinkten Untermannigfaltigkeiten) (4+4 P)

(a) Bestimmen Sie den maximalen Flacheninhalt eines Rechtecks, dessen Ecken auf dem Rand eines
Kreises vom Radius 1 liegen.

(b) Bestimmen Sie drei positive Zahlen a, b, ¢, deren Summe 60 und deren Produkt maximal ist.

Aufgabe 9.3: (Extrema auf kompakten Gebieten) (6 P)

In einem in kartesischen Koordinaten (z,y, z) vorliegenden dreidimensionalen Hologramm wird
durch die Einheitskugel B := {(z,y,2) € R® | 22 + y* + 22 < 1} ein im Koordinatenursprung
zentrierter georteter Himmelskorper dargestellt. Eine weitere Analyse ergibt, dass die an einem
Punkt (z,y, z) € B vorliegende (skalierte) Konzentration eines auf der Erde selten vorkommen-
den und daher gefragten Erzes durch die Funktion f(z,y, z) := exp(2? —y?+ 22) gut beschrieben
wird.

Bestimmen Sie, an welchen Punkten von B obige Konzentration f am hochsten bzw. am nied-
rigsten ist. Wo lohnt sich demnach der Abbau besonders ?

Tipp:

Betrachten Sie zunéchst das unrestringierte Problem, d.h., bestimmen Sie zunéchst die sta-
tiondren Punkte von f, welche im Inneren von B liegen. Maximieren bzw. minimieren Sie f
anschliefend auf der zweidimensionalen C'*°-Untermannigfaltigkeit M := 9B. Ist B kompakt?
Durch welche implizit gegebene Gleichung wird der Aquator beschrieben?

Aufgabe 9.4: (Tangentialrdume) (6 P)

Gegeben sei die Menge
M = {(z,y,2) eR*: 2* —ay =1} . (9.1)

Zeigen Sie, dass M eine zweidimensionale C'*°-Untermannigfaltigkeit des R? ist, welche nicht
kompakt ist. Geben Sie an jedem Punkt a € M den Tangentialraum 7, M an.

Tipp: Bestimmen Sie den Kern der Ableitung von g(z, v, 2) = 22 —xy—1 an jedem (z,y,2) € M.

Aufgabe 9.5: (Extrema auf unbeschrinkten Untermannigfaltigkeiten) (6 P)

(a) Besitzt f(x,y,2) :=2* +y* + 22 auf M aus (9.1)) lokale Extrema ? Falls ja, welcher Art.
(b) Welche Punkte der Menge M liegen dem Ursprung am néchsten (Begriindung)?

Tipp:
Verwenden Sie die in Aufgabe 9.4 bestimmte Basis des Tangentialraumes.
Schauen Sie sich auch die Bemerkung im Zusatzmaterial nach Satz 2.77 sowie ZA 9.5 an.
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Aufgabe 10.1: Gegeben sei f: R® — R mit f(z) = 2T Az, A € R und AT = A. (6+6 P)

(a) Zeigen Sie, dass das Maximum von f unter der Nebenbedingung ||z|js = 1 existiert und der
grofite Eigenwert von A ist.

(b) Sei x = u eine Stelle, an der das Maximum aus (a) angenommen wird. Zeigen Sie fiir n > 1,
dass p = max{f(x): ||z]]s = 1 A (x,u) = 0} existiert und ebenfalls ein Eigenwert von A ist.
Welche algebraische Vielfachheit muss der grofite Eigenwert von A besitzen, falls p gleich dem
zweitgroBten Eigenwert von A ist.

Aufgabe 10.2: (Das Lebesgue-Maf3 und seine Nullmengen) (44444 P)
(a) Zeigen Sie: Ist K C R™ kompakt, so gilt K € £, und \,(K) < 0.
(b) Finden Sie ein Beispiel fiir einen Mafiraum (€2, A, 1) und eine Folge (A )ren aus A mit Ay O Agiq
fiir alle k£ € N, so dass
I (ﬂ Ak) # lim p(Ay) .
keN
= 1
(c) Ist die Teilmenge A := U [k, k+ o [ von R Lebesgue-messbar ?
k=0
Bestimmen Sie gegebenenfalls ihr Lebesgue-Maf.

Bonus: (+10 ZP)

(i) Zeigen Sie: Die Vereinigung abzéhlbar vieler Lebesguescher Nullmengen ist wieder eine
Lebesguesche Nullmenge.

(ii) Sind N,Q und R Lebesgue-messbar ? Falls ja, bestimmen Sie jeweils das Lebesgue-Maf.

(iii) Geben Sie eine Lebesguesche Nullmenge M C R an, deren Abschluss M keine Lebesguesche
Nullmenge ist. Begriinden Sie Ihre Wahl.

Aufgabe 10.3: (Beispiel eines abstrakten Mafles) (6 P)

Sei (€2,.A) ein beliebiger Messraum und w € Q beliebig, jedoch fest gewihlt. Zeigen Sie, dass
(Q, A, d,) mit 0,: A+ {0,1}, definiert durch
1, fall A
5w(14) o { , lallswe A,

0, fallswé& A,

zu einem Wahrscheinlichkeitsraum wird. Das Maf3 §,, nennt man das Dirac-Maf3.
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Aufgabe 11.1: Sei (2, A, 1) ein beliebiger Mafiraum. Zeigen Sie: (24242 P)

(a) p ist additiv, d.h., fiir paarweise disjunkte Ay € A, k=1,...,n gilt
M(UAk> = > u(Ap)
k=1 k=1

(b) pist isoton, d.h., VA, Be A : (ACB = u(A) < u(B))
(c) Ist (2, A, ) endlich, dann besitzt jede messbare Menge endliches Ma$.
Hinweis: Ein Mafiraum (2, A, 1) heifit endlich, falls 4(Q2) < oo gilt.

Aufgabe 11.2: (Beispiel eines abstrakten Mafliraumes) (4+4 P)
Gegeben sei der Messraum (€2,.4) mit Q # () beliebig und mit der o-Algebra A := P(1Q).
Desweiteren sei v : A — [0, oo] definiert durch

{#A . falls A endlich,
v(A) =
00 sonst.

(a) Zeigen Sie, dass (€2,.A, v) ein vollstandiger Mafiraum ist. v heifit das Z&dhlmaf.

(b) Geben Sie eine hinreichende und notwendige Bedingung fiir 2 an, damit (2, .4, v) zu einem
(i) o-endlichen bzw. (ii) endlichen Mafiraum wird.

Hinweise: Ein Mafiraum (2,4, 1) heifit o-endlich, falls Q als abzdhlbare Vereinigung von
Mengen endlichen Mafles darstellbar ist. Ein MaBraum (€2, .4, ) heifit endlich, falls () < oo.

Bonus: (+2 ZP)
Sei (€2, A) ein beliebiger Messraum mit A # P(£2). Geben Sie ein Beispiel fiir ein Mafl p an, so
dass (€2, A, 1) endlich, aber nicht vollstindig ist.

Aufgabe 11.3: (Integration beziiglich eines Wahrscheinlichkeitsmafles) (44246 P)

(a) Seien n € N und p € ]0, 1] beliebig sowie ¢ := 1 — p. Zeigen Sie, dass (R, P(R), 5?) mit dem
Bernoulli-Maf} g2: P(R) — [0, oo], definiert durch n
j n k n—k5
B = (k)p q" "0k

k=0

(wobei J;, das Diracmafl aus Aufgabe 10.3 bezeichnet), zu einem Wahrscheinlichkeitsraum wird.

(b) Geben Sie die beziiglich ,,C* (Inklusion) maximale 52-Nullmenge an.

(c) Berechnen Sie die S?-Integrale /x dpE(x) und /xz dpr(z) .

R R
Aufgabe 11.4: (4 P)
Gegeben sei der Lebesguesche Mairaum (R, £, ;). Zeigen Sie, dass die Folge (fx)ren, definiert
durch fi := =1 k1), eine Folge Aj-integrierbarer Funktionen ist, aber dennoch
/liminf fe du > liminf/ fr du (11.1)
R Kk—oo k—o00 R

gilt. Wieso ist dies kein Widerspruch zum Lemma von Fatou 7
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Aufgabe 12.1: (5 P)

Sei g: R? — R die Funktion

3

tx
o falls (¢
wta) = d Gy Bl (62 #0.0),
0, falls (¢,z) = (0,0) .
1
Zeigen Sie, dass die Integrale f(x) := / u(t, z)dt und g(z / o 9 u(t, x)dt fiir jedes = € R

wohldefiniert sind, die Funktion f: R — R differenzierbar ist, jedoch f/(0) # ¢(0) gilt.

Aufgabe 12.2: Berechnen Sie: (4+4 P)

(a) / 22y d)Xo(z, ), wobei B durch ? + y? = 2 und y = x (y > x) begrenzt wird;
B

b) / vy —y?dXa(x,y), wobei B das Trapez mit den Ecken (1,1), (5,1), (10,2) und (2,2) ist.
B

Hinweis: Es bietet sich an, den Integrationsbereich als Normalbereich bzgl. y darzustellen.

Aufgabe 12.3: (4 P)

Bestimmen Sie A\y(A) von A := {(x,y) € R* |2z +y <3, 2? < y}.

Aufgabe 12.4: (Schwerpunkt) (845 P)

(a) Eine diinne Platte habe die Form des Bereiches zwischen der Parabel y = —2z% + 18 und der
x-Achse. Thre Fldchendichte sei p(z,y) = ¢”. Berechnen Sie den Schwerpunkt der Platte.

(b) Sei B die von den Kurven y = z, zy = 4 sowie = = 4 eingeschlossene Fldche. Berechnen Sie den
geometrischen Schwerpunkt von B.
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Aufgabe 13.1: (Gegenbeispiel zum Satz von Fubini) (12 P)
2 T 2 T
(a) Berechnen Sie 920y arctan " und e arctan " fir y # 0.

22— 2
. . . ) . . L 792 1 . 9\2 $7y>#(0’0)7

(b) Die Funktion f: [0,1]* — R sei definiert durch f(z,y) = (2 +y?)

0, (z,y) = (0,0)

Uberpriifen Sie, ob die beiden iterierten Integrale

[ ([ reva@) i wa [ ([ i) e

denselben Wert annehmen.

(c) Sind die Voraussetzungen des Satzes von FUBINI erfiillt? Begriinden Sie Thre Antwort.

Aufgabe 13.2: (Integration iiber Normalbereiche) (244 P)

(a) Berechnen Sie das Lebesgue-Integral / f(z,y)dro(z,y) von f(x,y):=x+y iber das Dreieck
Q
Q:={(z,y) eR?|0<2<1,0<y<1—zx}

(b) Bestimmen Sie den Flicheninhalt (also das 2-dimensionale Lebesgue-MaBi A\y(A)) der Mengen
A={(z,9)|0<y<1,y*<z<y}CR*und B:={(z,9)|0<z<1,1—z<y<1+2%}

Aufgabe 13.3: (Lineare Koordinatentransformationen) (3+3 P)
(a) Sei f: R® — R eine ungerade (d.h., es gelte f(z) = —f(—z) fiir alle x € R") Lebesgue-
integrierbare Funktion. Zeigen Sie, dass das Lebesgue-Integral fR" f d\, verschwindet.
(b) Zeigen Sie, dass die Diagonale A := {(z,y) € R?* | x = y} eine A\y-Nullmenge ist.
Tipp: Transformieren Sie die Menge auf eine ,, Hyperebene*.
Bonus: (+6 ZP)

Fir p = (2,2) und ¢ = (1,2) sei die Menge E = {sp + tq | s,t € [0,1]} C R? gegeben.
Skizzieren Sie E und bestimmen Sie das Integral [, zydXs(z,y) mit Hilfe der Transformation
(z,y) = ®(u,v), gegeben durch

. 2 2 u—7v
d: R* — R, (u,v) (QU—U) . (13.1)

Aufgabe 13.4: (Elliptische Koordinatentransformation) (6 P)

Berechnen Sie das Integral

1
dA
/R4x?+y2+2y+1 2(7,9)

mit R := {(z,y) € R? | 1 < 4a* +y*+ 2y + 1 < 25, z > 0} unter Verwendung der Koordina-
tentransformation x = ¢ cos(y), y = rsin(p) — 1.
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Aufgabe 14.1: (Satz von Riemann-Lebesgue) (4 P)

Sei f: R — R eine 2m-periodische Funktion mit fo% |f(x)]Pdx < co. Zeigen Sie, dass

21 2

lim f(z)sin(nz)der =0  und lim f(z) cos(nzx)dz = 0.

n—o0 0 n—oo 0

Aufgabe 14.2: (444 P)

(a) Zeigen Sie, dass das Fourierpolynom

)= > e (14.1)

k=—n
1 [ :
mit den Koeffizienten ¢, := o / f(y)e * dy, einer 27-periodischen Funktion f die Darstel-
™ ™
1 &
lung (S, f)(x / D, (z —y)f(y) dy mit dem Dirichlet-Kern D,,(x) := 7 Z e besitzt.
s

k=—n
(b) Zeigen Sie, dass der Dirichlet-Kern D, (x) aus Aufgabenteil (a) fiir jedes n eine gerade, 27-
periodische Funktion ist, welche / D, (z)dx =1 erfiillt.

Aufgabe 14.3: (444 P)

(a) Zeigen Sie: Besitzt die Fourierreihe einer stiickweise stetig differenzierbaren 2m-periodischen
Funktion f die Koeffizienten ¢, so besitzt die Fourierreihe von f’ die Koeffizienten ikc.

(b) Zeigen Sie mittels (a): Die Fourierreihe von f” einer stiickweise zweimal stetig differenzierbaren
2m-periodischen Funktion f mit Fourier-Koeffizienten ¢j besitzt die Gestalt

(Sf)(z) = — Z k*cpet®

k=—o00
Aufgabe 14.4: (5+5 P)
Berechnen Sie die reellen Fourierkoeffizienten fiir diejenige 2m-periodische Funktion f, welche
auf dem Intervall | — 7, 7] die Werte
e —1mT<x<0
flz) = { 1
o O<z<nm

mit ¢p, co € R, besitzt. Beweisen Sie anschlieBend mit Hilfe der (reellen) Parsevalschen Gleichung

1 2
fiir eine stiickweise stetige Funktion f(z) die Giiltigkeit der Gleichung E m = %
n
n=0



