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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 1

Vektorriume

e Sei K = R oder K = C. Eine Menge X zusammen mit einer Verkniipfung +: X x X — X,
genannt die Addition auf X, und einer (duBeren) Operation -: K x X — X, genannt skalare
Multiplikation, heifit ein K-Vektorraum oder ein linearer Raum iiber K, falls gilt:

(a) (X,+) ist eine abelsche Gruppe und
(b) fur alle A\, p € Kund z,y € X gilt

lg-z=z, Atp)-z=Xzt+p-z A(z+y)=rz+Ay (Au)-z=X (u-2)
Beispiele:
o Fiir K = R wird X = R" mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation

(d.h., fiir zwei Vektoren z = (z1,...,z,) und y = (y1,...,¥,) in X sowie A € R seien
r+y:=(r1+y, ., Tn+yn) und X - x := (Axq,...,Ax;,)) zum reellen Vektorraum.

o Ebenso ist C([a,b],R) := {f : [a,b] = R | f stetig } ein Vektorraum iiber R.
Normierte Riume - (vgl. Skript Abschnitt 1.1)

e Definition 1.1: Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||.||: X — [0, oo[ heifit eine Norm
auf X, wenn fiir alle z,y € X und )\ € K folgende drei Eigenschaften erfiillt sind:

@ llz=0 <<= =0 (Definitheit),
(ii) [IAz]] = |Alfl=] (Homogenitit),
(iii) [z +yll < [Jz]| + [yl (Dreiecksungleichung).
Ein Vektorraum X, versehen mit einer Norm ||.||, heiit ein normierter Raum (X, ||.||).

e Sind in Definition 1.1 nur die Eigenschaften (ii) und (iii) erfiillt, reden wir von einer Halbnorm.

e Definition 1.3: Auf einem reellen Vektorraum X heifit (-,-): X x X — R Skalarprodukt,
falls fiir alle z,y, z € X und fiir alle A\, u € R gilt:

(i) (z,y) = (y,2) (Symmetrie)
(i) Az +py,z) = Mz, z) + u(y, 2) (Bilinearitat)
(iii) (x,z) >0und (z,2) =0 <= =0 (Positiv-Definitheit)

Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf X, nennen wir (X, (-,-)) einen Euklidischen R-Vektorraum.

e Korollar 1.6: Ein Euklidischer Vektorraum (X, (-,-)) wird mit der von einem Skalarprodukt
induzierten Norm ||z|(, := \/(z,2) zu einem normierten Raum (X, |.|())-

e Hiufig verwendete Normen auf dem R-Vektorraum R"™ sind zum Beispiel

|zll2 :==4/> |z:l> ( 2-Norm mit dem Euklidischen Skalarprodukt (z,y) := > 2y,
i=1 i=1

n
llz]|1 :== > |#i] (1-Norm), |%]|oo == max |z;| (Maximumsnorm),
i=1 1=1,..., n

wobei die 1-Norm und die 2-Norm Spezialfille der fiir reellwertiges p € [1, co[ gegebenen p-Norm

n
2y == g/ 22 sl

=1

sind. Die Dreiecksungleichung bezeichnet man in diesem Fall als Minkowski-Ungleichung

[z +yllp < llzlly + [lylly -



Beweisen kann man sie fiir p €]1, oo[ (vgl. Forster I, §16) mittels der Holder-Ungleichung

p q
> el < bl = (ko) (Slwrr)" (wobei 22 =1).
k=1 k=1 k=1

die zudem fiir p = 2 die Cauchy-Schwarz-Ungleichung |(z,y)| < ||z - ||y||2 liefert.
e Auf dem Vektorraum C([a,b],R) := {f: [a,b] = R | f stetig } kennen wir die Normen

(@) [[flle = m[aﬁ |f(z)] (existiert, da |f| stetig, |a, b] abgeschlossen und beschrénkt)
z€|a,

b b
() 11l yors = /Xﬂwfm: (= @wwmuﬁmawwzjkmme)

Bem.: Im Fall [|f, — fll;.)¢ "% 0 heift (f,)neny im quadratischen Mittel konvergent.

a,b])
Metrische Rdume — (vgl. Skript Abschnitt 1.2)

e Definition 1.8: Sei M # (). Eine Abbildung d: M x M — R heifit Metrik auf M, falls gilt

(i) Ve,ye M:d(z,y) =0 <= z=y (Definitheit),
(ii) Ve,y e M:d(z,y) = d(y, x) (Symmetrie),
(iii) Va,y,z € M: d(z,z) < d(z,y) + d(y, z) (Dreiecksungleichung).

Ist d eine Metrik auf M, so heifit das Paar (M, d) metrischer Raum. Fiir je zwei Elemente
x,y € M heifit die Zahl d(x,y) der Abstand oder die Distanz von x und y.

e Beispiel 1.9: Jeder normierte Vektorraum (X, ||.||) wird mit der (sogenannten) norminduzierten
Metrik djj(z,y) := ||z — y|| zu einem metrischen Raum (X, d)).

e Definition 1.10: In einem metrischen Raum (M, d) nennen wir eine Menge U C M genau dann
offen, wenn zu jedem x € U ein £ > 0 existiert, so dass die offene Kugel B.(z) um x von Radius
¢ beziiglich der Metrik d vollstéindig in U enthalten ist; mit anderen Worten, wenn

VeeU Je>0: B.(x) CU, wobel B.(z):={ye M |d(z,y) < e}

e Unter der Einheitskugel eines normierten Raumes (X, ||.||) versteht man die beziiglich der
durch die Norm induzierten Metrik offene Kugel um den Ursprung von Radius 1, d.h. die Menge

BI0) == {we X | dy(0,2) <1} = {we X ||z] <1}

e Definition: Sei M # (). Ein System von Teilmengen 7' C P(M) heifit Topologie auf M, falls:
opeTund M eT

o Beliebige Vereinigungen sowie endliche Durchschnitte von Elementen aus 7' liegen in 7.
Das Paar (M, T) nennt man einen topologischen Raum und die Elemente von T offen.

e Satz 1.11: Die Menge Ty aller offenen Teilmengen eines metrischen Raumes (M, d) ist eine (die
von der Metrik d induzierte) Topologie auf M, wonach (M, Ty) ein topologischer Raum ist.

e Definition: Ein topologischer Raum (M, T') heift Hausdorff-Raum, wenn er das Hausdorff-
sche Trennungsaxiom erfiillt, d.h., wenn zu je zwei (verschiedenen) Punkten z,y € M offene
Mengen (sogenannte offene Umgebungen) U,V € T mit x € U, y € V und UNV = () existieren.

e Achtung: Nicht jede Topologie wird durch eine Metrik induziert.

e Zwei Metriken dy, dy auf M # () heiflen dquivalent, wenn sie dieselbe Topologie induzieren.
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Aquivalenz von Normen — (vgl. Abschnitt 1.2)

e Definition: Zwei Normen auf einem Vektorraum X heiflen dquivalent, wenn die beiden indu-
zierten Metriken dieselbe Topologie besitzen.

e Lemma 1.14: Zwei Normen auf einem Vektorraum X sind genau dann &dquivalent, wenn Kon-
stanten C, ¢ > 0 existieren, so dass c||z|| < ||z||" < C|z|| fiir alle x € X erfiillt ist.

e Bemerkung: Aquivalenz von Normen ist eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen
eines Vektorraumes X, d.h., sie ist reflexiv, symmetrisch und transitiv (Ubungsaufgabe).

Zusatzaufgabe 1.1: (Topologische Riume & Hausdorffsches Trennungsaxiom)
(a) Zeigen Sie, dass {0}, {u}, X} eine nicht-Hausdorffsche Topologie auf X := {u,v,w} definiert.
(b) Geben Sie alle Topologien von M = {a, b} an. Welche davon sind Hausdorffsch 7

Losung zu Zusatzaufgabe 1.1:

(a) Nachzupriifen ist, dass neben () und X auch jeder endliche Schnitt und jede beliebige Vereini-
gung von Elementen aus {0, {u}, X} wieder in {0, {u}, X'} liegen. Dies ist offensichtlich der Fall,
da wegen () C {u} C X jeder Schnitt und jede Vereinigung genau einer dieser Mengen ergibt.
Jedoch besitzt beispielsweise der Punkt w nur die offene Umgebung X = {u,v,w} und da-
mit keine Umgebung, die nicht auch u oder w enthalten wiirde. Somit ist das Hausdorffsche
Trennungsaxiom nicht erfiillt.

(b) Ty = {0, M}, To = {0,{a}, M}, T35 ={0,{b}, M}, Ty = {0,{a}, {b}, M} = P(M) sind genau
alle Topologien auf M = {a,b}.

Zusatzaufgabe 1.2:

(a) Zeigen Sie, dass die Nichtnegativitit einer Norm bzw. einer Metrik nicht explizit gefordert werden
muss, sondern sich aus den iibrigen Eigenschaften einer Norm bzw. Metrik ergibt.

(b) Geben Sie alle Normen auf R an und beweisen Sie, dass Sie wirklich alle gefunden haben.

(c) Wie sieht B{*((0,0)) in R? bzgl. der Metrik d.(z,y) := ||z — y|. fiir x € {1,2, 00} aus ?

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.2:

(a) o VreX:0=0[0]=|0=z—xz|<|z]+||-=|=2z] = Iz|>0
o Vr,ye M :0=d(x,z) <d(v,y) +d(y,r) = 2d(x,y) = d(z,y) >0

(b) Jede Norm auf R besitzt die Gestalt ||z|| = c¢|z| mit einer Konstanten ¢ > 0 (genauer ¢ = ||1]]),
was unmittelbar aus der Gleichung ||z|| = |z|||1|| folgt.

(¢) (i) Raute {(z1,22) € R?||z1| + 22| < 1};
(i) Einheitskreis {(z1,22) € R? |2} + 23 < 1}.
(iii) Quadrat | — 1,1[ x | =1,1[ = {(z1,22) € R?| =1 <z <1,-1<ap <1};

Zusatzaufgabe 1.3: (Hierarchie der Riume)

a) Warum ist jeder Innenproduktraum auch ein normierter Raum ?

(a)
(b) Warum ist jeder normierte Raum auch ein metrischer Raum ?
(¢) Warum ist jeder metrische Raum ein topologischer Raum ?

)

(d) Zeigen Sie, dass jeder metrische Raum (M, d) das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt.
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Losung zu Zusatzaufgabe 1.3:

a) Ist (.,.): XXX — R ein Innenprodukt(Skalarprodukt), dann wird nach Korollar durch [|z||,  :=
I XxX — Reinl dukt(Skal dukt), d ird nach Korollar durch )
v/ (x,x) eine Norm ||.[|(,y: X — R induziert, also ist (X, ||.||;,)) ein normierter Raum.

(b) Ist (X, |.||) ein normierter Raum, dann wird (vgl. Beispiel 1.9) durch dj(z,y) := ||z — y|| eine
Metrik d): X x X — R induziert, also ist (X, dj) ein metrischer Raum.

(c) Sei (M,d) ein metrischer Raum. Dann ist die Menge aller offenen Mengen 7, nach Satz 1.11 eine
Topologie, also (M, T;) ein topologischer Raum.

(d) Seien z # y aus M. Aufgrund der Definitheit gilt dann d(x,y) = 6 > 0. Betrachte nun fiir € := %
die offenen e-Kugeln

B.(z) = {zeM : d(z,z) <e}, B.(y) = {zeM : d(z,z) <e}.

Dann gilt B.(xz) N B.(y) = 0. Wire ndmlich z € B.(z) N B:(y), so folgte nach Dreiecksunglei-
chung § = d(z,y) < d(z,2) +d(z,y) < % + % = %5, Widerspruch. Somit existieren zu je zwei
verschiedenen Punkten z,y € M disjunkte offene U,V C M mit x € U und y € V.

Zusatzaufgabe 1.4: (Beispielmetriken)

(a) Ist die Abbildung d(z,y) = |2* — y3| eine Metrik auf R ?
d
(b) Zeigen Sie, dass fiir einen metrischen Raum (X, d) durch d'(z,y) := H%—éy)) eine zu d aqui-
T,y
valente Metrik d' mit d'(z,y) < 1 fiir alle x,y € X definiert wird.

Losung zu Zusatzaufgabe 1.4:
(a) Es sind die drei Eigenschaften einer Metrik zu zeigen:

e Da f(x) = x® streng monoton, also injektiv ist, folgt mit der Definitheit des Betrages

3 3 f injektiv

Pyt =0 = =y =T =y

dr,y) =0 <= |2° - 9’| =0 <= =
e Aus den Eigenschaften von |.| folgt d(x,y) = |2° —y3| = | — (23 —¢®)| = |v* — 2| = d(y, z).
e Ebenso gilt d(z,2) = 23— 23| = |23 — 3 +9° — 23| < |2° — 3| +|y> — 23| = d(z,y) +d(y, 2).

(b) Zunéchst einmal ist d': X x X — R eine Metrik, denn da d: X x X — R eine Metrik ist, folgen
fiir alle x,y, z € X offenbar

d(z,y)
1+ d(z,y)

d(z,y) _ _dly,x)
l+d(z,y) 14+dy,x

(i) d'(x,y) =0 < =0<=d(z,y) =0z =y,

(il) d'(z,y) = 7= d'(y,x),

t
(iii) (da g: [0,00[— R, t 117 die iiberall positive Ableitung ¢': t — ﬁ besitzt und damit

streng monoton wachsend ist)

, _ dzy)
d (.CE, Z) = H—d—<£€,y> = g(d(ﬂi, Z)) S g(d(xay) + d(yv Z))
_ d(z,y) d(y, 2)
1+d(z,y) +d(y,z) 1+d(z,y)+d(y,=2)
d(z,y) d(y, 2)

< — d d .
S Trdeg T1rde.o (z,y) +d(y,2)



Sei U C X beziiglich der Metrik d auf X offen und sei xy € U beliebig. Nach Definition existiert
dann ein € > 0, so dass die offene Kugel B.(z) von Radius € um xy beziiglich d vollsténdig in
U enthalten ist. Wihlen wir nun 0 < &' < 52 < 1, so gilt fiir jedes y € X mit d'(zo,y) < €&

offensichtlich
d'(zo,y) g’ 1E 15
d(x()? y) = ! S < +e —_= +e = £ .
1 —d'(zo,y) 1—¢ 1— 15 —lig

Also liegt die beziiglich d’ offene Kugel B/, (xy) von Radius ¢’ > 0 um zy in B.(z() und somit
folglich in U. Da xy € U beliebig war, zeigt dies die Offenheit der Menge U beziiglich der durch
d' induzierten Topologie.

Umgekehrt, stelle nun U C X eine beliebige beziiglich der Metrik d’ offene Menge in X dar,
und sei xy € U. Dann gibt es ein ¢’ > 0 mit B (xy) C U, wobei B, (x() erneut die beziiglich d’
offene Kugel um zy von Radius &’ bezeichnet. Ist nun 0 < ¢ < &', so impliziert fiir jedes y € X
die Abschétzung d(xo,y) < € insbesondere

d
(20, ) < d(xg,y) <e <€

d - 0 g
(l’o,y) 1—|—d(l‘0,y) —=

Folglich liegt fiir solche e die Kugel B. () in B (7), was die Offenheit von U beziiglich d zeigt.
Da in beiden Fillen die offene Menge U beliebig war, sind die induzierten Topologien wie be-
hauptet gleich.

Wegen 0 < d(z,y) < 14 d(z,y) fir alle z,y € X gilt zu guter Letzt auch d'(z,y) < li(dz(f)y) <1
fiir alle z,y € X.

Zusatzaufgabe 1.5:

0 u=vw,

1 u#v.

(i) Zeigen Sie, dass dgisk eine Metrik auf M ist. Diese wird diskrete Metrik genannt.

(a) Sei M # () eine beliebige Menge und dgigc: M X M — R, (u,v) —

(ii) Wie sieht die von der diskreten Metrik erzeugte (sog. diskrete) Topologie Ty, , aus ?

(iii) Fiir welche M stimmt die diskrete Topologie T, . mit der indiskreten Topologie {0, M}
iberein?

(b) Sei (M, T) ein topologischer Raum mit |M| = n € N. Zeigen Sie:
Die Topologie ist genau dann von einer Metrik induziert, wenn 7 = P(M) gilt.

Losung zu Zusatzaufgabe 1.5:

(a) (i) Offenbar gilt dgisk(u,v) > 0 und dgik(u,v) = 0 <= u = v (Definitheit erfiillt). Aufgrund
der Symmetrie der Relationen = und # folgt auch die Symmetrie dgisk(u,v) = daisk (v, ).
Eine Fallunterscheidung liefert nun auch die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung.

(ii) Es ist Ty, = P(M), denn einerseits ist § € Ty, (da eine Topologie sowohl () als auch
M als Elemente enthalten muss) und andererseits stimmen die als offene Mengen in Ty,
enthaltenen offenen e-Kugeln B.(u) := {v € M | dais(u, v) < e} fiir € < 1 genau mit den
einelementigen Mengen {u} iiberein und jede beliebige nichtleere Teilmenge A von M lésst
sich darstellen als

A= J{u}.

u€A
(iii) Damit P(M) = {0, M} gelten kann, muss M genau ein Element besitzen.

(b) ,=* Sei nun 7 von einer Metrik erzeugt (enthalte als Elemente also genau die beziiglich einer
Metrik d : M x M — R offenen Mengen). Wir zeigen nun, dass jede beliebige Einpunktmenge
in 7 und somit — da beliebige Vereinigungen von Elementen von 7 wieder in 7 liegen miissen



(Eigenschaft einer Topologie) — auch jede beliebige Teilmenge von M in T liegt (also 7 = P(M)
gilt).

Sei nun m € M ein beliebiges Element. Dann folgt aus der Definitheit der Metrik, dass ein p > 0
mit p := min{d(m,m) | m € M\ {m}} existiert. Da demnach jedes von m verschiedene Element
mindestens den Abstand p > 0 von m besitzt, stimmt die offene Kugel

Bs(m) := {x €M |d(xz,m)< g}

mit der Einpunktmenge {m} tiberein. Als offene Kugel ist {m} dann ein Element von T, wie
behauptet.

,<=" Gelte nun 7 = P(M). In Aufgabenteil (a) haben wir bereits gesehen, dass 7 dann
beispielsweise genau alle beziiglich der diskreten Metrik offenen Mengen von M enthélt, dem-
nach also mit der von der diskreten Metrik erzeugten Topologie iibereinstimmt. (Dies gilt sogar
unabhingig davon, ob die Menge M endlich viele Elemente besitzt, oder nicht).

Zusatzaufgabe 1.6:

(a) Zeigen Sie, dass || flleo = m[ax] |f(x)| eine Norm auf C([a, b],R) ist.

(b) Zeigen Sie: || f|l¢) s I8t eine Normund es gilt Vf € C([a,b],R): || fll¢ ey < VO — @ flleo -

(c) Begriinden Sie, warum die gleichméfiige Konvergenz einer Funktionenfolge f,, aus C(]a,b],R)
die Konvergenz im quadratischen Mittel nach sich zieht.

(d) Finden Sie eine Folge ( f,,)nen, welche im quadratischen Mittel aber nicht gleichm#Big konvergiert.

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.6:

(a) Zunéchst einmal ist die Norm wohldefiniert, da jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen
beschriankten Intervall ihre globalen Extrema annimmt (Satz vom Minimum/Maximum) und
|.| o f stetig ist, falls f stetig ist.

e Da nach Definition des Maximums fiir alle € [a,b] stets 0 < |f(z)| < m[a>§] |f(z)] gilt,
z€|a,

folgt die Definitheit wegen
lfllo = 0 < Va€la,b] : |f(x)]=0 < Vxe€la,b] : f(z)=0 <= f=0.

e Nach Eigenschaften des Maximum und des Betrages gilt fiir beliebige A € R und f €
C([a,b]) auch

[Afllo = max [Af(2)] = max [A[-|f(2)] = [A[- max |f( )= 1Al [ flls -
z€[a,b] z€[a,b]

e Nach Eigenschaften des Maximum und des Betrages gilt fiir beliebige f, g € C([a,b]) auch

If+9lle = max [f(x)+g(x)] < max ([f(x)]+|g(x)]) < max |f(z)] + max |g(x)],
z€a,b] z€a,b] z€[a,b) z€[a,b]

also erfiillt ||.|| auch die Dreiecksungleichung ||f + glloc < |flloo + [|9]loo-

(b) Es geniigt zu zeigen, dass (f, 9)c (b)) = / f(z)g(z)dz auf C([a,b]) ein Skalarprodukt ist, denn

dann folgt mit Korollar 1.6 bereits, dass || f{[(.) (s = V/{fs f)o(an) eine Norm sein muss. Da
sich die Symmetrie aus der Kommutativitat der Multlphkamon in R und die Bilinearitét aus der
Linearitdt des Integrals ergibt, bleibt nur die Definitheit zu iiberpriifen, d.h., zu zeigen ist, dass

VfeCla,b): (f, f)cqap) =0 und (f, oy =0 €R <= f=0¢€ C([a,b]) .



Ersteres ergibt sich aus 0 < (f())? und der Monotonie des Integrals. Ebenso sicht man, dass
(0,0)c(lap)) = 0. Sei nun (f, f)c(ay) = 0 fir ein f € C([a,b]). Angenommen, f ist nicht die
Nullfunktion, dann existiert ein £ € [a,b] mit |f(£)| = n > 0. Aufgrund der Stetigkeit von f und
daher auch von | f| finden wir ein 0 > 0, so dass Vo € [ := [{ =0, +6]N[a,b] : |f(x)| >¢e:= 1.
Wegen I = [«, 5] C [a,b] und da die Lange von I mindestens ¢ > 0 betréigt (beachte, dass { auch
am Rand liegen kann), erhalten wir nun mit den Eigenschaften des Integrals den Widerspruch

B
0 = {f,/)cqab) /’f ’2dm>/\f ) de > /Edez( —a)e? > 5 > 0.

Desweiteren ergibt sich aufgrund der Linearitdt und Monotonie des Integrals

b b
1 ey = [ GPdr < [ (o 10 )dx - / If2de = (b—a)- I

Aufgrund der Nichtnegativitét liefert Wurzelziehen nun die noch ausstehende Behauptung.

Gleichmifige Konvergenz ist gleichbedeutend mit der Konvergenz beziiglich der Norm ||.||s.
Aufgrund der in (b) gezeigten Ungleichung impliziert dies aber auch die Konvergenz beziiglich
£ 11 asy» Was aber genau der Konvergenz im quadratischen Mittel entspricht.

|z — 7|

k
Betrachten wir die Funktionenfolge fi: [0,27] — R, fi(z) := ( ) , so konvergiert sie im

quadratischen Mittel gegen die Nullfunktion, denn es gilt

27‘(‘ 2 s 7'(_—‘1' 2]€ 27{‘ 7_(__:1;. 2]€+1
—02dz = 2 dr = —
[ o =2 L) e = - ()

0 beild<ax<27
Es gilt lim x) = f(x) = )
& k%oofk( ) = f(=) 1 beixz=0oder x =27

also konvergiert f punktweise gegen die auf der rechten Seite definierte Funktion f: [0, 2] — R.

T 2T koo
= — 0.
0 2k +1

Jedoch konvergiert fj nicht gleichméfig gegen f, denn:

e Variante A: sup |fi(z) — f(x)] =1 wegen li{% fr(z) =1und f(z) =0 fir 0 < 2 < 27,

z€[0,27] 240

e Variante B: f miisste als gleichméfiger Grenzwert stetiger Funktionen stetig sein.
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Konvergenz in normierten Riumen — (vgl. Abschnitt 1.3):

e Definition 1.15: Eine Folge x; von Punkten in einem normierten Vektorraum (X, ||.||) heifit
konvergent gegen = € X, falls klim |z — z|| = 0 in (R, |.]) gilt oder dquivalenterweise falls
—00

Ve>03dK eNVEeN : (k> K= |z — x| <e).
Analog heifit eine Folge z;, eine Cauchy-Folge in (X, ||.||), falls
Ve>03K eNVE LeN : (k{>K= |z —x <¢),

und sie heifit beschrinkt in (X, ||.|), falls z € X und » > 0 mit {zy | k € N} C B,(z) existieren,
oder dquivalenterweise, falls es ein C' > 0 gibt, so dass ||z < C fiir alle k € N gilt.

e Lemma 1.16: Eine Folge (2M),cn aus dem R” konvergiert genau dann in (R”, ||.||2) gegen ein
x € R™, wenn fiir jedes 7 = 1,...,n die Komponentenfolge (xg-k))keN in (R,|.|) gegen die j-te
Komponente z; von z konvergiert.

e Satz 1.17: [Vererbung der Vollstindigkeit und des Satzes von Bolzano-Weierstrafl]

(a) Jede Cauchy-Folge in (R", ||.||2) konvergiert.
(b) Jede beschriankte Folge in (R™, ||.||2) besitzt eine konvergente Teilfolge.

e Satz 1.18: Sind ||.||, ||.||" &quivalente Normen auf einem Vektorraum X, dann konvergiert eine
Folge in (X, ||.||) genau dann, wenn sie in (X, ||.||") konvergiert.

e Satz 1.19/Kor. 1.20: Je zwei Normen auf dem R” (bzw. X mit dim(X) = n) sind dquivalent.

e Bemerkung: Die Aussagen 1.18, 1.19 und 1.20 implizieren, dass die Konvergenz einer Folge in
einem endlich-dimensionalen normierten Raum nicht von der Norm abhéngt, d.h., sie konvergiert
genau dann beziiglich einer Norm, wenn sie auch beziiglich aller anderen Normen konvergiert.
Aber: In unendlich-dimensionalen normierten Rédumen kann die Konvergenz einer Folge sehr
wohl von der gewédhlten Norm abhéngen.

Konvergenz in metrischen Rdumen, Vollstindigkeit — (vgl. Skript, Abschnitt 1.4, 1.5):

e Definition 1.21: Eine Folge z; von Punkten in einem metrischen Raum (M, d) heifit konver-
gent gegen x € M, falls klim d(zg,x) = 0in (R, |.|) gilt oder dquivalenterweise falls
—00

Ve >03K e NVEeN: (k> K = d(zp,z) <¢).
Analog heifit eine Folge z;, eine Cauchy-Folge in (M, d), falls
Ve >03K e NVk, (e N: (k0> K = d(zg, x0) <¢),
und beschrankt in (M, d), falls ein x € M und ein r > 0 mit {zy | ¥ € N} C B,(z) existieren.

e Definition 1.22: Eine Teilmenge V' C M eines metrischen Raumes (M, d) heifit Umgebung
des Punktes x € M, falls ein £ > 0 mit B.(z) C V — oder dquivalenterweise — falls eine offene
Menge U C V mit x € U existiert.

e Lemma 1.23: Eine Folge x; von Punkten in einem metrischen Raum (M, d) konvergiert genau
dann gegen ein x € M, wenn in jeder Umgebung von x alle bis auf endlich viele Folgenglieder
x liegen, d.h., falls vV Umgebungen V von z 3K e NVEkeN: (k> K =z, € V).
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Fazit: Die Konvergenz in metrischen Rdumen hiangt nur von der Topologie ab.

e Lemma 1.24: Seien (M,dy;) und (L, d;) metrische Raume. Eine Folge (mg,¢)) konvergiert

genau dann im Produktraum (M X L,dy«p) mit dasr((m,€), (m, £)) := dp(m,m) + dp(¢, )
gegen ein (m, ) € M x L, wenn my, in (M, dys) gegen m und ¢ in (L, d;) gegen ¢ konvergieren.
e Definition 1.27:
o Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstdndig, wenn in ihm jede Cauchy-Folge konvergiert.
o Einen vollsténdiger[[] normierten Vektorraum (X, ||.||) nennt man einen Banach-Raum.
o Ein vollstdndigeif] Euklidischer Vektorraum (X, (.,.)) heifit Hilbert-Raum.

e Beispiele:
(a) Der R™ wird mit dem tiblichen Skalarprodukt zu einem Hilbert-Raum (nach Satz 1.17).
(b) Die Sétze 1.17, 1.18, 1.19 implizieren die Vollstandigkeit von (R™, ||.||) mit beliebiger Norm.
(c) Satz 21.1 (Forster, Analysis I) impliziert die Vollstindigkeit von (C([a,b],R), ||.[s)-

e Definition 1.25: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Ein Punkt € M heiit Beriihrpunkt einer
Teilmenge A C M, wenn es eine Folge (z)ren in A mit klim xr = x gibt, oder ...
—00

dquivalenterweise, wenn in jeder Umgebung von = mindestens ein Punkt aus A liegt.
Die Menge aller Berﬁhrpunkt von A bezeichnen wir mit A und heifit der Abschluss von A.

e Definition 1.26: Eine Teilmenge A C M eines metrischen Raumes (M, d) heifit abgeschlossen,
wenn fiir jede Folge (xy)ren aus A, die in (M, d) konvergiert, auch der Grenzwert klim z in A
—00

liegt, — mit anderen Worten — wenn sie jeden ihrer Beriihrpunkte enthélt, d.h. wenn A = A gilt.
e Bemerkungen/Bezeichnungen:

(a) A C M ist genau dann abgeschlossen, wenn ihr Komplement U = M \ A offen ist.

(b) A ist die minimale A enthaltende in (M, d) abgeschlossene Menge. Analog nennt man die
maximale in A enthaltene offene Menge das Innere von A und bezeichnet sie mit A°.

(c) Die Menge A° besteht genau aus den inneren Punkten von A, d.h. aus denjenigen Punk-
ten z € A, fiir die es eine Kugel B,(z) (r > 0) um x mit B,(x) C A gibt.

(d) Zuletzt definieren wir noch den Rand dA einer Teilmenge A C M durch 9A := A\ A°.

(e) Esist 0A ={zx € M | Ve >0 3Jy € B.(x) N A, 3z € B.(x) \ A}, d.h., der Rand von A
besteht genau aus den Punkten z, fiir die in jeder Umgebung von x sowohl Punkte aus A
als auch Punkte aus M \ A liegen.

(f) Fir 0 # A C M bezeichnet diam(A) := sup d(z,y) den Durchmesser.

T, YyeA
(g) Offenbar gilt: A ist beschrinkt <= diam(A) < oc.

e Lemma 1.29: Ein metrischer Raum (M, d) ist genau dann vollsténdig, wenn das Schachtelungs-
prinzip gilt, d.h., wenn es zu jeder Folge A; D As D ... ineinander geschachtelter nichtleerer
abgeschlossener Teilmengen von M mit lim diam(A;) = 0 genau einen Punkt x € M gibt, so

k—o0
dass VkE e N : z € A,.

e Lemma 1.30: Jede abgeschlossene Teilmenge A C M eines vollstéandigen metrischen Raumes
(M,d) wird mit der eingeschréankten Metrik d|sx4 wieder zu einem vollstdndigen metrischen
Raum (A, d|axa).

Folgerung: Jeder abgeschlossene lineare Unterraum U < X eines Banach-Raumes (X, ||.||) wird
mit derselben auf den Unterraum U eingeschrankten Norm zu einem Banach-Raum (U, ||.]]).

Ibeziiglich der norminduzierten Metrik dj|., vel. Beispiel 1.9
?beziiglich der induzierten Norm ||.|(. y, vgl. Korollar 1.6
3Insbesondere gilt A C A, da fiir z € A die konstante Folge z,z, ... offensichtlich gegen = konvergiert.
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Zusatzaufgabe 2.1:

(a)

(b)
(c)

(d)

Sei (M, d) ein metrischer Raum. Beweisen Sie, dass eine Menge A C M genau dann Komplement
einer offenen Menge ist, wenn sie all ihre Beriihrpunkte enthélt.

Sei (X, dx) ein metrischer Raum. Zeigen Sie: Vo € X : {x} ist abgeschlossen.

Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen der Euklidischen Ebene R? und geben Sie jeweils das
Innere sowie den Abschluss an:

(i) B :={(z,y) € R?* |42 + 9y* > 1} (i) C:={(z,y) eR*|0<ao<1,1<y<2}
(iii) D = {(z,y) € R*|2* < y*} (iv) E = {(as,y) € R? |z # 0, sin (é) :y} (v) Q2

Zeigen Sie, dass in einem metrischen Raum X die Vereinigung endlich vieler abgeschlossener
Mengen wieder abgeschlossen ist. Gilt dies auch fiir abzéhlbar viele Mengen?

Losung zu Zusatzaufgabe 2.1:

(a)

,<=:“ Enthélt A all seine Berithrpunkte, dann ist jeder Punkt x € M \ A kein Berithrpunkt
von A, also gibt es zu jedem Punkt z € M \ A eine Umgebung V von z, in der kein Punkt aus
A liegt, d.h., eine Umgebung V' von x mit V" C M \ A. Somit ist U := M \ A Umgebung all
seiner Punkte und daher offen, d.h., A = M \ U ist das Komplement einer offenen Menge.
,=—>:“ Ist umgekehrt A = M \ U Komplement einer offene Menge U und x ein Beriihrpunkt
von A, dann kann x nicht in U liegen. Denn ldge x in U, dann giabe es aufgrund der Offenheit
von U eine Umgebung um z, die komplett in U lédge und daher keinen Punkt aus A enthielte,
im Widerspruch dazu, dass = Berithrpunkt von A ist. Also liegt = (und somit jeder Berithrpunkt
von A) automatisch in A.

Sei A C X eine einelementige Menge, d.h., es existiere ein @ € X mit A = {a}. Dann ist die
einzig mogliche Folge, welche man aus Elmenten aus A bilden kann, die konstante Folge z; := a,
welche konvergiert (warum?), und zwar gegen a. Daher ist a der einzige Berithrpunkt von A,
welcher jedoch in A enthalten ist, d.h., es gilt A = A, also A abgeschlossen.

(i) Die Menge B = {(z,y) € R?|42® 4+ 9y* > 1} ist das duBlere einer offenen ungedrehten
Ellipse mit xz-Radius % und y-Radius % Sie ist abgeschlossen, also gilt B = B, und das
Innere von B ist B® = {(x,y) € R? |42* + 9y* > 1}.

(ii) Die Menge C hat die Gestalt eines Quadrats, allerdings ist C' weder offen (da der obere Rand
des Rechtecks zur Menge dazugehort) noch abgeschlossen (da die iibrigen Rander nicht zur
Menge dazugehdren). Das Innere von C' ist C° = {(z,y) € R*|0 < z < 1,1 < y < 2},
wihrend der Abschluss C' = {(z,y) € R?|0 <z < 1,1 <y < 2} ist.

(iii) Die Menge {(z,y) € R?*|2? < y*} ist als Urbild des offenen Intervalls | — oo, 0] unter der
stetigen Funktion f(x,y) := 2? — y? offen und hat die Gestalt eines beidseitigen Kegels
ohne Rand und Ursprung. Als offene Menge ist ihr Inneres die Menge selbst, wiahrend der
Abschluss {(z,y) € R? | 2* < y?} ist.

(iv) Die Menge E ist der Graph der stetigen Funktion sin (1) auf R\ {0}, daher ist ihr Inneres

leer. Da die Funktion nahe x = 0 zwischen —1 und 1 hin- und herpendelt, ist der Abschluss
des Graphen 1
Lo erizzom(2) =buion -1<u<
x
(v) Das Innere von Q? ist leer, der Abschluss ist ganz R?. Insbesondere ist somit Q? in (R?, d ,)

weder offen noch abgeschlossen.

Seien Ay (k =1,...,n) abgeschlossen.

n

Dann sind X \ Ag (k=1,...,n) und somit auch () (X \ Ax) = X \ |J Ay offen.
k=1

k=1 =
Deswegen ist |J A = X \ (X \ U Ay) abgeschlossen. Aber (J [+,1] =]0,1].
k=1 k=1 k=1
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Zusatzaufgabe 2.2: (a) Konvergiert (z,,)nen, definiert durch x,(t) := ¢" — 3" in (C[0, 1], ||.]ls0) ?

(b)

Auf dem Quader M := [0,1] x [0,1] in R? seien durch §;(z,y) = |z —y|2 bzw.

2
52(1‘, y) _ ) ) 7é Y2, <mlt T = <$1) : y = (?h))
21 —y1|, T2 =y, L2 Y2

Metriken d01,d2: M x M — R definiert (muss nicht gezeigt werden). Konvergiert die Folge
ANES (x§”),:c§”)) = (%=, % + 37) in den metrischen Riaumen (M, 6;) bzw. (M, d3) ?

n ?2

Lésung zu Zusatzaufgabe 2.2:

(a)

e Wenn z,, in der ||.||-Norm (also gleichméBig) gegen ein x konvergiert, so muss z,, notwen-
digerweise auch punktweise gegen diesen Grenzwert konvergieren. Wegen x,, = t"(1 — t*")
muss somit z(t) = 0 gelten.

o Wegen «/ (t) = nt"* —3nt3~! = ¢"~1(n—3nt2") nimmt z,, sein Maximum bei to(n) = 3~ 2x
an, so dass die Folge (z,), in der |.||-Norm nicht konvergiert, denn es gilt

ma o (8)] = 2a(to(m) =375 =37 = 2371 0.

e Da die Metrik &, norminduziert ist, konvergiert eine Folge (™ aus M in (M,d;) genau
dann, wenn sie auch im normierten Raum (R? ||.||2) konvergiert, also nach Lemma 1.16
genau dann, wenn die Komponentenfolgen xg") und xé") in (R, |.|) konvergieren. Da letztere
fiir n — oo gegen 1 beziehungsweise % konvergieren, konvergiert auch (™ fiir n — oo, und
zwar gegen (1, %) e M.

e Offensichtlich ist fiir die Konvergenz einer Folge im metrischen Raum (M, d5) notwendig,
dass sie ab einem gewissen Index in der zweiten Komponente konstant wird. Da dies auf
die Folge (xén))neN nicht zutrifft, gilt m # n = 6, (2™, 2™) = 2, so dass ™ in (M, d,)
noch nicht einmal eine Cauchy-Folge ist, also dort auch nicht konvergieren kann.

Zusatzaufgabe 2.3:

(a)

(b)

Sei k € N. Uberpriifen Sie in (C’ ([a, 0], R), ||||oo> die Abgeschlossenheit der Teilmenge
k

Py =<z e C(a,b],R) | z(t) = Zaiti mit a; € R und ay, # 0
Sei (X, d) ein vollstdndiger metrischer Raum und A C X. Zeigen Sie, dass gilt:
(A,d)a) ist vollstindig <= A ist abgeschlossen in (X, d).

Losung zu Zusatzaufgabe 2.3:

(a)

(b)

Die Folge z,,(t) := n~'t* — 0 konvergiert offenbar in (C’([a, b),R), ||Hoo) gegen die Nullfunktion,

welche — da der Koeffizient vor t* nicht ungleich Null ist — nicht mehr in P, liegt, obwohl
Vn € N: z,, € Py gilt. Somit ist Py nicht abgeschlossen.

,==": Sei (A, d)4) vollstandig und b € A Beriihrpunkt von A in (X, d) Dann existiert eine Folge
a, aus A, die in (X,d) gegen b konvergiert, diese ist dann auch eine Cauchy-Folge in (X, d),
also — wegen a, € A und d = dj4 auf A — auch eine Cauchy-Folge in (A, d4). Aufgrund der
Vollstandigkeit muss die Folge a,, dann auch in (A, d|4) konvergieren, d.h., es muss ein a € A
mit dja(a,,a) = 0 fiir n — oo existieren. Wegen a, a,, € A und d = dj4 auf A muss dann a, auch
in (X, d) gegen a konvergieren. Da jeder metrische Raum Hausdorffsch ist (vgl. ZA 1.3 (d)) und
Grenzwerte in Hausdorff-Réumen eindeutig sind (vgl. ZA 2.1 (a)), folgt nun auch b = a € A,
d.h., A ist abgeschlossen in (X, d).

,<=": Sei A abgeschlossen in (X, d) und z,, € A eine Cauchy-Folge in (X, d). Dann konvergiert
x, aufgrund der Vollstdndigkeit von (X,d) gegen einen Punkt x € X, der wegen z, € A
offensichtlich ein Beriithrpunkt von A ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit von A muss x jedoch
schon in A liegen, d.h., z,, konvergiert bereits in (A, d|). Somit ist (A, dj4) vollsténdig.
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Zusatzaufgabe 2.4: Sei R = {;1: = (& )nen: N — R} der lineare Raum aller reellen Zahlenfolgen.

e Beispiel F.1: Der Folgenraum (¢7, ||.||,) ist ein Banach-Raum, wobei p € [1, co] sowie

-

* = {xeRN > el < oo} und ||z, = (Z |§k|p> : (2.1)
k=1 k=1
e Beispiel F.2: Der Folgenraum (£, ||.||~) ist ein Banach-Raum, wobei
00 L N -
> = {xeR ‘ sup |&| <oo} und  ||z]|e = sup & . (2.2)
keN keN

(a) Finden Sie Beispielfolgen z € RY mit (i) z e 2\ ¢ (ii) z € €=\ ¢ (iil) x ¢ £°.
(b) Ist in (€,].]]) die Teilmenge M := {z € {' | Vk € N: |z(k)| < 1} abgeschlossen ?
(c) Zeigen Sie: )pe[l,oo] = Cl~. (ii) p,g € [l,00[ N p<q = P C?.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.4:
(a) (i) z=((— 1)ki)k€N oder z = (i)keN. (ii) x = (ﬁ)keN oder x = (50), oy  (iil) © = (k) cy
(b) Sei (y)nen = ((xn(k))keN)neN eine Folge aus M C ¢! mit z,, — o in (¢',]].]]1). Dies bedeutet
also (Z |z, (k) — :L‘O(k)|> =: a, — 0. Aufgrund der nichtnegativen Summanden muss dann

k=0
notwendigerweise auch |z, (k) — xo(k)| — 0 fiir n — oo und fiir jedes feste k € N gelten.

e Angenommen, es gelte |zo(k)| > 1 fir ein k € N, so folgte nach der umgekehrten Dreiecks-
ungleichung wegen x,, € M der Widerspruch

0 < &= [zo(k)] =1 < |zo(R)] = [za(K)] < |2n(k) = 2o(k)] =0,
wonach also Vk € N: |z¢(k)| < 1, d.h. gelten muss.
Somit gilt 2o € M und M abgeschlossen in (¢%, ||.[l1), so dass (M, ||.||;) ein Banach-Raum ist.
(¢) (i) Dies folgt aus der Implikationskette

Z |&k|P < 00 = ng konvergent — (& )ken konvergent =— (&x)ren beschréinkt.
keN keN

(i) Fir 1 < p < q und x € (7 existiert wegen &P — 0 = |§] — 0 = [& |7 P — 0 ein
ko € N, so dass fiir alle k > ko die Ungleichung [£]7 = |, |77P[&] < 1 - |& [P erfiillt ist. Aus
x € (P folgt daher mit dem Majorantenkriterium auch = € £9.
Zusatzaufgabe 2.5: Finden Sie die optimalen ¢,C' > 0 mit c||z||; < ||z|l2 < Cllz||; fiir alle z € R™.
Losung zu Zusatzaufgabe 2.5:

Uber die Cauchy-Schwarz-Ungleichung sowie mit ||(1)7_,|l, = /7 ergibt sich fiir alle z € R”
einerseits

1 n
%Hxlh \/—Zlm \/—I;Iwk 1] < \/—IIxIIQII( Jizlly = [l2ll2,

2
n n
und unter Verwendung von Y |z;]* < (Z |x1]> andererseits
=1 i=1

Z i = llz[l1.

Mit z = (1,1,...,1)T bzw. z = (1,0,...,0)T folgt die Optimalitit von ¢ = \/iﬁ

und C' = 1.
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 3

Banachscher Fixpunktsatz — (vgl. Skript, Abschnitt 1.6)

e Satz 1.32: Ist f: M — M eine Kontraktion auf einem vollstdndigen metrischen Raum (M, d),
d.h., existiert ein L < 1, so dass fiir alle z,y € M die Ungleichung d(f(z), f(y)) < L - d(z,y)
erfiillt wird, dann gibt es genau einen Punkt z* € M mit f(z*) = 2*, welcher Fixpunkt von f
genannt wird. Dariiber hinaus konvergiert zu jedem Startwert xq € M jeweils die rekursiv durch
Zpy1 = f(xy) definierte Folge (x)ken, in (M, d) gegen den Fixpunkt z* von f.

e Korollar 1.33: Ist D C R" eine abgeschlossene Teilmenge in (R, ||.||) und f: D — R" eine
kontrahierende Selbstabbildung von D, d.h., es gilt f(D) C D und es gibt ein L < 1 mit
| f(x)— f(y)|| < L|jz —y|| fur alle z,y € D, so existiert ein eindeutiger Fixpunkt z* € D von f.

Stetigkeit — (vgl. Skript, Abschnitt 1.7)
e Definition 1.34: Seien (M, dys) und (N,dy) metrische Rdume. Dann heiBt eine Abbildung
f: M — N stetig im Punkt m € M, falls
Ve > 036> 0: Vo e M: (dM(:z:,m) <5 = dy(f(2), f(m)) < 5)

oder — dquivalenterweise — falls wir von jeder Folge z, € M, die in (M, d,;) gegen m konvergiert,
auch schon wissen, dass die Folge f(zx) € N in (N, dy) gegen f(m) konvergiert.

Die Abbildung f: M — N nennen wir stetig, wenn sie in jedem Punkt m € M stetig ist.

e Lemma 1.35: Seien (M, dy) und (N, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f: M — N ist
genau dann stetig im Punkt m € M, wenn zu jeder Umgebung V' C N von f(m) eine Umgebung
U C M von m mit f(U) CV existiert.

Satz 1.36: Seien (M, dys) und (V, dy) metrische Rdume. Eine Abbildung f: M — N ist genau
dann stetig, falls fiir jede in (N, dy) offene Menge V das Urbild f~1(V) := {m € M | f(m) € V}
offen in (M, dyy) ist ]

Korollar 1.37: Sei (M, dy,) ein metrischer Raum. Fiir eine stetige Funktion f: M — R (mit
dr = d||) und einen Wert ¢ € R ist die Menge U := {x € M | f(x) < c} offen in (M, dy;) und
die Menge A :={z € X | f(z) < ¢} abgeschlossen in (M, dyy).

Beispiel 1.38: (a) Jede konstante Abbildung f: M — N, m + b fiir ein festes b € N ist stetig.
(b) Die Norm ||.||: X — R auf einem normierten Vektorraum (X, ||.||) ist stetig in jedem Punkt.

(¢) Auf einem normierten Vektorraum (X, ||.||) sind Addition + : X x X — X und Multiplika-
tion mit einem Skalaren - : R x X — X stetig in allen (z,y) € X x X bzw. (A,z) € Rx X.

(d) Die Division : : R x R\ {0} — R reeller Zahlen ist stetig in jedem Punkt (x,y) mit y # 0.
(e) Die Projektion mx: X xY — X, (z,y) — x, eines Produktes X x Y auf den Faktor X ist

stetig. Insbesondere sind die Koordinatenfunktionen R” — R, x — x;,, stetig.

e Lemma 1.39: Gegeben seien die metrischen Réume (L, dy), (M,dy), (N, dy) und die Abbil-
dung f = (f1,f2): L — M x N. Dann ist f genau dann im Punkt a € L stetig, wenn die
Komponentenfunktionen fi: L — M und fo: L — N im Punkt a € L stetig sind []

4Eine direkte Konsequenz dieses Satzes ist, dass aufgrund der Eigenschaften des Urbildes eine Abbildung f: M — N
genau dann stetig ist, falls fiir jede in (N, dy) abgeschlossene Menge V das Urbild f~1(V) :={m € M | f(m) € V}
selbst auch wieder abgeschlossen in (M, dy) ist.

®Vorsicht: Fiir Funktionen f: L x M — N, (¢,m) — f(¢,m) ist die Aussage, dass £ +— f(¢,m) und m — f(¢£,m)
stetig sind, nicht zur Aussage #dquivalent, dass f stetig ist (vgl. Skript, Beispiel 1.42).
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e Satz 1.40: Gegeben seien die metrischen Raume (L, dy), (M, dyr), (N, dy) und die Abbildungen
g: L - M und h: M — N. Ist die Abbildung ¢g im Punkt a € L und die Abbildung A im Punkt
g(a) € M stetig, dann ist auch die Komposition ho g: L — N stetig.

e Korollar 1.41: Fiir stetige Funktionen f,g: M — R auf einem metrischen Raum (M, d,;) sind
die Abbildungen f + g, f - g und — falls zusétzlich g(z) # 0 fiir alle z € M gilt — auch 5 stetig.

e Definition: Eine stetige Bijektion f: M — N zwischen metrischen Raumen (M, dy,), (N, dy),
deren Umkehrabbildung f=': N — M stetig ist, nennen wir einen Homéomorphismus zwi-
schen (M, dys) und (N, dy). Die Riume (M, dys) und (N, dy) heiBen dann homéomorph[f]

e Definition 1.44: Eine Abbildung f: M — N zwischen metrischen Raumen (M, d,;) und
(N, dy) heift
o gleichmifig stetig <= Ve > 030 > 0Vz,2': (dM(x,:c’) < 0= dn(f(x), f(z)) < 5)

o Lipschitz-stetig <= 3JL < oo Vz,2’ € M: dy(f(z), f(2')) < L-dy(x,2’)
e Lemma 1.45: Seien (M, dy), (N, dy) metrische Raume. Fir f: M — N gilt dann:
f Lipschitz-stetig = f gleichmifig stetig =— [ stetig

e Definition 1.47: Sind (M, dy;), (N, dy) metrische Raume, so besitzt eine Abbildung f: D — N
(D C M) in einem Beriithrpunkt a von D\{a} den Grenzwert y € N, falls es zu jeder Umgebung
V C N von y eine Umgebung U C D U {a} von a mit f(U \ {a}) C V gibt[]
Bemerkungen/Bezeichnungen:

(a) Ein Beriihrpunkt a von D \ {a} wird auch Hiufungspunkt genannt, denn dann gibt es
eine Folge a # x;, € D mit x;, — a (insbesondere kann {x; | ¥ € N} nicht nur aus endlich

vielen Elementen bestehen, da sonst . iﬁf - d(xy,a) > 0 im Widerspruch zur Konvergenz
Tk c

gelten wiirde). Insbesondere liegen in jeder Kugel um a unendlich viele Elemente aus D.

(b) Im Falle der Existenz des Grenzwertes y von f in a erhalten wir durch die Definition
f(a) := y eine in a stetige Funktion f: D U {a} — N, welche die stetige Abidnderung
(bei a € D) bzw. stetige Fortsetzung (bei a ¢ D) von f genannt wird.

e Definition 1.48: Eine Folge fi.: M — N von Abbildungen zwischen metrischen Réumen
(M,dp), (N, dy) nennen wir gleichméiflig konvergent gegen f: M — N, falls gilt

lim <sup dN(fk(:v),f(x))> — 0.

e Lemma 1.49: Die Grenzabbildung f(z) = klim fr(x) einer gleichméfBig konvergenten Folge
—00
fr: M — N stetiger Abbildungen zwischen metrischen Raumen (M, dy,), (N, dy) ist stetig.

Stetige lineare Abbildungen — (vgl. Skript, Abschnitt 1.8)

e Definition: Seien (X, ||.||x), (Y, [.]]y) normierte (ggf. unendlich dimensionale) K-Vektorrdume.
Eine Abbildung A: X — Y heifit lineare Abbildung von X nach Y, falls fiir alle x,2" € X
und alle A € K die Gleichungen A(x + 2’) = A(z) + A(2’) und A(Ax) = MNA(z) erfiillt sind.

e Lemma 1.50: Eine lineare Abbildung A: X — Y zwischen normierten Vektorraumen (X, ||.||x),
(Y, ||.]ly) ist genau dann stetig, wenn es eine Konstante L < oo gibtff mit

Vo€ X: |Az|ly < L|z||x - (3.1)

Ist f: M — N ein Homdomorphismus zwischen (M, dy;) und (N,dy), so ist o, — x dquivalent zu f(x1) — f(x).
"In diesem Fall schreibt man lim f(x) = y.

rF#a .
8Insbesondere gelten fiir eine lineare Abbildung A: X — Y die Aquivalenzen

A stetig <= A stetig bei z =0 <= IL < oo Vx € X : ||Az|ly < L|jz||x <= A gleichmé&Big stetig
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e Bemerkung/Bezeichnung: Zusammen mit Korollar 1.41 ergibt sich, dass zu festen normierten
Réumen (X, ||.||x), (Y, ].]ly) die Menge

L(X,Y) = {A: X - Y | Alinear und stetig } (3.2)

einen Vektorraum bildet. Speziell ist L(X, X) der Vektorraum aller stetigen linearen Abbildun-
gen A: X — X, welche Endomorphismen genannt werden.

e Lemma 1.51/Bezeichnung: Seien (X, ||.||x), (Y, |.]ly) und (Z,].]|z) normierte Rédume.
(a) Die Funktion ||.||rx,y): L(X,Y) — R, welche fiir ein A € L(X,Y") durch

| Azly
IHlsoery = s T = o el (35)
a0 X lzllx =1

definiert wird, ist eine Norm auf L(X,Y'), welche die Operatornorm genannt wirdﬂ
(b) Fir Ae L(X,Y) und B € L(Y, Z) ist auch Bo A € L(X, Z). Desweiteren gilt

|BoAlrxz < |Bloy.z - 1Ay - (3.4)

e Lemma 1.53/Bezeichnung: Ist (X, ||.||x ein Banach-Raum, dann ist auch L(X, X) vollstédndig
und bildet zusammen mit der Komposition von Abbildungen eine sogenannte Banach-Algebra,
d.h., L(X, X) ist ein Banach-Raum versehen mit einer bilinearen assoziativen Multiplikation

L(X, X) x L(X,X) 3 (A, B) —s AB := Ao B € L(X, X)
und der zusétzlichen Eigenschaft, dass ||AB|| < ||A||||B]| fir alle A € L(X, X) gilt.
. Deﬁnltlon/Bemerkung Sei (X, ||.||x) ein Banach-Raum und (mk)keN eine Folge in X.

(a) Eine Reihe Z zy in X ist die Folge der Partialsummen 5, Z xr, heifit konvergent,

k=0 k=0
0o

falls (S,) in X konvergiert, und absolut konvergent, falls Z ||zk||x in R konvergiert.
k=0
(b) In L(X, X) lassen sich die Begriffe Potenzreihe und Konvergenzradius iibertragen.

(¢) Fur A e L(X,X) heifit f(A ZAk die Neumann-Reihe.
k=0
e Lemma 1.54: Jede absolut konvergente Reihe in einem Banach-Raum konvergiert.

e Satz 1.55: Die Gruppe GL(X) := {A € L(X, X) | A invertierbar } auf einem Banach-Raum
(X, [].]lx) ist offen in (L(X, X), ||.lox.x)), und GL(X) 5 A—— At € GL(X) ist stetig.

Zusatzaufgabe 3.1:
(a) Beweisen Sie Satz 1.32 und Korollar 1.33.

1 2
(b) Zeigen Sie: Auf dem Euklidischen R? besitzt die durch f(z,y) = 18.@: +) 1
3sin(x) + 3

definierte Abbildung f: R* — R? im Quadrat [0, 1]*> genau einen Fixpunkt.
(c) Sei f: R — R durch f(z) := In(1 + e”) definiert.
(i) Zeigen Sie: Fiir alle z,y € R mit « # y gilt |f(z) — f(y)| < |z — y|, aber f besitzt keinen

Fixpunkt. Warum widerspricht dies nicht dem Banachschen Fixpunktsatz ?
(ii) Konvergiert die durch x4y = f(z) zu einem Startwert xzy € R definierte Folge?

(d) Welches ist das maximale (beschriinkte) Intervall, auf dem f(x) := z? eine Selbstabbildung ist?
Fiir welche b > 0 ist f: [0,b] — [0, b] eine Kontraktion?

9Die Operatornorm || A| (x,y) einer stetigen linearen Abbildung A: X — Y ist das kleinstmégliche L aus (3.1)).
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Losung zu Zusatzaufgabe 3.1:

(a)

(i)

e Zunichst halten wir fest, dass die Voraussetzung d(f(z), f(y)) < L - d(z,y) aufgrund

der Nichtnegativitidt von Metriken L > 0 impliziert. Desweiteren ist der Fall L = 0
trivial, denn dann folgte aus der Definitheit der Metrik die Konstanz von f, also gébe
es wegen f(M) C M in diesem Fall ein 2* € M, so dass Vo € M : f(x) = 2*, also auch
f(x*) = x* gilt. Somit kénnen wir im Folgenden 0.B.d.A. annehmen, dass L > 0 gilt.
Die Eindeutigkeit des Fixpunktes erhalten wir aus der Kontraktionseigenschaft. Ange-
nommen, es existierten z, & € M mit x = f(z) und = f(&), dann folgt wegen

dy (2, %) = dp(f (), f(2)) < Ldp(z, T)

und L < 1 schon dy(z,%) = 0, also muss nach der Definitheit einer Metrik bereits
r = T gelten.

Die Existenz des Fixpunktes erhalten wir nun aus der Vollstdndigkeit des Raumes,
indem wir — wiederum mit Hilfe der Kontraktionseigenschaft — zeigen, dass die zu einem
(sogar beliebigen) Startwert o € M durch x4 = f(zg) rekursiv definierte Folge
die Cauchy-Eigenschaft besitzt, also — aufgrund der Vollsténdigkeit des metrischen
Raumes — in (M, dys) auch einen Grenzwert z* hat. Fiir diesen gilt dann — da die
Kontraktionseigenschaft von f die Lipschitz-Stetigkeit, also auch die Stetigkeit von f
impliziert — schlieBlich

o= fmeen = Jim ) = £ (fma) = 6. 39)

Nun zur Cauchy-Eigenschaft der oben zu einem Startwert g € M durch xy 1 := f(xy)
rekursiv definierte Folge. Wegen d(z,41, 2,) = d(f(xn), f(2n-1)) < Ld(x,,x,-1) folgt
fiir ¢ > k > 0 auch unter mehrfacher Anwendung der Dreiecksungleichung

-1 -1 k1
d(xg, v1,) < Zd($n+1,$n) < ZLH*kd(l’kH,l’k) < ( Z Ln) LFd(xy, x0)

n==k n=~k n=0

Aufgrund der (im ersten Punkt begriindeten) Positivitdt von L erhalten wir unter
Kenntnis der geometrischen Reihe die Abschéatzung

{—k—1

n — n __ 1
e =i

k—
=0 n=0

3

so dass wegen 0 < L < 1 fiir alle £ > k > 0 schlief8lich

Lk

dyr(zg, xp) < -1

dM($1,iUo)

folgt. Also finden wir aufgrund der Konvergenz L* — 0 zu jedem ¢ > 0 ein K € N, so
dass fiir alle £ > k > K wie behauptet d(z, xx) < € gilt.

(ii) Der R™ ist mit jeder norminduzierten Metrik vollstandig (vgl. Satz 1.17/ Satz 1.19). Nach
Lemma 1.30 ist jede abgeschlossene Teilmenge eines vollstédndigen Raumes mit der vererbten
Metrik wiederum vollsténdig. Somit folgt die Behauptung aus Satz 1.32.

(b) Da [0, 1]* eine abgeschlossene Teilmenge des nach Satz 1.17 vollstéindigen Euklidischen R? ist,

ist ([0, 1], d),) nach Lemma 1.30 selbst auch vollstéindig. Um den Banachschen Fixpunktsatz
(Satz 1.32) anwenden zu konnen, braucht man daher nur nachzuweisen, dass f([0,1]*) C [0, 1]
gilt, also f auf [0,1]? eine Selbstabbildung ist, und dass f eine Kontraktion auf [0, 1]? ist.

e Selbstabbildung: Fiir (z,y) € [0,1]* gelten wegen (x + y)? < 4 und [sin(x)| < 1 die

Abschétzungen 0 < £(z +y)? <
also ist f eingeschriankt auf [0, 1]° eine Selbstabbildung.

2% und 1 < {sin(z) + 3 < 3 und somit £([0, 1]?) C [0, 1],
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e Kontraktion: Wir suchen ein L < 1, so dass

V([E,y), (jag) S [07 1]2 : Hf(-'L',y) - f(jag)"Euklid S L- H(a:ay) - (iag)”EukHd .
Aus der Definition von f erhalten wir zunéchst

1

1. o
64 —(sin(z) —sin(z))* . (3.6)

(@ +y)’ =@+ + ¢

1f (2, y) — f(Z, g)”%ukhd =

Da sin(§) wegen max |sin’(£)| = 1 Lipschitz-Konstante 1 besitzt (Anwendung des Mittel-
€

wertsatzes), verwenden wir fiir den zweiten Term aus (3.6) die Abschitzung
|sin(z) —sin(z)| < |z —Z| .

Unter Verwendung der dritten Binomischen Formel und wegen x, Z, y,y € [0, 1] konnen wir
beim ersten Term aus (3.6) die Ungleichungen

(@49 = (@E+9)°] = |@+EF+y+P(@ -+ —-9)| < 4l@—8)+ -9
und wegen |(z — &) + (y — 9)° = ((z — &) + (y — 7))? sowie 2ab < a® + b? weiter
(=) +@y=9)" < @-2)*+2@e-D)y -9+ -9 < 2A0@-2°"+ -7

hinzuziehen. Somit ergibt sich zusammen mit (3.6 die Ungleichung

o 1 1 . 9 _ -
1 9) = F(@ Dlaaa < 5(@=8°+ =0 +5@=2)° < H(@=2"+-9)").
Also besitzt f|[ die Kontraktionskonstante L = = und ist somit eine Kontraktion.

Also sind die Voraussetzungen fiir den Banachschen Fixpunktsatz erfiillt, so dass f‘[o |2 genau
einen Fixpunkt besitzt.

(c) (i) Esgilt [f(&)] = 1= (bzw. Schran-
kensatz) |f(z) — f(y)| < |z — y|. Aber f besitzt keinen Fixpunkt in R, denn fiir einen
solchen miisste dann f(x) = x <= 1+ ¢” = ¢ gelten, Widerspruch.

Das vorige Beispiel steht in keinerlei Widerspruch zum Banachschen Fixpunktsatz, denn
ein L <1 mit |f(x) — f(y))| < L|z — y| gibt es nicht, da 51i_>m f(€) =1 gilt.

(ii) Die durch z 1 := f(x3) definierte Folge x5 = In(k + ™) divergiert!” bestimmt gegen +o0.
(d) Das maximale Intervall ist [—1, 1], denn f([—1,1]) C [0, 1] und aus |z| > 1 folgt f(z) > |z|. Fur
alle b < 5, denn fiir 2,y € [0,b] gilt | f(z) — f(y )| = |22 =¢*| = |z+y|-Jz—y| < 2b-|z—yl|

Zusatzaufgabe 3.2:
(a) Untersuchen Sie, ob fiir die Funktionen f;: R?\ {(0,0)} — R, k = 1,2,3, definiert durch

m2+y2

T ey @ =)
m ) fo(w,y) = f3(w,y) =

die Grenzwerte
lim hm fr(x,y), lim lim fi(z,y) sowie lim  fi(z,v)
z—0 y—0 y—0 z—0 (z,y)—(0,0)
existieren, und berechnen Sie diese gegebenenfalls.

(b) In welchen Punkten sind die Funktionen aus (a) stetig bzw. stetig fortsetzbar?

Der Grenzwert miisste die Fixpunktgleichung erfiillen, wir haben jedoch gezeigt, dass es keinen Fixpunkt geben
kann.
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Losung zu Zusatzaufgabe 3.2:

e (a.) Fiir die iterierten Grenzwerte gelten aufgrund der ,partiellen Stetigkeit*

2 2 1 1
lim lim fi(z,y) = lim <&) = lim- = 5

z—0 y—0 z—0 \ 2 + ($ _ 0)2

lim lim fi(z,y) = lim (—y2 = liml = 1.
y—0z—0 y—0 _
Da die ersten beiden Grenzwerte schon nicht {ibereinstimmen, kann auch der dritte Grenzwert

nicht existieren.
1

0
1 -1
und verschwindet aufgrund der Definitheit insbesondere nur in (z,y) = (0,0). Also folgt mit
£ = ALz -1l

-lla - 11l
der Nichtexistenz des dritten Grenzwertes ist f; jedoch in (0,0) nicht stetig fortsetzbar.

(b.i) Der Nenner ist als Normquadrat der Norm ||z|l4 := ||Az|s mit A = stetig

die Stetigkeit von f; in allen Punkten (z,y) # (0,0) aus Korollar 1.41. Aufgrund

o (a.ii) Es gilt

lim lim fo(z,y) = 0, limlim fo(z,y) = 0 sowie B lim  fo(z,y)

z—0 y—0 y—0 z—0 (z,y)—(0,0)

da sowohl Vx € R\ {0}: fo(2,0) = 0 als auch Vy € R\ {0}: f2(0,y) = 0 sind, jedoch gilt fur

TL‘)OO

die Folge (zn,yn) = (+,2) einerseits dH,”l((xnayn)a(O?O)) = 2|2 -0 0 und
andererseits
A1y (Fan, ), f2(0,0)) = |2 _0’ _ 1.

(b.ii) Wegen fy = “ || || || folgt aufgrund der Definitheit der Norm die Stetigkeit von f5 in allen
2

Punkten (z,y) # (0,0) aus Korollar 1.41. Aufgrund der Nichtexistenz des dritten Grenzwertes
ist fy jedoch in (0,0) nicht stetig fortsetzbar.

e (a.ii) Fiir die iterierten Grenzwerte gelten aufgrund der , partiellen Stetigkeit*

o(z? — 02)> _

2102 limx = 0,

z—0

lim lim f3(z,y) = lim (

z—0 y—0 z—0

2 .9
lim lim f3(z,y) = lim <M) — im0 = 0.

y—02—0 y—0 02 + 92 y—0

Mit der aufgrund von 2% < 2?4+ y? und y? < 2% +5? in allen (x,y) # (0,0) giiltigen Abschétzung

o] Ja? — 47| &=t 2
y)—0 = —HF——-2F— < . < 2
| f3(z,y) | 2+ > |z 221 y? +x2+y2 < 2|z

folgt die Existenz des dritten Grenzwertes, also ( l)nr% fs(z,y) = 0.
z,y)—(0,0)

(b.iii) Wegen f3 = UL (7]"’“" ”M \|_H7Ty - y)
-2 -2

von f3 in allen Punkten (z,y) # (0,0) aus Korollar 1.41. Die Funktion ist aufgrund des dritten

Grenzwertes sogar in (0, 0) stetig fortsetzbar mit Funktionswert 0.

folgt aufgrund der Definitheit der Norm die Stetigkeit

Zusatzaufgabe 3.3:
2?lyf?
(a) Untersuchen Sie die Stetigkeit der Funktion f: R? — R, (z,y) — < 22 — 2y + 2’

0, (x,y) = (0,0) .
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(b) Ist durch g: R* - R, (z,y) — { 22 —xy + 42’ " eine stetige Funktion gegeben?
0, (z,y) = (0,0) ,

Losung zu Zusatzaufgabe 3.3:

(a) Daz?—zy+y® = 5 (2* + y*> + (z — y)?) > 3/(z,y)||3 > 0 fiir (z,y) # (0,0) gilt, Konstanten, die
Norm sowie die Projektionen 7, : (z,y) — z, m,: (z,y) — y nach Beispiel 1.38 stetig sind, folgt
nun in allen Punkten (z,y) € R?\ {(0,0)} nach Satz 1.40 und Korollar 1.41 auch die Stetigkeit
von p = T (lfom)-(fom) (fom)

Ty My — Mg+ Ty + Ty - Ty

Es bleibt noch die Stetigkeit in (0,0) zu {iberpriifen. Sei € > 0 beliebig, dann gilt fiir alle
(z,y) € By ((0,0)) \ {(0,0)} mit § := {/Z offenbar |y| < ||(z,)]; < § und somit auch

z[y)?

|f(z,y) = f(0,0)] =

x? —xy + y?

(b) Nein, denn wire g in (0,0) stetig, dann miisste fiir jede Folge mit (z,,v,) —> (0,0) auch

n—o0

=1 #— 0 speziell
r Fall.

n—oo

f(@n,yn) — f(0,0) = 0 gelten (vgl. Definition 1.34). Wegen f(x,,y,) =
fiir (2n,ys) = (£,0) oder auch fiir (z,,y,) = (£, 1) ist dies jedoch nicht d

n’n

:M‘ H|:M‘ -

D

Zusatzaufgabe 3.4:
(a) Seien A, B € L(X,Y) mit (X, |.|x) = (R?%]].]|ee) und (Y, |.]ly) = (R3,||.||oc). Beziiglich

4 2 9 0
der Standardnormalbasen besitzen A, B die zugehorigen Matrizen [ —2 1|, | 11 3
3 5 -8 7

Bestimmen Sie die Operatornormen [|Al|z(x,yy und || Bl/zx,y) -

Welche Operatornormen ergében sich fiir (X, |].||x) = (R, [|.|l1), (Y, -llv) = R |.]l1)?

(b) Auf (X, |.||x) = (R™, ||-||2) sei A € L(X, X) derart gegeben, dass zu festen Basen eine zugehorige
symmetrische Matrix A := (ajk)?kzl von A existiert. Bestimmen Sie die Operatornorm.m

Zei ie: Die Abbil !
(c) Zeigen Sie: Die Abbildung 4. f»—>/ o f(2)da
0

ist linear und stetig von X := (C([0,1],R),|| - ||s) nach Y = (R, |- |), d.h.,, A€ L(X,Y).

Losung zu Zusatzaufgabe 3.4:

(a) Die Operatornorm einer linearen Abbildung L: X — Y ist nach Definition

Lx
|Lllzxyy == sup [|Lzlly = sup |[Lz[y = sup u
Ieix <1 ol et vex\{oy |1Zlx

Zunichst seien die Riume (X, [|.||x) = (R?, ||.]lo) und (Y, ].ly) = (R3,].|l) gegeben. Sei nun
x € R? beliebig. Dann erhalten wir fiir A die Abschéitzung

4.1'1 —|—2$2
|Az]|0 = —2x1 + T < max (4|z1| 4 2|wal, 2|z | + |22, 3|21 | + 5|22|)
3ZL’1 —|—5x2
< max (6 max(|z1], |z2]), 3max(|z1], |22]), 8 max(|z1], [22])) = 8]z

"7Zur Erinnerung: Symmetrische Matrizen A (Matrizen mit A7 = A) besitzen nur reelle Eigenwerte. Weiterhin
existiert eine orthogonale Matrix U (deren Spalten aus den paarweise orthogonalen Eigenvektoren von A bestehen), so
dass UT AU eine Diagonalmatrix ist (Hauptachsentransformation), auf deren Diagonalen die Eigenwerte von A stehen.
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Da die Gleichheit tatsiichlich, beispielsweise fiir den Vektor z = (1,1)7, angenommen wird,

ergibt sich somit Az|| oo
|Allzxyy = sup Az = 8.
zex\{oy 1%l
Dies ist die Zeilensummennorm || A| s = (Z |a2]|> der Matrix A = (aw)” 1~ Analog ist
somit | Bz|| .
I|Bllecxy)y = sup = =15 = max, 1bi;| | = [|Blo -
T e el =L, Z ’

Seien jetzt die Rdume (X, ||.||x) = (R%,||.|[1) und (Y, |.]ly) = (RS, IIll1) gegeben und wiederum
x € R? beliebig. Dann erhalten wir fiir A die Abschitzung

dxy + 229
HAiL‘Hl = —2IL‘1+JZ2 = ’41’1+2£U2|+‘ —2$1+$2|+‘3$1+5l’2’
311 + 514 L

< Alan |+ 2fwa| 4 2fza| + |wo| + 3l | + Slwa| = wi| + 8laa| < 9|y

Da die Gleichheit tatsiichlich, beispielsweise fiir den Vektor z = (1,0)”, angenommen wird,

ergibt sich somit
Ax
My = sup 1220
cex\(o} Izl

Dies ist die Spaltensummennorm ||A|; := max (Z |@w‘) der Matrix A = (i) "iz1- Analog ist

j=1,2
somit | Bz
Tll1 ~
IBlleaxy)y = sup ——— = 28 = max [bi] | = [|Bllss -
T e el j=12 Z !
Dass die Eigenwerte Ay,...,\, symmetrischer Matrizen A € R™"™ samtlich reell sind und

dariiberhinaus eine orthogonale Matrix U € R™" existiert, so dass UT AU = diag(\1,...,\,)
Diagonalgestalt hat, liefert die Lineare Algebra. Besitzt nun A eine symmetrische Darstellungs-
matrix A € R™" und bezeichnet U € R™*" die zugehorige orthogonale Transformationsmatrix
U mit UTAU = diag(\y, ..., \,) =: D, gilt aufgrund der Orthogonalitit UTU = I, und

\Uz|3 = (Uz,Uz) = (Ux)"Ux = 2" (UTUz) = 2"Lx = 272 = |z|3
fiir alle z € R", also insbesondere U(9B;(0)) = 0B1(0) = UT(0B,(0)). Folglich erhalten wir
IAl = sup [|[Azll, = sup [|[AUzll, = sup [|[UTAUz|ls = sup [Dzl

[[z]l2=1 l[zll2=1 [[#]l2=1 [[=]l2=1

= sup Z)\k:ﬂk < n nax |Ak| sup = max | Ak
llzlle=1 \| :0y P =0 lzllo=1 \| <= 7 k=Lom " gflp=1 k=L.,
und [|A]| > || Dejlla = max |A\x| mit dem Einheitsvektor x = e; fiir ein j mit max |Ak] = |

..........

Wegen A(f +g) = /0 z(f(z) + g(x))dx = / zf(x)dz —i—/o zg(x)dr = A(f) + A(g) und

analog A(\f) = / (A f(z))dx = / zf(z)dr = NA(f) (denn das Integral selbst ist auch ein

lineares Funktional) ist A eine lineare Funktion von X nach Y. Um die Stetigkeit zu zeigen,
wenden wir Lemma 1.50 an. Fiir ein beliebiges f € C([0,1],R) haben wir die Abschéitzung

A= | [ < [(rite < [wswlr < 150w [t = 307 e,
<[[flloo

Also gibt es eine Konstante L = 1 < oo, so dass Vf € X : |A(f)|ly < L||f|x. (Tatséchlich ist
|A|lL(x,y) = 5, denn Gleichheit gilt beispielsweise fiir die konstante Funktion f = 1.)
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
Pror. DrR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. THSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 4

Kompaktheit — (vgl. Skript, Abschnitt 1.9)

e Definition: Sei (M, T) ein topologischer Raum. Eine Familie (U;);c; von offenen Mengen U; € T
(mit beliebiger Indexmenge I) heiBt offene Uberdeckung von A C M, falls A C U U; gilt.
i€l
e Definition 1.56: Sei (M,T) ein topologischer Raum. Eine beliebige Teilmenge K C M heiBt
(tiberdeckungs)kompakt, falls zu jeder offenen Uberdeckung (U;);c; von K eine endliche

Teiliiberdeckung existiert, d.h., falls schon mit endlich vielen Indizes i1, ..., € I gilt, dass
KclJu, . (4.1)
j=1

e Lemma 1.57/Definition: In metrischen Réumen (M, d) ist eine Teilmenge K C M genau
dann iiberdeckungskompakt, wenn sie folgenkompakt ist. Dabei heifit eine Teilmenge K C M
(folgen)kompakt, wenn jede Folge aus K eine in K konvergente Teilfolge besitzt.m

e Bemerkung: In metrischen Raumen (M, d) folgt aus der Kompaktheit einer Teilmenge K C M
sofort auch deren Beschrénktheit und Abgeschlossenheit. Die Umkehrung gilt jedoch i.A. nicht.

e Satz 1.58 [Heine-Borel]: In einem endlich-dimensionalen normierten linearen Raum (X, ||.|/x)
ist eine Teilmenge K C X genau dann kompakt, wenn sie beschrinkt und abgeschlossen ist.

e Lemma 1.62: Ist (M, d) kompakt, so gilt: A C M abgeschlossen = A kompakt.

e Lemma 1.64 [Tubenlemmal]: Sei (M, dy,) ein metrischer Raum, (K, dg) ein kompakter me-
trischer Raum, z € M und W C M x K offen mit {x} x K C W. Dann gibt es eine offene
Umgebung U C M von x € M mit U x K C W.

e Korollar 1.65: Sind (M, dy), (N,dy) kompakt, dann ist auch (M x N, dp«n) kompakt.
Stetige Abbildungen auf kompakten Ridumen

e Satz 1.59: Seien (M,dys), (N,dy) metrische Raume, f: M — N stetig. Fiir kompakte Teil-
mengen K C M ist dann auch f(K) C N kompakt in (N, dy).

e Korollar 1.60 [Satz v. Minimum /Maximum]: Ist (M, dy,) ein kompakter metrischer Raum,
f: M — R eine stetige Funktion, so nimmt f sowohl ihr Minimum als auch ihr Maximum an.

e Satz 1.61: Sei (M,dys) ein kompakter metrischer Raum, (N,dy) ein metrischer Raum und
f: M — N stetig. Dann ist f sogar gleichméfig stetig.

e Satz 1.63: Sei (M,dy) ein kompakter metrischer Raum, (N, dy) ein metrischer Raum und
f: M — N stetig und bijektiv. Dann ist f~! stetig (also f insbesondere ein Homéomorphismus).

e Satz 1.66: Sei (M, dy;) ein metrischer Raum und f: M x [a,b] — R stetig. Dann ist auch die
Funktion F': M — R, z — fab f(x,t)dt wohldefiniert und stetig.

Zusammenhang — (vgl. Skript, Abschnitt 1.10)

e Definition 1.67: Ein metrischer Raum (M, d) heifit zusammenh&ngend, falls es keine Zer-
legung M = U UV von M in disjunkte, offene und nichtleere Teilmengen U,V C M gibt[5]
Insbesondere nennt man A C M zusammenhéngend, falls (A, dys|ax4) zusammenhéngend ist.

2Daher unterscheidet man in metrischen Réumen nicht zwischen Folgen- und Uberdeckungskompaktheit.
13 Aquivalent dazu ist, dass ) und M die einzigen sowohl offenen als auch abgeschlossenen Teilmengen von M sind.
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e Satz 1.68: Seien (M,dy), (N,dy) metrische Raume, f: M — N stetig und (M, dys) zusam-
menhéngend. Dann ist f(M) eine zusammenhéngende Teilmenge von (N, dy).

e Beispiel 1.69: Genau dann ist M C R zusammenhéngend, wenn M ein Intervall ist.

e Korollar 1.70 [Verallgemeinerung des Zwischenwertsatzes|: Sei (M, d);) ein zusam-
menhéngender metrischer Raum, f: M — R stetig und a,b € M mit f(a) < f(b). Dann
nimmt f auf M jeden Wert aus dem Intervall |f(a), f(b)] an.

e Definition 1.71: Existiert zu je zwei Punkten z,y € M eine stetige Abbildung ¢ : [0,1] - M
mit ¢(0) = x und ¢(1) = y, so heifit ein metrischer Raum (M, dy;) wegzusammenhingend.

e Satz 1.72: Ist (M, dy) wegzusammenhéngend, so ist (M, dys) auch zusammenhéngend.
e Bemerkung: Fiir U C R” offen gilt{Y] U zusammenhingend <= U wegzusammenhiingend.
e Beispiel 1.73: Fiir n > 1 ist R\ {0} wegzusammenhéngend (also auch zusammenhéngend).

e Satz 1.74: Fiir n > 1 sind (R™, ||.||) und (R, |.|) nicht hom&omorph.
Differenzierbare Kurven — (vgl. Skript, Abschnitt 2.1)

e Definition: Eine stetige Abbildung c¢: I — M eines Intervalls I C R in einen metrischen
Raum (M, d) nennt man eine parametrisierte Kurve in M. Das Bild C' := ¢(I) C M einer
parametrisierten Kurve ¢ heifit die Spur von ¢ oder die Kurve, die durch ¢ parametrisiert wird.

Bemerkung: Im Weiteren betrachten wir vor allem parametrisierte Kurven in Banach-Réumen
(X, ||.]]), wobei X = R" den einfachsten und fiir n = 2, n = 3 der anschaulichste Fall ist.

e Definition 2.1: Sei (X, |.|]|) ein Banach-Raum. Eine parametrisierte Kurve ¢: I — X in X
heifit differenzierbar in t* € I, wenn der Grenzwert (£) — (")

e C
o) = Jim ——%

(4.2)

existiert. In diesem Fall nennt man ¢(t*) die Ableitung oder den Tangentialvektor von ¢ in
t*. Alternativ schreibt man auch %c¢(t) anstelle von ¢(t). Desweiteren heift ¢ differenzierbar,
falls ¢ in jedem Punkt a € I differenzierbar ist. Ist zusétzlich die durch Differentiation induzierte
Abbildung ¢: t — ¢(t) auch noch stetig, so nennt man ¢ stetig differenzierbar oder C'-Kurve.

e Lemma 2.2: Existiert fiir ¢: [ — X der Grenzwert (4.2)) in ¢*, so ist ¢ in t* stetig.
e Bemerkungen/Folgerungen/Bezeichnung:
(a) Im Fall X = R" ist eine Abbildung ¢ = (¢1,...,¢,): I — R™ nach Lemma 1.16 genau dann

stetig, wenn alle Komponenten ¢;: I — R, ¢ =1,...n, von ¢ stetig sind.

(b) Analog folgt, dass eine parametrisierte Kurve ¢: I — R" genau dann differenzierbar ist,
wenn jede Komponentenfunktion ¢;: I — R, i =1,... n, differenzierbar ist.

(c) Das Ableiten von parametrisierten Kurven ist linear, d.h. sind ¢, é: I — R™ parametrisierte
Kurven und A, p1 € R, so gilt 4 (Ac+ pc) = Aé + e

(d) Ist C' € X eine Kurve im Banach-Raum (X, ||.||) und ¢: I — X eine Parametrisierung
von C' sowie ¢: J — I eine (mindestens) stetige Abbildung zwischen Intervallen 7, .J mit
¢(J) = I, dann nennen wir ¢ eine Parametertransformation. Durch co ¢: J — X ist
dann eine neue Parametrisierung von C' gegeben.

e Lemma 2.3 [Kettenregel fiir differenzierbare Kurven]|: Ist ¢: I — X eine differenzierbare
Parametrisierung einer Kurve C' C X im Banach-Raum (X, ||.||) und ¢: J — I eine differenzier-
bare Parametertransformation, so ist co¢: J — X in allen t € J differenzierbar mit Ableitung

(cop)(t) = cle(t)) - ¢'(t). (4.3)

14yel. Konigsberger, Analysis 2, S. 35
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Bemerkungen/Bezeichnungen:

(a) Da ¢/(t) alle moglichen Werte aus R annehmen kann, ist nur die Menge 7,,C' aller Tangen-
tialvektoren in einem Punkt x € C' durch C' eindeutig bestimmt.

(b) Ist C' eine Kurve in einem Banach-Raum und ist € C ein Punkt, an welchen die Ableitung
jeder stetig differenzierbaren Parametrisierung von C' verschwindet (also T,C' = {0} gilt),
so heifit = ein singuldrer Punkt von C' (vgl. Beispiel 2.8).

Andernfalls bezeichnet man z € C als einen reguldren Punkt von C.

(c) Besitzt eine Kurve C keine singuldren Punkte, so wird sie immersierte Kurve genannt.

e Definition: Eine parametrisierte Kurve ¢: I — X in einem Banach-Raum (X, ||.||) heifit rek-
tifizierbar, wenn die Léngen aller Sehnenpolygone von ¢ beschréankt sind. Dabei versteht man
unter einem Sehnenpolygon zu einer Zerlegung Z = {ty < t; < --+ < t;} von I mit Punkten
t; € I das durch die Strecken von ¢(t;_1) nach c(t;) gegebene Polygon und unter der Lénge dieses
Sehnenpolygons den Wert

Z]Mm—dhﬂw (4.4)

e Definition 2.11: Die Bogenlinge L(c) einer rektifizierbaren Kurve ¢: I — X in einem Banach-
Raum (X [|.||) ist das Supremum aller Léngen der Sehnenpolygone von ¢, wobei das Supremum
tiber alle Zerlegungen Z = {tq < t; < --- <t} von I mit Punkten ¢; € I gebildet wird.

e Satz 2.13: Jede stetig differenzierbare Parametrisierung c: [a,b] — X einer Kurve in einem
Banach-Raum (X ||.||) ist rektifizierbar und besitzt die Bogenlinge

L(e) = / le(e)dt. (4.5)

Bemerkungen/Bezeichnungen:

(a) Ist c: I — X eine stetig differenzierbare Parametrisierung, ¢: J — I eine stetig differenzier-
bare Parametertransformation mit stetig differenzierbarer Umkehrabbildung ¢ =t: I — J,
so gilt L(c) = L(co ), d.h., die Bogenlidnge ist unabhéngig von der Parametrisierung.

(b) Satz 2.13 ist auch noch fiir stiickweise stetig differenzierbare Parametrisierungen giiltig.
(c¢) Eine Kurve C in einem Banach-Raum (X ||.||) heifit durch eine stetig differenzierbare Pa-
rametrisierung ¢: I — X nach Bogenlinge parametrisiert <=Vt e [: |¢(t)]] = 1.

Zusatzaufgabe 4.1: (a) Entscheiden Sie, ob die Menge Q in (R, d||) kompakt ist.

|z —y
1+ [z —y|
abgeschlossene Mengen in (R, d) gibt, welche nicht kompakt sind.

(b) Sei R versehen mit der Metrik d(z,y) := . Zeigen Sie, dass es beschrénkte und

1 1
on’ 2n — 1

C epen dle (jewells 1n , Ay, orrene C eraeckungen von una von an, ie
Geben Sie (jeweils in (R, d||)) offene Uberdeck N und d
n=1

keine endlichen Teiliiberdeckungen enthalten.
(d) Zeigen Sie: Die Vereinigung endlich vieler kompakter Teilmengen eines metrischen Raumes ist
wieder kompakt.

(e) Zeigen Sie Lemma 1.62: Ist (X, d) ein metrischer Raum und K C X eine kompakte Teilmenge
von X, dann ist jede abgeschlossene Teilmenge A C K ebenfalls kompakt.

(f) Sei (X,d) ein metrischer Raum und (z,,),eny C X eine Punktefolge, die gegen ein a € X konver-
giert. Zeigen Sie, dass die Menge A := {z,: n € N} U {a} kompakt ist.

(g) Sei A Teilmenge eines mit der diskreten Metrik versehenen metrischen Raumes (M, dgiskret)-
Zeigen Sie: A ist genau dann kompakt, wenn A nur endlich viele Elemente enthélt.

Loésung zu Zusatzaufgabe 4.1:

(a) Aufgrund der Unbeschrinktheit kann @Q nicht kompakt sein (vgl. Satz 3, §3 Forster 2). Dariiber
hinaus ist Q in R auch nicht abgeschlossen.
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(b) Aus der Definition ist ablesbar, dass stets d > 0 gilt sowie d(z,y) = 0 fiir y = x und d(z,y) =
1J‘f|xy|y| < Ii z} = 1 fiir x # y. Somit folgt die Ungleichungskette Vz,y € R: 0 < d(z,y) < 1.
Dies bedeutet aber, dass jede beliebige Teilmenge von R beziiglich d beschrénkt ist. Somit ist
auch R beschrénkt und (als ganzer Raum) abgeschlossen.

Sei nun daran erinnert, dass Wir bereits beim Beweis der Dreiecksungleichung fiir d herausge-
funden hatten, dass f(x) = 7 wegen f'(x) = a + > 0 auf R, streng monoton wachsend ist
und somit zu einem 6 > 0 mit f(ys) = d auch Vo < ys: f(x) < f(ys) = J erfiillt wird.

Betrachten wir nun von R die offene Uberdeckung

(U.)oen mﬁlL:J%@%z{xER‘ﬂ@@zz””'<%}:k—1&+1ﬂ

14+|z—x|

(Es gilt offenbar R C |J U, und U, offen.) Dann ist jedes z € Z C R in genau einer offenen Um-
2€Z

gebung (namlich U,) enthalten. Somit kann aus der offenen Uberdeckung (U.).cz keine einzige
Menge weggelassen werden. Daher kann R nicht kompakt sein, so dass wir ein Beispiel fiir eine
Menge in (R, d) gefunden haben, die beschrinkt und abgeschlossen, jedoch nicht kompakt ist.

(¢) (i) Sei 0 < e < § gegeben. Dann bildet die Vereinigung |J B:(n) aller offenen Kugeln um n € N
neN

mit Radius ¢ offensichtlich eine offene Uberdeckung von N. Diese enthilt aber keine endliche

Teilitberdeckung fir N, da mit jeder Kugel B.(n) aufgrund des Radius auch n selber fehlen

wiirde.

(ii) Wahlen wir ein festes ¢ > 0 und definieren wir fiir jedes n € N das Intervall I,

dann ist I,, als Teilmenge von R offen, und fiir jedes n € N gilt offensichtlich
[5nza1) C I

2n’2n 1

]2n+1’1+5[

aber

[2(n1+1)’ 2(n+11)_1} A U I.

k=1

Folglich bildet die Vereinigung der offenen Intervalle I, eine offene Uberdeckung von

[
U 2n’2n 1

die jedoch wie gefordert keine endliche Teiliiberdeckung besitzt.

(d) Eine beliebige offene Uberdeckung (U;);c; von

A= U Ke, Kg kompakt.
=1

ist fiir jedes einzelne K, eine offene Uberdeckung. Aufgrund der Kompaktheit der Mengen K,

finden wir jeweils endlich viele Indizes ¢, ... ,z’ie, fiir welche

4
YUeo K, ¢ =1,....n

Jj=1

k,} eine endliche offene Uberdeckung fiir jedes K, und

...........

LnJ ([J Uz@) > 4,

(=1 \j,=1

somit gilt auch

weil fiir jedes a € Aein ¢ € {1,...,n} existiert, so dass a € K,. Auf diese Weise kénnen wir zu
jeder beliebigen offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung von A konstruieren,
was gerade der Definition von Kompaktheit entspricht.
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(e)

(2)

Sei (U;)er eine beliebige offene Uberdeckung von A. Nehmen wir die offene (weil A abgeschlossen
nach Voraussetzung) Menge (X \ A) noch hinzu, erhalten wir

(X\AHuJUi=X>D K

i€l

Da K kompakt nach Voraussetzung, kénnen wir innerhalb dieser offenen Uberdeckung eine

endliche Teiliiberdeckung finden, d.h. es existieren iy,...,4; € I mit
k
x\AulJu, o K.
j=1

Wegen K D A ist dies auch eine endliche offene Uberdeckung von A. Da wir auf diese Weise
aus jeder beliebigen offenen Uberdeckung von A eine endliche Teiliiberdeckung von A erhalten,
folgt damit die Kompaktheit von A.

Sei (Us)ier eine beliebige offene Uberdeckung von A. Da der Grenzwert a € A ist, existiert
einerseits ein 7/ € I mit a € Uy, wobei Uy als Teil der offenen Uberdeckung eine offene Umgebung
von a ist, und andererseits ein ng € N mit Vn > ng: x, € Uy. Da (U;);c; eine offene Uberdeckung
von A ist, finden wir zu jedem xy, k € {0,...,n0} ein U;, mit x € U;,. Demnach gilt

no
AC U Ulk U Ui/,
k=0

womit wir eine endliche (aus ng+2 Elementen bestehende) Teiliiberdeckung gefunden haben. Da
auf diese Weise fiir jede beliebige offene Uberdeckung eine endliche Teiliiberdeckung gefunden
werden kann, ist A nach der Definition somit kompakt.

Nach Definition 1.56 ist A genau dann kompakt, wenn zu jeder offenen Uberdeckung (U;);e; eine
endliche Teiliiberdeckung existiert.

»<=" Besitzt A endlich viele Elemente, d.h. A = {a;, € M : 1 < k < n} fiir ein n € N, so existiert

in jeder offenen Uberdeckung (Us)ier von A zu jedem der ay ein Uiak mit a, € Uiak, so dass

{Uiak }1§k§n endliche Teiliiberdeckung von A ist, d.h. A C kL:Jl Ui,, - Somit ist A kompakt.

,=* Sei nun A kompakt. Dann existiert zu der offenen Uberdeckung {B 1 (a) : a€ A} mit

Bi(a) := {I eEM : dgiskret(a, ) < %}

2

aller offenen Kugeln mit Radius % und Mittelpunkt a € A eine endliche Teiliiberdeckung,

etwa {B%(ak) 1<k < n} fiir ein n € N. Aufgrund von dgisiret(a,b) = 1 > % fiir a # b
ergibt sich sofort Bi(ax) = {ax}. Demzufolge kann die Teilmenge

AcC UB%(ak):{ak 1 <k<n}
nur endlich viele Elemente enthalten. k=1
Alternative: Nach Lemma 1.57 ist A genau dann kompakt, wenn zu jeder Folge (ax)ren aus A
eine in A konvergente Teilfolge (ay, )nen existiert.

»<="“ Habe nun A nur endlich viele Elemente, etwa A = {a; : 1 < j < n}. Sei weiter (ax)ren

eine beliebige Folge aus A, dann muss es mindestens ein j, geben, so dass a; = a;, fiir
unendlich viele k gilt (andernfalls triten alle a; nur endlich oft, etwa m;-mal auf, so dass
kein Element mehr fiir die ,hinteren“ Folgenglieder nach k = > m; tibrigbliebe). Folglich
kénnen wir die durch ay, = a;, gegebene konstante Teilfolge finden, die (sogar in jedem
metrischen Raum) konvergiert. Lemma 1.57 liefert nun die Kompaktheit von A.
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»=—"“ Sei nun A kompakt. Angenommen, zu jedem n € N existierte ein a, € A mit mit a,, # a
fir alle & < n. Dann gilt insbesondere dgiskret(Gn, @) = 1 fiir alle n > m > 1. Somit
kann die Folge keine Cauchy-Folge als Teilfolge enthalten, d.h., insbesondere auch keine
konvergente Teilfolge, was jedoch ein Widerspruch zur Kompaktheit von A wére. Somit
kann A nur endlich viele Elemente enthalten.

Zusatzaufgabe 4.2:

(a) Sei (V,].]|) ein normierter Raum, K C V kompakt, f: V — R stetig mit f(v) < 0 fiir alle
v € K. Mittels Untersuchung von f(K) C R zeige man: Ir <0 Vv € K: f(v) <.

(b) Zeigen Sie Satz 1.63: Sind (X, dx) sowie (Y,dy) metrische Réume, (X, dx) kompakt sowie
f: X — Y stetig und bijektiv. Dann ist auch f~! stetig.

(c) Zeigen Sie: Fiir n > 1 sind die n-Sphiiren S™ := {x € R"*! | ||z|| = 1} kompakt.

Losung zu Zusatzaufgabe 4.2:

(a) Nach Korollar 1.60 (Satz vom Minimum/Maximum) nimmt eine stetige Funktion auf einem
Kompaktum sein Maximum an, d.h., es existiert ein vy € K mit f(v) < f(vmax) =: ¢ fiir alle
v € K. Da nach Voraussetzung f(v) < 0 fiir alle v € K gilt, folgt auch ¢ < 0. Wéhlen wir nun
r = 3, so folgt wegen ¢ < § < 0 die Behauptung.

(b) Eine Abbildung ist genau dann stetig, wenn die Urbilder offener Mengen stets selbst wieder offen
sind. Da eine Menge genau dann offen ist, wenn ihr Komplement abgeschlossen ist, kann diese
Charakterisierung auch &quivalent dazu formuliert werden, dass die Urbilder abgeschlossener
Mengen stets selbst wieder abgeschlossen sind.

Wir definieren ¢ := f~1: Y — X. Sei nun A C X abgeschlossen. Es ist nun zu zeigen, dass das
Urbild
g (A)={yeY : glyy e A} CY

abgeschlossen ist. Beweis:

e Aus (X, dx) kompakt und A C X abgeschlossen folgt, dass A kompakt ist.
e Aus A kompakt und f: X — Y stetig folgt, dass B := f(A) kompakt.
e Aus B kompakt folgt, dass B C Y abgeschlossen.
e Nun gilt aber B=f(A) < ¢g(B)=gof(A) < g(B)=A < B=g'(A).
(c) Die n-Sphéren S™ sind offensichtlich beschrénkt, da sie beispielsweise in der Kugel mit Radius
2 enthalten sind und als Urbilder der einelementigen (und somit abgeschlossenen) Menge {1}
unter der stetigen Funktion ||.||: (R"™,d) — (R,d||) auch abgeschlossen (vgl. Satz 1.36 im

Skript oder vgl. Satz 11, §2 und anschliefendes Beispiel Analysis 2, Forster), also nach dem Satz
von Heine-Borel (Satz 1.58 im Skript oder vgl. Satz 5, §3 Analysis 2, Forster) kompakt.

Zusatzaufgabe 4.3:

(a) Geben Sie alle kompakten Vektorrdume (bis auf Isomorphie) an und beweisen Sie, dass Sie
wirklich alle gefunden haben.

(b) Fiir A C R™ beschréinkt sind 0A und A kompakt.
c) Ist A C X sowohl offen als auch abgeschlossen in (X, ||.]|), so folgt A = X oder A = 0.

)
()
(d) Die Menge A = {(x,y) € R?: zy = 1} ist weder zusammenhingend noch kompakt.
e) Die n-Sphiiren S™ := {x € R"™! |||z|| = 1} sind fiir n > 1 zusammenhéngend.

)

(
(f

Der Kreisring Q := {(z,y) € R? | 1 < 2 + y* < 2} ist wegzusammenhéngend.
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Losung zu Zusatzaufgabe 4.3:

(a) Uber R ist lediglich der Vektorraum {0} kompakt.
Beweis: Sei V' ein kompakter reeller Vektorraum, dann folgt (etwa nach dem Satz von Heine-
Borel, Satz 1.58) auch die Beschrianktheit von V', also die Existenz eines K < oo mit der
Eigenschaft Vv € V': ||v|| < K. Sei nun ¢ € V beliebig. Aufgrund der linearen Struktur von V'
muss dann auch Vn € N: no € V' gelten und somit

Vn € N: ||n?|| = n||o|| < K .
Da £ eine Nullfolge ist, muss zwangsliufig [|o]| = 0, also mit der Definitheit einer Norm auch

~0 gelten. Somit ergibt sich aber bereits V' = {0} = {0}.

(b) Da dim(R") = n < oo ist U C R™ nach Satz 1.58 (Heine-Borel) genau dann kompakt, wenn U
beschriankt und abgeschlossen ist. Da der Abschluss nach Definition abgeschlossen ist und mit A
auch A beschrinkt ist, folgt sofort die Kompaktheit von A. Desweiteren wissen wir nach Lemma
1.62, dass abgeschlossene Teilmengen kompakter Mengen wiederum kompakt sind, also ist 0A
als abgeschlossene Teilmenge der — wie eben gezeigt — kompakten Menge A ebenfalls kompakt.

(c) Aufgrund seiner Linearitét ist jeder normierte Raum (X, ||.||) wegzusammenhéngend, denn zu
beliebigen z,y € X verlauft die Kurve ¢: [0,1] = X, t = x+t(x—y) ganz in X, damit x,y € X
auch jede Linearkombination Az 4 py (mit A, 1 € R beliebig) in X liegt (hier A = 14+t u = —t).
Nach Satz 1.72 (vgl. Skript) ist (X, ].||) also auch zusammenhéngend. Gébe es ein ) C A C X,
welches sowohl offen als auch abgeschlossen wire, dann wére auch X \ A nichtleer und offen mit
ANX\A=0und AUX\ A= X, im Widerspruch dazu, dass (X, ||.||) zusammenhéngend ist.

(d) Vorweg sollte erwdahnt werden, dass der Schnitt A N U einer offenen Menge U C M mit einer
Menge A C M offen im metrischen Raum (A, djax4) ist.
Offenbar sind 4y = {(z,y) : ay=1|2>0,y>0} =ANQ;und Ay ={(z,y) : ay=1|z<
0,y < 0} = AN Qs paarweise disjunkt und offen in (A, djax ). Da auBlerdem A; U A, = A gilt,
ist A nicht zusammenhéngend.

(e) Nach Beispiel 1.73 ist R"*!\ {0} wegzusammenhéingend. Fiir beliebige =,y € S™ C R"™!\ {0}
existiert somit eine stetige Abbildung v: [0,1] — R\ {0} mit (0) = z und (1) = y, so dass

wir dann durch 0: ¢ — o E ;H eine wegen v(t) # 0 wohldefinierte stetige Funktion #: [0, 1] — S
mit 6(0) = ‘728;” = a7 = ¢ und 6(1) = 20— o7 = v erhalten. Damit ist gezeigt, dass die

@
n-Sphéren Wegzusammenhangend s1nd SO Aass nach Satz 1.72 auch ihr Zusammenhang folgt.
(f) Die Aussage ist wahr, denn: Seien a,b € Q beliebig mit 1 < 71 := [ja]ls < |[b]]2 =: 2 < 2.
e Dann liegt der Punkt ¢ = {2a wegen ||c[[z = ||allz = r2 und 1 < rp < 2 ebenfalls in .

e Nun kénnen wir durch v;(t) = 2a ((% — t) + t:—j) eine stetige Abbildung ~;: [0, %] —
mit 1(0) = a und v (1) = ¢ finden (wir laufen entlang der Strecke zwischen a und c).

e Wegen 2 C R?\ {0} liefert der aus Beispiel 1.73 bekannte Wegzusammenhang von R?\ {0}
die Existenz einer stetigen Abbildung ¢: [0,1] — R?\ {0} mit 6(0) = ¢ und §(1) = b.

e Da insbesondere §(t) # 0 fiir alle ¢ € [0, 1] gilt, wird nun auch durch .(t) := 7’2%
eine stetige Abbildung 72: [1,1] = 0B,,(0) C Q mit 12 (3) = ¢ und (1) = b definiert
(denn es ist [|[y2(t)||2 = 7o fiir alle ¢ € [1,1], d.h., wir laufen auf der Oberfléche der Kugel

mit Radius ry entlang — vergleiche auch Zusatzaufgabe 5.3 (f)).

1), te [0 %]7
1

Offenbar erfiillt nun die durch v: t L
%), te]z 1],

gegebene stetige Funktion alle An-

forderungen aus Definition 1.71.
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Zusatzaufgabe 4.4: (a) Zeigen Sie: Das Ableiten von parametrisierten Kurven ist linear.

(b) Zeigen Sie: Jede Lipschitz-stetige Parametrisierung c: [a, b] — X ist rektifizierbar.

(c) Zeigen Sie: Fiir eine Parametrisierung c: [a,b] — R" einer gegebenen Kurve nach Bogenlinge
ist die Lénge der Kurve durch L(c) = b — a gegeben.

(d) Zeigen Sie: Fiir die durch c(t) := (2 cos(t) — cos(2t), 2sin(t) —sin(2t))" definierte parametrisierte
2m) —¢(0
Kurve ¢ existiert kein ¢ € ]0, 27[, so dass c(7r)2—c() = ¢(t) gilt.
T
Losung zu Zusatzaufgabe 4.4:

(a) Fir Konstanten A, u € R gilt nach Definition des Grenzwertes

Loe(t) + pe(t)) = 1im Q) Fuet) = (Oet) + pelt))
() - &)

dt t*—t tr —t
+ plim ———= = \é(t) + ué(t) .

A lim —C(t*) — ()

t*—t tr —t t*—t tr—t

k k
(b) Mit einer Lipschitz-Konstanten L von ¢ gilt Z lle(t;) — c(ticq)]] < Z Lit; —t; 1] = L(b—a)
i=1 i=1
fiir eine beliebige Zerlegung Z = {ty < t; < --- <t} von I (t; € I). Damit ist die Liange jedes
Sehnenpolygons beschréankt, also ¢ rektifizierbar. Insbesondere folgt

k
L(c) = sgpz le(t) = e(ti) | < L-(b—a) .

(c¢) Nach Voraussetzung ist ¢ stetig differenzierbar mit ||¢(¢)||s = 1 in jedem Punkt t € [a,b]. Nach
Satz 2.13 folgt damit die Rektifizierbarkeit und fiir die Bogenldnge geméaf (4.5) wie behauptet

L(c) = / 1)l dt = / Ldt = b—a.
(d) Es gilt ¢(0) = (1,0) = ¢(27), aber ¢(t) = 2(sin(2t) — sin(t), cos(t) — cos(2t)) # (0,0) fiir alle

t €]0,2x(, denn sin(t) = sin(2t) gilt nur bei t = km, t = § + 2km oder t = —% + 2km, wihrend
cos(t) = cos(2t) nur bei t = 2km, t = 2 4 2k oder t = —2F 4 2kr gilt (k € Z). Also sind

t = 2kw die einzigen Zeiten mit ¢(¢) = (0,0).

(a) ...Tangentialvektoren und Bogenlinge der Zykloide ¢(t) = (t —sint, 1 — cost), t € [0, 27].

Zusatzaufgabe 4.5: Bestimmen Sie die . ..

(b) ...Bogenlinge der Neilschen Parabel c(t) = (¢2,¢%) fiir t € [-1,1].

Losung zu Zusatzaufgabe 4.5:

(a) Die Tangentialvektoren sind ¢(t) = (1 — cost,sint) und wegen (2sin(5))* = 2(1 — cos(t)) ergibt
sich die Bogenlénge zu

2 2 2
L :/ | ¢(t) ||2 dt = / V2(1 —cost) dt = / 2 sin (L) dt = —4 cos (%) |(2)7T = 8.
0 0 0
(b) Mit ¢(t) = (2t, 3t?) ergibt sich aufgrund der Symmetrie fiir die Bogenlinge

-1 2 ! 2 t=1 2(13v/13 — 8
L(c) = / |e(t)||2dt = E/ 18tV4 +9t2dt = 2—7-\/(4+9t2)3‘ L= %7)
1 0 t=
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 5

Partielle Differenzierbarkeit — (vgl. Skript, Abschnitt 2.2)
e Definition 2.15:

(a) Eine Abbildung f: X — Y zwischen Banach-Raumen (X, |.||x) und (Y, ||.||y) heiBt im
Punkt a € X partiell differenzierbar in Richtung i € X falls der Grenzwert

Onf(a) i= tim L) = /(@)

t—0 t

(5.1)

in (Y,].|]y) existiert. In diesem Fall bezeichnet man 0y f(a) als die partielle Ableitung
von f im Punkt a in Richtung h. Ist f im Punkt a in jede Richtung partiell differen-
zierbar, so nennt man die Funktion f partiell differenzierbar in «a.

(b) Ist die Abbildung G: h +— O f(a) von (X, |.||x) nach (Y;||.|ly) dariiberhinaus noch linear
und stetig (d.h. G € L(X,Y)), dann heift f Gateaux-differenzierbar in a.

Bemerkungen:

(a) Offenbar ist f: X — Y genau dann in a in Richtung h partiell differenzierbar, wenn die
parametrisierte Kurve c: R — Y, definiert durch ¢(t) = f(a + th), in 0 differenzierbar ist.
Insbesondere ist f: X — R genau dann in a in Richtung h partiell differenzierbar, wenn
die Funktion ¢ : R — R, definiert durch ¢ — f(a + th), in 0 differenzierbar ist.

(b) Ist f: U = R, U C R™ offen, im Punkt a € U partiell differenzierbar in die i-te Koordina-
tenrichtung e; = (0,...,0,1,0,...,0), so schreiben wir statt 0., f(a) tiblicherweise g—a{i(a).
Mit der Abbildung ¢: & — f(aq,...,a;-1,& ais1, ..., a,) gilt dann 6f 2-(a) = ¢'(a).

(c) Ist f: U — R,U C R"offen, in a € U Gateaux-differenzierbar, so gilt 9 f (a Z 5 h;.
331
(d) Achtung: Weder partielle Differenzierbarkeit noch Géteaux—Differenzierbarkelt 1mphzleren
i.A. die Stetigkeit einer Funktion (s.u.). Ebenso muss die Kettenregel nicht gelten.

e Lemma 2.17: Seien (X, ||.||x), (Y,].]ly) und (Z,].]|z) Banach-Rdume. Dann ist eine Abbildung
f=(f1,f2): X =Y x Z genau dann in a € X partiell differenzierbar in Richtung h € X, wenn
die Abbildungen f;: X — Y und f;: X — Z in a in Richtung h partiell differenzierbar sind. In
diesem Falle gilt fiir die partiellen Ableitungen ), f(a) = (O f1(a), On f2(a)).

e Satz 2.20 [Mittelwertsatz auf im Definitionsbereich enthaltenen Geradenstiicken]:

Sei U C X eine offene Teilmenge eines Banach-Raumes (X ||.||x) und seien x,Z € U Punkte, fur
welche die Strecke C' := {z+t(Z—x) |t € [0,1]} in U enthalten ist. Ist die Funktion f: U — R in
jedem Punkt der Strecke C' partiell differenzierbar in Richtung & — x, dann existiert ein 0 € ]0, 1|

mit £(Z) — f(2) = 0o f(x + 0 — ).

e Definition: Seien (X, ||.||x), (Y, ||.|ly) Banach-Raume, U C X offen. Ist f: U — Y in jedem
Punkt aus U partiell differenzierbar in die feste Richtung A € X und ist auch die partielle
Ableitung 9, f: U — Y in jedem Punkt aus U partiell differenzierbar in Richtung k£ € X,
dann heifit f zweimal partiell differenzierbar in Richtung (h, k) und 0x0, f(a) wird die zweite
partielle Ableitung im Punkt a € U in Richtung (h, k) genannt.

Rekursiv kann man analog partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnungen definieren [

5Vorsicht: Im Allgemeinen gilt 9.0 f(a) # 0n0k f(a)
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e Definition: Sei (X, |.||x) ein Banach-Raum, U C X offen. Man sagt, eine Funktion f: U — R
hat in #* € U ein lokales Minimum beziehungsweise ein lokales Maximum, wenn es eine
Umgebung V' C U von z* mit f(z*) < f(x) beziehungsweise f(z*) > f(z) fiir alle z € V' gibt.

e Satz 2.22 [Notwendiges Kriterium fiir lokale Extremal:

Sei (X, ||.]|x) ein Banach-Raum, U C X offen. Besitzt f: U — Rin z* € U ein lokales Extremum
und ist f in z* partiell differenzierbar in Richtung h € X, dann gilt 9y, f(z*) = 0.

Bemerkung/Bezeichnung:
(a) Einen Punkt z* € U mit der Eigenschaft, dass 0, f (z*) = 0 fiir alle h € X, nennen wir einen
stationdren Punkt von f, unabhéngig davon, ob in z* ein lokales Extremum vorliegt.
(b) Insbesondere bezeichnen wir einen stationidren Punkt a € U als einen Sattelpunkt von f,
wenn zu jedem 0 > 0 Punkte z, & € Bs(a) NU mit f(x) > f(a) und f(Z) < f(a) existieren.
Differenzierbare Abbildungen — (vgl. Skript, Abschnitt 2.3)

e Definition 2.23: Seien (X, ||.||x), (Y;].]ly) Banach-Réume, U C X offen. Eine Abbildung
f: U — Y heifit im Punkt a € U differenzierbar, falls ein A € L(X,Y) existiert, so dass

o £10 1) = (@) — A

=0 5.2
h—0 17|l x (5:2)

gilt. Dann heifit A die Ableitung von f im Punkt a und wird mit df (a) := A Symbolisiert.lf]

e Satz 2.24: Seien (X, ||.||x), (Y, ||-|ly) Banach-Rdume, U C X offen. Ist f: U - Y ina € U
differenzierbar, dann ist f in a auch in jede beliebige Richtung h € X partiell differenzierbar
und es gilt |df (a)h = Oy f(a) |. Insbesondere ist dann f in a auch Gateaux-differenzierbar.

Bemerkung/Bezeichnung;:

(a) Ist U C R™offen, f: U — R"in a € U differenzierbar, so ist df (a) € L(R™, R™). Bezeichnen
e;, 7 =1,...,m, die Einheitsvektoren und ist f = (fi,..., fn), so wird df (a) wegen

(df (a)e;); = (8ejf(a))i = (g—x];(a)) = gi:;(a) (i=1,....,n,7=1,...,,m) (5.3)
durch die (n x m)-Matrix gi(a) . aafl (a)
Jfa) = ST (5.4)
g—’;(a) %(a)

reprisentiert, welche Jacobi-Matrix von f im Punkt a genannt wird.

(b) Fiir eine in a differenzierbare Funktion f: U — R ist der Gradient grad f(a) als Spalten-
vektor durch | df (a) = (grad f(a), .) | mittels des Euklidischen Skalarproduktes (., .) definiert.

e Satz 2.26: Seien (X, |.]|x), (Y,].|ly) Banach-Rédume, U C X offen, f: U — Y eine Abbildung.
Falls f in einem Punkt a € U differenzierbar ist, dann ist f auch stetig in a.

e Lemma 2.27: Seien (X, ||.||x), (Y, [|-]ly), (Z, ||-||z) Banach-Rédume, U C X offen. Eine Abbildung
f = (f1,f2): U = Y x Z ist genau dann in a € U differenzierbar, wenn die Abbildungen
fi: U =Y und fo: U — Z in a differenzierbar sind. In diesem Fall gilt df (a) = (dfi(a), df2(a)).

e Lemma 2.28: Scien (X, ||.||x), (Y, |.]ly) Banach-Rdume, U C X offen. Dann gelten

(a) Sind f,g: U — Y differenzierbar in @ € U und A\, u € R Konstanten, dann ist auch
(Af 4+ pg): U — Y differenzierbar in @ mit Ableitung |d(Af + pg)(a) = Adf(a) + pdg(a) |

16Ty der Literatur wird die Differenzierbarkeit im oben definierten Sinn auch oft als totale oder auch Fréchet-
Differenzierbarkeit und die Ableitung A entsprechend als das totale oder Fréchet-Differential bezeichnet.
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(b) Sind f: U — Y und A\: U — R differenzierbar in a € U, dann ist (A\f): U — Y differen-
zierbar in a mit Ableitung |d(Af)(a)h = dX(a)h - f(a) + A(a) - df(a)h| (Produktregel)

e Satz 2.29: Seien (X, |.||x), (Y, |-|lv), (Z.|.||z) Banach-Raume, U C X offen, V' C Y offen. Ist
f: U — V differenzierbar in a € U mit Ableitung df (a) € L(X,Y)und g: V — Z differenzierbar
in b= f(a) mit Ableitung dg(b) € L(Y, Z), dann ist g o f differenzierbar in @ mit Ableitung

Bemerkung: d(go f)(a) = (<d9 o f)(a)) odf(a) (Kettenregel). (5.5)

Bei X =RF, Y =R"™, Z = R" gilt fiir die Jacobi-Matrizen | .J(g o f)(a) = (Jgo f)(a) - Jf(a)|.

Zusatzaufgabe 5.1: Seien (X, ||.||x) und (Y, ||.||y) Banach-Réume. Zeigen Sie:
(a) Ist f: X = Y im Punkt a € X in Richtung h partiell differenzierbar, so ist f im Punkt a € X
auch fiir beliebiges A € R in Richtung Ah partiell differenzierbar mit 0y, f(a) = A0y f(a).

(b) Sind f,g: X — Y im Punkt a € X partiell differenzierbar in Richtung h, dann ist auch jede
Linearkombination (Af + pg) mit A, p € R im Punkt a partiell differenzierbar in Richtung A mit

O(Af + png)(a) = Aoy f(a) + udng(a). (5.6)
Losung zu Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Wahrend fiir A = 0 die Aussage Oy, f(a) = A\ f(a) klar ist, folgt diese fiir A # 0 wegen
L fa ) @) flat i)~ f@) Ll sh) -~ f(a)

t—0 t t—0 PN 5—0 S

Ownfla) =

nter den gegebenen Voraussetzungen gilt fiir beliebige A, u €
b) U d b Vi ilt fiir beliebige A R
(Af(a+th) + pgla+th)) — (Af(a) + pgla))

O(Af +pg)(a) = lim

t—0 t

Zusatzaufgabe 5.2: Zeigen Sie: (a) Satz 2.20 (MWS) (b) Satz 2.22 (Notwendiges Kriterium)
(c) In keinem x € R"™ mit x; = ||zl = z; filr i # j ist f(x) := ||z||« partiell differenzierbar.

(d) Beii# jist f(x):= |lz[|; in den Punkten e, nicht in die Richtung e; partiell differenzierbar ||

Losung zu Zusatzaufgabe 5.2:

(a) Nach Voraussetzung ist die Funktion ¢ : [0,1] — R, ¢(t) := f(z + t(Z — )), differenzierbar.
Somit gibt es nach dem Mittelwertsat ein 6 €10, 1] mit p(1) — ¢(0) = g 9 — &/(6), also
mit f(2) — f(2) = O—n) f(z +0(2 — =

(b) Die Funktion ¢(t) := f(z*+th) auf R besitzt in ¢ = 0 ein lokales Exremum und ist dort differen-
zierbar. Aus dem notwendigen Kriterium fiir lokale Extrema™| folgt somit 0 = ¢(0) = ), f(z*).

(c) In einem solchen Punkt gilt wegen ||z + te;||co = x; + ¢ fiir t > 0 die Beziehung

teilloo — 0o L ritt—y
et = ol _ o mt—a
t\0 t (AN t

aber wegen ||z + te;||c = z; = x; fiir —||z]|o <t < 0 die Beziehung

1mHl‘+t€iHoo_”x||OO — lim LT b w= lim

t,0 t t,0 t t 0 t

T; — X4

of (x) nicht.

Daher existiert dann fiir f(x) := ||z||~ die partielle Ableitung 0., f(z) = 5
T

17Dabei bezeichnet e; den i-ten Einheitsvektor.
18va]. Corollar 1 zu Satz 2, Forster I, §16
9ygl. Satz 1, Forster I, §16
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(d) Fiir die reellwertige Funktion f(x) := ||z||; existiert aufgrund von

i+ teqill — |le; 1+t -—1 o 1l—-t—-1 . i+ teill — e
pu et teslh = lledh =1 iy Rt el — Jleall
t\0 t t\0 t t 0 t t 0 t

im Fall 7 # j die partielle Ableitung J,, f(e;) nicht.

2
Zusatzaufgabe 5.3: Sei f: R? — R durch f(0,0) := 0 und f(z,y) := % sonst definiert.
T Y

(a) Bestimmen Sie die partiellen Ableitungen 9y, f von f im Punkt (0,0) in jede Richtung h € R?.

(b) Beweisen Sie, dass f in (0,0) stetig ist. (c) Ist f Gateaux-differenzierbar in (0,0)?

Losung zu Zusatzaufgabe 5.3:
(a) Mit f(th) =t f(h) fiir alle t € R und alle h € R?\ {(0,0)} (h = (hy, hy)) folgt

f(th) — £(0,0) f(th) e, h2h
I 2 2
’ — Jim 2 = Qi ROy, P2 f(h).

Onf(0,0) = lim

t—0 t t—0 ¢ t—0 t t—0 h% + h%

Da der Differenzenquotient fiir die Richtung h = (0,0) wegen f(thy,the) = f(0,0) stets Null
ist, gilt wegen f(0,0) = 0 auch fiir diese Richtung 9, f(0,0) = f(0). Also ist f in (0,0) in jede
Richtung h € R? partiell differenzierbar.

(b) Der Ungleichung

wegen gilt ( lir)n f(x,y) = 0, was offensichtlich die Stetigkeit von f in (0,0) impliziert.
z,y)—0

(c) Die Abbildung h — 9, f(0,0) ist in diesem Fall nichts anderes als die Abbildung h +— f(h), und
diese ist aber nicht linear, wie die Rechnung f(1,1) = 1 # 0 = f(1,0) + f(0,1) bestétigt. Also
ist f nicht Gateaux-differenzierbar.

Zusatzaufgabe 5.4:

(a) Sei (X,(.,.)) ein Hilbertraum und f(z) := ||z|| = v/(z,z) die Abbildung, welche einem x € X
seine Euklidische Norm zuordnet. Ist f: X — R in Punkten a # 0 partiell differenzierbar in
jede Richtung h € X7 Ist sie dort sogar Gateaux-differenzierbar?

(b) Zeigen Sie: Die durch ﬁ 2
i=1 "
f(z) = IR fir 2 70, (5.7)
0 firx =0

definierte Funktion f: R™ — R ist in Null fiir beliebiges + = 1,...,n, in die Koordinatenrichtung
e; partiell differenzierbar, aber dort nicht stetig.

- - . P2 3 vy ey 2 x? + 2xy
(c) Die Funktionen g: R* — R g(z,y) = 2¢ | und f: R® — R? f(z,y) — e
2
Y

seien gegeben. Berechnen Sie im Punkt a = (1,2) die Ableitung d(go f)(a) einerseits direkt und
andererseits unter Verwendung der Kettenregel.

(d) Gegeben seien die Funktionen \: R?* — R, A(x,y,2) = 3z*sin(y)e®™*~! sowie g: R® — R,
g(z,y,z) = 4a® cos(y + 2z). Berechnen Sie im Punkt a = (1,%,0) die Ableitung von h = X g
einerseits direkt und andererseits mittels Anwendung der Produktregel.
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Losung zu Zusatzaufgabe 5.4:

(a)

Die Funktion ¢ — f(a + th) = \/{a+th,a+ th) = (||al|* + 2t(a, h) —|—t2||h||2)1/2 ist bei a # 0
nach den iiblichen Differentiationsregeln aus der Analysis I in t = 0 differenzierbar mit Ableitung
2(a, h) {a, h)

8hf(a) = 2(”@”2)1/2 = ||CL||

Es ist h — Opf(a) = {@h) Jinear und stetig (vgl. Satz 11, Forster 11, §2), da nach der Cauchy-

llall

Schwarz-Ungleichung |{(a, k)| < ||a||||h| die lineare Abbildung h +— 0, f(a) die Operatornorm
lel — 1 < o0 besitzt. Also ist f Gateaux-differenzierbar auf X \ {0}, da 8, f(a) bei a # 0 fiir

[lal]
jedes h € X existiert sowie linear und stetig in A ist.

Die durch (5.7 definierte Funktion f: R” — R, ist nicht nur in allen Punkten a # 0 partiell dif-

ferenzierbar, sondern auch im Nullpunkt in die Koordinatenrichtungen e; partiell differenzierbar,
denn wegen f(te;) = 0 fiir alle t € R gilt

0 te;) — 0
f 0) = hHol& —0
0@- tt;()
tTL
Aber f ist nicht stetig im Nullpunkt, denn z.B. existiert der Grenzwert von f(¢,t,...,t) = (nt?)
n n

fiir £ — 0 nicht und ist somit insbesondere nicht gleich f(0) = 0.
Bei der Kettenregel d(g o f)(x,y) = (dg o f)(z,y) o df (x,y) bendtigen wir

1 1 1 1

20 + 2 2z

df (z,y) = ( )2t / 2ye$) , dg(z,y) = |2 0], also (dgof)(zy) = |2 0

0 2y 0 2y%”
Damit erhalten wir

1 1 20 + 2y + y%e® 2z + 2ye®
0 2y2€x Yy Yy 2y4e21‘ 4y3e21‘
Ohne Kettenregel erhalten wir
2% 4 2zy + yPe® 2x + 2y + y2e® 2z + 2ye”
(go f)lz,y) = 222 + 4y ,also  d(go f)(z,y) = 4 + 4y 4x ,
y462x 2y4e2w 4y362z
also demnach in beiden Féllen
244+4+4e 2+ 4e 6+4e 24 4e
d(go f)(1,2) = 448 4 = 12 4
32¢? 32¢? 32e%?  32¢?

Fiir h(x,y,2) = Mx,y, 2)g(x,y, 2) = 122° sin(y) cos(y + 2z)e* ™! folgt
(x 4 5)sin(y) cos(y + 2z)
dh(z,y, z) = 122%™ | z(cos(y) cos(y + 22) —sin(y) sin(y + 22)) | ,

xsin(y) (cos(y + 2z) — 2sin(y + 22))

also dh (1,2,0) = (0 —12 —24).
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Da A(z,y, z) = 3x?sin(y)e”™ ! und g(z,y, z) = 423 cos(y + 2z) die Ableitungen

(3z(z + 2) sin(y)e™ 1 3a?cos(y)e™ ! 3z?sin(y)e”1),

(1222 cos(y + 2z) —4a®sin(y + 2z) —8x°sin(y + 22))

besitzen, liefert die Produktregel wegen A(a) = A (1, 5 ) =3 und g(a) = f (1, 5 ) = 0 ebenso
= (0 —12 —24).

d(X-g)(a) = gla)dA(a) + A(a)dg(a) = 0-(9 0 3)+3-(0 —4 —8) =

d\(z,y,2z) =
dg(z,y,2) =

Zusatzaufgabe 5.5: Gegeben sei y € R™. Bestimmen Sie die Ableitung von
(a) f(z) = (z,y) und g(z) = ({x,y))? fiir z € R™, (b) h(z) = ﬁ fir x € R™\ {0}
(c) v(xy, zo, w3) = 2721 fiir v: M — R mit M = {(x1, 22, 73) € R®: 21 > 0},

Losung zu Zusatzaufgabe 5.5:

(a) Einerseits ist df (z) = d <Z :ckyk) = (y1 Yo ym) = yT, andererseits ergibt sich nach

k=1
Kettenregel dg(x) = d(f?)(x) = 2f(z) - df (z) = 2(z, y)y"* bzw. auch direkt

dg(z) = d((ixkykf) = 2<§$kyk> (w2 o ym) = 2z,9)y

T

1
(b) Wegen h(x) = oz also h = hy o hy mit

1
hi: R—R, tr—>¥,

hy: R" - R, =+ (z,z) ::in,

erhalten wir mit der Kettenregel dh(x) = (dhy o hs)(z) - dhs(x) aufgrund von

dho(z) = d{z,z) =2 (x1 22 ... Tp) =2z"

1
und dhy(t) = h(t) = 7 somit

(c) Wegen a’® = exp(bIn(a)) ist (a®)’ = In(a)a®. Also folgt

dv(x1, T2, 73) = ((xg + ag)w 2T In ()2 ln(xl)lﬂlﬁQers) _
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 6

Stetig differenzierbare Abbildungen — (vgl. Skript, Abschnitt 2.4)

Definition 2.31: Seien (X, |.|[x), (Y, ].|ly) Banach-Raume, U C X offen. Eine Abbildung
f: U — Y heifit stetig differenzierbar, wenn f auf U differenzierbar ist sowie die Ableitung
df : U — L(X,Y), a > df(a), stetig ist.

Bezeichnung/Bemerkung: Die Menge aller stetig differenzierbaren Abbildungen f: U — Y
bilden einen linearen Raum, welcher als C'(U,Y") bezeichnet wird.

Satz 2.33: Seien (X, ||.]lx), (Y,].]ly) Banach-Rédume, U C X offen. Eine Abbildung f: U — Y
ist genau dann stetig differenzierbar, wenn sie Gateaux-differenzierbar mit stetiger Gateaux-

Ableitung U 3 z — (h— Opf(x)) € L(X,Y) ist.

Korollar 2.34: Existieren fiir f: U — R" mit U C R™ offen die partiellen Abbildungen 3 —’ in
jedem x € U und ist z — fj( ) stetig fiir allei =1,...,m, j=1,...,n,s0ist f € CI(U,Y).

Satz 2.36 [Schrankensatz]: Sind (X, ||.||x), (Y,]].]|y) Banach-Raume, U C X offen, so gilt:

fecUy) = Vr,zcU:|f@)—f@)|y < (max |df (z +t(z — I))HL(Xy)) |2—x||x -

t€0,1]

Korollar 2.37: Jede stetig differenzierbare Abbildung ist lokal Lipschitz-stetig.

Definition 2.38: Seien (X, ||.||x), (Y, ].]|y) Banach-Riume, U C X offen, f € C'(U,Y). Ist die
Abbildung df : U — L(X,Y) selbst wieder stetig differenzierbar, d.h., gilt df € C'(U, L(X,Y)),
so nennen wir f zweimal stetig differenzierbar mit d*f: U — L(X,L(X,Y)).

Induktiv definieren wir so k-mal stetig differenzierbare Abbildungen@ und bezeichnen
Ck(U,Y) als den Vektorraum der k-mal stetig differenzierbaren Abbildungen f: U — Y.

Satz 2.39 [Satz von Schwarz]: Seien (X, ||.||x), (Y,]].|ly) Banach-Réume, U C X offen und
f € C*U,Y). Dann erfiillt die Abbildung d*f: U — L(X,L(X,Y)) an jedem x € U die
Beziehung

Vhke X : d*f(z)(h, k) = d*f(x)(k,h) . (6.1)

Bemerkungen /Bezeichnungen:
(a) Wie im R! setzen wir hier d°f(a) := f(a).

m Fa € , iir U C R" offen ist die k-te elitung 1n Richtun egeben durc
(b) Im Fall f € C*(U,R) fiir U C R offen ist die k-te Ableitung in Richtung h* gegeben durch

& f(z)h* = ZZﬁ@)hh (6.2)

Fiir £ = 2 definieren wir die (nach Satz 2.39 symmetrische!) Hesse-Matrix

tess 1 (0) o= (o) (63)

ij=1

20Da man Abbildungen B € L(X, L(X,Y)) durch (z,%) + B(z)(Z) mit bilinearen stetigen Abbildungen X x X — Y
identifizieren kann, folgt induktiv, dass die k-te Ableitung eine (nach Satz 2.39 sogar symmetrische) k-lineare Abbildung
d¥f(x): X x...x X =Y ist.
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Niveaumengen, Héhenlinien

e Definition [Graph]: Sei U C R" und f: U — R, (z1,...,2,) — f(x1,...,x,) eine Abbildung.
Der Graph von f ist die Menge

[y:={(z,y) €U xR: y = f(x)} C R*"! (6.4)
Fiir n = 2 ist I'y als Fléche iiber U im dreidimensionalen Raum interpretierbar.

e SeiU CR"und f:U — R, (21,...,2,) — f(x1,...,2,) eine Abbildung. Dann ist f bestimmt
durch die Schar Ny(c), ¢ € R, definiert als die Urbilder

Ni(e) = f7'({c}) = {z€U: flx) =c} CR",
welche Niveaumengen (bzw. im Fall n = 2 auch Héhenlinien) genannt werden.
Gradient, Vektorfeld, Divergenz, Rotation, Laplace-Operator: Sei U C R" offen.
e Fiir f: U — R partiell differenzierbar ist der Gradient von f in x € U der Vektor
grad f(z) = ((%lf(x), ,%f(m)) = V/f(x) mit V = (3%1, e %) .

Dabei kann man V (den Nabla-Operator) als vektorwertigen Differentialoperator auffassen.

e Fiir f,g: U — R partiell differenzierbar gilt die Produktregel V(fg) = gVf + fVyg|

e Unter einem Vektorfeld auf U versteht man eine Abbildung v: U — R™.

e Sei v = (vq,...,v,): U — R™ ein partiell differenzierbares Vektorfeld (d.h. alle v;: U — R
partiell differenzierbar). Die Divergenz des Vektorfeldes v heifit dann die Funktion

divo(z) == (V,v) = Zaix, vi(x)

o Fir f: U — R partiell differenzierbar und v: U — R" partiell differenzierbar gilt
div(fv) = (grad f,v) + fdive bzw. (V, fv)y = (Vf,u) + f(V,v) .
e Sei U C R? offen und v: U — R3 ein partiell differenzierbares Vektorfeld. Unter der Rotation
des Vektorfeldes v versteht man das Vektorfeld
0 0 .0 0 .0 0 )

rotv ;= Vxov = (—’Ug— V] — =—V3 : —Uy— —7

—vy = :
81’2 (9x3 2 8m3 8m1 5 8x1 8x2
e Fiir eine zweimal stetig partiell differenzierbare Funktion f: U — R definiert man

0? N
922 f mit dem Laplace-Operator A = —
L

Af = divgrad f = Z
i=1

e Die Losungen der Potentialgleichung Af =0 werden harmonische Funktionen genannt.

e Sei I C R ein Intervall, das als Zeitintervall interpretiert werde. Fiir U C R" offen seien die

Koordinaten in U x I C R"™ mit (z,t) = (z1,...,x,,t) bezeichnet. Fiir Funktionen
heiBt dann frUXT=R, (@t f(t),
10
Af—= —f =0
/ c? 8t2f

die Schwingungsgleichung (oder Wellengleichung) und

10
A _—— =
/ k@tf 0

die Wirmeleitungsgleichung. Dabei wirkt der Laplace-Operator auf f nur als Funktion des
Ortes x. Die Konstanten ¢ > 0 und £ > 0 geben die Wellenausbreitungsgeschwindigkeit bzw.
Temperaturleitfahigkeit an.
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Zusatzaufgabe 6.1: (Wiederholung Stetigkeit)

sin(z?
l’2+ 27

(a) Ist die Funktion h: R?\ {(0,0)} — R, definiert durch h(x,y) := beschrénkt 7

Ist h in den Punkt (0,0) stetig fortsetzbar 7

2% — g
(b) Existieren lim f(¢, at) und lim f(t, at?) fiir die Funktion f(x,y) = 22+ y2’ (z,y) #(0,0),

££0 1#0 0, (z,y) = (0,0),
und beliebiges a € R 7 Ist die Funktion f in (0,0) stetig oder ggf. stetig abdnderbar?

Losung zu Zusatzaufgabe 6.1:

(a) Es gilt |sin(z?)] < 22 < 22 + ¢?, also ist |h(z,y)| < 1 fiir alle (z,y) # (0,0), und somit ist h
beschriankt. Aber h kann nicht stetig in (0,0) fortgesetzt werden, denn einerseits gilt nach den
Regeln von L’Hospital

, . sin(2?) . 2xcos(z?)
1 — lim 2R gy ZEERE Ty
mlir(l] h(iL‘, 0) gclir(l) 2 xlir(l) 2x ’
andererseits aber lim f(0,y) = 0.
y—0
(b) Es ist einerseits 2 22 1 a2 1 g2
1 =1 = i =
é? f(t, at) e 12 4 242 50 14 a? 1+ a?
2 _ 244 2,42
und andererseits lim f(t,at?) = lim t”—a’l — lim 1 —a’t -1
0 ’ t=0 t2 4 a2t t—0 1 + a2

Da sowohl (¢, at) als auch (¢, at?) fiir t — 0 gegen den Nullpunkt (0, 0) konvergieren, die Funk-
tionswerte — wie eben untersucht — jedoch nicht gegen den Funktionswert 0, sondern sogar
gegen (iiberabzihlbar viele) verschiedene Werte streben, ist f in (0,0) weder stetig noch stetig

abédnderbar.
Zusatzaufgabe 6.2: (Nachtrag Kurven)
(a) Eine nach Polarkoordinaten parametrisierte Kurve c: ¢ +— (r(p) cos(¢), r(¢) sin(¢)) mit einem
r € CY([a, B], [0, 00|) besitzt die Bogenlinge

v= [ \/ (G) de. (63

(b) Bestimmen Sie die Bogenlinge von c: [0, 7] — R? ¢ — (¢? cos(ip), p? sin(p)).

Losung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a) Dar: [a, 5] — [0, 00] stetig differenzierbar ist, sind es auch die Komponenten x(¢) = r(¢) cos(y )
und y(p) = r(p)sin(p), also (vgl. Lemma 1.16 und Lemma 1.39) auch c(¢) := (z(p),y(¢)), s
dass wiederum nach Satz 2.13 die Kurve rektifizierbar ist mit Bogenlange

B8
- / lé(@)ladp = / V) cos(p) — () sin())? + (7() sin() + () cos())? dip

- / V@) + () di

(b) Da es sich um eine nach Polarkoordinaten parametrisierte Kurve c: ¢ — (r(p) cos(v), (@) sin(p))
mit einem r € C1([0, 7], [0, 00[), nédmlich r: ¢ — ©? handelt, erhalten wir nach (a) fiir die Bo-
genldnge

W = [ \/(7’(90))2+<3—;(90)>2d90 ~ [Vt - 5 [ 2eviFridg

0

w244

2
1 Te+4 1
g —/ Vidt = VB
2 4 3 4

_ %( @ -8) |
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Zusatzaufgabe 6.3: (Fortsetzung Differenzierbarkeitsbegriffe)

(a) Ist (X, ||.||) ein Banach-Raum, f: X — R stetig im Nullpunkt und gilt f(0) = 0, soist ||z|| f(x) in
0 € X nicht nur in alle Richtungen partiell differenzierbar, sondern auch Gateaux-differenzierbar.

fla+th) — f(a)
t

fiir die Funktionen

(b) Bestimmen Sie die Richtungsableitung 0y f(a) := lim

t—0

) S =+ a= (LD A= B4k ) feg) =0, a= (2:2), b= (L1)

1
(c) Sei f:]0,00[— R? g:]0,00[xR — R gegeben durch f(t) = (;,ln(t)) und g(z,y) = rexp <y>
x
Bestimmen Sie mittels Kettenregel die Ableitung von F':=go f.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Offenbar ist g: R — R, t — f(th) stetig mit g(0) = 0. Desweiteren wissen wir, dass dann auch
b(t)g(t) stetig in Null mit Funktionswert Null ist, falls b(¢) in der Ndhe von 0 beschrinkt ist.
Also folgt

lmw = || lim ” f(th) = 0

t—0
fiir jedes h € X und somit ist f nicht nur partiell d1fferenzierbar, sondern sogar Gateaux-
differenzierbar, da die Nullabbildung h +— 0}, f(0) = 0 auch stetig und linear ist.

(b) (i) Die Funktion f(x,y) = ; + ist in jedem Punkt (z,y) € R® mit 2y # 0 nach Korollar 2.34
differenzierbar mit Ableitung df (z,y) = (—L —%), da die partiellen Ableitungen dort

2

stetig sind. Uber die aus Satz 2.24 bekannte Beziehung 0, f(, y) = df (x,y)h erhalten wir

s, f(1,1) = df(1,1) (_34> = (-1 -1 (_34> = 1.

(i) Die Funktion f(x,y) = z¥™! ist in jedem Punkt (z,y) € R?* mit x > 0 nach Korollar 2.34
differenzierbar mit Ableitung df (z,y) = ((y + 1)av ln(x)xy+1), da die partiellen Ableitun-
gen dort stetig sind. Da 0, f(x,y) = df (z,y)h nach Satz 2.24 gilt, erhalten wir

danf(2,2) = df(2,2) (1) = ((2+1)22 111(2)22“) (1) = 4(3+21In(2)).

(¢) Mit dg(z,y) ( —Z)exp (%) exp (%)) und Kettentegel d(g o f)(t) = (dg o f)(t) - df(¢)
sowie t' = exp (tIn(t)) erglbt sich

aF(t) = ((1=tIn(t)) exp (tIn(t) exp(un(t)))(_f%) = ¢ (m“)%l—tlz) |

Zusatzaufgabe 6.4: (Hohere (stetige) Differenzierbarkeit)
(a) Existiert ein g € C?(]0, Z[ x ]0, 00[, R), so dass

a%g(af,y) = (

fiir alle (z,y) € ]0,%[ x ]0,00][ gilt ? Falls ja, geben Sie eine solche Funktion an.

tan(z)\” 1 0 2 tan(z)
~ und = - _
) +y+ )2 un ayg(:c,y) 7 +2x

(b) Ermitteln Sie das Differential und die Hessematrix von

(i) fR2 =R, f(z,y) =" (i) g: R =R, g(z,y,2) = (@2 +y)> + (1 + 2)*.
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Losung zu Zusatzaufgabe 6.4:
(a) Gébe es ein derartiges g € C?, so miissten die beiden gemischten Ableitungen

g(_zm@@ﬂ) _2ta(e)

ox 3 y3

und

(=) -2 () -3 - s

(cos(x))? + (sin(z))?
(cos(x))?

nach dem Satz von Schwarz iibereinstimmen, was sie wegen (tan(z))’ =

auch tun. In der Tat gelangen wir durch entsprechendes partielles Integrieren

[ asteay = [ (-2 0)ay — By

und anschlieBendem partiellen Ableiten nach x auf die Bedingung
0 [t 1+ (tan(z))? t 2 1
. an@)—l—xy—i-c(x) = (1 ()))+y+c/(x) = tan(z) +y+—,
gz \ y° y? y y?

tan(z)
Y2

also ¢(z) = 0. Also erfiillt etwa g(z,y) = + zy + 2 alle geforderten Bedingungen.

(b) (i) Wegen df(x,y) = <2$e$2_y3 —3y2e$2_yg) ergibt sich fiir die Hessematrix

2+ 422 —6xy? >

_ o
Hess f(z,y) = e <—6xy2 9y* — 6y

(i) Wegen dg(z,y,z) = (6z(2* +y)? 3(2* +y)? +8y(y® + 2)* 4(y* + 2)?) ergibt sich fiir die

Hessematrix
30z* + 3622y + 6y 122(2? + y) 0
Hess g(z,y, 2) = 12z(2? + y) 6(x% +y) +8(y% + 2)2(Ty? + 2) 24y(y?* + 2)?
0 24y(y* + 2)? 12(y* + 2)?

Zusatzaufgabe 6.5: Beweisen Sie (6.2]) per vollstidndiger Induktion fiir ein f € C*(R", R).
Losung zu Zusatzaufgabe 6.5:

Sei h € R™ beliebig. Der Induktionsanfang folgt aus der Linearitét der Gateaux-Ableitung und
Satz 2.24 tliber Satz 2.24 Llnearltaet
=" 0
nf (2 Z 70,

df (z)h
Angenommen, ([6.2)) gelte fir ein & > 1. Mit dem Satz von Schwarz (Satz 2.39) iiber die Ver-
tauschbarkeit der Differentiationsreihenfolge und der Linearitét folgt dann analog

(6.6)

—
N

i1=1 =1
§ E
= ax ( 8:{; 835 SN hik) e
ipp1=1  tk+l =1 ip=1 """ '
Satz 2.39 ak—i—lf
Lmedrltdet E E § a a 8 (fE) hil ce e hlk h’ik+1 )
11=1 tp=11ip41=1 " ’Lk e

wobei wir an der Stelle (%) verwendet haben, dass d*f(z) € L(R™, L(R™, L(..., L(R",R)...)))
gilt, also dass d* f(x) fiir jedes z eine k-lineare stetige Abbildung R™ x ... x R" — R ist.
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Zusatzaufgabe 6.6:
(a) Sei : R — R definiert durch r(x) := ||z =

in fir x = (x1,...,2,) € R™. Welche
k=1

Niveaumengen N,(¢) = {x € R": r(x) = ¢} sind nicht leer? Was beschreiben sie?

(b) Zeigen Sie, dass r in allen x € R™\ {0} partiell differenzierbar ist und berechnen Sie die partiellen
Ableitungen. Was ist demzufolge der Gradient von r(z)?

(c) Fassen Sie den Gradienten von r(z) als Vektorfeld F': R™\ {0} — R™ auf und berechnen Sie die

Divergenz dieses Vektorfeldes. Berechnen Sie dazu vorher den Gradienten von ﬂ
r(x
(d) Sei f € C?(]0,00[, R). Berechnen Sie Ag fiir g := for: R*\ {0} — R.
1
— fiir n > 3 die Potentialgleichung AF =0 16st.

(r(z))
Losung zu Zusatzaufgabe 6.6:

(a) Esist N,(0) = {0}. Fiir ¢ < 0 gilt N,.(¢) = 0 und fiir ¢ > 0 beschreiben die Niveaumengen N, (c)
Sphéren (fiir n = 2 Kreise und fiir n = 3 Kugeloberflichen) vom Radius c.

(b) Fiir jedes i =1,...,nist r(xz) = |22+ 3 22, so dass fiir z # 0 nach der Kettenregel
i _

(e) Zeigen Sie, dass F'(x) :=

k=1
Lti 1
2 2
0 d 2 En: 2 1 2 En: 2 Ti
= . = — . ~2 i = .
ox; () 0x; Tt — T 2 Tt p— T v r(z)
ki ki

Also gilt offenbar grad r(z) = Vr(z) = Ok

(c) Analog zu (b) ist fiir # 7 0 nach der Kettenregel

8 1 8 - 1 - €T;
- = ' xf+2xi = —3 xf—l—in 2z = —

und somit Vrlx = T;"’;)3. Weiterhin kénnen wir die Identitdat Id : R® — R", = — z, offenbar
als spezielles Vektorfeié auffassen, welches die Divergenz

n a n
divld = T = 1 =n
;é; Gxi zi:

i=1
besitzt. Mit (x,z) = (r(x))? und den Rechenregeln fiir die Divergenz folgt nun

1 1 1 -1
divgradr = div <— x) = <grad—,x> + —dive = —M + n_n .
r r

r 73 7 r

(d) Nach der Kettenregel folgt zunéchst gradg = grad f(r) = f'(r)gradr = f'(r)% . Dann ist
mit der Definition von Ag und den Rechenregeln der Divergenz

Ag = divgradg = div (f’(r)§> = <gradf’(r),$> + f’(r)div%

= WD) ¢ reRS = )+ 1)

)
T r

n—1

”
(e) Wegen F' = f or betrachten wir hier f(r) = —= mit den Ableitungen f'(r) = 2=% und
f'(r) = (2_"2# Nach (d) folgt somit
~1  (2-n)(1- 2 — —1
AF — fl/(r) + f/<7")n . — ( n)( n) + n . n — O .

rn Tn—l r
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Taylorpolynome und das Restglied

e Definition 2.40: Seien (X, ||.||x), (Y, ||.|ly') Banach-Réume, U C X offen, f € C*(U,Y), a € U.
Das Taylorpolynom k-ten Grades von f im Entwicklungspunkt a ist definiert durch

r=0 17 r =

Tof(@ia) = 3 2d" f(a)(x — a) | mit |(z—a) == {<<x—a>~--><w—a>>exn oo

Bemerkung: Wegen df (a)h = (grad f(a), h) und d*f(a)(h,h) = ii O -(a) hih; gilt

i=1 j=1

Tof(z;a) = f(a)+ (grad f(a),z —a) + 3(Hess f(a)(z — a),z — a). (7.1)

e Satz 2.42: Seien (X,|.||x),(Y,|.]ly) Banach-Riume, U C X offen, f € C*Y(U,Y) sowie
{a+t(x—a)|te0,1]} C U. Dann gilt

1 k
f(x) = Typf(z;a) = /0 %dk“f(a +t(x —a))(z — a)"dt. (7.2)

Lokale Extrema ohne Nebenbedingung (Zusammenfassung)

e Definition: Sei (X, ||.||x) ein Banach-Raum, U C X offen. Man sagt, eine Funktion f: U — R
hat in * € U ein lokales Minimum beziehungsweise ein lokales Maximum, wenn es eine
Umgebung V C U von 2* mit f(z*) < f(z) bezichungsweise f(z*) > f(z) fiir alle z € V gibt ]

e Satz 2.22 [Notwendiges Kriterium fiir lokale Extrema]:

Sei (X, ||.]|x) ein Banach-Raum, U C X offen. Besitzt f: U — Rin z* € U ein lokales Extremum
und ist f in z* partiell differenzierbar in Richtung h € X, dann gilt 9, f(z*) = 0.

Bemerkung/Bezeichnung;:
(a) Vorsicht: Ist K C X beliebig und z* € 9K N K lokales Extremum von f: K — R, gilt
nicht notwendigerweise 0y, f(z*) = 0.

(b) Ist (X,].||x) ein Banach-Raum, U C X offen und f: U — R partiell differenzierbar in
a € U mit 0y, f(a) = 0 fiir alle Richtungen h € X, so heifit a stationidrer Punkt von f.

(c) Ist f sogar differenzierbar, muss an einem lokalen Extremum a € U nach Satz 2.22 zwingend
df (a) = 0 gelten, da nach Satz 2.24 dann Vh € X: 0 = 0, f(a) = df (a)h folgt.

(d) Insbesondere bezeichnen wir einen stationidren Punkt a € U als einen Sattelpunkt von f,

wenn zu jedem 0 > 0 Punkte z, & € Bs(a) NU mit f(x) > f(a) und f(Z) < f(a) existieren.

e Definition 2.45: Eine symmetrische Matrix A € R™*" beziechungsweise die ihr zugeordnete
quadratische Form R" 5 h +— (Ah, h) € R heifit
o positiv (semi-)definit, falls (Ah, h) > 0 (bzw. (Ah,h) > 0) fiir alle h € R™\ {0} gilt.
o negativ (semi-)definit, falls (Ah, h) < 0 (bzw. (Ah, h) < 0) fiir alle h € R™\ {0} gilt.
o indefinit, falls es Vektoren h, h € R” mit (Ah, h) > 0 und (Ah, h) < 0 gibt.

21Tn beiden Fillen wird auch von einem lokalen Extremum von f in z* € U gesprochen.
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e Lemma 2.46: Fiir eine symmetrische Matrix A € R"*" gilt

o A ist positiv (negativ) definit <= Jeder Eigenwert von A ist positiv (negativ).

o A ist indefinit <= A besitzt sowohl einen positiven als auch negativen Eigenwert.

o A ist positiv (negativ) semidefinit <= Alle EWe von A sind nicht-negativ (nicht-positiv).
e Satz 2.47 [Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extrema]: Sei f € C*(U,R), U C R"

offen, a € U ein stationdrer Punkt (d.h. df(a) = 0). Ist Hess f(a) positiv (bzw. negativ) definit,
so besitzt f in a ein lokales Minimum (bzw. Maximum).

e Konsequenz [Hinreichendes Kriterium fiir einen Sattelpunkt]: Ist f € C*(U,R), U C R"
offen, a € U ein stationirer Punkt und Hess f(a) indefinit, so besitzt f in a einen Sattelpunkt.

Zusatzaufgabe 7.1: (a) Zeigen Sie: Fiir ein A € R™™ mit AT = A ist jeder Eigenwert reell.
(b) Ist die Hesse-Matrix fiir ein f € C?*(R™,R) an jedem Punkt symmetrisch?

(c) Sei A € R™™ symmetrisch und Q(x) := (Az,z) die ihr zugeordnete quadratische Abbildung
@: R" — R auf dem Euklidischen R". Zeigen Sie, dass A durch () eindeutig bestimmt ist.

(d) Zeigen Sie, dass fiir eine symmetrische positiv definite n x n-Matrix A alle Hauptabschnittsde-
terminanten det A;, 7 = 1,...,n, positiv sind, wobei A; die aus den ersten ¢ Spalten und Zeilen
von A gebildete i x i-Matrix bezeichnet 7]

(e) Sei m >n, A€ R™" rg(A) = n. Zeigen Sie, dass AT A nur positive Eigenwerte besitzt.
(f) Sein € Nund f: R" — R definiert durch f: x — 2T Az mit einer beliebigen reellen (n x n)-

Matrix A. Zeigen Sie, dass f differenzierbar mit Ableitung df (x) = 27 (A + A7) ist.

(g) Ermitteln Sie die Hesse-Matrix von f: R" — R, z — 2T Ax fiir eine beliebige feste n x n-Matrix
A und zeigen Sie, dass diese unabhéingig vom Punkt z € R" ist.

Wie lautet die Hesse-Matrix, falls A zusétzlich symmetrisch ist ?

Losung zu Zusatzaufgabe 7.1:

(a) Ahnlich dem Skalarprodukt auf R konnen wir auf C" die Sesquilinearform (Hermite’sches Ska-

larprodukt) C" x C" — C, (z,y) = {(x,y)g := 'y = > Ty betrachten, welche die leicht
k=1
iiberpriifbaren Eigenschaften

(i) Vo, € CVz,y,2 € C" : ({ax+ Py, 2)y = &z, 2yy + By, 2)m (komplex-linear),
(ii) Ve,y e C* = (z,y)u = (y,2)y (hermite’sch),
(iii) Ve € C" : (z,2)y > 0und (z,2)p =0 <= =0 (positiv definit)

besitzt. Insbesondere liefert ||z||y := \/{(x, )y eine Norm auf C". Ist A € C nun ein Eigenwert
der reellen symmetrischen n x n-Matrix A und x € C" ein zugehoriger Eigenvektor mit Ux||§ =
(r,z)g = 1, dann gilt wie behauptet A € R aufgrund von A = AT (Symmetrie), A = A

Reellwertigkeit) und daher  _ _ i _
( wertigleit) A= A(a:,:c>Hg<>\x,x)H:<Ax,x>H:AxTa:

ii

= T'Az = (v, Az)g = (v, \v)g = (\v,7)

T ATy

) Mz, z)y =\ .

—
=
| I

(b) Fiir ein f € C*(R™, R) gilt nach dem Satz von Schwarz (Satz 2.39) an jedem Punkt a € R" die

Gleichung %(Q) = 85_25;_ (a) und somit fiir die Hesse-Matrix
10T 4 J [

1,j=1 i,j=1

(Hess f(a))" = <<%§;j((z))7 >T _ (aggzim))é' — (‘9226];]'(&))2]‘:1: Hess f(a) .

2?Hinweis: Es gilt auch die Umkehrung: Sind alle Hauptabschnittsdeterminanten det 4; einer symmetrischen Matrix
A € R™™™ positiv, so ist A positiv definit.
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(c) Der Symmetrie von A wegen gilt (Az,Z) = %[Q(m +7)—Q(x) — Q(:ﬁ)] . Folglich ist A eindeutig
durch @ bestimmt, denn setzt man = := e; und 7 := e; fiir beliebige 4,j € {1,...,n} in diese
Formel ein, so erhélt man auf der linken Seite gerade den Eintrag a,; der Matrix A.

(d) Sei A € R™" eine symmetrische positiv definite Matrix, und angenommen wir hétten det A4; < 0
fir ein ¢ € {1,...,n}. Dann kann zumindest ein Eigenwert A € R von A; nicht positiv sein, da
det A; gerade das Produkt aller Eigenwerte von A; bildet. Bezeichne y € R’ einen beliebigen
zugehorigen Eigenvektor von A; zum Eigenwert A, und sei x := (y,0)7 € R™. Dann gilt

(v, Az) = (y 0) Clk I) (%) = (v 0) (Ajy) = (. Ay) = (y.\y) = My,y) <0,

im Widerspruch zur positiven Definitheit von A. Dies zeigt die Behauptung.

(e) Die Matrix B = AT A ist wegen BT = (ATA)T = A" (AT)T = AT A = B symmetrisch, besitzt
also nach (a) nur reelle Eigenwerte. Desweiteren ist A: R™ — R™ wegen m > n und rg(A) =n
injektiv. Da nach Aufgabe 1.4 (a) fiir jede beliebige injektive Abbildung A: R™ — R™ durch
||| 4 := ||Az||2 eine Norm auf R™ gegeben ist, gilt fiir alle 2 # 0 demnach

0 < ||z]|a = ||Az]l, = (Az, Az) = (Az)"Az = 2"ATAr = "Bz = 2"'B"r = (Bz,7).

Dies bedeutet nach Definition genau die Positiv-Definitheit der Matrix B = AT A. Nach Lemma
2.46 ist dies jedoch gleichbedeutend damit, dass B = AT A nur positive Eigenwerte besitzt.

(f) Die Abbildung ® := 2T(A + A1) ist fiir jedes feste x in L(R™,R), denn fiir beliebige h, k € R"
und Skalare A\, u € R gilt aufgrund der Linearitit von Matrizen

Db+ k) = 25 (A+ AT)Ah + pk) = AaT(A+ AV + pd T (A + ATk = AD(Rh) + pd (k)

und lineare Abbildungen zwischen endlich-dimensionalen Rédumen sind beschrankt, also nach
Lemma 1.50 stetig. Aufgrund von aT = a fiir alle a € R ist auch 2T ATh = hT Az. Desweiteren
gilt nach der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

[RTAR| = [(h, AR)| < [|Rll2]| ARl2 |

woraus sich zusammen mit der Linearitdt von A und der Stetigkeit der Norm und der von A

dann lim "2 < 1im || AR, = 0 ergibt und folglich wie behauptet
h—0 2 h—0
. flx+h)— f(x)—®(h) . (w+hTA@+h) —2TAz — 2T (A+ AT)R
lim = lim
h—0 A2 h—0 172
. hYAx +hTAh — 2T ATh . hTAh
= lim = lim—m— = 0.
h=0 |22 h=0 ||h]2

(g) Nach der vorigen Aufgabe gilt df (x) = 2T (AT + A). Da die erste Ableitung in x linear ist und
somit

o A h) = df(@) = dF ()

lim T =0, also VYheR": d(df(z))h=df(h)

gilt, erhalten wir Hess f(z) = AT + A, und — falls A symmetrisch ist — also Hess f(z) = 2A.

Zusatzaufgabe 7.2: (Ausgleichsrechnung/Regression)

(a) Sei m > n, A € R™" eine Matrix vollen Ranges und b € R™. Zeigen Sie: Dann 16st der
Vektor z € R™ das lineare Ausgleichsproblem | Az — bl|, = min genau dann, wenn er die

Normalengleichungen A7 Ax = ATb erfiillt.

43



(b) Es seien die Messpunkte (z;,;), i = 1,...,m, gegeben. Ermitteln Sie die optimalen Parameter
v und ¢ einer Ausgleichsgerade g(x) = yx + .

(c) Wenden Sie die Methode der linearen Regression (d.h., die Bestimmung einer Ausgleichsgerade
—vgl. (b)) auf die folgende Messreihe an, um das Gewicht zur Gréfle 180 ¢cm zu schétzen.

Gréfe incm | 160 165 168 170 175 178 185 190 193
Gewicht inkg | 60 61 70 72 73 74 81 83 87

Losung zu Zusatzaufgabe 7.2:

(a) Die Funktion f(x) := ||Az — b||3 besitzt wegen f(z) = (Az — b, Ax — b) die Ableitung df (x)h =
2(Az — b, Ah), denn

(i) die affin-lineare Abbildung u: R™ — R™, x +— Ax — b besitzt wegen
u(z +h) —u(z) — Ah A(x+h) —b— (Az —b) — Ah 0

2 7] s Tl B

in jedem beliebigen Punkt die Ableitung du(z) = A € L(R", R™);
(i) die Abbildung s: x — ||z||3 = (z, z) besitzt in jedem Punkt die Ableitung

ds(z) = d{z,2) =2 (z1 2 ... @) =22";
(iii) es gilt f(z) = (sowu)(z), d.h., nach Kettenregel folgt demnach
df(r) = (dsou)(x) du(r) = 2(Az—b)"T-A.

Die notwendige Bedingung df (z)h = 0 fiir alle h € R" ist dann #quivalent zu AT (Ax —b) = 0.
Dariiber hinaus ist — wie ZA 7.1 (e) begriindet — die zweite Ableitung Hess f(z) = 2AT A positiv
definit, da A vollen Rang hat, also ist die Losung von AT Az = ATb auch wirklich ein Minimum,
welche eindeutig durch x = (AT A)~1ATb bestimmt ist.

(b) Offenbar ist die Funktion F(z) = ||Az — y||3 mit 2 = (1,8)", ¥y = (y1,%2, -, Ym)? und der

Matrix
T 1
A - T 1
Ty 1

zu minimieren. Dazu benétigen wir die Losung des linearen Gleichungssystems AT Az = ATy,
wobei AT A beziehungsweise ATy sich unmittelbar als

a5 AT (60 @)y A (9)
i=1 =1
mit den beiden Vektoren x = (z1,...,2,,)" und 1 = (1,...,1)Tergeben. Somit ist die Losung

durch

° T m<x7x>—1(<x, 1)) <—<7:Zl> _<:<v$x§>) (gglli)

gegeben, denn die Inverse von B := (i Z) ergibt sich als B™1 = de% 5 < d _ab> aus der

awle o) (D) =00
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(c)

Mit den Messwerten 2 = (160 165 168 170 175 178 185 190 193) fiir die Grofe und
Y= (60 61 70 72 73 T4 81 83 87) fiir das Gewicht ergeben sich

m=9, (z,z) = 279832, (z,1) = 1584, (y,1) = 661, (z,y) = 117158

und somit m(z,z) — ((z,1))* = 9432. Wegen m(z,y) — (x,1)(y,1) = 7398 fiir die erste
Komponenten und (z,z)(y, 1) — (z,y){x,1) = — 609320 erhalten wir nach (b) die Losung
(4,5) = 7398 —609320 ]
10 = 04327 0432

(411 76165
— \ 5247 1179

~ (0.784351,—64.601357) .

65 o

Der KorpergroBle 180cm entspricht somit das Gewicht .
76.58kg. i 170 150 150

x

Zusatzaufgabe 7.3: (a) Bestimmen Sie die lokalen Extrema und ggf. Sattelpunkte von

(b)

fry) =2 +ay+y* +ar+by  (a,bER).

Zeigen Sie, dass das Polynom f(x,y) = (2*+y?)(2* — 3z +y?) + 2? entlang jeder Geraden durch
den Ursprung ein lokales Minimum hat, aber dennoch in (0,0) kein lokales Minimum besitzt.

Lésung zu Zusatzaufgabe 7.3:

(a)

Die Funktion f(z,y) := 2% + xy + > + ax + by besitzt den Gradienten und die Hesse-Matrix

(grad f)(z,y) = @Ziiig) . (Hess f)(z,y) = (? ;)

Da Hess f positiv definit (mit Eigenwerten A\; = 1 und Ay = 3) und grad f = (0,0) die Losung

x =220y = 2 besitzt (und f fiir (z,y) — 0o gegen +o0 strebt), liegt im Punkt (222, 4=20)

ein Minimum.

Geraden durch den Ursprung sind genau die Mengen g, := {(a: cx) \ r € R} fir c € R und
g = {(0,y) | y € R}. Offenbar gilt f,.(z) = f(z,cx) = (1 + *)*x* — 3(1 + )a® + 2 und
floe (W) = f(0,y) = y*. Wegen fioo () = 493 ergibt sich f15..(0) = 0 sowie f (y) >0 fiir y > 0
und fllgoo (y) < 0 fir y < 0. Also besitzt f eingeschriankt auf die Gerade g, im Ursprung ein
lokales Minimum. Analog folgt aus

fo (@) =40+ 2Pt —9(1 + e+ 20, fl) (1) = 12(1 + 2)a? —18(1 + H)r +2 |

dass f eingeschriankt auf jede Gerade g. im Ursprung ein lokales Minimum besitzt. Jedoch
besitzt f selbst in (O 0) kein lokales Extremum, denn zu jedem ¢ > 0 findet sich ein ¢ > 0 mit

(2 2)| = 75 <ewd f(22,1%2) = fo (t22) < 0= £(0,0), denn es ist

2 24 23 22 4
o (77a) = <1+c2>2m‘3““2><1+c>3+<1+c2>2 T

Bemerkung: Neben 2 = 0 sind x5 = T g die beiden weiteren Nullstellen von f, ()" wegen

1+
9 1 81 81 9 2 49
f _ 2\2, 2 _ 2
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Zusatzaufgabe 7.4: (a) Bestimmen Sie T3g((x,y); (0,0)) fiir g: R? - R, (z,y) — 2%y + 2y —y + 1.

(m]%“mmw“&eﬂfWﬁ%@KLOﬁDﬁﬂf:R“%R%Cu%dk+<xfj?£;@0'
(c) Sei f: ]0,00[*= R durch f(z,y) := L

—Y definiert.
+y

(i) Bestimmen Sie fiir f das Taylorpolynom zweiten Grades im Entwicklungspunkt (1,1).
(ii) Besitzt f lokale oder globale Extrema?

Losung zu Zusatzaufgabe 7.4:

(a) Es gilt T3g((x,);(0,0)) = 2%y + 2y — y + 1, da wir hier ein Polynom 3. Grades vorliegen haben.
In der Tat gilt dies wegen

2y 2x+1
_ 2 _ _
dg(z,y) = (Qe+1y 2°+x-1), Hessg(z,y) (%%%1 0 )

sowie mit a = (z1,22) = (z,y) und h = (hy, hy) entsprechend (/6.2)) und dem Satz von Schwarz

dfla)h® = Zzzas—f( ) hihjhy
= = = Owidx; 0wy, v
o'f o' f o'f o' f
= SE(@ht + 3 @ Jhihy + 35— o s(@) b3 + Sg(a)h} = 3-2-hihy
1 Xy 5

aufgrund der dreimal stetigen Differenzierbarkeit, denn damit folgt

T39((z,y); (0,0))
— 14+ (0 —Q( _8)+%(z—0gr4n(2é)(gig)+é-&2-@—of@—oy

Bonus: Wegen 22 + 2 — 1 = (x + %)2 — % besitzt g die stationdren Punkte Py = (— 1i2\/‘?’, 0),

welche jedoch aufgrund von det(Hess g(z,0)) = —(2z + 1)? fiir alle z € R und der daraus
folgenden Indefinitheit von Hess g(Py) beides Sattelpunkte sind.

(b) Wir benétigen f(1,0,0), df(1,0,0) sowie d*f(1,0,0). Demzufolge berechnen wir zunichst

—sin(z) 0 0

0 0 0

~ [cos(z) 0 1 B 0 00
df(l‘,y,Z) _< 1 1 eXp(Z)) ) (HeSka(xayyz))k:Lz = 0 0 0
00 0

0 0 exp(z)

Mit der in Satz 2.40 gegebenen Formel T}, f(z;a) := f
Tof (2,9, 2): (1,0,0)) r—1\ [—sin(l) 0 0\ [z—1
1 < 0 0 Yy >
cmao C%u)o ﬁ 1 00 2
= -~ y |+ 0
0
1

Y
z
2 1 11 2 r—1
zZ
()
z

_ Cmuwux—nmqn+z—wy%muv
24 (x—1)+y+2z+452°
_ (Sin(l) - COS(l) + COS(l)x _ Sin(l) (x;1)2 n z)

l+r4+y+z+32°

S OO OO
(ew]
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(i) Wir berechnen alle partiellen Ableitungen in den Hauptrichtungen bis zur Ordnung 2:

of _ 2y Of _ T
2"V = Gagr oY T Gy
und
o2 f P A o' f _ 9 _2Az=y)
G2\ Oy) = @ty)? Oy (#:9) = (z+y)3 8y8x(x’y)_ 8:cay($’y)_ (x+y)*

Also erhalten wir im Punkt (z,4) = (1,1) neben f(1,1) = 0 noch df(1,1) = (3, —3) und

T2
und somit

Tof((z,y);(1,1)) = f(1,1)+df(1,1) (z : }) + % <HesSf(1, 1) (;j: D g (z: i)>
—3) (";:i) +3le-Ly-1 (_0%

1
= $—y+1(y2—1’2)

Hess f(1,1) = ( 0

N

= O

=

D=

= O
N~
VR
< 8
(I
— =
~_

fiir das Taylorpolynom zweiten Grades von f im Punkt (1,1).

2y of —2x

. of _ =L =
() Weaen (o) = 1 v Gy (00 = e

in keinem Punkt (z,y) € ]0,00[%, es gibt also keine lokalen Extrema, und aufgrund der
Offenheit von ]0, co[>C R? daher erst recht keine globalen Extrema.

verschwindet der Gradient von f
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
Pror. DrR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. THSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 8

Diffeomorphismen — (vgl. Skript, Abschnitt 2.5)

e Definition 2.53: Seien (X, ||.||x, (Y,].|[y) Banach-Réume, U C X offen und V' C Y offen. Eine
Abbildung f: U — V wird C*-Diffeomorphismus von U auf V genannt, falls f € C*(U, V)
bijektiv ist und zusitzlich f~! € C*(V,U) gilt.

e Definition 2.54: Seien (X,|.|[x, (Y,|.]ly) Banach-Rdume, U C X offen. Eine Abbildung
f: U — Y heiit lokal C*-invertierbar bei x € U, wenn es offene Umgebungen U’ C U
von x und V/ C 'Y von f(z) gibt, so dass f: U' — V' ein Ck-Diffeomorphismus ist.

e Lemma 2.55: Seien (X, ||.||x, (Y,].][y) Banach-Rdume, U C X offen. Ist f: U — Y lokal
Ck-invertierbar bei z € U, so ist die stetige lineare Abbildung df (z) € L(X,Y) invertierbar mit
Inversem df ! (f(z)) € L(Y, X). Bem.: Insbesondere gilt bei X = R™ und Y = R™ auch m = n.

e Satz 2.57 [Satz iiber lokale Umkehrbarkeit]: Seien (X, ||.||x, (Y,].]ly) Banach-Raume,
U C X offen. Genau dann ist eine Abbildung f € C*(U,Y) lokal C*-invertierbar bei z € U,
wenn df (z) € L(X,Y) invertierbar ist.

e Korollar 2.58: Seien (X, ||.||x, (Y, ]-|ly) Banach-Réume, U C X offen und f € C*(U,Y). Falls
die Ableitung df (x) in jedem Punkt = € U invertierbar ist, dann ist f(U) offen. Falls f zusétzlich
injektiv ist, dann ist f sogar ein Diffeomorphismus von U auf f(U).

Implizit definierte Abbildungen — (vgl. Skript, Abschnitt 2.6)

e Satz 2.61 [Satz iiber implizite Funktionen/ Satz iiber lokale Auflésbarkeit]{?| Seien
(X ), (Y -Iv)s (Z,]].]lz) Banach-Réume, W C X x Y offen und F € CK(W, Z). Lost zu
vorgegebenem z* € Z der Punkt a* = (2*,y*) € W die Gleichung

F(x*y") =2~ (8.1)
und ist die Einschrankung dF (z*,y*)|y =: dy F(z*,y*) € L(Y,Z) invertierbar, dann gibt es
offene Umgebungen U* von x* und V* von y* sowie ein g € C*(U*, V*) mit

V(z,y) e U xV* : F(z,y) =2" <= y=g(z) . (8.2)

Bemerkung: Sind alle Rdume endlich-dimensional, dann ist dF(a*) eine Matrix und der Satz
insbesondere genau dann anwendbar, falls die Jacobi-Matrix dF'(a*) surjektiv ist, d.h., maxi-
malen Rang besitzt, d.h., alle Zeilen linear unabhéngig sind (denn dann kénnen wir — ggf. nach
Umsortierung der Variablen — eine invertierbare Untermatrix U mit rg(U) = rg(dF'(a*)) finden).

Ganz einfaches Beispiel: Seien € R, y € R™ und F(z,y) = Az + By mit A € L(R",R™)
und B € L(R™,R™), dann ist dF(z,y) = (A B) und die Gleichung (8.1)) genau dann nach y*
auflosbar, wenn B invertierbar ist, denn in diesem Fall gilt

y* = Bz — Ax¥) . (8.3)
Gibt es nun eine Umgebung U von z* und eine auflésende Funktion y = h(x), dann gilt ins-
besondere Vo € U: F(x,h(x)) = (Fo H)(x) = 2" mit H: x — (z,h(x)). Somit stimmt F' o H
auf ganz U mit einer Konstanten iiberein, deren Ableitung verschwindet, somit folgt nun nach
Kettenregel

VeeU:d(FoH)(z) = (dFoH)(x)-dH(z) = 0€ L(X,Z) .

]71 n m
dh(x)) =0 € L(R",R™),

was umgestellt dh(x) = —B~'A ergibt (Hier hiitten wir dies auch aus (8.3)) erhalten kiénnen).

In unserem einfachen Beispiel liest sich diese Gleichung als (A B) <

Zsiehe auch Satz 2 (Forster 11, §8)
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Zusatzaufgabe 8.1: (Anwendungen des Satzes iiber die lokale Invertierbarkeit)

(a) Bestimmen Sie die Punkte, an denen die Abbildungen f, g: R* — R,

flzy) = (ell_ffsm(y)) , o glzy) = (I +xy3> ,

e' " cos(y) e
lokal invertierbar sind. Berechnen Sie dort die Ableitung der lokalen Umkehrabbildung.

(b) Zeigen Sie, dass die Abbildung ®: R? — R?, ®(z,y) := ((x—y)?, 2zy) in der Nihe jedes Punktes
(z,y) € R? mit |z| # |y| eine differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Beweisen Sie, dass @
ein Diffeomorphismus von A := {(z,y) | 0 < y < z} C R? auf B := |0, 0o[? ist.

. . 9 5 o34 3we?\ . . :

(c) Zeigen Sie, dass ®: R* — R?, (x,y) — y— 22 ein C'-Diffeomorphismus ist.

(d) Zeigen Sie, dass die Abbildung F(z,y) := (z(1 — y),zy) auf R? in der Nihe jeden Punktes
(z,y) € R? mit x # 0 eine differenzierbare Umkehrabbildung besitzt.

Beweisen Sie, dass F' sogar ein Diffeomorphismus von |0, co[ x ]0, 1] auf ]0, oo[ X ]0, 0o ist.

(e) Bei welchen (z,y) ist die C'-Abbildung ®(z,y) := (2*+y?, z+y?) ein lokaler Diffeomorphismus?

Losung zu Zusatzaufgabe 8.1:

(a) Als Komposition stetig differenzierbarer Abbildungen sind beide Abbildungen jeweils mindestens
aus C'(R?,R?) mit Ableitungen

df (z,y) = e"* (—sin(y) cos(y)>> dglag) = <1x 382)-

—cos(y) —sin(y e

Wegen det(df (z,7)) = e*'=®) > 0 fiir alle (z,y) € R? und det(dg(z,y)) = —3e*y? < 0 fiir alle
(z,y) € R? mit y # 0 folgt nach Satz 2.57 die lokale (C'-)Invertierbarkeit von f in jedem Punkt
(z,y) € R? und die lokale (C'-)Invertierbarkeit von ¢ in allen Punkten (x,y) € R? mit y # 0.
Nach Lemma 2.55 erhalten wir dort fiir die Ableitung der Umkehrfunktion jeweils

) = e (T o)

cos(y) —sin(y)

und

0 e ”

~ 1 0 —3y?
1 = —— = 1 1
dg~ (9(z,y)) 3oy (_ez 1 ) . .
3y —3ery

(b) Nach Satz 2.57 ist ®: R? — R? in einem Punkt ¢ € R? lokal (C'-)invertierbar, wenn ® stetig
differenzierbar ist und d®(¢) als lineare Funktion von R? nach R? invertierbar ist. Die Ableitung

do(x,y) = (2(:162; y) _2(;; y)) ist nur bei (x,y) € R? mit |x| = |y| singulér, denn es gilt
det(d®(z,y)) = do(z—y)+4y(z—y) = 4a+y)(z—y) = 4@ ~y*) = 0 <= |z =y

Betrachten wir ®: {(x,y) |0 <y < 2} — ]0,00[ x |0, 00[, ®(z,y) := ((x — y)?, 2zy), so ist dies
sogar ein globaler Diffeomorphismus von A nach B mit Umkehrabbildung

U:B— A, U(u,v) = (2 (Vu+2v+vu) 1 (Vu+2v- ),

denn (x —y)? = u > 0,22y = v > 0 ist fiir (z,y) € R? mit z >y > 0 wegen u + 2v = (v + y)*
und z = 1((z+y) + (z —y)), y = 3((z + y) — (z — y)), dquivalent zu

r= (Vat2o+va)  wd oy = L (Varo-va)
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(c¢) Zunéchst ist ® nach dem Satz tiber die lokale Umkehrbarkeit (Satz 2.57) in jedem Punkt lokal
C'-invertierbar, denn es ist

3(x? +eY) 3zeY
iy = (M50 )

einerseits stetig und wegen det(d®(z,y)) = 3(e¥ + (1 + 2¢¥)) > 0 fiir beliebige (z,y) € R?
andererseits iiberall invertierbar.

Zu jedem beliebigen b € R ist die Funktion fy(z) = 23 + 3reb™” stetig und wegen fi(x) =
222 + 3ebT* 4 62227 > 3ebt*° > () streng monoton wachsend auf ganz R. Dariiber hinaus
gilt f,(R) = R, denn nach Grenzwertgesetzen folgen lim, ., f,(x) = £oo. Nach dem Satz iiber
die stetige Umkehrfunktion (siche Analysis 1) existiert nun ein f,- . R — R, welches ebenfalls
streng monoton wachsend und stetig ist. Die Abbildung ¥: R? — R?, definiert durch

Iy (a) )
V(a,b) = _ 2],
@0 = (o {v)
ist nun offenbar die Umkehrabbildung zu ®, wonach ®: R> — R? sogar bijektiv ist. Zusam-

men mit der lokalen C'-Invertierbarkeit liefert nun Korollar 2.58, dass ®: R? — R? sogar ein
(globaler) C*'-Diffeomorphismus ist.

(d) Da die Komponenten der Funktion als Polynome sogar beliebig oft stetig differenzierbar sind,
gilt F € C~(R? R?). Wegen

dF(z,y) = <<1 —Y) _x“’) und somit  det ((1;?/) *“) —

Yy T

ist dariiber hinaus die Ableitung dF(x,y) in jedem Punkt (z,y) € R? mit z # 0 invertierbar.
Nach dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit (Satz 2.57) besitzt F' also in der Ndhe solcher Punkte
eine differenzierbare Umkehrabbildung.

Zur globalen Diffeomorphie: Zunéchst bildet F' den Streifen |0, 0o[ x ]0,1[ nach ]0, oco[ x ]0, 00|
ab, denn z(1 — y) und 2y sind positiv fiir € ]0,00[, y € ]0, 1[. Sei nun F(z,y) = (u,v). Dann
gilt = u + v sowie y = ==, wobel y bei u,v > 0 auch wirklich wohldefiniert ist und in (0,1)
liegt. Also ist F': ]0,00[ x ]0,1[ — ]0,00[ x ]0,00] bijektiv, die Umkehrabbildung ist explizit
durch F7(u,v) = (u + v, =) gegeben. Bijektivitit und lokale Diffeomorphie implizieren aber

? utv
nach Korollar 2.58 sogar globale Diffeomorphie, was auch zu zeigen war.

(e) Wegen d®(z,y) = <21$ gz) ist d®(x,y) in den Punkten (z,y) mit det(d®(z,y)) = dey—2y # 0

invertierbar. Also ist ® nach dem Satz iiber lokale Umkehrbarkeit (Satz 2.57) in der Nahe der
Punkte (z,y) mit z # % und y # 0 jeweils ein lokaler Diffeomorphismus.

Zusatzaufgabe 8.2: (Satz iiber implizite Funktionen — Auflésbarkeit nach 1 Variable)

(a) Gegeben sei die Funktion f(z,y) = cos(z?) + 2xy + sin(y?) — 4z — 1 + .
Zeigen Sie, dass f(z,y) = 0 lokal in (0,0) nach y = g(x) auflésbar ist und dass g(z) in einer
Umgebung von (0,0) zweimal stetig differenzierbar ist. Geben Sie ¢’(0) und ¢”(0) an.

(b) Zeigen Sie: Fiir hinreichend kleine z,y und geniigend nahe bei —1 liegende z kann man die
Gleichung x* + y* + 2z + cosh(zyz) = 0 nach z auflésen.

(c) Zeigen Sie, dass fiir hinreichend kleine x,y, d.h., fiir (x,y) € R? geniigend nahe bei (0,0), die
Gleichung exp(sin(zy)) + 22 — 2y — 1 = 0 nach y aufgelst werden kann.

(d) Sei y(x) eine Funktion, welche die Gleichung F(x,y) := 2>+ y* —1 = 0 16st, d.h. F(z,y(z)) =0
erfiillt. Zeigen Sie mittels der Kettenregel, dass dann 3/(z) = _r gilt.
Y
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(e)

(f)

Sei y eine Funktion, welche die Gleichung F(z,y) := 2° — y® — 3 = 0 lost, d.h. welche die
4

)
Gleichung F(z,y(x)) = 0 erfiillt. Zeigen Sie mittels Kettenregel, dass y' = 3—:]62 bei y # 0 gilt.
Y

Sei z(y, z) eine Funktion, welche die Gleichung G(z,y, ) := 2%y + In(yz)x = 0 16st, d.h. welche
die Gleichung G(z(y, z),y, z) = 0 erfiillt. Bestimmen Sie mittels Kettenregel g—z und 2.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.2:

(a)

(e)

Zuniichst bemerken wir, dass f € C°(R?* R) gilt (Dies folgt beispielsweise durch wiederhol-
te Anwendung von Korollar 2.34, da sdmtliche partielle Ableitungen beliebig hoher Ordnung
offenbar stetig sind). Nach Satz 2.61 (Satz tiber implizite Funktionen) ist f(x,y) = 0 wegen
f(0,0) =0 in der Nédhe von (0, 0) auflosbar, falls d, f(0,0) invertierbar ist. Da hier

df (v,y) = (—235 sin(2?) + 2y — 4 2z + 2y cos(y?) + 1)

und somit df(0,0) = (—4 1) gilt, ist d,f(0,0) = (1) € L(R,R) in der Tat invertierbar. Also
finden wir nach Satz 2.61 in der Ndhe von (0,0) eine (sogar beliebig oft stetig differenzierbare)
Funktion y = g(x) mit f(z,g(z)) = 0.

Leiten wir die Gleichung f(z,g(z)) = 0 nach z ab, erhalten wir mit der Kettenregel und der
Hilfsfunktion H: = — (z, g(x)) sowie mit G = f o H = 0 weiter

(st $he) () = (70 (o ity 41) =0

Fiir (x,g(z)) = (0,0) liefert dies nun 0 = —4 + ¢’(0) - 1, also ¢’(0) = 4. Erneutes Ableiten liefert
0=24(0)+¢"(0) - 1+ ¢'(0)(2 + 2¢'(0) cos((g(0))?)) und somit ¢g"(0) = —48.

Die Funktion G(z,y, z) := 2* + y*> + 2z + cosh(xyz) ist stetig differenzierbar mit
dG(z,y,z) = (2z +yzsinh(zyz) 2y + zzsinh(zyz) 1+ zysinh(zyz)).

Fiir (z,y,z) = (0,0, —1) gilt G(z,y,z) = 0 und %(m,y,z) = 1+ xysinh(zyz) ist bei (z,y,2) =
(0,0,—1) mit 1 invertierbar. Nach dem Satz iiber implizite Funktionen existieren dann eine
d-Umgebung U von (x,y) = (0,0), eine e-Umgebung V' von z = —1 und genau eine stetige
Funktion f: U — V mit f(0,0) = —1 und F(z,y, f(x,y)) = 0 fiir alle (z,y) € U.

Die Funktion F'(z,y) := exp(sin(zy)) + 2* — 2y — 1 = 0 ist offenbar stetig differenzierbar mit

~ (ycos(zy) exp(sin(zy)) + 2z
grad F'(z,y) = ( x cos(xy) exp(sin(zy)) — 2 ) '

Fiir (z,y) = (0,0) gilt F(z,y) = 0und & 3y (@, y) = x cos(zy) exp(sin(zy)) —2 ist bei (z,y) = (0,0)
mit —2 invertierbar. Nach dem Satz uber implizite Funktionen existieren also eine Umgebung
U von x = 0, eine Umgebung V' von y = 0 und genau eine stetig differenzierbare Funktion

f:U— V mit f(0) =0 und F(z, f(z)) =0 fiir alle z € U.

F(x,y) = 0 ist dquivalent zu 22 + y? = 1 und fiir geniigend kleine x (Jx| < 1) kiénnen wir
y = y(x) =1 — 22 fiir positive y finden, was eine explizite Darstellung von y bedeutet.
Nach der Kettenregel konnen wir die Gleichung F(x,y) = 0 differenzieren und erhalten

dF (z,y) = 2z + 2y(z)y'(z) = 0.

Da wir y > 0 voraussetzen, erhalten wir y'(x) = _—
5 4

Die Ableitung der Gleichung F(z,y(x)) = 0 nach x liefert 52* —3y?y’ = 0 und somit /' (z) = 3—0%2
)
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(f) Die Ableitung der Gleichung G(z(y, z),y, z) = 0 nach y liefert

x ox xy+1
2eyr, + 2 + = +In(yz)r, =0, dh =—=—x )
! y T i) Oy y(2zy + In(yz)
Ebenso liefert Ableiten nach z die Gleichung
or x

T
2ryz, + - +1 .=0, dh Z__ .
YT Z *In(yz)z 0z 2(2zy + In(y2)

Erlduterung: Die Funktion ' = Go H: R? — R mit H: R? - R, (y,2) — (o(y,2),, 2)
besitzt nach Kettenregel das Differential

dF(y,z) = (dGo H)(y,z)-dH(y,z)
0 0

—p(Y,2) -y, 2)
_ 2 ¥ ¥ dy Oz
= (2<py+ln(y2) o Z)- ) 0
0 1
= [ (2¢y + In(yz)) 9 Py, 2) + 9%+ 2 1 (20y + In(yz)) o oy, 2) + 2
oy’ y 0z z

Da wir uns nur fiir die Funktionen x = ¢(y, 2) interessieren, fiir die G o H = 0: R* — R gilt,
liefert Ableiten dieser Gleichung das Gleichungssystem dF'(y, z) = (0 O), aus welchem wir dann
%gp(y, z) und %cp(y, z) jeweils durch Umstellen gewinnen koénnen.

Zusatzaufgabe 8.3: (Satz iiber implizite Funktionen — Auflésbarkeit nach 2 Variablen)

—2r* +y*+22=0

(a) Fiir gentigend nahe bei 1 liegende z, y, z kann das Gleichungssystem 9 5
r+e 7 —2y=0

durch C*-Funktionen y = ¢(z), z = ¢ (z) nach y und z aufgelost werden.

: Fi(z,y,u,v) u + cos(uv) —vr — 1 . :
. 4 2 1\4y Yy Wy _
(b) Sei F: R* — R? (z,y,u,v) — (Fg(:c,y,u,v)) = ( sin() — y — v . Zeigen Sie, dass

Umgebungen U C R? von ( 01> und V C R? von (?) und f = (?) : U — V differenzierbar
— 2

existieren, so dass F(x,y, fi(z,y), f2(x,y)) = 0 fir alle (z;) € U gilt. Berechnen Sie df (0, —1).

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.3:

(a) Die beliebig oft stetig differenzierbare Funktion
F:R* =5 R?*, F(r,y,2):= (22" + 9> + 2%, 2> + exp(y — 1) — 2y)

erfilllt F(z,y,2) =0 € R? fiir (z,y,2) = (1,1,1) und besitzt die Ableitung

(4 2y 2z (4 2 2
dF(z,y,z) = (2x exply — 1) — 2 0) = dF(1,1,1) = (2 1 O)’

Die zu den Variablen (y, z) gehorige quadratische Untermatrix ist invertierbar. Also

2 2
-1 0
existieren nach dem Satz iiber implizite Funktionen (Satz 2.61/Satz 2 - Forster II, §8) eine
Umgebung U von = = 1, eine Umgebung V von (y,z) = (1,1) und eine vektorwertige C>°-
Funktion ¢ = (p,¢) : U — V mit p(1) = 1, ¥(1) = 1 und F(z,¢(z),¥(z)) = 0 fir alle
rel.

o2



(b) Nach Satz 2.61 existieren obige Umgebungen, so dass F(z,y, fi(z,y), fo(z,y)) = 0 fiir alle
(m, y) € U gilt. Dieser ist anwendbar aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der letzten beiden
Spalten in

(v 0 1-—wsin(uwv) —z — usin(uw) (-1 0 1 0
dF(Q%ZJ,UaU)—(O -1 COS(U) —1 ,dF(O,—l,O,l)— 0 -1 1 =1

Weiter folgt mit Kettenregel

I

0 = dF(0,—1,0,1) - <df(0,—1)

) —  —dFu)(0,—1,0,1) = dF(,.(0,—1,0,1)df (0, —1)

-1
-1 1 0 -1 0 1 0
df(0,—1) = —(dFuw)(0,—1,0,1)) " dF4)(0,—1,0,1) = —(1 _1) (0 _1> = (1 _1>

Zusatzaufgabe 8.4: Nach welchen Variablen ist das folgende Gleichungssystem (lokal) auflosbar?

3x+y—z+ut = 0
rT—y+2z+u =
20+ 2y —32+4+24 =

Losung zu Zusatzaufgabe 8.4:

Das Gleichungssystem schreibt sich als F(x,y, z,u) = Ogs mit der Funktion F : R* — R3
definiert durch

3r+y— 2+ u? 3 1 -1 2u
F(z,y,z,u) = rT—y+2z+u mit Ableitung dF(x,y,z,u) = (1 -1 2 1
2042y — 3z + 24 2 2 -3 0

Nach dem Satz iiber implizite Funktionen brauchen wir Kombinationen von jeweils drei Spalten
der Jacobi-Matrix, welche linear unabhingig sind. Dies iiberpriifen wir mittels der Determinan-

ten
OF 3 1 -1
det 3 = det|1 -1 2 = (9+4-2)—(2+12-3) = 0,
<x7y7z> 2 9 _3
OF 3 1 2u
det [ —— = det|1 -1 1 = (0+24+4u) — (—4u+64+0) = 42u—1),
8(1’,y,u) 2 9 0
OF 3 —1 2u
det = det|1 2 1 = (0—-2—6u)—Bu—0-9) = 7(1 —2u),
d(x, z,u)
2 -3 0
OF 1 -1 2u
det = det| -1 2 1 = (0—2+6u)—Bu—3+0) = 1—2u.
a(yazau) 2 3 0

Finden wir also ein (2, %o, 20, up) € R* mit F(xq, o, 20, uo) = 0 und uy # %, dann existieren

e cine Umgebung U, von g, eine Umgebung V. von (v, 20, ug), eine stetig differenzierbare
Abbildung g: U, — V, mit F(z, g(z)) fir alle x € U,, und falls (x,y, z,u) € U, x V, ein
Punkt mit F(x,y, z,u) = 0 ist, dann gilt

(y,z,u) :g(x) ) d.h. y:gl(x)vz:g2(m)vu:g3(x) )

e Analoges gilt fiir yy oder z.
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 9

Untermannigfaltigkeiten — (vgl. Skript, Abschnitt 2.7)

e Definition 2.65: Sei g: R” — R™ eine differenzierbare Abbildung. Ein Punkt = € R™ heifit
reguldrer Punkt von g, wenn dg(z) surjektiv ist (insbesondere muss dann n > m sein). Ein
Wert z* € R™ heifit regulirer Wert von g, wenn jedes x mit g(z) = z* ein regulirer Punkt
ist, d.h., wenn das Urbild g~!({z*}) nur aus reguliiren Punkten besteht.

e Satz 2.66/Satz 2 (Forster II, §9): Fiir eine nichtleere Teilmenge M C R” sind dquivalent:

(a) (Beschreibung durch Gleichungen)
M ist lokal Urbild eines reguliren Wertes einer C*-Funktion vom R™ in den R"~¢, d.h., fiir
jedes z € M existiert eine offene Umgebung U C R”, eine Funktion g € C*(U, R*~%) und
ein regulirer Wert z* € R"% von ¢ mit

MNU=g"'{z}). (9.1a)

(b) (Darstellung als Graph einer C*-Funktion)
M ist lokal der Graph einer C*-Funktion auf dem R?, d.h., fiir jedes a € M gibt es eine
Zerlegung R™ = X x Y in einen d-dimensionalen linearen Unterraum X und einen (n — d)-
dimensionalen linearen Unterraum Y von R™ sowie bei a = (z*,y*) offene Umgebungen
U* C X von x*, V* C Y von y* und ein g € C*(U*, V*) mit

M N (U* x V*) = Graph(g) . (9.1b)

Dabei bezeichnet Graph(g) := {(x, g(z)) | « € U*} den Graphen von g.

(¢) (Transformation in eine Hyper-Ebene)
M ist lokal C*-diffeomorph zum R¢, d.h., fiir jedes x € M gibt es eine offene Umgebung
U C R™ und einen C*-Diffeomorphismus ®: U — V auf eine offene Teilmenge V' C R" mit

dMNU)=REx {0}"4nV (9.1c)
(,® biegt die d-dimensionale Flache M gerade®).

e Definition 2.67: Eine Teilmenge M C R™, die eine (und somit jede) der Eigenschaften aus Satz
2.66 besitzt, heiit d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™. Die Zahl n — d wird
gelegentlich als Codimension der Untermannigfaltigkeit bezeichnet.

Bem.: Die Formulierung in Satz 2.66 (a), welche wir hauptséchlich brauchen werden, bedeutet,
dass eine Untermannigfaltigkeit lokal mit einer implizit gegebenen Funktion iiberein-
stimmt, welche die Voraussetzungen des Satzes iiber implizite Funktionen erfiillt.

e Definition 2.72: Sei M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R™. Die Gesamtheit
aller Tangentialvektoren T, M, welche aus allen moglichen Ableitungen ¢(0) von parametrisierten
stetig differenzierbaren Kurven c: | —¢,e[— M besteht, die innerhalb von M durch den Punkt
¢(0) = a verlaufen, wird Tangentialraum von M im Punkt a genannt.

Bemerkung: T, M ist in der Tat ein d-dimensionaler Unterraum des R™ (siehe Skript).

e Satz 2.73: Ist M eine d-dimensionale C*-Untermannigfaltigkeit des R” und lokal bei a € M
das Urbild eines reguliren Wertes z* € R"~? unter der C*-Abbildung g: R" — R"~¢, dann gilt

T.M = Ker(dg(a)) . (9.2)
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Bemerkung: Die Zeilen von dg(a) bilden dann eine Basis des n—d dimensionalen Vektorraumes
N,M , welcher aus der Gesamtheit aller Normalenvektoren an M im Punkt a besteh@.

Notwendiges Kriterium fiir Extrema unter Nebenbedingung

e Satz 2.76 [Lagrange’sche Multiplikator-Regel|: Sei U C R" offen, f: U — R differen-
zietbar und g = (g1,...,9r) € CYU,R¥). Liegt in 2* ein lokales Extremum von f unter
den Nebenbedingungen g = 0 und ist dg(z*) € L(R",R*) surjektiv, d.h. sind die Gradienten
grad g1 (z*), ..., grad gi(«*) linear unabhéngig, dann gibt es einen Vektor A = (A1,..., \,) € R¥
mit

grad f(z Z i grad g;(z*) . (9.3)

Bemerkung: Da der Tangentialraum nach (9.2 orthogonal zu den Zeilen von dg(a) ist, ver-
schwindet grad f(z*) aus (9.3)) nach Einschréinkung auf den Tangentialraum.

Hinreichendes Kriterium fiir Extrema unter Nebenbedingungen

e Satz 2.77: Sei U C R" offen, f € C*(U,R) und g = (g1,...,g9x) € C*(U,R¥) mit k < n.
Desweiteren sei M = g~ '({0}). Besitzt dg(x*) fiir einen Punkt z* maximalen Rang, gilt mit
einem Vektor \* die Gleichung dF(z*,\*) = 0 mit?]

F:UxR¥ SR, (2,0~ f(z Z)\lgl : (9.4)

und ist die Einschrinkung der Hesse-Matrix Hess F)«( mlﬂ
Fyo:x— F(x, \Y) (9.5)

auf den Tangentialraum T, M = Ker(dg(z*)) positiv bzw. negativ definit, so besitzt f unter
den Nebenbedingungen g = 0 in z* ein lokales Minimum bzw. Maximum.

e Bemerkung: Besitzt dg(z*) maximalen Rang k, so finden wir eine Basis {by,...,b,_x} von
Ker(dg(z*)) = T,»M. Mit B = (by ... b,_y) ldsst sich dann ein beliebiges, jedoch festes
Element y € T« M in der Gestalt i

Zajbj = Bua
j=1

mit einem von y abhéngigen, eindeutigen o = (a]);” f € R"* schreiben. Insbesondere ist
y = 0 <= «a = 0. Demnach ist die in Satz 2.77 erwihnte Bedingung y* Hess Fy«(z*)y > 0 fiir
alle y € Tp- M \ {0} dquivalent zu (Ba)T Hess Fy«(2*)Ba > 0 fiir alle a € R* %\ {0}, d.h., zur

positiven Definitheit der Matrix
G := B"Hess F\-(z*)B . (9.6)
Zusatzaufgabe 9.1: (Untermannigfaltigkeiten und ihre Tangentialriume)

(a) Zeigen Sie, dass die Tangentialvektoren an eine implizit durch C' := {(z,y) € R?*|g(x,y) = 0}
mit stetig differenzierbarem g: R? — R gegebene Kurve orthogonal auf grad g(z,y) stehen.

(b) Beweisen Sie, dass M := {(z,y,2)|2* + y* — 2> = 1} C R’ eine zweidimensionale C>-
Untermannigfaltigkeit ist. Geben Sie den Tangentialraum 7, M im Punkt a = (1,1,1) an

(c) Zeigen Sie, dass M := {(z,y, 2) | ¥* + y* + yz+ z* = 1} eine zweidimensionale C*°-Untermannig-
faltigkeit des R? ist. Bestimmen Sie den Tangentialraum T, M. Ist M kompakt?

24vergleiche auch Satz 3, Forster II, §9
25 Aufgrund der Ableitung nach A gilt dann insbesondere auch g(z*) = 0, also z* € M.
26D.h., bei festem \* wird nur nach x abgeleitet.
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Losung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a) Fiir jede Parametrisierung ¢: R D I — R? einer implizit durch g(z,y) = 0 gegebenen Kurve im
R? gilt (g o ¢)(t) = 0 und somit dg(¢(t))p(t) = (grad g(¢(t)),¢(t)) = 0 fiir ¢ € I. Daher sind
die Tangentialvektoren in einem Punkt (z,y) € C der Kurve C orthogonal zu grad g(z,y).

(b) Die Abbildung g(z,vy,z) := 2? + y? — 22 — 1 besitzt die Ableitung dg(z,y,z) = (2z,2y, —22),
und diese verschwindet an keinem Punkt mit g(z,y,z) = 0, denn an solchen Punkten gilt
2?2 +9y? = 1+ 2% > 1 und somit insbesondere x # 0 oder y # 0.
Der Tangentialraum T{; 1 1)M im Punkt (1, 1, 1) stimmt nach Satz 2.73 bzw. nach Satz 3, Forster
IT, §9 mit Ker(dg(1,1,1)) iiberein. Da der Kern von dg(1,1,1) = (2,2, —2) beispielsweise durch
die Vektoren (1, —1,0)" und (0, 1,1)? aufgespannt wird, folgt

1 0 1 0
TaayM = spanq | =1] , |1 = {ds|[ 1) +t|1]|steR
0 1 0 1

(c) Der Wert 1 ist ein reguldrer Wert der als Polynom beliebig oft stetig differenzierbaren Funktion
g(z,y,2) = 2® +y* + yz + 2%, denn dg(z,y, 2) = (22, 2y + 2,y + 22) verschwindet nur im Punkt
2 00
(0,0,0),da [0 2 1] regular ist. Wegen ¢(0,0,0) = 0 # 1 ist aber (0,0,0) ¢ M.
01 2
Somit ist M = ¢! ({1}) nach Satz 2.66(b) eine zweidimensionale
C*-Untermannigfaltigkeit. Mit a = (z,y, z) ist nach Satz 2.73

{mit Loch zum Reingucken)

dann T, M = Ker(dg(z,y, z)). Es gilt beispielsweise 1.2
07
( ( 20+ 2 Y+ 2z , 07
span —2x |, 0 im Fall x # 0, 03 016'1
0 —2x 0.5 01
T.M = > ' '
( (1 0 ) 1.3 04
span 0], Y+ 2z im Fall z = 0. 08 02 12
¥
\ \ O _(2y + Z) )

Die Teilmenge M C R? ist nach Satz 1.58 sogar kompakt, denn sie ist abgeschlossen als Urbild
von {1} unter der stetigen Funktion g und — da 2g(x,y, 2) = 222 + 3> + (y + 2)? + 2% > 4 fiir
max{|z|, |y, |z|} > 2 ist und demnach M C [—2,2]? gilt — beschrinkt.

Zusatzaufgabe 9.2: (Extrema auf kompakten Untermannigfaltigkeiten)

(a) Bestimmen Sie die Punkte auf der Ellipse 2% + zy + y? = 3, die den gréfiten bzw. kleinsten
Abstand vom Ursprung (0,0) haben.

b) Auf der Sphire S ! = {z € R™: ||z||; = 1} C R"sei f: S"! — R durch f(x) = | | 2% gegeben.
J
j=1
Zeigen Sie, dass max f(z) = n™" gilt.
TE n—1
(c) Bestimmen Sie Maximum und Minimum der Funktion f(z,y) = 2* — y* unter der Nebenbedin-
gung, dass (z,y) auf dem Einheitskreis im Euklidischen R? liegt.
Losung zu Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Der Abstand eines Punktes (z,y) € R? vom Nullpunkt ist gegeben durch

da((2,9), (0,0)) = [[(z,y) = (0,0)l]2 = [[(z, y)[2 = V&> + 9 .
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Es geniigt jedoch, die Funktion f(z,y) = 2? + y* unter der Nebenbedingung
gx) =2 +ay+9y*—-3=0

zu maximieren/minimieren. Zunéchst halten wir fest, dass es sich bei M = ¢g~'({0}) als Urbild
einer abgeschlossenen (da einelementigen) Menge unter einer stetigen (als Polynom sogar be-
liebig oft stetig differenzierbaren) Funktion wieder um eine abgeschlossene Menge handelt. Da
auferdem

9
(x2—|—y2)25>3

N | —

1 1
x2—|—xy—|—y2=§(x+y)2+§(x2+y2)Z

fiir alle Punkte (z,y) € Bs3((0,0)) := {(z,y) € R? : ds((z,y),(0,0)) < 3} erfiillt ist, folgt
M C B;((0,0)), also auch die Beschrénktheit von M. Nach dem Satz von Heine-Borel ist M
demnach kompakt.

—~

Da dg(z,y) = (Qx +y x+ 2y) wegen det (? ;

und (0,0) € M gilt, handelt es sich bei M um eine sogar kompakte Untermannigfaltigkeit des R?
(der Klasse C*). Als stetige (da als Polynom sogar beliebig oft stetig differenzierbare) Funktion
muss [ auf dem Kompaktum M sowohl ihr Minimum als auch ihr Maximum annehmen. Fiir
jeden Punkt (z*,y*) € M, an dem f ein Extremum besitzt, existiert dann (da alle Vorausset-
zungen von Satz 2.76 erfiillt sind) in diesem Fall ein sogenannter Lagrange-Multiplikator A € R,
welcher df (z*,y*) = Adg(x*, y*) 16st. Daher ist nun das (nichtlineare) Gleichungssystem

20 = A2z +vy), 2y = Mz +2y) , v +ay+y* =3

> = 3 # 0 surjektiv fur alle (z,y) # (0,0) ist

zu 16sen. Nun lasst sich das Teilsystem der ersten beiden Gleichungen als (in x und y) lineares
Gleichungssystem mit Parameter A auffassen. Da (0,0) ¢ M, interessieren nur Parameter A, fir

. (2 =2 A
welche die Matrix ( A\ 9\ 2
nun genau bei A = % + %, d.h., es muss A = 2 oder A\ = % gelten.
Im ersten Fall ist y = —z, so dass die Nebenbedingung (v/3, —v/3) und (—+/3,v/3) als Kandi-
daten fiir Extrema liefert. Der Abstand vom Ursprung ist hier jeweils v/6.
Im zweiten Fall ist 2 = y, so dass die Nebenbedingung (1, 1) und (—1, —1) als weitere Kandidaten
fiir Extrema liefert, welche den Abstand v/2 vom Ursprung haben.

) singulir ist. Die Determinante 4(\ —1)? — A\? verschwindet

Variante A: Zunichst halten wir fest, dass f(x) > 0 ist, also ohne Einschriankung nur Punkte
betrachtet werden kénnen, fiir die keine Komponente verschwindet (da sonst nur das Minimum
f(z) = 0 erwischt wiirde). Wir maximieren also die nichtnegative Funktion f(z) unter der
Nebenbedingung g(x) = ||z]|3 — 1 = 0 mittels Lagrange-Multiplikator-Methode, denn g : R® —
R ist stetig differenzierbar und dg(z) = 227 ist fiir alle z € S"! surjektiv (was in diesem
Fall ungleich der Nullabbildung heifit). Wir suchen also die stationédren Punkte der Funktion
F :R"! — R, definiert durch F(z,\) = f(z) — Ag(z). Inbesondere folgt an diesen Punkten
g—i(m,)\) =0 = 2 ]1193?—)\ =0 (i=1,...,n). (9.7)

J#i

Wie erwahnt, interessiert der Fall nicht, dass z; = 0 fiir mindestens ein ¢ ist. Also muss

Jj=1

G
gelten. Dies ist jedoch nur moglich, wenn alle Komponenten (betragsméBig) gleich sind. Aus der
Nebenbedingung ergibt sich dann

n
1:in:nx2 — T, = =L
k=1
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und somit wie behauptet f(z) = n™". Aufgrund der Kompaktheit von S"~! muss eine Maxi-
malstelle existieren, an welcher nach Satz 2.76 Bedingung (9.7)) erfiillt sein muss. Mittels Aus-

schlusskriterium kénnen wir nun max. f(z) = n~" schlussfolgern.
reS"—

Variante B: Fiir beliebige Zahlen ay > 0 (k = 1, ..., n) ldsst sich per Induktion die Ungleichung
vom arithmetischen-geometrischen Mittel

n

Hak S %Zak (98)
k=1

beweisen:

e Firn = 2ergibt sich 0 < (a—10)? <= 2ab < >+ << ab < (“TJ“I’)2 ,
womit der Induktionsanfang gesetzt ist. Gelte nun die Ungleichung fiir n und beliebige

ar > 0,k = 1,...,n (im Fall a = 0 fiir ein %k ist nichts zu zeigen). O.B.d.A. sei nun
Gpy1 > kI_I}aX ar (andernfalls ordne die Elemente um). Dann gelten
..... 1 & (pi] — Q
Api1 > O := — a und xr = —— > 0,
H n ; g (n+ 1)«

so dass nun iiber die Anwendung der Bernoulli-Ungleichung nacheinander

n+1 n+l n+1
<nL+1 > ak> = a"t! <(n+11)a (na + anH)) = "1+ x)"H!

B Bernoulli — o
k=1

folgt, was dquivalent zur Behauptung im Fall n + 1 ist.

n n n

Fir z € 5" gilt wegen ||z[|3 = 1 somit f(z) = [[27 < (% 3 xz) = -, wobei die
j=1 k=1

Gleichheit beispielsweise fiir x = \/%7 (1 1 ... 1)T angenommen wird.

(c) Da M = g '({1}) = {(z,y) € R? | 2% + y* = 1} Urbild eines reguliiren Wertes (aufgrund der
Surjektivitdt von dg(z,y) = (Qx 2y) fiir jedes (x,y) # (0,0)) der als Polynom C°°-Funktion
g(z,y) = x?+y? ist, konnen wir die Lagrange-Multiplikator-Methode anwenden, so dass notwen-
digerweise zu jeder Extremalstelle (z*,3*) ein A* € R existiert, welches das Gleichungssystem
2r* = N 2x*, —2y* = N2y*, g(z*,y*) = 1 erfiillt. Offenbar finden wir als einzige Losungen
A=1,y=0,z==1sowiec A= —1, z =0, y = £1. Aufgrund der Kompaktheit von M (nach
Satz von Heine-Borel, da beschrinkt und abgeschlossen) und der Stetigkeit von f miissen sich
unter den gefundenen Paaren (x,y) die entsprechenden Maximal- und Minimalstellen befinden.
Als Funktionswerte ergeben sich f(£1,0) = 1, f(0,£1) = —1, also ist 1 das Maximum von f
und —1 das Minimum.

Zusatzaufgabe 9.3: (Extrema auf kompakten Gebieten)
Gegeben sei die Kreisscheibe E := {(z,y) € R?| 2% + y* < 1}.
Bestimmen Sie die Extrema der Funktion f: F — R, (z,y) — 42* — 3xy.

Warum muss die Funktion f zwingend ihre Extrema annehmen?

Hinweis: Ermitteln Sie zunéchst die lokalen Extrema von f im Inneren von E und dann auf
dem Rand OF, d.h. unter der Nebenbedingung 2% + y? = 1.

Losung zu Zusatzaufgabe 9.3:

Wegen df (z,y) = (8¢ — 3y —3z) verschwindet die Ableitung von f nur fiir z = y = 0.
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Demnach besitzt f im Inneren von E nur den kritischen Punkt (z;,7,) = (0,0), in welchem
f(z1,y1) = 0 gilt. Jedoch hat f in (0,0) nur einen Sattelpunkt aufgrund der Eigenwerte 9 und
—1 der Hesse-Matrix

Hess f(x1, x2) = <_83 _03) :

Da f als Polynom eine stetige Funktion auf dem Kompaktum E ist, werden Maximum und
Minimum angenommen. Alle Extrema miissen somit auf dem Rand OF = {(z,y) € R? : 2% +y* =
1} liegen, also die Nebenbedingung g(z,y) := 2*+y?—1 = 0 erfiillen. Notwendigerweise existiert
zu jeder Extremalstelle (z*,y*) ein Lagrange-Multiplikator \*, fiir den df (z*, y*) = A*dg(z*, y*)
gilt (da dg(z,y) = (2z 2y) in allen Punkten (z,y) € OF surjektiv ist, d.h., maximalen Rang
besitzt). Somit erhalten wir insgesamt das Gleichungssystem

(8=2N)z—3y=0 (1)
—3x—2\y=0 (2)
4y =1 (3)

fiir z, y und A. Gleichungen (1) und (2) sind linear in z, y und die zugehérigen Losungen des ho-
mogenen Systems konnen (3) hochstens dann erfiillen, wenn die zugehorige Koeffizientenmatrix

e ey

singulér ist. Folglich erhalten wir aus det K = —(8 — 2X)2\ — 9 = 4\? — 16\ — 9 = 0 die beiden
Losungen A =2 + §.

o Fiir A\ = —3 fuhrt (2) auf y = 3z und (3) auf 102* = 1, was somit die beiden Punkte
(22, y2) («/ 0,@/%> und (x3,ys) ( ,/ —1/1 ) liefert.
o Fiir A =3 1mphz1ert ) hingegen y = —% und (3) damit 10”” = 1, woher wir die beiden

Punkte (x4, y4) (,/ o 110) und (x5, ys) ( ,/ Tt 0) erhalten

Da es keine weiteren Losungen gibt, entscheidet ein Funktionswertvergleich iiber die Art der

Extrema. Aus ) 3 .
= fry 4 - —_— — fr S

und

9 -3 9

f(m4ay4) = f(l‘57y5) = 4- 1—0—3 1—0:5
9

sehen wir, dass f auf der Kreisscheibe £ ihr Maximum mit dem Wert 3 in den Punkten

(z4,94), (5, y5) und ihr Minimum mit dem Wert —1 in den Punkten (23, y2), (3, y3) annimmt.

Zusatzaufgabe 9.4:

(a) Seiy = y(x) eine durch F(z,y(z)) = 0 implizit gegebene Funktion, wobei F(z,y) zweimal stetig
differenzierbar mit F,(a,b) # 0 gelte. Beweisen Sie mit b = y(a) die Formel

0 F, F,
det | By Fop Foy | (ab).  (9.9)

"
y'(a) =
Fy (a7 b) Fy ny Fyy

(b) Untersuchen Sie die durch ~ F(z,y) = ye¥" +2° — 3z +2 = 0  implizit gegebene Funktion
y = f(x) auf lokale Extrema.

Losung zu Zusatzaufgabe 9.4:

(a) Da auf einer Umgebung eines Punktes z(, an dem obige Gleichung auflosbar ist, offenbar
VeeU:0 = G(z) = F(r,y(zr)) mit G=FoH und H:zw— (x,y(x)) (9.10)
gilt, folgt nach Anwendung der Kettenregel
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Ve eU:0 = G'(z) = dG(z) = (dFoH)(z)-dH(z) = (FyoH)(z)+ (y'(FyoH))(z) (9.11)
und — falls 0 = F'(a,b) gilt — somit

, F.(a,b)
via) = _Fy(a,b) '

Nun kénnen wir wiederum mittels Ketten- sowie Produktregel die Gleichung (9.11]) ableiten und
erhalten analog fiir alle x € U die Gleichung

0 = G"(z) = d®G(z) = d(dG)(x) = d(F, o H)(z)+d(y (F,c H))(z)
= [(dFy o H)(x) - dH ()] + [(y"(F, 0 H))(z) + y'(2)d(F, o H)(x)]
= [(Fuwo H)(x) + (y (Fuy 0 H))(2)] + (y'(Fy 0 H))(x) + y'(x) [(dF, 0 H)(x) - dH(z)]

N J/

(9.12)

-~

= (Fye + 9/ (2)(Fyy)(H (2))

Mit (9.12) konnen wir nun wieder — falls 0 = F(a,b) gilt — nach y”(a) umstellen und erhalten
unter Verwendung des Satzes von Schwarz (beachte, dass Fy, = F, gelten muss) insgesamt

y'(a) = - Fyé’b) [Fw(a,b)+2y’(a)Fw(a,b>+(y'(a))2pyy(a,b)]
_o_ 1 oy g Pr(@ D) Fry(a,b)  (Fu(a,))*Fy(a,0)
~ R (et 2 F(a.b) (Fy(a,0)? ) 913
1 ) e e
= —(Fy(a,b))3 (2Fx(a,b)Fy(a,b)Fw(a, b) — (F,(a,b))?Fyp(a,b) — (Fy(a, b))*E,( ,b))

Dies ist aber genau die Determinante aus .

(b) Wir bestimmen zunéchst die Ableitung sowie die Hesse-Matrix von F'(z,y):
dF(z,y) = (Fu(z,y) Fy(z,y) = (3@2—1) e’(1+2?),

st = (0 BA) = (5w san)

Analog zu (a) erhalten wir wegen (9.12) somit fiir die Ableitung?|
Fy(z,y(x))  eWE (1 +2(y(x))?)
welche genau fiir = £1 verschwindet. Nach bzw. (9.13)) folgt fiir y = y(x) weiter

" o 1
VO = Eaar
- (ev*(1 41_ 212))3 <_<ey2(1 + 292))26x - (3(x2 - 1))22ey2(3y + 293))
6z 18(z% — 1)*(3y + 2y3).

e’ (14 2y?) e’ (1 + 2y?)3

2F, Fy by — (Fy)gFm — (Fx)QFyy) (z,y)

Da im Nenner nur Werte > 1 angenommen werden, gilt

—6
" o .
y'(1) = T+ 27 <0 sowie
6
"(-1) = —7——=5>0.
y ( ) ey2(1 +2y2)

Demnach erreicht die Funktion y = f(z) bei x = 1 ein
lokales Maximum und bei z = —1 ein lokales Minimum.

2TBeachte, dass F,(x,y) > 1 fiir alle (z,y) € R?, also insbesondere F,(x,y) # 0 gilt.
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Zusatzaufgabe 9.5: (Extrema auf nichtkompakten Untermannigfaltigkeiten)

Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f: M — R, f(x,y) := 32*+7y?, auf der nichtkompakten
Untermannigfaltigkeit M = {(z,y) € R?: 2? — zy — y* = 55}.

Losung zu Zusatzaufgabe 9.5:

Zunéchst bemerke man, dass M eine eindimensionale C'°°-Untermannigfaltigkeit ist, denn die
Ableitung dg(z,y) = (2z —y —x —2y) von g(z,y) := 2? — xy — y* — 55 ist nur im Punkt
(0, 0) nicht surjektiv, welcher jedoch nicht in M liegt. Somit sind nach Satz 2.76 die stationiren
Punkte von F(z,y,\) = f(z,y) — Ag(z,y) Kandidaten fiir lokale Extrema von f: M — R.
Da sich aus dF(x,y,\) = (0 0 O) insbesondere fiir z und y das lineare Gleichungssystem
6x = A2z —y), 14y = A(—z — 2y) ergibt, welches nur fiir Ay = —6 oder Ay = %4 singulér ist
(und damit eine Losung # (0,0) besitzen kann), ergibt sich im Fall A = —6 die Losungsmenge

{(z,y) € M : 3z =y} = 0 und fiir A = & die Losungsmenge
{(zy)eM : x=-Ty} = {(7,-1), (=7, 1)},
wobei M genau an diesen Punkten die Niveaumenge
Nisaf = {(2,y) €R® ¢ f(z,y) = 154}

tangiert. Die entsprechenden Tangentialriume sind

Ter—yr = Ker ((15 —5)) = span{(l 3)T} N

= Ker ((—15 5)) == T(_7,1)T.
Die Einschriankung der (in diesem Fall konstanten, fiir beide Punkte gleiche) Hesse-Matrix

14 6 0 14 /2 -1 2(1 7
HessF%(x,y) = Hessf(x,y)—gHessg(a:,y) = (O 14> —€<_1 _2) = 5(7 49)

auf den Tangentialraum T{; _1yr = T(_7 1yr ist an beiden Punkten positiv definit, denn

21 7\ [c 2 968

gilt fiir alle ¢ # 0. Nach Satz 2.77 besitzt f: M — R lokale Minima bei (7,—1) und (—7,1).
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
Pror. DrR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. THSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 10

Intervalle — (vgl. Skript, Abschnitte 1, 2 — Kapitel III: Maf3- und Integrationstheorie)

Falls X, Y, A, B Mengen mit A C X und B C Y und f: X — Y, so bezeichnet f[A] das Bild
von A unter f und f~![B] das Urbild von B unter f.

In der Integrationstheorie arbeitet man mit den unendlichen Zahlen —oo und co = 4o00. Fiir
alle a € R gelten definitionsméBig folgende Aussagen:

(1) —o0 < a, a < oo, —00 < 0. (2) | — oo| = |oo| = .

(3) —c0+a=a—00=—00—00=—00. (4) co+a=a+ 00 =00+ 00 = 0.
(5) Fiira > 0gilt (—00)-a=a-(—00) = —oo und 0o - a = a - 00 = 0.

(6) Fira <0 gilt (—00)-a=a-(—00) =00 und co-a =a-00 = —0o0.

(7) (—00) - (—00) =00-00 =00, 00 (—0) = (—00) - 00 = —00.

(8)

Beachte, dass fiir z, y € [—00, 0], der Ausdruck x + y genau dann nicht definiert ist, wenn
(x = —o0 und y = o0) oder (z = oo und y = —0).

Wir setzen: 7 = max(z,0) und 2~ = — min(z, 0).

Grenzwerte von Folgen (xy)ren aus [—oo, 00] gegen x € [—o00, 00| werden wie folgt definiert:
(a) Falls x € R: klim T, =2 <= Vee€]0,00[ AN N : (Vk‘ > N: xy G]x—s,x—f-e[)
—00

(b) Falls 2 = —0o:  lima, =2 = YM €]0,00] 3N6N:<Vk2N:xk<—M>

k—o0

(c) Falls x = +o0: klimxn:x = VME]0,00[HNEN:(VkZN:xk>M>
—00

Lemma 1.1: Fiir z, y € [—o0,00] gilt: 27 = (=)™, x| = 2T+ 27, 2 =2t — 27, (zy)" =
atyt+ay™, (vy)” =2yt +aty . Fallsz < y,sogilt 27 <y und = > y~. Falls 24y definiert
ist, so gilt auch (z4y)" < zt+y*, (z+y)” < x”+y~ sowie (z+y) T +x +y~ = (z+y) " +z 4y

Lemma 1.2: Fiir « € Rund z,y € [—00, 00| mit +y definiert gilt: 2+y < a <=y < —z+a.

Lemma 1.3: Zu jeder offenen Menge U in R" existiert eine aufsteigende Folge (Ug)ren von

Mengen mit U = |J U, und derart, dass fiir jedes k € N, Uy, offen, U, kompakt und U, C U.
k=0

Sind j und k ganze Zahlen mit j < k, so schreiben wir im Folgenden [j.. k] = [, k] N Z.

Ein Intervall I in R" ist eine Menge I der Gestalt [ = ><Z:1 Iy, wobei Iy fiir jedes k € [1..n],
ein Intervall in R mit b, := sup I und a; := inf I(;) ist. Wir definieren den Inhalt eines
Intervalls I C R™ durch

bk — Q fir bk Z Qg

Vol(I) := Vol,(I) := [[Laenge(I) — mit  Laenge(I)) := {0 sonst
k=1 '

Ein Intervall I in R™ heifit nichtdegeneriert genau dann, wenn a; < by, fiir alle k& € [1..n] gilt,
anderenfalls nennen wir I degeneriert.
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Dyadische Ausschépfung offener Intervalle/ Auleres Lebesgue-Maf auf P(R")

n

Lemma 3.1: Fiir jedes a € Z™ und k € Ny sei I, = ><(2_k) - [ai, a; + 1] (dyadisches Intervall).
i=1

Dann ist fiir jedes k € Ny die Familie (I),ezn eine Uberdeckung von R mit paarweise disjunkten
Intervallen.

Satz 3.3: VG C R" offen existiert eine Folge (I,,)men, paarweise disjunkter Intervalle mit

G = U I, und I,, C G fiir alle m € Ny. Ist G nichtleer, kénnen die Intervalle I,,, m € Ny,

m=0
dyadisch gewahlt werden.

Satz 3.4: Zu einer offenen Menge G in R™ sei (Ii)ren, eine Folge paarweise disjunkter Intervalle
mit G = U I),. Dann ist die Zahl MG) = \(G) = Zvol([k)
k=0 k=0

unabhéngig von der Wahl der (/j)ren, und heifit das (n-dimensionale) Lebesgue-Mafl von
G. Falls G ein Intervall ist, dann gilt A(G) = Vol(G). Insbesondere gilt A(()) = 0.

Definition 3.7 [Das &duflere Lebesgue-Maf3]: Die Funktion \* = A!: P(R") — [0, 00], A —
A*(A), welche durch A*(A4) = M:/(A) = inf{A\(G) | A C G und G offen in R" } fiir eine
beliebige Menge A C R™ definiert ist, heiBft das (n-dimensionale) duflere Lebesgue-Maf.

Satz 3.8: Die Funktion A\* besitzt die folgenden Eigenschaften:
(a) VA C R" offen : A*(A) = A\(A), insbesondere \*(0) = 0. (b) AC B= \*(4) < \*(B).
(b) Ist (Ag)ken eine Folge aus P(R™), dann gilt: > s
M UA) < DDA (A.
I). k=0

(c) Ist I ein Intervall in R™, so gilt A*(I) = Vol( k=0

Lebesgue-messbare Mengen/ Lebesgue-Mafl auf £

Definition 4.1 (Lebesgue-messbar): A C R" heifit (n-)Lebesgue-messbar genau dann,
wenn zu jedem ¢ € ]0, 00 eine in R™ abgeschlossene Menge F' und eine in R" offene Menge G
existieren, so dass F C A C G und A(G \ F) < €. (G \ F offen in R", somit ist A(G \ F') nach
Satz 3.4 wohldefiniert.) Sei £ = £,, die Menge aller (n-)Lebesgue-messbaren Teilmengen von R™.

Lemma 4.2: (a) ACR” A M(A)=0 = Aeck (b) I C R™ Intervall = [ € £

Lemma 4.3: (a) Ac £ = R'\Aecg, (b) Aj, Ay e £ = A UA€eg,
(C)Al,AQG£ — AlﬂAQGS/\Al\AQGS.

Lemma 4.4: Fiir eine paarweise disjunkte Folge (Ay)ren aus £ gilt A (U Ak) = Z A (Ayg).
k=0 k=0

Lemma 4.6: Ist (Ag)ren eine beliebige Folge aus £, dann gilt A := U A € L.
k=0

Corollar 4.7: Offene und abgeschlossene Mengen liegen in £. Der Durchschnitt einer Folge aus
£ liegt in £.
Definition 4.10 (o-Algebra auf Q): Sei Q2 eine beliebige Menge und 20 C P(2), so dass

(a) QeA; (b)V AeAgilt: Q\ Ae; (c) V Folge (Ag)ren aus 2 gilt: U A e A
Dann heifit 2 eine o-Algebra auf 2 und das Paar (£2,2() ein Messraum. h=0
Bemerkung 4.11: Es folgt aus der obigen Definition, dass ) = Q\ Q € 2(. Damit liegen auch
Vereinigungen von endlich vielen Elementen aus 2( selbst in 2. Durch Komplementbildung folgt
daraus, dass auch Durchschnitte von endlich oder abzdhlbar unendlich vielen Elementen aus 2A
selbst in 2 liegen.
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e Definition 4.14: Sei & die Menge alle offenen Teilmengen von 2 = R™. Dann heifit 5, := 0o (€)
die o-Algebra der Borelmengen auf R".

e Bemerkung 4.15: Nach Corollar (3.)4.7 gilt B,, C £,. Man kann jedoch zeigen, dass B,, # £,
und ebenso £, # P(R"™) gilt.

e Definition 4.16 (Mafli/Mafiraum): Sei (2,2) ein Messraum und p: 2 — [0, c0] derart, dass

(b) fiir jede paarweise disjunkte Folge (Ax)ren aus 2 gilt: u

(a) p(0) =0; oo o
<U Ak) =) u(A).

k=0

Dann heifit p ein Maf3 auf (2,2) (bzw. kurz: Maf3 auf ). Das Tripel (€2,21, 1) heifit dann ein
Mafiraum. Ist speziell ;(€2) = 1, so heifit © ein Wahrscheinlichkeitsmaf3 und (2,2, ) ein
Wabhrscheinlichkeitsraum.

e Satz 4.17 /Definition: Sei 2 = R" und 2 = £,, die Menge der n-Lebesgue-messbaren Mengen.
Weiterhin sei i = A = A, die Einschrankung des n-dim. &ufleren n-Lebesgue-Mafles A\* = \; auf
2(. Dann ist A eine o-Algebra auf © und p ist ein Mafl auf 2. p heifit das (n-dimensionale)
Lebesgue-Maf . (R", £,,, \,,) heiit der (n-dimensionale) Lebesguesche Mafiraum.

e Satz 4.18: Sei (2,2, u) ein beliebiger Mafiraum. Dann gelten:
(a) A, BeANACB = u(A) < u(B). Falls noch u(A) < oo, ist u(B\ A) = u(B) — u(A).

(b) Ist (Ag)ken, aus A mit Ay C Agyq fiir alle k € Ny, so gilt: i (U Ak> = klim w(Ag).
—00

k=0
(C) Ist (Ak)kzeNo 2 mit Ak D Ak+1 fir alle k € Ny A ,LL(AQ) <0 = U (ﬂ Ak> = khm ,u(Ak)
—00
k=0

Zusatzaufgabe 10.1: Sei Q # (). Bestimmen Sie die minimale und die maximale o-Algebra in €.
Losung zu Zusatzaufgabe 10.1: Es ist 2,5, = {0, Q} und A = P(Q).

Zusatzaufgabe 10.2: (a) Sei Q = {1,2,3,4}. Bestimmen Sie o ({0, 2, {1,2}}) und o ({0, {1,2,4}}).

(b) Sei A die Menge derjenigen Teilmengen von R, die abziahlbar sind oder ein abzdhlbares Kom-
plement in R besitzen. Zeigen Sie, dass A eine o-Algebra ist.

0, falls A abzihlb
(¢) Auf der o-Algebra A aus (b) sei eine Abbildung p durch pu(A) = , falls A abzallibatl,

1, falls R\ A abzéhlbar ,
definiert. Ist p ein Maf3 7

Losung zu Zusatzaufgabe 10.2:

(a) ZuQ =1{1,2,3,4}ist o ({0, 2, {1,2}}) = {0,9,{1,2},{3,4}}, denn sie enthilt die leere Menge,

zu jedem Element auch das Komplement, und alle abzihlbaren Vereinigungen U A,, denn

e (Ing: A, =Q) = U A, = neN
neN
Q f H El : A r = Q A 5 = 4
d (Eln0: Ano = {172}> - U A, = ' als o "o v L) {37 }7
neN {1,2} sonst;
Q falls Ing: A,y =QV A, ={1,2
. (EInO: Ano = {374}> = U An = ' als =Mo ™o "o { ’ }’
neN {3,4} sonst;
o (tneN: A, =0) = |J A, =0.
neN
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Zu Q=1{1,2,3,4} ist o({0,{1,2,4}}) = {0,9Q,{1,2,4},{3}}, denn sie enthilt die leere Menge,
zu jedem Element auch das Komplement, und alle abzidhlbaren Vereinigungen |J A,, denn

e (Ing: A, =) = U A, = net

nel Q falls Ing: A,y =QV A, = {3}
El . An = ].,2,4 —> An — ’ o ng )
’ ( "o ’ { }) nLEJN {17274} sonst;
Q, falls3dng: A,y =QV A, ={1,2,4
° (Eln()i Ano :{3}) — U An: ) alls 9ng ng \% ng { ) &y }7
neN {3} sonst;
e (VneN:A,=0)= U A,=0.
neN

(b) (vergleiche Elstrodt 1.3.9(b)): Es sind die drei Eigenschaften einer o-Algebra zu iiberpriifen.

(i) Es gilt 0 € A, da sie abzihlbar ist bzw. da R\ R = () abzéhlbar, gilt R € A.

(ii) Fiir A € A beliebig gilt A abzéhlbar oder 2\ A abzéhlbar, also offensichtlich auch B := Q\ A
abzahlbar oder 2\ B = A abzahlbar und damit auch B € A, also Q\ A € A.

(iii) Sei nun (Ay)ren eine beliebige Folge aus A. Sind nun alle A abzéhlbar, dann auch ih-
re abzéhlbare Vereinigung, also | J Ax € A. Andernfalls existiert ein kg, so dass © \ Ay,
abzéhlbar ist. Da Teilmengen abzidhlbarer Mengen selbst abzéhlbar sind, folgt nun auch
die Abzéhlbarkeit von 2\ (|J Ax) C 2\ Ay, und somit ebenfalls | J Ay € A.

(c) (vergleiche Elstrodt I1.1.5(e)): Es sind die beiden Eigenschaften eines Mafles zu zeigen:
(i) Da die leere Menge abzihlbar ist, folgt p(0)) = 0.

(ii) Sei nun (Ag)ren eine beliebige Folge aus A, so dass die Ay paarweise disjunkt sind.

e Sind alle Ay abzéhlbar, so folgt mittels Cantorschen Diagonalargument auch die Abz#hl-
barkeit von J A, also

kEN M(UAk) =0=>0= 4.

keN keN keN

e Existiert ein ¢ mit R\ A, abz&hlbar, dann folgt aufgrund der paarweisen Disjunktheit,
dass Ay € R\ Ay fiir alle k # ¢ als Teilmenge einer abzahlbaren Menge selbst abzéhlbar

ist, also u(Ay) = 0 fiir alle k£ # ¢. Wegen R\ ( U Ak) C R\ A
keN
besitzt auch die Vereinigung ein abzihlbares Komplement. Somit ergibt sich nun

p(UA) = 1= w0 = w(d) + D pA) = D ulAe) .

keN keEN\{¢} keN

Zusatzaufgabe 10.3: Zeigen Sie: (a) Vr € R™: {r} C R" ist eine LEBESGUEsche Nullmenge.
(b) Jede abziahlbare Menge A C R” ist eine LEBESGUEsche Nullmenge

(c) Q™ ist eine LEBESGUEsche Nullmenge.

Losung zu Zusatzaufgabe 10.3:

(a) Sei A = {a} mit a € R". Zu jedem ¢ > 0 finden wir eine offene Menge G := Bs(a) D A
mit § := min{l, $} (Bs(a) :=Ja — d,a + d[x ... x]a — §,a + 6[) und eine abgeschlossene Menge
F:=( C A, so dass

n

MG\ F) = \G) < min{l, Bin} < e,

Somit ist jede einelementige Teilmenge des R™ nach Definition 4.1 LEBESGUE-messbar. Dazu
gilt
AMA) == inf u(G) < inf u(Bs(a)) = 0.

ACGCRM B
G offen g (a)

Wegen der Isotonie von A (vgl. Satz 4.17 und Satz 4.18 (a)) und A(0) = 0 folgt A\(A) = 0.
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(b) Jede abzihlbare Menge A C R™ lisst sich als abzéhlbare Vereinigung von einelementigen Mengen
Ay, € R™ darstellen. Aufgrund der o-Additivitét des Lebesgue-Mafles und (a) folgt somit

= A(UAk) Z/\ =

keN keN -0

(c) Da Q eine abzihlbare Teilmenge des R, folgt wiederum mit dem Diagonalargument die Abzéihl-
barkeit von Q". Die Behauptung folgt dann mit (b).

Zusatzaufgabe 10.4:

, , B 11 B 11
(a) Bestimmen Sie das Lebesgue-Mafl von A := ﬂ] 1-— o 1+ - [ und B = U]n — + - [
neN neN
(b) Sind die folgenden Teilmengen Lebesgue-messbar?
> 1
i) A:=1[0,1] x [0,1] C R? } } ]—,1} R?
W) A=D1 <01} ¢ Hk+1k+2 BC
(iii) C = {x: ZakB_k |Vk eN:ay € {0,2}} CR (iv) D :== U (\/E—i—@) CR
k=1 k=1
1. kK21 ) . . . .
v) E = : : alls ja, besitzen sie ein endliches Lebesgue-Maf}’
(v) E U}k k}x}Ol]CR Falls ja, besit dliches Lebesgue-Ma?
-1

Losung zu Zusatzaufgabe 10.4:

1 1
(a) Da die Folge A,, := |1 — —,1 4+ —[ einerseits A(4;) = 2 — 0 = 2 < oo und andererseits die
n n

Eigenschaft A,.; C A, fiir alle n € N besitzt, gilt nach Satz 4.18 (c) fir A = ﬂ A, die

neN

Gleichung
AMA) = lim AM(A4,) = lim— = 0.

n— 00 n—oo M

Somit besitzt die Menge A = {1} das MaB Null (was auch ZA 10.3 (a) liefern wiirde) |
1

Fiir n > 2 sind die Mengen B, := |n — —,n+ — [ disjunkt. Fiir B = U B,, gilt daher
n’

neN

A(B) > A(U}n—%wr%[) = i/\(BH) = i% = +00.

n>2

Also hat B unendliches Maf 9

1 1
(b) (i) Nach Lemma 4.2 liegen fiir alle £ € N die Intervalle A, := } — 11 X } — 1] in £, so dass

00 1 2

nach Corollar 4.7 auch A = ﬂ Ay in £ liegt. Wegen A(A4;) = (1 + I) =4 < oo und da
k=1

Vk € N: Apyq C Ay gilt, liefert Satz 4.18 (c¢) fiir das Lebesgue-Maf

AMA) = lim MA) = lim (1+1)=1.

k—o0 k—o0

28Da die einzelnen A,, offene Mengen sind, welche nach Corollar 4.7 in £ liegen, ist die die Menge A als Durchschnitt
einer Folge aus £ ebenfalls nach Corollar 4.7 in der Tat selbst wieder in £. Somit ist das Lebesgue-Maf3 hier auch
definiert.

29Nach Corollar 4.7 gilt B,, € £. Da £ nach Satz 4.17 eine o-Algebra, folgt auch B € £. Also ist A hier definiert.
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(ii) Die Menge B ist eine disjunkte Vereinigung der Intervalle

k-1 k 1
B, = |——,—— —, 1
4 ]k+1’k+2}x }k]
also — da Intervalle beispielsweise nach Lemma 4.2 in £ liegen — insbesondere Lebensgue-
messbar und es gilt

- kD) (k=D +2) k=1 &
— S \B
; 2 k+1(k;+2) ;kkﬂ k+2)<°°

(iii) Die Cantor-Menge C' ist als Durchschnitt der abgeschlossenen Mengen

Ak = {f:l‘z . 3_i
i=1

selbst wieder abgeschlossen und somit nach Corollar 4.7 in £. Nun gilt fir die Folge (A )ken,
einerseits A(Ag) = A([0,1]) = 1 < oo und Vk € Ny: Apiy C Ay, so dass Satz 4.18 (c)
anwendbar ist. Dariiber hinaus entsteht das Folgenglied Ay, aus Ay durch das Entfernen
von 2* offenen Intervallen der Linge 3,6%, nédmlich genau der Intervalle aus den Zahlen, bei

welchen an der (k + 1)-Stelle eine 1 vor den Exponenten 3~ +1) auftaucht. Also gilt nach
Satz 4.18 (a) hier

z; € {0,1,2}, 3; # 1 fiir j < k:}

ok 1o (2
M) = M)~ i = 1-3 3 (3).
und nach Satz 4.18 (c) somit

1 1
9 2
31—§

MC) = lim A(Ay) = 1 — lim li (2)£ -

Also ist die Cantor-Menge C' eine Nullmenge, und zwar eine iiberabzéhlbare.
(iv) Die Menge D ist abzahlbar, und somit nach ZA 10.3 (b) eine Nullmenge, d.h. A(D) = 0.
(v) Die Menge E ist die (sogar disjunkte) Vereinigung der Intervalle

Bk o]

welche etwa nach Lemma 4.2 in £ liegen. Da £ eine o-Algebra nach Satz 4.17, folgt somit
auch F € £. Mit der o-Additivitat ergibt sich nun

o0 001
:;)\Ek :kZE:Jroo.
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
Pror. DrR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. THSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 11

Numerische Funktionen, (A-)messbare Funktionen, (.4-)Elementarfunktionen

e Definition 5.1: Sei X eine Menge. Eine Funktion f: X — [—00,00] heifit eine numerische
Funktion auf X. Die Funktion f*: X — [0,00], w — (f(w))" heiit der Positivteil von f,
die Funktion f~: X — [0,00], w — (f(w))” heifit der Negativteil von f und die Funktion
|f]: X — [0,00], w— |f(w)| heifit der Absolutbetrag von f.

e Satz 5.2: Sei (2, .A) ein Messraum, F € A und f: £ — [—00,00]. Dann sind dquivalent:
(a) Vo eR : {weF| flw) <a}eA (b)VaeR : {weFE| flw)<a}eA
(c) VaeR : {weFE| flw)>a}eA (d)VaeR : {weFE| flw)>a}eA

e Definition 5.3: Sei (€2, A) ein Messraum, £ € A. Eine numerische Funktion f auf E heifit
genau dann A-messbar, wenn eine (und damit jede) der Aussagen (a) — (d) aus Satz 5.2 gilt.

e Satz 5.4: Seien (€2, A) ein Messraum und f, g numerische 4-messbare Funktionen auf einem
FeADmmgden o ep|fw) <gw)le A {weE|fw) <gw)}eA
{welb|flw=gw}ecA {wek|flw)#gw}ecA

e Lemma 5.5: Sei (2, A) ein Messraum, E € A.

(a) Auf E definierte konstante numerische Funktionen sind .A-messbar.
(b) Fiir A € A ist die Indikatorfunktion von A auf F, d.h. die Funktion 1%: F — [—c0, oq],

welche durch
1, wennwe€ A
15w) = {7 11.1
AW) {O, wenn w € F\ A, ( )
definiert wird, A-messbar.
(c) Ist Q@ = R™ und A = £,, die o-Algebra der n-Lebesgue-messbaren Mengen, so ist jede auf

E definierte stetige reellwertige Funktion A-messbar.

e Satz 5.6: Sei (€2, A) ein Messraum, F € A sowie f, g, fr, k € N, A-messbare numerische
Funktionen auf E. Dann sind auch die folgenden Funktionen A-messbar:

sup fx, inf fr, limsup fi, liminf fi, lim f; (falls auf £ definiert),
kEN keN k—00 k—o0 k—ro0

fg, |fl, ff:=max(f,0), f~ := —min(f,0) sowie f-+gund f—g (falls auf £ definiert).

e Definition 5.7: Sei (12, A) ein Messraum, F € A. Ist f: E — [0, 00| eine A-messbare, nichtnega-
tive, reellwertige Funktion mit endlichem Bild f[E], dann heifit f eine A-Elementarfunktion
(auf E). Sind «;, j = [0.. k|, die aufsteigend geordneten paarweise verschiedenen Elemente von
fIE] und A; = f~'[{«a;}], j = [0.. k], die entsprechenden Urbildmengen, so gilt

k
f=> alfi, (11.2)
=0

welche kanonische Darstellung von f heifit. Beachte, dass A; € A fiir alle j = [0.. k].

e Satz 5.8: Sei ({2, A) ein Messraum, F € A. Ist f eine numerische, nichtnegative und .A-messbare
Funktion auf E, so existiert eine aufsteigende Folge (f)ren von A-Elementarfunktionen auf £
mit f < fraq fiir alle £ € N und klim fe=1.

—00
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Integration v. 2A-Elementarfunktionen, Satz v. Beppo Levi, Lemma v. Fatou

Definition 6.1: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, £ € 2. Fiir eine A-Elementarfunktion f: F —
[0, 0o[ mit kanonischer Darstellung ((11.2]) definieren wir das Integral von f auf F bzgl. u, in

Zeichen [, f dpu, als k
/Efd,u = Zaju(Aj) € [0, 0] |. (11.3)
=0

Satz 6.2: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, £ € A, a € [0,00[ und f, g seien 2A-Elementarfunktionen
auf £. Dann gelten:

(a) af und f + g sind A-Elementarfunktionen auf F. (b) [pafdu= o[, fdpu.
o) [p(f +9)dpn= [pfdu+ [pgdp. (d) f<g = Jpfdn< [pgdp

Definition 6.3: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, £ € 2. Fiir eine beliebige nichtnegative 2{-messbare
numerische Funktion f auf E definieren wir das Integral von f auf E bzgl. i, in Zeichen

[ [ du, als

/ fdu = Sup{/ edp | e: E— [0, 00] ist eine ™A-Elementarfunktion und e < f. } (11.4)
E E

Corollar 6.4: Sind f,g: E — [0, 00] 2-messbar mit f < g, so gilt / fdu < / gdp.
E E

Satz 6.5 (Beppo Levi — Satz von der monotonen Konvergenz): Sei (2,2, ) ein Mafi-
raum, F € . Sei (fx)ren eine Folge nichtnegativer 2A-messbarer numerischer Funktionen auf E,
so dass fr < fraq fiir alle K € N, und f = klim fr = sup fr. Dann gilt

—00 keN

/fdu _ hm/fkdu _ sup/fkdu
E k—o0 E

Satz 6.6: Sei (2,2, u) ein Mafiraum, £ € 2, o € [0,00[ und f,g: E — [0, 00] seien A-messbar.
D lten: .
anngete:  (4) af und f 4 ¢ sind A-messbar. (b) [pafdu=a [, fdu.

o) [(f+9)du= [y fdu+ [pgdu. (d) Falls f <g,sogilt: [, fdu < [gdu.
Satz 6.7: Sei (Q,2, 1) ein Mafiraum, E € 2. Sei (g,),en eine Folge nichtnegativer 2A-messbarer

numerischer Funktionen auf E. Dann ist g = Zg,, eine nichtnegative auf E definierte 2A-

v=0
messbare numerische Funktion und es gilt 0
/gdﬂ = Z/gydu-
v=0"E
Satz 6.8 (Lemma von Fatou): Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, E € 2. Ist (fx)ren eine Folge
nichtnegativer 2l-messbarer numerischer Funktionen auf F, so gilt

/hmmffk dp < hmmf/fk dp.
E

k—o0

p~-Integrierbarkeit, p-Nullmengen, vollstindige Mafirdume

e Definition 6.9: Sei (2,2, ) ein Mafiraum, F € 2. Ist f eine 2A-messbare numerische Funktion

auf E und gelten sowohl [ 5 [T dp < oo als auch /, 57 dp < oo, s0heifit f p-integrierbar (auf
E). In diesem Fall definieren wir das Integral von f auf E bzgl. p, in Zeichen [ » fdu, als

/Efdu ::/Eﬁdu—/Efdu. (11.5)
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e Satz 6.10: Sei (2,2, ) ein Maraum, F € A, o € R sowie f,g: E — [0, 00] zwei p-integrierbare
Funktionen. Dann sind af und (falls f + ¢g auf E definiert) f 4 ¢ ebenso u-integrierbar. Es gilt:

(a,b) /E(Oéf+g)du=a/Efdu+/Egdu- (c) Fﬁrfégist/EfdMS/Egdu-

e Satz 6.11: Sei (2,2, 1) ein Mafiraum, F € 2 und f eine A-messbare numerische Funktion auf F.

Dann gelten:
[ra < [isan
E E

e Definition 6.18: Eine Menge A C  heifit eine y-Nullmenge <= A€ 2 und pu(A)=0.

(a) f ist p-integrierbar <= [, |f|du < oc.

(b) Ist f eine p-integrierbare Funktion auf F, so gilt

e Definition 6.19: Sei P eine Eigenschaft, die Elemente von E haben kénnen. Wir sagen, dass
P u-fast iiberall (auf E) gilt genau dann, wenn die (Ausnahme-)Menge A der Elemente von
E welche die Eigenschaft P nicht haben, Teilmenge einer p-Nullmenge N ist.

e Definition 6.20: Ein Mafiraum (2,2, 1) heifit vollstdndig genau dann, wenn fiir alle N und
A C Q gilt: Ist N eine p-Nullmenge und A C N, so gilt A € 2.

e Satz 6.21: Der Mafiraum (R", £,,, A,,) ist vollstandig, jedoch ist (R", B,, Az, ) nicht vollsténdig.

e Satz 6.22: Ist f: £ — [—00, 00| p-integrierbar, so ist f u-fast iiberall endlich auf E.

e Satz 6.23: Ist f: £ — [0, 00| eine A-messbare Funktion, so gilt / fdu=0<+= f=0pf i
E

e Corollar 6.24: Ist f: E — [—00, 00| eine 2A-messbare Funktion mit u(FE) = 0, dann ist f sogar

p-integrierbar auf F und es gilt / fdu =

Zusatzaufgabe 11.1:

(a) Zeigen Sie: Sind p und v zwei endliche Mafle auf dem Messraum (£2,.4) und a, b nichtnegative
reelle Zahlen, dann ist auch A := ap + bv ein endliches Maf auf (€2, .A)

(b) Wann wird das Ma8l A zu einem Wahrscheinlichkeitsmaf}?

Losung zu Zusatzaufgabe 11.1:

(a) Wegen A(0) = au(@) +bv(@) = a-0+b-0 ergibt sich zundchst A(@) = 0. Da a, b nichtnegative
reelle (und damit insbesondere endliche) Zahlen sind, folgt mit der Endlichkeit und Isotonie
von 4 und v ebenso die Nichtnegativitit und Endlichkeit von A, also A : A — [0, o0, denn fiir
beliebiges A € A gilt nach (a.iii)

A(A) :aw—i-bw < o0

Fiir eine Folge (Ay)ren paarweise disjunkter A-messbarer Mengen gilt — aufgrund der Endlichkeit
des Mafles und der Nichtnegativitéit aller beteiligten Grofien — offensichtlich auch

oo>)\(UAk) = a,u(UAk) + bu(UAk) = aY p(A) + b v(Ay)

keN keN keN keN keN

= Z(a,u(Ak) +bv(Ag)) = Z A(Ag) , womit die o-Additivitiat gezeigt ist.
keN keN
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(b) Stimmen sowohl p als auch v mit dem Nullmaf iiberein, so haben wir keine Chance. Ist jedoch

() > 0, so kénnen wir a = —= und b = 0 wihlen. Gilt zusiitzlich v(Q) > 0, so ist jede Wahl

n(L2)
a:ﬁj):ﬁ mit p+ ¢ =1 und p, ¢ > 0 moglich.

Zusatzaufgabe 11.2: (Beispiele messbarer Funktionen)
(a) Sei (©2,.A) ein Messraum.

(i) Bestimmen Sie alle A-messbaren Funktionen fiir den Fall, dass A = P(Q).
(ii) Bestimmen Sie alle A-messbaren Funktionen fiir den Fall, dass A = {0, Q}.

(b) Sei (€2,.A) ein Messraum. Zeigen Sie fiir .A-messbare numerische Funktionen f, g auf :

(i) {reQ: f(z) <gx)} e A, (i)  {reQ: fx) <glzr)eA,
(ili) {xeQ: f(x)=gx)}e A, (iv) {ze€eQ: f(x)#gx)}eA.

(c) Sei (92,.A) ein Messraum und A C €2 beliebig. Unter welcher Bedingung ist die charakteristi-
sche Funktion/Indikatorfunktion 14: Q@ — R von A messbar?

Losung zu Zusatzaufgabe 11.2:

(a) (i) Alle Funktionen sind in diesem Fall messbar, denn:
Sei f:  — [—00,00] eine beliebige (numerische) Funktion, dann ist fiir jedes o € R nach
den Eigenschaften des Urbildes die Menge f~1(Ja, 00]) eine Teilmenge von €, also liegt
f (], oc]) demnach in der o-Algebra A = P(Q).

(ii) Lediglich konstante Funktionen sind in diesem Fall messbar, denn:

e A, falls 8 dla, o0,

Qe A, falls§€la, 0] .

e Ist f =/ € [—00, 00| konstant, dann gilt
fH (e, o0)) = {

e Existieren wy,wy € Q und a,b € [—00,00] mit a # b und f(w;) =a < b= f(ws), dann
existiert ein @ € R, so dass a < o < b. Nach den Eigenschaften des Urbildes folgen
nun @ # {w} € Q\ f7(Ja, 00]) und @ # {ws} C f7(Jor, 00]), also 7' (Ja, o0]) & A, s0

dass f nicht mehr A-messbar sein kann.

(b) Vorbemerkung: Da Komplemente sowie abzéhlbare Vereinigungen messbarer Mengen
wieder messbar, also Elemente der o-Algebra sind, folgt zusammen mit den de Morganschen
Regeln auch

VkeN: 4, e A = ﬂAk:Q\<Q\ﬂAk):Q\<U(Q\Ak)>eA.

keN keN keN

Wiihlen wir nur endlich viele A, # (), so folgt auch die Messbarkeit endlicher Durchschnitte
messbarer Mengen.

(i) Nach der A-Messbarkeit von f und ¢g und der Vorbemerkung gilt fiir jedes o € R

fH=o0,a) = {z€Q: fz)<a}led,
g (a,0]) == {z€Q : glzr)>a}eA

und somit — da A eine o-Algebra ist — auch
{reQ: f@)<a} N {zeQ: a<ygx)}ecA.

Betrachten wir nur rationale (also abzéhlbar viele) «, ergibt sich nun — wiederum weil A
eine o-Algebra ist —

{reQ : flz)<glx)} = U(\{xEQ : f(:z:)<a}J N \{xEQ ; a<g(:1:)}l>€¢4‘

E TV TV
acQ cA cA
N -~ 7

cA
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(ii) Wiederum weil A eine o-Algebra ist, folgt Q\ A € A aus A € A und mit den Eigenschaften
des Urbildes dann auch

{zeQ : flz)<g(x)} = Q\\{xEQ : g(x)<f(:v)}l€./4.
€A

(iii) Da endliche Schnitte messbarer Mengen nach der Vorbemerkung messbar sind, ergibt sich
wiederum mit den Eigenschaften des Urbildes

{xEQ:f(:c):g(a:)}:\{xEQ:g(x)Sf( )} N {ze: flz) }EA

cA cA

(iv) Mit der gleichen Argumentation wie in (ii) erhalten wir schlieBlich auch

{z e f(z)#g(x)} = Q\{er:f( }eA

EA

(c¢) Nach Definition 5.3 geniigt es, die Frage zu beantworten, wann fiir beliebiges o € R das Urbild
1) (Ja,<]) = {we Q| 14(w) > a} Element der o-Algebra ist.

e Sei a > 1, dann gilt 0 &]a, oo] und ebenso 1 ¢]a, 00|, d.h., kein w € Q wird unter 1, in die
Menge |, o0] := {# € RU{—00,00} | # > a} abgebildet, wonach das Urbild 1;'(]a, cc])
identisch der leeren Menge ist. Die leere Menge ist jedoch Element jeder o-Algebra, also
ergibt sich in diesem Fall 1,'(Ja, o0]) € A.

e Sei a < 0, dann gilt {0, 1} Cla, 00]. Da jedes w € Q unter 14 in die Menge {0, 1} abgebildet
wird, folgt in diesem Fall fiir das Urbild 1" (Ja, 00]) = Q. Da die leere Menge Element jeder
o-Algebra ist und das Komplement einer messbaren Menge wieder messbar, folgt auch in
diesem Fall 1*(Jo, 00]) € A.

e Seinun « € [0, 1], dann gilt 0 ¢]a, 0o} und 1 €]a, oo], also
13 (Jayo0]) = 1'({1}) =
Daher folgt die Aquivalenz

1;'(Ja,c]) €A <= AcA.

Daher gilt nun offenbar Vo € R: 15" (Ja, ]) € A genau dann, wenn A € A, d.h., die Indikator-
funktion 14 ist genau messbar, wenn es die Menge A ist.

Bemerkung: Eine charakteristische Funktion haben wir bereits in der Analysis 1 kennengelernt,
namlich die Dirichlet-Funktion 1%0[0’1]. Aufgrund von A(Q) = 0 und QN [0, 1] C Q folgt etwa

nach Satz 6.10 (c), dass [ 1 ,ydA = 0 ist.
Zusatzaufgabe 11.3: Sei (€, 2, p) ein Mairaum, f,g: Q@ — [—00, 00| A-messbar. Zeigen Sie:
(a) Satz 6.8: Fatou’s Lemma.
(b) Satz 6.11 (a): f ist p-integrierbar <= |f| ist p-integrierbar,

(
(d

)
)
¢) |f| < g und g ist p-integrierbar =  f ist p-integrierbar,
) f,g sind p-integrierbar = max{ f, g} und min{f, g} sind p-integrierbar,
)

(e) Satz 6.11 (b): f ist u-integrierbar — o fdu| < [u1fldp.
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Losung zu Zusatzaufgabe 11.3: Nach Satz 5.6 sind |f], f* und f~ 2-messbar.

(a)

(c)

(d)
(e)

Nach Satz 5.6 wird durch h; = 1r>1£ f; eine Folge (hy)ren G-messbarer Funktionen definiert,
Jj=
fiir welche
liminf f, = lim A
k—o00 k—oo

sowie 0 < hy < hy < ... und
Vk eN : hk S fk:

gilt. Mit dem Satz von Beppo Levi (Satz von der monotonen Konvergenz) folgt somit
Beppo

/<liminffk) du :/ lim hy dp = lim /hk du = liminf/hk du < liminf/fk du .
k—o0 k—o0 k—o00 k—o0 k—o0

,=—=": Nach Definition 6.9 ist eine 2-messbare numerische Funktion f genau dann u-integrierbar,
wenn f* und f~ endliches p-Integral besitzen. Aufgrund der Linearitét des Integrals (und da
f*f~ = 0nach Abschnitt 1, also die Summe iiberall definiert ist) besitzt dann auch die nichtne-
gative 2-messbare Funktion |f| = f* + f~ ein endliches pu-Integral und ist somit p-integrierbar
(wegen | f|~ = 0 und folglich [, |f|~du =0 < 00).

,<=": Zunichst halten wir fest, dass | f| = | f|" und aufgrund der p-Integrierbarkeit [ |f|dp < co
gilt. Wegen 0 < f* + f~ = |f] und somit auch 0 < f* < |f| und 0 < f~ < |f] folgt nach
Satz 6.6 (d), also nach der Monotonie des Integrals fiir 2-messbare nichtnegative numerische

Funktionen
[rin < [ifdn<so sowie [ < [inidn<s,

also nach Definition 6.9 die u-Integrierbarkeit von f.

Da |f] < g,also 0 < fT+ f~ < g gilt, besitzen f™ und f~ wegen 0 < fT < gbzw. 0< f~ <g
und der Monotonie des Integrals aufgrund der p-Integrierbarkeit von g ebenso ein endliches
Integral, wonach f entsprechend Definition 6.9 ebenso u-integrierbar ist.

Folgt aus (b) und (c) wegen [max{f, g}| <|[f| +[g] und [min{f, g} <[f[+[g|-

Da 7 < |l und ~ < |fl folgen [ fau< [ flauwund = [ faus [ (fldn atso

‘/Efdu’ < /Elfldu-
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
Pror. DrR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. THSBERNER

Satz

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 12

von der majorisierten Konvergenz (Lebesgue)

Satz 6.12 (Satz von Lebesgue — Satz von der majorisierten Konvergenz): Sei (fi)ren
eine konvergente Folge 2A-messbarer reellwertiger Funktionen auf E, f = klim fr und es gebe
—00

eine p-integrierbare reellwertige Funktion g auf E derart, dass |fx| < g fiir jedes k& € N. Dann
sind die Funktionen f, fi, k € N, jeweils p-integrierbar auf E, die Integralfolge ([, fir dt)ren

konvergiert und es gilt
lim / fedp = / fdu . (12.1)

Bemerkung 6.14: Sei f eine numerische Funktion auf £ und A C E, A € 2. Falls f|4 nichtnega-
tiv und 2l-messbar oder falls f|4 p-integrierbar ist, so setzen wir, wie iiblich, fA fdu = fA Jiadp.

Satz 6.16: Sei S eine abzéhlbare Indexmenge, (Aj)res eine Familie aus 2 mit £ = (J, o Ax
und f: E — [—00,00]. Ist fi4, nun YA-messbar fiir alle k € S, so ist f auch A-messbar.

u-fast iiberall erfiillte Eigenschaften, vollstindige Maflirdume, Dichte

Satz 6.25: Fiir A-messbare Funktionen f,g: E — [—o00,00] sei f = g p-fast iiberall. Dann gilt:
(a) Sind f und g nichtnegativ, dann gilt: / fdu= / gdpu.
E B

(b) Ist f w-integrierbar, so ist g p-integrierbar und / fdu= / gdpu.
E E

Satz 6.26: Sei (2,2, 1) vollstéandig, F € A und f,g: [—00,00] mit f = g p-fast iiberall auf E.
Dann gilt: Ist f eine ”A-messbare Funktion, dann ist auch ¢ eine 2l-messbare Funktion.

Satz 6.28: Sei f: Q — [0, 00] A-messbar. Fiir jedes A € Asei  |[v(A) = [, fdp.|Dann ist
v ein MaB auf 2 und (2,2, v) ein Mafiraum. Wir sagen: v besitzt die Dichte f beziiglich p.

Sei F € 2 und g eine numerische Funktion auf E. Falls ¢ nichtnegativ und 2-messbar ist
(bzw. falls g v-integrierbar ist), so ist ¢ - (fir) nichtnegativ und A-messbar (bzw. g - (fig) ist

p-integrierbar) und
/gdv = /9'(f|E)dH-
B E

Parameterabhingige Lebesgue-Integrale

Vorbemerkung;:

Ist f(z,y) stetig auf dem Rechteck [a,b] X [c,e] und existiert dort iiberall % f(z,y), dann
existiert nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aufgrund der Stetigkeit
von f zu beliebigem 7 € [c, €] eine Stammfunktion F,(¢) = F(&,n) von f,(§) = f(§,n) mit
F,(¢) = ff fn(s)ds = ff f(s,n)ds. Sind dartiber hinaus «a: [c,e] — [a,b] und B: [c,e] — [a,b]
differenzierbare Kurven, so folgt mit Hilfe des Satzes iiber die Differentiation parameterabhéngi-
ger Integrale und nach der Kettenregel

Y) d d d
f(%y)dx) = — (F,(B(y)) — Fy(aly)) = —F(ﬁ(y),y)—d—yF(a(y),y)



B(y) a(y)
— By - By + / %f(&y)ds—f(a(y),y)-o/(y)— / (% (s5,9)ds

a(y) o
= (BW),y) - B) — Flaly)y)  o'y) + / g

e Lemma 6.31 [Stetigkeitslemma fiir parameterabhingige Integrale]: Sei (2,4, ) ein
Mafiraum, F € A, (X,d) ein metrischer Raum, o € X und f: X x £ = R, (z,w) — f(z,w),
eine Funktion, fiir die gilt:

(a) wr f(z,w) ist p-integrierbar fiir jedes x € X.
(b) x +— f(x,w) ist stetig im Punkt z fiir jedes w € E.
(c) Es gibt ein p-integrierbares h: £ — [0, 00, so dass | f(z,w)| < h(w) fiir alle (z,w) € X x E.

Dann ist die Funktion ¢: X — R, ¢(z fE x,w) dp(w), stetig im Punkt x.

e Lemma 6.32 [Differentiationslemma fiir parameterabhiingige Integrale]: Sei (2, A, 1)
ein Mafiraum, E € A, I C R ein nichtdegeneriertes Intervall, f: X x £ — R, (z,w) — f(z,w),
eine Funktion, fiir die gilt:

(a) wr f(z,w) ist u-integrierbar fiir jedes x € X.
(b) z +— f(z,w) ist differenzierbar auf I fiir jedes w € E.
(¢) 3 h: E — [0,00] p-integrierbar, so dass |0, f(z,w)| < h(w) fir alle (z,w) € X x E.

Dann ist die Funktion ¢: X — R, definiert durch ¢(z) = / f(z,w) dp(w), differenzierbar auf
E
I, die Funktion w — 0, f(x,w) ist p-integrierbar fiir jedes z € I und es gilt:

/ O f(x,w)dp(w) fir jedes z € I.
E

Normalbereiche

e Eine Teilmenge D C R? wird als Normalbereich im R? bezeichnet, falls eine der folgenden
Bedingungen erfiillt ist:

(a) 3 1, 02: [a,b] = R stetig mit D = {(z,y) €R?* : a <z <b, ¢i(r) <y < o)}

(b) 3 91,19 [c,d] — R stetig mit D = {(z,y) € R? : 1(y) <z < h(y), c <y <d}.

Der Flicheninhalt eines Normalbereiches D € R? ist dann beispielsweise

D) = [ vauen) = [ b ( / f:)lczw)) A\ (2)

e Eine Teilmenge D C R? wird als Normalbereich im R? bezeichnet, falls stetige Funktionen
01,021 [a,b] = R und &,&: [a,b] x R — R mit

D = {(l‘,y,Z)ER‘g : OJS.’L’Sb, 901(33)§@/§<P2($)7 51($;y>§2§§2(x7y>}

existieren (ggf. (z,y, 2) permutiert). Das Volumen eines Normalbereiches D € R? ist

V(D) = /D 1 dhg(z,y,2) = / b ( /¢ w(()) ( /:(Q:Z)uul(z)) d/\l(y)) dh(z) .

(Uneigentliches) Riemann- versus Lebesgue-Integral

e Satz 7.1: Seien a, b € R, a < bund I = [a,b]. Sei f: I — R beschréankt. Dann gilt:
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(a) fist R-integrierbar <= Die Menge der Unstetigkeitsstellen von f ist eine A;-Nullmenge.
b b

(b) f R-integrierbar mit R-Int. / f(z)dx = f A\s-int. auf I und /fd)\l :/ f(z)dx.
a I a

e Satz 7.2: Sei a € R und f eine auf [a, oo[ definierte numerische Funktion, die £;-messbar und
nichtnegativ oder aber \;-integrierbar ist. Dann gilt:

fdh=lim [ fdn

— 00 [a,b]

Zusatzaufgabe 12.1: [a,00]

(a) Zeigen Sie: Die Komposition messbarer Abbildungen ist wieder messbar.

(b) Beweisen Sie, dass fiir eine Lebesgue-integrierbare Funktion f und jedes ¢ > 0 die Lebesgue-
messbare Menge {z € R"||f(z)| > ¢} ein endliches Maf} hat.

Losung zu Zusatzaufgabe 12.1:
(a) Dies ist offenbar der Fall, denn es gilt (f o g)'[A] = f~'[¢ ' [A]].
(b) Sei A:={z e R"||f(z)| > c}. Wegen [, |f(x)|du(z) < +oo gilt dann auch

u(4) = / L) dule) < [ @) < +oc.

Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Zeigen Sie, dass der Mafiraum (2, A, ) mit Q = R, A = {0, R}, © = 0 nicht vollstindig ist.
Was ist seine Vervollstandigung?

(b) Seien Q ={1,2,3,4} und A = {0,{1,2},{3,4},Q} gegeben. Auf der o-Algebra B = P() sei v
ein Maf}, so dass v({1}) = v({2}) = 0 und v({3}) = v({4}) = 1 gelte. Zeigen Sie:
(1) Mit p = v|4 ist der Mafiraum (€2,.A4, x) nicht vollstandig.
(ii) Finden Sie die kleinste o-Algebra B D A, so dass (2, B, v|z) vollstindig ist.
(iii) Was ist die Vervollstdndigung von (Q, A, v|4) 7

Losung zu Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Der Mafiraum (9, A, ) mit Q@ =R, A= {0,R}, p = 0 ist nicht vollstindig, da beispielsweise R
eine p-Nullmenge ist, jedoch jede nichtleere echte Teilmenge A C R kein Element von A = {0, R}
ist. Fiir die Vervollstdndigung benotigen wir die o-Algebra

A={MUN|McAANNeNY},

wobei N = {ACR|3IBe€ A: (u(B)=0A A C B)}. Einerseits gilt stets (wéhle etwa M = ()
die Inklusion N' C A C P(R). Wegen pu(R) = 0 folgt andererseits auch

PR) ¢ {ACR|3IBeA: (u(B)=0NACB)} = N,

also insgesamt A = P(R). Aufgrund der Isotonie muss 7z = 0 gelten. Somit ist die gesuchte
Vervollstandigung (R, P(R),0).

(b) (i) Wir betrachten zunéchst den (vollstandigen) Mafiraum (€2, P(2), v). Aufgrund der o-Additi-
vitdt von MaBen folgt, dass neben 0, {1},{2} auch {1,2} eine v-Nullmenge ist. Aus 0 =
v({1,2}) = v|4({1,2}) ergibt sich weiter, dass {1,2} ebenso eine p-Nullmenge ist. Jedoch
ist {1} C {1, 2} kein Element von A, wonach der Mafiraum (€2, A, 1) nicht vollstandig sein
kann.
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(ii) Wir betrachten wiederum zunéchst den (vollstéindigen) Mafiraum (€2, P(2), ). Aufgrund
der Isotonie, konnen Teilmengen von €2, welche Obermengen von {3} oder {4} sind, keine
v-Nullmengen sein. Somit sind 0, {1}, {2} und {1, 2} die einzigen v-Nullmengen. Da letztere
— wie bereits in (i) erwdhnt — in A liegt und erstere jeweils Teilmengen von {1,2} € A sind,
miissen diese in jedem Fall zur o-Algebra A hinzugefiigt werden. Mit der o-Algebra

B = o({{1L 12 UA) = (0,41}, {2}, {1,2}, 3,4}, {1,3,4},{2,3,4},9}

wird (2, B, ) mit p = v|g dann zu einem vollstandigen Mafiraum, da B bereits alle v-
Nullmengen enthélt.

(iii) Die Vervollstandigung (2, B, v) eines Mafiraumes (€2, A, ) ist minimal, in dem Sinne, dass
fiir jeden vollstandigen MaBraum (2, Ay, 1) mit A C Ay und p = |4 schon B C Ay und
v = u1|g gilt. Somit ist der Mafiraum aus (ii) die gesuchte Vervollstindigung.

Zusatzaufgabe 12.3: (Parameterabhingige Integrale)

(a) Berechnen Sie F'(z) = L F(z), € R, fiir die folgenden Funktionen:

. e .. o
(i) F(z) = / 7&1(@/); (i) F(z) := / TV AN ().
1,2 [0,2]
(b) Berechnen Sie F'(a) = / id)\l(x), a > 0, durch Differentiation von F' nach a, a > 0.
]0,00] z

Losung zu Zusatzaufgabe 12.3:

(a) (i) Mit Hilfe des Satzes tiber die Differentiation parameterabhéngiger Integrale ergibt sich

d e™ 0 [e™ e™ y—2 e”(e” — 1)
B B = — B — = Y = — 4 = -
el A1 (y) / - ( ; )d)\l(y) / e™d\ (y) Iy o

[1,2] [1,2] [1,2]
Alternative: Mittels Substitutionsregel und der Vorbemerkung erhalten wir ebenfalls

d e d [*e™ d [ ¢ e e” e®(e® — 1)
— [ —d\ = — | —zxdy = — —dz = —-2——-140 = ———= .
dx Y 1) dx J, xyx Y de |, =z - *

(1,2]

2z T T

(ii) Mit der Vorbemerkung folgt hier

F'(z) = %F(m) = @ =07 —I—/O %e(x_y)zd)\l(y)

=1 +/ 2w —y)e@ ¥’ = 1 — ey zj: = o
0

Alternative: Mittels Substitutionsregel und der Vorbemerkung erhalten wir ebenfalls

d d [* 2 2

F'(z) = %F(m) = = &dz = e 1—e” 040 = .
0

(b) Differentiation von F' nach a liefert zunéchst

d —ar __ o~ —ar __ ,—% o0 1
T ) = / e ) = / gy
] 0

% 10,00] Xz 0,00] 8@ T 5 .

Aufgrund von F(1) = 0 ergibt sich nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung
dann

Fla) = —/laéds — in(a).
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Zusatzaufgabe 12.4: (Normalbereiche)

(a) Vertauschen Sie die Integrationsreihenfolge der nachstehenden Integrale

i) /Ol/xff(:c,y)dydx; / /2_1 (z,y)dzdy .

™ T

(b) Berechnen Sie das Integral / / cos(z +2y) dy dz und skizzieren Sie das Gebiet, iiber welches
0
integriert wird und geben Sie die beiden moglichen Darstellungen als Normalbereiche an.
(c) Sei @ =[-1,1] x [-3,3] und G := {(z,y,2) €R? | (z,y) €Q N 0< z<4— 2% —y}.
Berechnen Sie das Volumen von G.
Loésung zu Zusatzaufgabe 12.4:

(a) (i) Zusammen mit der Monotonie der Wurzel- und Potenzfunktionen auf dem Intervall [0, 1]
erhalten wir
(0<2<1 A2<y<va) = (0<y<1Ay<z<Yy) .

Demnach stimmt die Menge N, := {(x y) € R? ‘ 0<z<1A22<y< \/_} mit der
Menge N, := { r,y) € R? ‘ 0<y<1Ay’<z< \/_} iiberein. Daher folgt nun ins-
gesamt fiir eine tiber N, (und damit auch iiber N,) integrierbare Funktion f(z,y) die

Giiltigkeit von
1 VT 1 ¥
// f(z,y)dyde = // f(z,y)dzdy .
0 Ja3 0 Jy2

(ii) Aus der Gleichheit der Mengen N,, := {(a:,y) € R? | —1<y<1 A yP—-1<z<1- y2}

und N, := {(x,y)eRz‘ —1<z<1A —\/1—|:1c|§y§\/1—|x|}folgtﬁireinedort

integrierbare Funktion

1|$
// flz,y)dedy = // flz,y)dydzx .
_1Jy2-1 -1 1- m

(b) Das Gebiet D = {(z,y) € R*: 0 < y < z < 7}, iiber welchem integriert wird, ist ein gleich-
schenkliges rechtwinkliges Dreieck mit den Seitenlingen a = m, b = 7 und ¢ = /2. Fiir das
Integral ergibt sich

/Ofr </Om cos(x + 2y) dy> de = /07r B sin(x + 2y)] z:: de = %/Oﬂ (sin(3z) — sin(x)) dz

™

_ _% B cos(3x) cos(x)} dr =

Die Darstellungen als Normalbereiche sind Ny = {(z,y) e R2: 0 < ax <7, 0 <y <z} sowie
No={(z,y) eR*:0<y<m, y<az <7}

Wl N

(c) Als Normalbereich geschrieben ist
G = {(x,y,z)€R3| —1<z<1, —3<y<3, O§Z§4—x3—y},

so dass sich zusammen mit dem Satz von Fubini

M(G) = /G1 As(,y, 2) :/11 (/z (/;ﬂs_y 1dz> dy) do
- [(Lmrw)a = [ (et -ni)a

1 1 y=3 1 1 1
- / {(4 —27)y - §y2} dr = 6/ (4—2%)dx = 6 [4:1: — ZlA} = 48
B - -1

1 y:—3

78



fiir das Volumen ergibt. Da —23 und —y jeweils ungerade Funktionen sind, ist es aufgrund der
Symmetrie nicht iiberraschend, dass A\3(G) = A3([—1, 1] x [-3,3] x [0,4]) gilt.

Zusatzaufgabe 12.5: ((Uneigentliches) Riemann- versus Lebesgue-Integral)

(a) Zeigen Sie: Ist Ay C R™ eine Folge Lebesgue-messbarer Mengen mit Ay C Apyq und A := |J Ay,
k=1
dann gilt:
f: A — R Lebesgue-integrierbar <= IM < ocoVk € N : |f(z)|du(z) < M .
Ak

(b) Ist die Funktion f:]0,1] — R, z > sin (2), Lebesgue- bzw. uneigentlich Riemann-integrierbar?

x

(c) Untersuchen Sie die Funktion f: R — R, f(z) := &(z)l]R (x), einerseits auf (uneigentliche)
T

J,00]

Riemann-Integrierbarkeit und andererseits auf Lebesgue-Integrierbarkeit.

Losung zu Zusatzaufgabe 12.5:

(a) Einerseits folgt aus der Integrierbarkeit von f iiber A die Ungleichung
@) < [ 1@l = 0 < oo
k

also ist die Beschrénktheit der Integrale [ 4, [ (@)| dp(z) notwendig.
Andererseits ist die Folge |f - 14,| monoton und konvergiert punktweise gegen den Betrag von
f auf A. Daher folgt aus der Beschréinktheit der Integrale [ 4, [/ (@)| dp(z) nach dem Satz von

Beppo-Levi iiber monotone Konvergenz die Integrierbarkeit von |f| iiber A, also insbesondere
die Integrierbarkeit von f iiber A.

(b) (i) Die Funktion | f| ist als stetige Funktion iiber jedes Intervall I,, := [, 1] Lebesgue-integrierbar.
Da die Folge (I,,)nen der Intervalle [%, 1} eine Ausschopfung von |0, 1] ist und die Folge der In-
tegrale

/I (@) du(a)

wegen |f(x)] <1 fir alle z € |0, 1] durch Eins beschrénkt ist, ist |f| und somit auch f nach (a)
Lebesgue-integrierbar.

(ii) Mit der Substitution y := 1 folgt dy = —=% dz, d.h. do = —l% dy, und das uneigentliche

Riemann-Integral wird zu
1 00
1 / 1
sin| — ) de = — — sin(y) dy .
/0 (x> 1Y )

Nun besitzt aber das uneigentliche Riemann-Integral

*1
/ — sin(y) dy
1

y2

die Majorante

1

und ist somit selbst konvergent. Also ist sin (;) uneigentlich Riemann-integrierbar iiber |0, 1].

(iii) Die uneigentliche Riemann-Integrierbarkeit von f hitte man auch aus dem abstrakten Ar-
gument erschlieffen kénnen, dass eine stetige Funktion auf einem halboffenen Intervall I genau
dann Lebesgue-integrierbar ist, wenn ihr Betrag |f| (und dann auch f) uneigentlich Riemann-
integrierbar iiber I ist.
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(c) Einerseits existiert das (uneigentliche) RIEMANN-Integral, denn es gilt mit partieller Integration

: b . ‘
/ﬂx) do = bh—{go([smggx)} Jr/b Slr;(f) dx) = 0+bli)r£10 /b Sn;(f) dr

sin(z)
2
Andererseits gilt fiir § < 7 die Abschétzung

1 b1 11° 1
wobei der Grenzwert wegen < — und lim — dr = lim {——} = — existiert.

$2 b—oo - :L‘Z b—oo s

™

> | cos(z)| - : | cos(z)|
x)| d\(z) > ———dM(x) > 26 inf
/|f( )| dii(z) = ;:2: /]IM&MM[ - (@) 2 kz:;xe]kw—&kvr—l-ﬂ T

v

= cos(0) ™ — 4
20 — > 2 —
P kr+06 — COS(4>;4]€7T+7T

= 25“’S@im Z %C"S@i%

k=2 k=2

wobei die letzte Reihe (bis auf den ersten Summanden) offenbar ein Vielfaches der als divergent
bekannten harmonischen Reihe > % ist. Somit kann f nach Satz 6.11 nicht Lebesgue-integrierbar
sein.
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
Pror. DrR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. THSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 13

Substitutionsregel /Transformationssatz

e Satz 7.5 [Translationsinvarianz|:
Fiir jedes A € L,,c € R" gilt A+c € L, und \,(A+¢c) = A\, (A).

e Satz 7.6:
Sei T': R — R" linear, bijektiv. Fiir A € £, gilt T[A] € £, und A\, (T[A]) = |det T| A\, (A).

e Satz 7.10 [Substitutionsregel/Transformationssatz]: Seien U,V C R" offen, h: U — V
ein C'-Diffeomorphismus. Dann gilt h[A] € £, fiir jede Menge A C U mit A € £,, und

An(h[A]) = /A | det(dh(z))| (). (13.1)

Fir alle £ C U mit E € £, und alle £,-messbaren Funktionen f: h[E] — [0, 00| (bzw. alle
Ap-integrierbaren Funktionen f: h[E] — [—o0,00]) gilt, dass die auf E definierte Funktion
x> (foh)(x)-|det(dh(x))| L,-messbar (bzw. L,-integrierbar) ist und

fdx, = /E (f o h)(z) - | det(dh(z))| dAn(z) . (13.2)

h[E]
Vertauschbarkeit der Integrationsreihenfolge

e Im Folgenden bezeichnet £, die o-Algebra der Lebesgue-messbaren Teilmengen des R".

e Satz 7.12: Falls Fy € £,,, und Ey € L,,,, s0 gilt £ = Fy X Ey € Ly, 1n,-
Achtung: Die Umkehrung ist im Allgemeinen falsch:

Wegen L, # P(R™) (Satz von Vitali, Beweis siehe beispielsweise Elstrodt) ist die Menge
P(R™)\ L, nicht leer, d.h., wir konnen eine nicht-Lebesgue-messbare Teilmenge £y C R™
finden, jedoch ist die Menge E; x {0,,} C R™*" als Teilmenge der \,,,,-Nullmenge
R™ x {0,,} aufgrund der Vollstindigkeit (vergleiche Lemma 4.2 (1)) in L, n,-

e Sei (2, A, 1) ein Mafiraum, E € A. Ist p-f.ii. definiert und (auBerhalb einer p-Nullmenge N) A-
messbar und nichtnegativ (bzw. p-integrierbar), dann definieren wir [, fdu = [ e fiEwdp.

e Satz 7.19 [Satz v. Fubini/Tonelli (p-f. ii. Fassung)]:
Seien n,nq,n9 € N mit ny,ny > 1 und n = ny + ny. Weiter seien E; € L,,., i € {1,2} und
[ By X By — [—00,00] L,-messbar und nichtnegativ (bzw. \,-integrierbar).
Dann ist die partielle Funktion f“': Fy — [—00, 00|, wy — f(wy,ws) fiir A\j-fast alle wy € F4
L,,,-messbar und nichtnegativ (bzw. A,,-integrierbar), die Funktion g: wy — [ By [ dAn, Ar-fast
tiberall auf F; definiert, (auBerhalb einer A;-Nullmenge) L£,,-messbar und nichtnegativ (bzw.
An,-integrierbar) und es gilt

/ fdh, = / gd\,, , also / fdh, = / ( f(wy,ws) dAnQ(wQ)) A, (w1).
E1><E2 E1 E1><E2 E1 EQ

Zusatzaufgabe 13.1:
(a) Berechnen Sie fiir g:[0,1] x [0,1] = R, g(z,y) :=

fir0<r<y<l1

I le’_‘
|~

firO<y<z<l1,

2

0 sonst

1/ M 1/ pl
die iterierten Integrale / (/ g(z,y) dx) dy und / (/ g(x,y) dy) dz. Gilt g € £([0,1]?)?
o \Jo 0 \Jo
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(b) Zeigen Sie, dass

Al(élu+y>d%>@”#/m</ Zii%“@)dx

gilt. Warum widerspricht dies nicht dem Satz von Fubini?

(c) Berechnen Sie das Integral / (/ ye~(1+2°)y? d)\l(y)> d (z
[0,00) \J[0,00)

Zeigen Sie dann mittels des Satzes von Fubini / e d\(z) =
[0,00)

§RC

Losung zu Zusatzaufgabe 13.1:
(a) Fir die iterierten Integrale ergeben sich

[ (e = [ ([ b [ )= [ (17 [)

=0 =y

L e [
und analog /01 </Olg(x,y)dy> dx—/ol ([_%Ez:* {—ﬂyf) dx——/olldac——l;él.

y=x
Die Funktion ist nicht Lebesgue-integrierbar, da die beiden iterierten Integrale anderenfalls nach
dem Satz von Fubini {ibereinstimmen miissten.

(b) Fiir jedes feste y €]0, 1] ist die stetige Funktion ]0,1[> = — i € R auf der messbaren Menge
10, 1[ beschriankt und somit Lebesgue-integrierbar mit dem Wert

Ur— g9 1= 1
/ 7Y () = / Yar = {2__} - ,
o (x+y)3 y t3 ot (1+y)?
Nun ist die Funktion ]0,1[> y — — 775 € R geméf
1 1
1 —1 1t 1
/——dy—lim/ .y = lm——| = —_
0 (1 + y>2 eNO J, (]_ + y)2 O 1+ yly=e 2

uneigentlich Riemann-integrierbar, und da eine vollstindig analoge Rechnung auch die unei-
gentliche Riemann-Integrierbarkeit der zugehorigen Betragsfunktion zeigt, ist sie insbesondere
Lebesgue-integrierbar mit dem selben Wert. Sprich es gilt

/o1 (/01 (5;5)3 d"(i”)) duly) = —3.

In der gleichen Art und Weise wie oben folgt aber auch
1 Loy 1 Loy
—d,uy)dum :/</—dy)d,ux
[ ammn) aer = [([ ) o
1 4z 90 ¢ 1T gt
= dt ) d = -— = d
UL Sty ae = [T e

Lo -1 1
li —d = li =
51{%/8 (14 x)? () 20 {1 + x} _

r=&

N = I|

Also kann in der angegebenen Situation die Integration nicht vertauscht werden. Dies wider-
spricht auch nicht dem Satz von FUBINI, da die Betragsfunktion des Integranden, sprich die
Funktion

)

010 x 0.1[ 3 () |
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nicht {iber den Produktraum |0, 1[ x ]0, 1] Lebesgue-integrierbar ist. Seien namlich 0 < § <e < 1
gegeben. Dann ist die Restriktion der oben angegebenen Betragsfunktion iiber der messbaren
Menge |e, 1[ x 6, 1] als beschrankte stetige Funktion Lebesgue-integrierbar mit einem Wert der

gemaf
/ ﬁ dulay) = /51 (/51 ﬁ du(y)) dp(z)
Jel % .1

1 x . 1 o 1 1 t=2x 1 1+x
_ /(/ udy_/udy) dx:/ [__z] _{__2} i
e é (ZL’ + y)3 T (ZE + y)g € 13 t2 t=x+9 t t2 t=2x

VA ) 1 1 ) 11! 1
/E (QZU (x +9)? (1—|—x)2) v {2 n(x)+x+5+x+1} . 2 ()

T

in der Tat fiir ¢ — 0 beliebig grofl wird.

(c¢) Da sowohl fiir beliebiges x > 0 das uneigentliche Riemann-Integral

1
1+ 22

N | —

0 K
—W g ~ g i i L (et
/0 ve dy = g ) ve 4y éi&( 21+ 22

K
y=0

als auch das dann resultierende uneigentliche Riemann-Integral

o0

1 1 1 Ko 1
—/ dr = = lim dr = = lim arctan(z)
2] 1422 2K/ 00 Jo 1+ a2 2 K Joo

K

T
=0 4

0

existiert und dabei die Integranden jeweils nichtnegative und als stetige somit auch messba-
re Funktionen sind, sind die einzelnen Integrale aufgrund ihrer Endlichkeit auch Lebesgue-

integrierbar. Es gilt
[ ([ e an) ane) -
[0,00) \J[0,00)

Nach dem Satz von TONELLI ist die Funktion f: [0,00[ x[0,00[ 3 (z,y) — ye (+#)%° ¢ R
ebenso Ao-integrierbar und wir konnen die Integrationsreihenfolge nach dem Satz von FUBINI
vertauschen. Mit Hilfe der Potenzgesetze und der Substitution t = p(z) = zy, ¢'(x) =y, ergibt
sich

N

:/ ( fz,y) d)\l(y)) dAi(z) = / ( f(z,y) d)\l(ﬁC)) dAi(y)
[0,00) [0,00) [0,00) [0,00)
:/ </ ye(1+2%)y” d>\1(£€)> d\(y) = / (/ e Yy d:c) e dy
[0,00) [0,00) [0,00) [0,00)
2
R S s
[0,00) [0,00) [0,00)

und somit nach Wurzelziehen die Behauptung.

AN

Zusatzaufgabe 13.2:
(a) Aus Zusatzaufgabe 8.1 (b) wissen wir, dass die Abbildung ®: R? — R? &(z,y) := ((z—y)?, 2zy)
ein Diffeomorphismus von A := {(z,y) | 0 <y < z} C R? auf B := |0, oo[? ist.
Berechnen Sie nun das Lebesgue-Integral e’(”‘“2+yz)(3§2 —y*) dXo(x, %), indem Sie den Trans-

) . - H@y) |o<y<z} o
formationssatz auf dieses ® und anschliefend den Satz von Fubini anwenden.
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(b)

(c)

Berechnen Sie das Integral / o~ (utv)? dX2(u,v), indem Sie den Transformationssatz
10,00[ X ]0,00(
auf F(z,y) := (z(1 — y),zy) als Abbildung von |0, co[ x ]0, 1[ auf ]0, co[ x |0, co| anwenden.

Berechnen Sie die Fliche des Kreissektors Q := {(z,y) € R*|1 < 2?+y? <4, x,y > 0}, indem
Sie den Transformationssatz auf die Polarkoordinaten-Abbildung anwenden.

Losung zu Zusatzaufgabe 13.2:

(a)

In Zusatzaufgabe 8.1 (b) haben wir gezeigt, dass die Abbildung ®(z,y) := ((x — y)?, 2zy) in der
Nihe jedes Punktes (z,y) € R? mit |z| # |y| eine differenzierbare Umkehrabbildung besitzt und
dass @ sogar ein Diffeomorphismus von {(z,y) |0 <y < z} C R? auf |0, co[? ist.

Wegen det(d®(z,y)) = 4(2* —y*) und 22 +y* = (z—y)*+ 2y folgt aus dem Transformationssatz

/ (F(®(x,9))) - | det(d(z, y))] dholey) = / £ (1, 0) Ao, 0)
{(=,y) | 0<y<z}

]0,00[>
mit der nichtnegativen messbaren (da stetigen) Funktion f(u,v) =e %" die Gleichung

2.,,2 1 1 o0 2 1
/ e @I (22 — ) dhy(z,y) = —/ e " Vdo(u,v) = ~ (/ e du> —
{(z.y) | 0<y<z} 4 J(0,00)2 4\ Jo 4

Mit g(u,v) := e~ @) und (g o F)(z,y) = =" gilt wegen det(dF(z,y)) = z (vgl. ZA 8.1 (d))
nach dem Transformationssatz (aufgrund der Nichtnegativitidt existiert das (ggf. unendliche)
Ao-Integral in jedem Fall) und Satz von Fubini

/ e~ Iy (u,v) = / ez dho(z,y) = / < / e d)\l(x)> di(y)

10,00[ % 10,00 10,00[ % 10,1 10,1[ 10,00

. . 2 1 . —ac2 1 —Zz 1 —Zz
Mit Satz 7.2 sowie z = x*, xdx = 5 dz erhilt man eV xdr = 3 e “dz = — ée und
somit

f1 1
/ o~ (utv)? do(u,v) = /e_“’jx d\i(z) = lim Ee_zdz =3

R—o0 0
10,00[ % ]0,00] 10,00]

Wegen 1o f=1und f~1(Q) = [1,2] x [0,Z] mit f(r,¢) := (rcos(¢),rsin(p)) und

df (r,p) = (Zif&f? ;ZZZE%)) ’

also insbesondere det(df(r,¢)) = r, liefern der Transformationssatz sowie der Satz von Fubini

(@) = / L dha(e,y) = / Lo -] detdf(r, 0)ldAalr, )
Q 1)

2 % 2 r=2
= / / rdAi(p) | dAi(r) :/ / rdp | dr = z/ rdr = Zp2 = 3—7T
(1,2 \/[0,5] 1 0 2 )y 4 =1 4

2

Zusatzaufgabe 13.3:

(a)

Zeigen Sie, dass die Abbildung ¥ (¢, r) := (7“5, ry/1— 52) in der Niihe jedes Punktes (¢,7) € R?
mit || < 1 und r # 0 eine differenzierbare Umkehrabbildung besitzt. Beweisen Sie, dass ¥ ein
Diffeomorphismus vom Halbstreifen | — 1, 1] x |0, co[ auf Rx ]0, oof ist.
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(b) Berechnen Sie das Integral 1

/}—1,1[ .00l (14 7262) - (14 74/1 - £2)2 %1—52

indem Sie den Transformationssatz auf ¥ und anschlieSend den Satz von Fubini anwenden.

)\2(5770) )

Losung zu Zusatzaufgabe 13.3:

r

§
(a) Die Jacobi-Matrix JW(&,r) = (_ :5_ e Ji-& besitzt die Determinante

£2 B r r
/1—¢2 /1—¢2 /1_52’
also ist ¥ in der N#he jedes Punktes (£,r) mit |£| < 1 und 7 # 0 ein lokaler Diffeomorphismus.

Tatséchlich ist ¥ sogar ein Diffeomorphismus von | — 1, 1] x |0, oo auf Rx ]0, co[, denn 7§ = u
und 74/1 — €2 = v kénnen wir bei v > 0, |£| < 1 und r > 0 wegen r? = u? + v? auflésen durch

U
r = vu? + v? und = —
SV

det(JW(E,r)) = ry/1—-8&+r

(-8 -

1 1
(b) Aus dem Transformationssatz folgt mit f(u,v) = Tt a2 (150
1
dXo(&,r
/11,1[ x 0,00f (147262) - (14 74/1 = £2)? \/1—52 (6

-/ (FoW)(Er) - [det(TE N dalr) = [ fluv)dha(u o)
J=1,1[ X ]0,00] R ]0,00]

_ (/lequAl(u)) (/( )(143@) d\ (v )) = <arctan(u)7 1) <_1iv :") .

Zusatzaufgabe 13.4:
(a) Berechnen Sie den Flicheninhalt \y(B) der Teilmenge B := {(z,y) €e R* |z +y < 2, 22 < y}.

(b) Bestimmen Sie Ao(K) fiir die von den Kurven y = 4z, y = % und y = z berandete Menge
K C [0,00[%

(c) Skizzieren Sie das Kompaktum K C [0, c0[?, welches von den durch 2% + y? = 1, y = 2z und
y = 2% gegebenen Kurven berandet wird und den Ursprung enthilt. Berechnen Sie mittels des
Satzes von FUBINI die Fliache us(K).

Losung zu Zusatzaufgabe 13.4:

(a) Esist B:={(x,y) e R?|2? <y <2—x}, und 2% = 2 — z gilt bei z = —2 und z = 1. Also gilt

o(B) = /;(/jxmy) v = /;(Q—x—x2)dx: (2—%—%)—(—4—%;) - g

(b) Die Menge B ldsst sich mit Hilfe des Schnlttpunktes (3,2) von y = 4z und y = 1 sowie mit

Hilfe des Schnittpunktes (1,1) von y = E und y =z angeben durch

1
B = {(x,y)|0§$§1, a:gygmin<4x,—>}

X

Es oil ) 1 4 1 1/z
5 gilt ua(B) = / 15 dpy = / (/ 1dy) d:)s+/ (/ 1dy> dx
R2 0 x 5 T

: 11 11
= /023a:dx+/ <E—x) dx:g+ln(2)—§+§: In(2) .

2

-

=
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\/Lg der Kurven y = 2x und y = v/1 — 22 sowie dem Schnittpunkt

Ty = 4/ \/52_1 von y = 22 und y = v/1 — 22 besitzt unter Beriicksichtigung von z; < x5 das
Gebiet K genau die Gestalt

K = {(m,y) ‘ 0<z<mzy, a2 §y§min(2x,\/1—x2)}

(¢) Mit dem Schnittpunkt x; =

Also gilt fiir die Flache pu(K) die Formel

pa(K) = /Kldm = / ( / 1du1(y)>du1(x)+ / ( / 1du1(y)>du1(x)

[0,1] Yx2,27] [z1,22]  [x2,v/1—22)
o ] 2 2
— / 2r — x° dm+/<\/1—x2—x2> dx :/Zxda:—/xde+/\/1—x2dx.
0 1 0 0

Mit der Substitution x = sin(¢) und partieller Integration, anschlieBendem Umstellen und Riicks-
ubstitution ergibt sich

[V = [ oste))? dr — sinf)cost) £ _ 2V1=7 +arcinie)

und mit 22 = /1 — 22 daher dann auch

1 1
po(K) = 2?2 — 51:3 +3 (1:2\/ 1 — 2% + arcsin(zg) — x14/1 — 2% — arcsin(ml))

3/2
1 <\/3 - 1) / N arcsin(zy) — arcsin(zy )

6 2 9

0.904557 — 0.463648
0.080978 + 5 = 0.3014325 .

Q

Zusatzaufgabe 13.5:

(a) Zeigen Sie: Ist T: R" — R", T'x = Az + b eine affine Transformation mit invertierbarer Matrix
A € R™" sowie b € R und ist f iiber eine Teilmenge U C R™ \,-integrierbar, dann ist f o T
iiber das Urbild 771 (U) \,-integrierbar mit

A
/T—I(U)f( 2 +b) dh(z) = |det /f ) dAnl

(b) Zeigen Sie fiir U und T aus (a) mit Hilfe von (a), dass A\, (T(U)) = |det(A)| - A, (U) gilt.

(c) Zeigen Sie fiir T aus (a): Ist S der Schwerpunkt einer kompakten Menge K C R"™ mit u(K) # 0,
so ist T'(S) der Schwerpunkt der Bildmenge T'(K).

Losung zu Zusatzaufgabe 13.5:

(a) Wir betrachten die Funktion f17". Offenbar gilt dann (f13") o T = (f o T)17" ;. Somit
erhalten wir aufgrund der Konstanz der Ableitung von 7" mit U = V' = R" nach dem Transfor-
mationssatz (bzw. der Substitutionsregel)

| det(A)| o f(Az +b) d\,(z) = /Tl(U)(f oT)(x) - |det(dT(x))| d\,(x)

= [ (TN ) (@) - detldT (@) d (o)
= [ (E) e T [der@r @] dne) = [ F1E)0) (o) = [ ) i)

Division durch die aufgrund der Regularitdt von A nichtverschwindende Determinante ergibt
die Behauptung.
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(b)

Wiéhlen wir in (a) die Funktion f = 1%, und die Umkehrabbildung 7, definiert durch T~ 1y =
A=ty — A7, anstelle von T, so ergibt sich

MT(U) = / L W) an) = / L AT ) d)

1 PRI 1
= Ay J, R ) = G

Dabei haben wir verwendet, dass die Determinante fiir quadratische Matrizen A und B die
Gleichung det(AB) = det(A) det(B) und somit auch

M(U) = det(A) - A(U) .

| = det(I) = det(AA™Y) = (det(A))det(A1) , dh. det(A~) — detl( 5 = (et

erfiillt. Beachten Sie: Wegen der Konstanz 15, (z) = 1 fiir alle z € R ist auch 15.(T'(z)) = 1
fiir beliebiges 7' und alle = € R™ gilt, d.h., trivialerweise ist 1%, = 15, o T fiir irgendein 7.

Aufgrund der Kompaktheit ist K beschrankt, wonach es auch ein endliches Mafl p(K') besitzt,
welches nach Voraussetzung ungleich Null sein soll. Die Aussage folgt nun mit Teil (b), denn dort

haben wir gezeigt, dass fiir Teilmengen K C R"™ und affine Transformationen 7'(x) := Ax + b
mit reguldrem A zunéchst u(T'(K)) = |det(A)| - u(K) # 0 gilt und 7'(S) wegen

1 1 1
T(5) = T(m/ﬁd“(”) = ) e @) = [ /m ydu(y)

somit tatséchlich den Schwerpunkt von T'(K) beschreibt.
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Analysis II Sommersemester 2016, Universitit Rostock
Pror. DrR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. THSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 14

Nachtrag: Fourier-Reihen [vgl. Kapitel 23, O. Forster, Analysis 1]

e Eine (R- oder C-wertige) Funktion f auf R heifit P-periodisch fiir eine Periode P > 0, wenn
f(x+ P) = f(x) fir alle z € R gilt.

e Wir betrachten den (2n + 1)-dimensionalen linearen Vektorraum 7, welcher aus den 27-perio-
dischen Funktionen der Gestalt

% + Z (ay, cos(kz) + by sin(kx)) mit Ao, A1, ..., 0n,01,...,0, €R (14.1)
k=1

besteht. Elemente aus 7, heiflen (reelle) trigonometrische Polynome (h6chstens) n-ten
Grades. Da mit den Darstellungen cos(z) = Re(e'”) und sin(z) = Im(e'?) auch

a n ‘ a . n an — 1b . n a + b |

50 + Z (ay, cos(kx) + by sin(kz)) = 5061096 + Z k > B oike | Z k ! Dk —ika
k=1 P -

gilt, konnen solche trigonometrische Polynome alternativ in komplexer Form als

= . 1 1
Z cpelF® mit Cp = i(ak —ibg), cg = §(ak + iby) fiir k=0,1,2,...,n

k=—n
geschrieben werden.

e Fiir 2m-periodische Funktionen f,g, die iiber [0,27] (oder ein anderes Intervall der Lénge 27)
Riemann-integrierbar sind, kann man durch

(o) = 5 [ T@ gla)ds (142)

eine (hermitesche) Sesquilinearform definieren. Diese induziert eine Halbnorm || f||2 := /(f, f).
e Zwei Funktionen f, g heilen orthogonal zueinander beziiglich ((14.2)), falls (f, g) = 0 gilt.
e Eine Familie f; von Funktionen heift Orthonormalsystem, beziiglich ((14.2)), falls

0 fiir k # ¢,

14.3
1 fir k=2 ( )

Vk,€EN : <fk,fg> = {

° Satz:m Das trigonometrische Polynom (hochstens) n-ten Grades, welches unter allen trigono-
metrischen Polynomen (hochstens) n-ten Grades beziiglich ||.||2 den geringsten Abstand zu einer
tiber [0, 27] Riemann-integrierbaren 2m-periodischen Funktion f besitzt, d.h., welches das Infi-
mum 1é17f_ lp — fl]2 annimmt, ist durch

pETn

1 27
n a = — f(x)cos(kx) dx |
Spf(x) = 204 Z (ag cos(kx) + by sin(kz)) mit ' T /0

) (14.4)
2 = by = l/2 f(z)sin(kx) dx
T™Jo

gegeben und heiit das (reelle) Fourier-Polynom n-ten Grades zu f. Die entsprechende
Folge der Partialsummen (S, f(z)),", heifit (reelle) Fourier-Reihe von f.

30ygl. Satz 134.2 in Heuser, Analysis 2, 12. Auflage
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e In der komplexen Form geschrieben nennt man

Spf(z) = Z Ckeikm mit Cp = %/2ﬂf(;p)e_ikl" dr = <€ikx7f(x)> (14.5)
0

k=—n

das (komplexe) Fourier-Polynom n-ten Grades zu f. Die entsprechende Folge der Parti-
alsummen (S, f(2))%, heit (komplexe) Fourier-Reihe von f.

e Bemerkung: Es stellt sich nun die Frage, welche 27-periodischen Funktionen sich in welchem
Sinne beliebig genau durch trigonometrische Polynome annihern lassen. Die Antwort darauf
geben die folgenden Sétze:

e Hilfsatz 23.1: Sei n € N beliebig. Dann gilt fiir das n-te (komplexe) FOURIER-Polynom ((14.5))
einer iiber [0,27] Riemann-integrierbaren 2m-periodischen Funktion f die Besselsche Glei-
chung

n

If = Sufllz = 5= > leal® (14.6)

k=—n

e Satz 23.1: Fiir beliebige iiber [0,27] Riemann-integrierbare 2r-periodische Funktionen f gilt

die Besselsche Ungleichung
0 1 2

> lal* < oo | @R (14.7)

e Satz 23.2: Fiir iiber [0, 27] Riemann-integrierbare 27-periodische Funktionen f konvergiert die
FOURIER-Reihe

+Z ay cos(kx) + by sin(kx)) = Z cpett®

k=1 k=—o00

Sf(z) = %o
fl@ 2
beziiglich ||.||, gegen f, d.h., es gilt || f — S, f|l2 — 0 fiir n — co. Man sagt, S, f konvergiert im
quadratischen Mittel gegen f. Insbesondere gilt die (komplexe) Parsevalsche Gleichung

oder Vollstiandigkeitsrelation

> laf =5 [ I ds (149

k=—o0
Die reelle Variante der Vollstiandigkeitsrelation lautet

1 = L[
Slaol? + 3 (auf + ) = 2 [ s (14.9)
k=1

e Satz[Dirichlet]: Sei f eine Riemann-integrierbare 2r-periodische Funktion und =z € R. Gibt
es Konstanten § > 0 und M < oo mit Vt €] — 6,0[: |f(z +t) — f(z)] < M|t| dann gilt

T (5,./)(a) = f(z).
e Satz{lIst f: [0,27] - R
(a) stiickweise monoton und beschriankt oder (b) stiickweise stetig differenzierbar,

dann konvergiert S, f(x) fiir n — oo auch punktweise in allen Stetigkeitsstellen x von f gegen
f(z), und in allen Sprungstellen x gegen den Mittelwert aus links- und rechtsseitigem Grenzwert
bei z, d.h., gegen

flz=) + f(z+) . L
5 it f(o=) = lim f(a) , f(o+) = lim f(a) (14.10)

e Satz 23.3: Ist f stetig und stiickweise stetig differenzierbar, dann konvergiert die Folge der
Fourier-Summen (S, f)nen sogar gleichméfig gegen f.

3lygl. Satz 136.3 in Heuser, Analysis 2, 12. Auflage
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Fourier-Theorie im R" (vgl. Skript Kapitel 3.7)

e Lemma 3.91: Die Menge der Aquivalenzklassen von 27-periodischen Funktionen f: R™ — C,
die in | — 7, 7[" lokal-integrierbar sind und fiir die |f|? {iber | — 7, 7[* Lebesgue-integrierbar
ist, wobei man zwei Funktionen bei Ubereinstimmung auferhalb einer Nullmenge identifiziert,
bezeichnet man mit L2, (R™, C).

per

e Lemma 3.92: L2 (R",C) ist ein (komplexer) Vektorraum, und

per ] %
b, = (a0 da(o))
R",C)

ist (beachte, dass dieser Wert aufgrund der Integrierbarkeit von |f|? fiir jedes f € L
endlich ist) die vom (komplexen) Skalarprodukt

1 _
9z = g [ T o) dia@)

per(

auf L2, (R™, C) induzierte Norm.

per

e Satz 3.93: Der mit der vom Skalarprodukt (.,.)zz  induzierten Norm ||.[[zz  versehene Vektor-
raum L2 (R™, C) ist vollstéindig, d.h. ein Hilbert-Raum.

per

¢ Bemerkung/Definition:

(a) Die fiir jede 2m-periodische Funktion f, deren Einschrénkung auf einen der Gitterbereiche
von R"/(2rZ") Lebesgue-integrierbar ist (wir wéhlen hier den Gitterbereich (—m, m)"),

durch
1

P = g [ e ) (14.11)

definierte Funktion f : Z™ — C heifit diskrete Fourier-Transformation. Dabeiist k € Z"
ein n-Tupel ganzer Zahlen und (k,z) = Z k;x; das Euklidische Skalarprodukt auf R".

i=1

(b) Der Integrand f(z)e~"*® hat die Lebesgue-integrierbare Majorante | f| und ist somit wirk-
lich Lebesgue-integrierbar.

(c) Bsgilt L2, (R",C) C L'(]—m,n[*), d.h., jede iiber | — 7, 7[* quadrat-integrierbare Funktion
ist auch integrierbar, denn mit g := 1 und der Cauchy-Schwarz-Ungleichung folgt

[ lzrg-rapy = 1fgllerg-mam < [1F]lz 2 = VAl —mal) £, -

lgllzz

per

e Lemma 3.95: Fiir f € L2, (R",C) und jede endliche Indexmenge I C Z" gilt
If =2 FR)e g, = fllaz., = D1 (R)P
kel kel
e Satz 3.96: Ist [ € Lper(R”,(C), so konvergiert die sogenannte Fourier-Reihe Z f (k)
kezZn

im quadratischen Mittel (also in der |[|.[|rz_ -Norm) gegen f.

e Satz 3.97: Die diskrete Fourier-Transformation f f ist eine Bijektion vom Hilbert-Raum

L2,.(R*,C) in den Hilbert-Raum der quadrat-summierbaren (komplexen beidseitigen n-)Folgen

(2(Z*,C), die ||f]2, = 3 |f(k)]>= ||f||1z2 erfiillt und daher eine Isometrie genannt wird.
P gezn

e Bemerkung/Definition:

(a) Fiir (Lebesgue-)integrierbare reell- oder komplex-wertige Funktionen f, g auf dem R™ ist
(z,y) — f(x)g(y) eine integrierbare Funktion auf dem R?", und unter der Transformation
(z,y) — (z —y,y) geht diese in die integrierbare Funktion (z,y) — f(z — y)g(y) iiber.
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(b) Nach dem Satz von Fubini existiert fiir fast alle x € R™ das Integral

(fx9)(x) = . flx—y)gy) dun(y) (14.12)

und die so fast {iberall definierte Funktion f % ¢ nennt man die Faltung von f und g.

e Lemma 3.98: Sind f, g integrierbare Funktionen auf dem R", dann ist auch f % g integrierbar

mit /"(f*g)@) Ay () = ( 5 (z) dun(x)) : (/,Lg(y) dun(y))

und es gilt ||f * gllzr < || fllz:|lgllz:. AuBerdem ist die Faltung bilinear, assoziativ, kommutativ
und erfiillt supp(f * g) C supp(f) + supp(g) mit supp(f) := {z € R* | f(z) # 0}.

e Bemerkung: Man kann den Wert (f * g)(x) fiir eine Funktion g mit g > 0, supp(g) C B,(0)
und ||g]|z1 = 1 als das mit g gewichtete Mittel von f in B,(z) ansehen, denn

(f * 9)(z) = /B 096 =)ty

gilt aufgrund der Kommutativitit f x g = g * f und wegen supp(g) C B,(0).

e Lemma 3.99: Ist f eine integrierbare Funktion auf R” und g € C2°(R™), dann ist f * g beliebig
oft differenzierbar mit partiellen Ableitungen

0"(f * g) = f = (9"g),
wobei 0" fiir k € N2 angibt, wie hiufig nach welcher Variable abgeleitet wird.
¢ Bemerkung/Definition:

(a) Lemma 3.99 besagt, dass man also selbst unstetige Funktionen f ,glidtten kann, indem
man sie mit einer glatten Funktion faltet.

(b) Eine Folge (gx)ren von glatten und integrierbaren Funktionen mit der Eigenschaft g, > 0,

llgk ||z = 1 und

Vr > 0: lim gr(x) dpn(xz) = 0
k=oo Jrn\ B,.(0)

heien Dirac-Folgen. Dabei ist notwendigerweise der fiir den Integralwert Eins von g

wesentliche Teil fiir groffe £ in der Néhe des Ursprungs konzentriert.

1 —ll=13
(2m)y
(d) Durch die Faltung mit Dirac-Folgen kann mann eine Folge glatter Funktionen gewinnen,

die gegen f konvergiert.

(¢) Mit g(x) := ist gr(x) := k"g(kz) eine Dirac-Folge. (Beispiel 3.100)

e Satz 3.101: Sei g; eine Dirac-Folge glatter Funktionen. Dann konvergiert die Folge glatter
Funktionen f * gi bzgl. der L'-Norm gegen f.

¢ Bemerkung/Definition:

(a) Eine Dirac-Folge besitzt keine L'-Funktion als Grenzwert. In der Distributionentheorie
erweitert man aber den Funktionen-Begriff so, dass Dirac-Folgen gegen eine Distribution
konvergieren, die sogenannte Delta-Distribution.

(b) Die kontinuierliche Fourier-Transformierte einer integrierbaren Funktion f: R* — C
ist die durch

£ 1 —i(¢,x
F6) = G [ 107 dufo).
definierte stetige Funktion f:R* = C.
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e Beispiele: 1
(a) Die kontinuierliche Fourier-Transformierte von g(z) := We
T n

9(€) = g(&) selbst.

(b) Die charakteristische Funktion 1j_;;; des Intervalls [—1,1], der auch Rechteckimpuls
genannt wird, besitzt die kontinuierliche Fourier-Transformierte

ll=l13
~—2° ist die Funktion

~

1 L 2 &
(€)= \/ﬁ/_le_l@””> dx = Esmg(g)

ist nicht Lebesgue-integrierbar, sondern nur uneigentlich R-integrierbar.

sin(¢)

aber & — i

Satz 3.105: Ist f: R" — C eine Lebesgue-integrierbare Funktion, deren kontinuierliche Fourier-
Transformierte f wiederum Lebesgue-integrierbar ist, dann gilt fast iiberall

f@) = —— [ F©e du(e).
N

(27)

Satz 3.106: Fiir f,g € L'(R") gilt (m)(f) = (QW)"/Qf(f) - (&) _—

Satz 3.107: Ist f € L'(R") stetig differenzierbar mit g—f € L'(R™), so gilt g—f(f) = i&; - f(£).
Lj Lj

Bemerkung/Beispiel:
(a) Als Konsequenz des letzten Satzes entsteht etwa aus einer Differentialgleichung fiir f durch
Fourier-Transformation eine algebraische Gleichung fiir die Fourier-Transformierte f.
(b) Bsp: Die inhomogene lineare partielle Differentialgleichung

~(@u)(o) + e ) i= = 5 o) = G 0) + Mulny) = £(220).

fiir eine L'-Funktion u: R? — R bei vorgegebenem f € L'(R?) mit f € L'(R?) geht unter

der Fourier-Transformation in die algebraische Gleichung (£2 + & + N)a(€) = f(€) iiber.
Fiir A > 0 kann man ihre Losung daher durch
! F€) i ee
— . _ SN 1{(T, ,(G1, d
u(l‘,y) 27T /R2 f% _'_5% + )\e M2(§17€2>
angeben, da der Integrand die integrierbare Majorante % f besitzt.
(c) Ahnlich ergibt sich fiir die diskrete Fourier-Transformation mit der durch
1
(f xg)(z) = @n)" / f(x —y)g(y) dun(y) (14.13)
(771-’77)"

definierten Faltung zweier Funktionen f, g € L}..(R", C) die Gleichung f * g(k) = f(k)-g(k)
und fiir stetig differenzierbare f € L, ,.(R", C) die Gleichung %(k) = ik; - f(6).

1cht jede L~-Funktion 1st aul dem auch eine L -Funktion. Die durc x) = - Iur

d) Nicht jede L?-Funktion i f dem R" h eine L'-Funktion. Die durch 1t
|z| > 1 und f(x) := 0 sonst definierte Funktion f: R — R etwa ist quadrat-integrierbar,
aber nicht integrierbar iiber ganz R.

e Satz 3.111 [Plancherel]: Fiir f,g € L'(R™) N L*(R") gilt

~ _

(&) - 9(&)dpn(§) = f(@) - g(w)dpn ().

R" R

e Korollar 3.112 [Parsevalsche Gleichung]: Fiir f,g € L'(R") N L*(R") gilt
L2
[ Jfe] e = [ 17@F i)
Rn Rr

e Satz 3.113: Die kontinuierliche Fourier-Transformation ist eine Bijektion von L*(R") auf L?*(R"™)
und sogar eine Isometrie.
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Zusatzaufgabe 14.1:

(a) Zeigen Sie, dass man eine P-periodische Funktion durch Variablentransformation auf eine 27-
periodische Funktion zuriickfithren kann.

, 0 <

(b) Auf dem Intervall |0, 7] sei die folgende Funktion gegeben: f(x) = . <<x -
PR W— T =

3
m
Setzen Sie diese Funktion auf das Intervall [—m, 0] so fort, dass f auf [—7, 7]

(i) gerade und stetig ist;  (ii) ungerade und stetig ist;  (iii) eine m-periodische Funktion ist.

Skizzieren Sie jeweils den Funktionenverlauf.

(c) Beweisen Sie, dass mit der von der (hermiteschen) Sesquilinearform ((14.2)) induzierten Halbnorm
| fIl :== \/{f, f) die sogenannte Parallelogrammgleichung

1f +gl* +11f = al> =2 (11" + lgl*) (14.14)

fiir beliebige tiber [0, 27] Riemann-integrierbare 27-periodische Funktionen f, g gilt.

(d) Auf der Menge [], := {ag:iz:2 + a1x + ag ‘ ag, a1, Ay € ]R} der Polynome von hochstens zweitem
Grad betrachten wir das Skalarprodukt (f,g) := % 11 f(x) - g(x)dz . Berechnen Sie (p, p;),
g,k =0,1,2, fiir po(z) = 2% — 1, p1(z) =z und py(x) = 2.
(e) Konstruieren Sie ein ONS aus {p; | 7 =0, 1,2} aus (d) mit dem Verfahren von Schmidt.
Losung zu Zusatzaufgabe 14.1:

(a) Sei f eine P-periodische Funktion. Mit y(z) = £Z folgt fiir F' = f oy dann

Flovan) = fotorzn) = £ (D2 (224 p) = 1 (52) = ) = Fo).

(b) (i) Fiir die gerade stetige Fortsetzung ergibt sich die Funktion

e}

N o

|z, 0< |z <
fg(z) = x ’ n
3 g <|r|=

]

TTTTT T e T T TTTTY
-3 -2 -1 0 1 2 3

(ii) Fiir die ungerade stetige Fortsetzung ergibt sich die Funktio

(iii) Fiir die m-periodische Fortsetzung ergibt sich die Funktion

(g r=—T
r+7m, —rT<r<-—3%
f=(x) = {3, -2 <z<0
x, <r<3
(3 3STST LU N

1 0 1 2 3
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(¢) Aufgrund der Linearitétseigenschaften des Skalarproduktes erhalten wir

If+gl*+1f=9gl* = (F+g.f+9+{f—-9.f—9)
= (LH+ 9+ {Fg)+ 9.9+ (f, /)= (f.9) = (f.9) + (9.9)
= 2(f, /) +2(g,9) + 2Re((f, 9)) —2Re((f,9)) = 2(IfII” + llgll*),

also genau die Parallelogrammgleichung.

1! 1[25 22° 7 8
(d) Wir erhalten (pg, po) = 5/_1(1'2 —1)¥dr = 3 [% — % —1—33'1 § = 15 sowie

1 /! 1 I
(p1,p1) = 5/ ?dr = 3 und (ps, pe) = 5/ 4dr = 4. Desweiteren sind
-1 -1

1t 9 12t 22]"
(o, p1) 2/_1(36 Jode = 3 {4 2}1 0,
1, a3 ! 4 1/t
(Po; P2) 2/_1(3; )2 dx {3 41 3 (p1, p2) 2/_1 xdx 0

(e) Zusammen mit den Ergebnissen aus (d) erhalten wir die ONB {by, b1, b2} von [ [, bzgl. des obigen
Skalarproduktes nach dem iiblichen Verfahren von Schmidt. Normierung des ersten Vektors

liefert
1 /15
by = D _ —(x2—1).
{Po; o) 2V 2
1
Normierung der Hilfsgrofle hy = p; — (bo,p1)bo = p1 — <—>(p0,p1>bo = p; liefert als
Do, Po
zweiten Basisvektor ,
bl = ! = pl = \/§x .

vV <h1; h1> <p1,p1>

Normierung der Hilfgrofie

1 /15 5% 1
hy = pa — (bo, p2)bo — (b1, pa)by = 2— = (po, p2)bo — \/§<p1,p2>b1 =2+ 5(1‘2 —-1)= 5(5$2 —1)

2\ 2

e 1 10 b2
liefert nun wegen (hg, hy) = é/ (52® —1)*dx = 3 [5x5 — =2+ $:| =3 als dritten Basis-
-1 -1

3
vektor
h 6
by = ——— = £(5:702—1).
<h27h2> 4
Zusatzaufgabe 14.2:
N N
(a) Dasin ([14.2)) definierte Skalarprodukt der Funktionen u(z) := Z ™ und v( Z ek
k=0 k=0

verschwindet fiir ungerades N.

(b) Fiir die (komplexen) FOURIER-Koeffizienten ¢, = (e** f(z)) (vel. (14.5))) einer stiickweise
stetigen Funktion f: |0, 27— C gilt:

n

E cke

k=—n

Z EA (14.15)

k=—n

(c) Es gelten die Besselsche Gleichung (14.6) und die Besselsche Ungleichung (14.7)).
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Losung zu Zusatzaufgabe 14.2:

()

Da die Funktionen e**, k € Z, wegen

1 2
‘ 1 271-_‘ 1 o ' —/ ldxr = 1, kzg,
’elkJZ) - eikmeléx dr = — el(éfk)x dr = 0

ikx
e 21 Jo 21 Jo 1 -k | _

beziiglich ([14.2)) ein Orthonormalsystem bilden, gilt
N N N N N N
_ <Z eilmc7 Z(_ 1l:):> Z Z 1k:): 1l:r Z 1km 1k:p Z
k=0 1=0 k=0 =0 =0 =0
wobei die letzte Summe bei ungeradem N Null ist (wéhrend sie Eins bei geradem N ist).

Da die Funktionen e¢**  k € Z, beziiglich (14.2) ein Orthonormalsystem bilden (wie in (a)
gesehen), folgt insgesamt

n n n n n
E Ckelk E Ckelkx E :ce — 2 E :@Cg(lex,ellz>: E @Ck: 2 ‘Ck|2-

k=—n k=—n l=—n k=—nfl=—n k=—n k=—n

Zunéchst folgen per Definition

(Suf. f) = <ZM f> = Doa(d™ ) = D me = ) lal

k=—n k=—n k=—n k=—n

und — da es sich um reelle Zahlen handelt — auch (f,S,f) = (S.f, f) = Z |cx|?. Dariiber
k=—n
hinaus wissen wir aus (b) bzw. (14.15]), dass ebenfalls

E cke

k=—n

2 n

= 2 laf’

k=—n

gilt. Insgesamt ergibt sich nun
1f = 8uflls = F = 5uf. F = 50f) = (£1) = (Sufo ) = (Suf S} + (Suf. 50 )

= |Iflz - Z Jex” — Z Jexl + Z el = NFll = D lel

k=—n k=—n k=—n k=—n

also die Besselsche Gleichung ([14.6). Aufgrund der Nichtnegativitit von Normen erhalten wir
daraus

Vn eN : Z el < ang
k=—n

und im Grenziibergang (aus der Aussage, dass (Vn € N : a, < M) Aa, = a) = a < M gilt)
wie gewiinscht auch die Besselsche Ungleichung ((14.7)).

Zusatzaufgabe 14.3:

(a)

(b)

Zeigen Sie, dass die Funktionen {1, cos(kz),sin(kz) | k € N} C C([0,27], R) bzgl. des (reellwer-
2m

1
tigen alarproduktes (f,g) == — x)g(x) dx orthogonal zueinander sind.
i Skal duk f f d h | inander sind
T Jo

Konstruieren Sie mittels (a) ein Orthonormalsystem beziiglich ((14.2)).
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(c) Zeigen Sie, dass die reelle FOURIER-Reihe einer geraden (bzw. ungeraden) 27-periodischen Funk-

. . Qg - - . .
tion f die Form 5 ; a, cos(kx) (bzw. Z br sin(kx)) besitzt.

k=1
(d) Ermitteln Sie die reelle Fourier-Reihe von f(z) := 2(cos(z))?.

(e) Zeigen Sie: Ist f eine reelle 2m-periodische Funktion, so erfiillen die Koeffizienten ¢, der kom-
plexen Fourierreihe die Gleichung c¢_j, = ¢;.

(f) Leiten Sie die Vollstandigkeitsrelation ((14.9) fiir die reelle Fourier-Reihe aus ((14.8)) her.
(g) Zeigen Sie: Aufgrund der 27-Periodizitéat folgt aus (14.9)) ebenso

—T

1 > 1 [T
plaol + 3 (il + ) = 1 [ \rta)ide (14.16)
k=1

Losung zu Zusatzaufgabe 14.3:

) . 2 sin(kx) |27

(a) Offenbar gilt (1,cos(kx)) = 0 fiir alle k € N wegen cos(kz) de = — ’ = 0.
0 0

Aufgrund der 2m-Periodizitdt und — da es sich insgesamt um ungerade Integranden handelt —

folgen

2T s 2 s
/ sin(k’:c)d:v:/ sin(kz)dz = 0, / cos(kx) sin(fx)dx:/ cos(kx)sin(fx)dr = 0
0 0

—Tr —Tr

fur alle k,¢ € N und damit auch die Beziehungen (1,sin(kz)) = (cos(kx),sin(¢x)) = 0 fiir alle
k,¢ € N. Aus den Additionstheoremen cos(a 4+ ) = cos(a) cos(f) F sin(«) sin(S) erhalten wir

cos(2a) + cos(203)
2

cos(23) — cos(2a)
2

cos(a + ) cos(av — ) =

sin(a+ f)sin(a — B) =

und somit

2 2m _ o
/ cos(kx) cos(bx) de = / cos (k il gm + h gm) cos (k - gx _k £x> dx
; ] 2 ) ) 2

/Oﬁcos((k‘—i—f)x) dx + %/OWCOS(U{}—g)ZL‘) de = {0 k#1¢

- 7
-~

=0

1
2

sowie

2w 2 _ _
/ sin(kz) sin(fx) de = / sin k+ g:z: + k gx sin k+ gx — k gx dr
0 0 2 2 2 2

= %/Oﬂcos((k—ﬁ):v) dr — %/Oﬂcos((k—i-g)x) de = {

-~

=0

und daher (cos(kx),cos(¢x)) = (sin(kx),sin(lx)) = 0 fiir alle k,¢/ € N mit k& # (. Wegen
1,1y =1 027r 1 dx = 2 folgt nun insgesamt, dass {%,cos(k:x),sin(k‘x) | ke N} sogar ein Or-

0 k#/4
T k=/

thonormalsystem ist.

(b) Da sich (|14.2) fiir reellwertige Funktionen nur im Vorfaktor unterscheiden, liefert (a) beziiglich
(14.2) das Orthonormalsystem {1, v2cos(kz), v2sin(kz) | k € N}.
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(c) Ist f gerade, dann ist f(x)sin(z) ungerade. Daher gilt

by = 1 7rf( ) sin(x / f(z)sin(z = 0.

™ Jo

Ist f ungerade, dann ist f(x)cos(x) ungerade. Daher gilt

_ %/O%f(x) cos(z) dz = %/: f(x) cos(x) dz = 0.

Beim Verschieben des Integrationsbereiches wurde dabei jeweils die 27-Periodizitit ausgenutzt.

(d) Es gilt 2cos?(z) = 1 — sin®(z) + cos?(z) = 1 + cos(2x), also ist die Fourierreihe von f(z) genau
1+ cos(2x), d.h., alle Fourierkoeffizienten a,,, b, aufier ag := 2 und ay := 1 sind Null.

(e) Wegen Vz € [0,27] : f(x) = f(x) und den Eigenschaften des Komplex-konjugierens gilt

s = / f e—ikz ]y —= / f —1ka: dz

= 27r f( Je—ike dy = 27r f( e VT dr = ¢y .

(f) Wegen |cx|? = 1(af + b}) = |c_x|? ergibt sich aus der komplexen Parsevalschen Gleichung (14.8)

1 2

1
o J, |f(@)]?de = Z lenl” = Z ag + Zja%bi)

k=—00 k=0

und nach Multiplikation mit 2 auf beiden Seiten somit ((14.9)), also
S+ el + ) = L [T irpar
27" — T Jo '

(g) Aufgrund der 27-Periodizitit von f und daher auch f? liefert die Substitutionsregel

[Tirera = [ st = [ @i

Demnach konnen wir die reelle Parsevalsche Gleichung auch umschreiben zu ([14.16]).

Zusatzaufgabe 14.4:

(a) Entwickeln Sie die 2m-periodische Funktion f mit f(x) = e* fir x € [—m,7[, a € R, a # 0, in
eine reelle Fourierreihe.

- 1
b) Berech Si ter Vi d den G t der Reih —_—.
(b) Berechnen Sie unter Verwendung von (a) den Grenzwert der Reihe ; T

Losung zu Zusatzaufgabe 14.4:

(a) Die reelle Fourier-Reihe der Funktion f(z) = ¢*, a € R ist durch

% + ; ay, cos(kx) + by sin(kz),

Sfx) =
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mit ap = = [ f(z)cos(kx)dz und by, = £ [ f(x)sin(kz)dz gegeben. Daher sind Mit

—T —T

17 1 L 1 1 o
ap = —/ e cos(kx)dr = — Re </ ea“elkxdx) = —Re (— e‘”elkﬂ )
I - s o T a+ ik -

= Re (o (e (1) = L (e (1)

a+ ik a2+ k2

a

am —am IS —k :
Sflxz) = (e —e ) (% + - ; (m(—l)kcos(k;x) + m(—l)"‘sm(lm)))

= (e —e ) (ﬁ + % Z ! (—=1)* (acos(kx) — ksin(kx))) :

f() + f(m=) _ e+ e

(b) Da S, f(x) im Punkt 7 gegen den Wert 5 = 5 strebt, folgt
e?™ + e 7 o —ar 1 1 A (—1)%*q =1 T e +4+e ™ 1
_— = — —_— 4 = — - . -
2 (e ) <2a7r 7 ; a? + k2 ; a? + k? 2a evm —eT9m 202

Zusatzaufgabe 14.5:
(a) Seien a € R\ Z und § # 0. Bestimmen Sie jeweils die Fourier-Reihe der Funktionen

() f(z) = sin(az) (i) f(z) = | sinz)| (i) f(z) = cosh(8z), B # 0.
(b) Finden Sie mittels (a.iii) jeweils den Grenzwert der Reihen ,CGZN #52 und keZN(—l)k #52

(c) Ermitteln Sie die Fourier-Reihen zu den 27-periodischen Fortsetzungen von f,g: [—m, [ — R,
definiert durch 0, fir —7<z<0
- i) g(x) = |zl
() f { el (i) () = ol
(d) Durch f(z) = 2? fir —7 < 2 < 7 sei eine 27-periodische Funktion gegeben.

(i) Bestimmen Sie die reelle Fourier-Reihe (Sf)(z).

1 1
(ii) Bestimmen Sie mittels (i) jeweils den Grenzwert der Reihen Z e und Z(—l)k_lﬁ.
keN keN
1
(iii) Finden Sie mittels (i) und Parsevalscher Gleichung (14.16))den Grenzwert der Reihe Z -
keN

Losung zu Zusatzaufgabe 14.5:

(a) (i) Da f(z) = sin(ax) ungerade, gilt ay = 0 nach ZA 14.3 (c). Da die Funktionen f(z)sin(kx)
fiir alle & € N gerade sind, erhalten wir mittels des einfach zu {iberpriifenden Sachverhaltes

sin(ax) sin(kx) = %[cos((k: —a)z) — cos((k + a)x)} fiir die restlichen Koeffizienten

=T

h(f) = 2 /0 " sin(az) sin(kz) dz = - [k L sin((k - a)z) . L in((k + a)2)

T T -« + «

=0
1 i 2k sin(ar)

= ((k—i—&)(—l) sin(—am) —(k — a)(—1) sin(om)) = (-1) m.

— a? N——
— sin(a)
. 2k sin(a)

Also lautet die Fourier-Reihe Z(—l) (a2 — 12)

keN

sin(kz).
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(ii) Die Funktion |sin(z)| ist gerade, somit gilt b, = 0 nach ZA 14.3 (c). Aufgrund der sogar
vorhandenen 7-Periodizitéit sowie mittels cos(ka) sin(z) = 3 (sin((k + 1)z) — sin((k — 1)z))

2 [T 4 2
erhalten wir ag = —/ |sin(z)| dr = — sowie a; = —/ | sin(z)|cos(kx) dx = 0 und
7 Jo m T Jo

fir £ > 1 somit

a = %/OW | sin(z)| cos(kx) dox = %/Oﬂ (sin((k + 1)) —sin((k — 1)x)) dx
1 1 kb1 1 b1 B ————+ k gerade,
- (e e o) - {o T b ungerade.

2
Also lautet die Fourier-Reihe — — Z

4
———— cos(2kx).
T m(4k? — 1) cos(2kz)
keN

(iii) Die Funktion cosh(fz), 8 # 0, ist gerade, somit gilt by = 0 nach ZA 14.3 (c). Wegen
cosh(Bz) = § (e + e7*) sowie

1 [7 1 ™ _ 1 1
h(v) = %/W e’ cos(kx) dx = %Re (/7T ewelkmdx) _ %Re (7+1kew 1km‘_ﬂ—)

= Ire( e ) = E g e (-1

T v+ ik Y2 4 k?

und der Linearitdat des Integrals erhalten wir

alf) = MOFM=E) _ (COF B —e) —fle? —e)  26(~1)F sinh(f)
M 2 R o T R+ k2

h(
Also lautet die Fourier-Reihe (Sf)(x) = sin BW ( Z cos k:x))
keN

(b) Da f aus (a.iii) stetig und stiickweise stetig differenzierbar, folgt Vo € R: (Sf)(x) = f(z). Somit
erhalten wir (vgl. auch ZA 14.4 (b))

h( ﬁﬂ'
L= f0) = (sne) = = ( )
sinh Bﬂ
cosh(fm) = f(m) = (Sf)(7) = ( 252+;€2>’
keN
7w cosh(fpm) 1 o s 1
also %524—162 = %'sinh(ﬁf) BV und %52+k2 N <2ﬁsinh(67r) B 252).

T

ap(f) = %/Oﬂxcos(kx) de = %([%Sin(kx)]z_/ow Singm) dm) _ (—;);2—1 |
b(f) = l/oﬂxsin(kx) do %% 1([_%COS(’“””)Y+/OW%:@M) _ _%'

™ ™ 0

1 ™
(¢) (i) Es gelten ao(f) = —/ xdr = g sowie fiir k£ € N per Definition
0

kel
—

Also ist die Fourier-Reihe

(Sf)(zx) = %—%ZN TP cos (2k—1)$)+z

keN

(1)

sin(kx) .
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(ii) Die Funktion g(x) = |z| ist gerade, somit gilt b, = 0 nach ZA 14.3 (c). Fiir die a) gelten

2
nun ag(f) = %/ xr dr = w sowie fir k € N analog (i) (da |z|cos(kz) gerade ist) also
0

ar(f) = E/chos(m) de 2 z([%sm kx] / Singka) dx) _ 2*)
7 Jo p il S E

4
so dass sich die Fourier-Reihe (S f)(x T g B k: 2 5 cos((2k — 1)z) ergibt.
ﬂ' j—
o (

(d) (i) Die Funktion f(z) = 22 ist gerade, somit gilt by = 0 nach ZA 14.3 (c). Fiir die a; gelten
2 [T 272
nun ao(f) = — / dr = % sowie fir £ € N demnach
™ Jo

2T, pl 2 ([2? sin(k’m)] R R )
a = - z kr)dr = — | |————= — = rsin(kz) dx
() = 2 [ costhyae 2 2 ([FHE) 2 [Casin

pl. 4 T v= ™ cos(kx) 4 (=1)Fig !
L2 (= cos(k do) = — = 20T 2
= ([ g <ol x>Lzo+/0 ko k' k (=17
7T2 (_1 k
Somit lautet die Fourier-Reihe (Sf)(x) = Y + 42 2 cos(kx).
keN

(ii) Da f stetig und stiickweise stetig differenzierbar, gilt Vo € R: f(z) = (Sf)(x). Somit
erhalten wir

2

® o= fm) = (SO = T 1Y

keN
71'2 (_1)k—1
0 = f(0) = (S)0) = 5 =4 3
keN
Somit folgen fiir die entsprechenden Reihen Z L _ und Z( 1)kt L _
& P 26 P12
keN keN
(iii) Mittels Parsevalscher Gleichung (14.16|) gilt
2 Z l/ﬂﬁdx:l/ﬂf( )|2dxm il 16—
5 T ) . T ) . k4
keN
1 1 /2 2 4
also nach Umstellen Z T <5 — §) at = g—o
keN
Zusatzaufgabe 14.6:
(a) Bestimmen Sie fiir die 27-periodische Funktion f(z Hcos x;) auf dem R™ die diskrete
7=1
FOURIER-Transformierte
~ 1 .
0 = G / - (HCOS zj )e“’“” dpn(z) (K €Z").
(b) Bestimmen Sie die diskrete Fouriertransformierte von f(z,y) := sin(5x) cos(3y).
(c¢) Bestimmen Sie die kontinuierliche Fouriertransformierte von f(z,y) := (1 — |z|)(1 — |y|) fiir

1(z,9)|lc <1 und f(x,y) := 0 sonst.
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Losung zu Zusatzaufgabe 14.6:

(a) Die diskrete FOURIER-Transformierte ist die durch f((%1,...,41)) = - und f(k) = 0 fiir alle

iibrigen k € Z" (die nicht nur Eintréige 1 oder —1 haben) gegebene Funktion f : Z" — C. Denn
unter Ausnutzung der Funktionalgleichung der Exponentialfunktion, des Satzes von FUBINI und
der EULERschen Formel ergibt sich

fk) = ( / (HCOS x]> e

( )" (—m,m)

cos(z;)e M dp(z;)

= (271r)" H/ (Cos(xz) cos(kjz;) —icos(x;) sirl(/flxl))dggl7

wobel wegen / cos(x) sin(jx) dx = 0| fur alle j und / cos(x) cos(jx)dxr = 0| fur |j| # 1

—r —7

einerseits alle Terme mit |k # 1 verschwinden und fiir |k;| = 1 andererseits

/_: cos(x) cos(x) dr =

verwendet wird. Mit | + e = 2 cos(z) | gilt in der Tat Z Fk)e®) = f(z).
kezn

Zur Berechnung der diskreten Fourier-Transformierten von f erinnern wir zunéchst fiir ganze

Zahlen m, /¢ € 7Z an den Zusammenhang

- m, fird=m=#0
/ sin(mz) sin(€z)dz = < —m, fiird=—-m#0

—T

0, sonst

sowie
~ m, fir|l|=|m|#0
/ cos(mz) cos(lz)dz = < 2w, fir {=m =0

-7

0, sonst
und schliefllich

/ " sin(ms) cos(lz) dz = 0

—T

trigonometrischer Integrale. Ist ndmlich k € Z x Z, so ist nach Definition und Ausnutzung des
Satzes von Fubini die Fourier-Transformierte von f an der Stelle k gnau durch

flky = — / S y)e BT dp(, y)

472

=1 2/ / sin(5z) cos(3y) e 1% e %Y dy(x) du(y)
™ —71'7r 7'('71'

(] ) [ )

- ﬁ ( / " sin(5a) (cos(kiz) — i sin(kyz)) dx) ( / " cos(3y) (cos(kay) — 1 sin(kay)) dy)

—r -7

gegeben, so dass f(k) = 0 fiir alle k € Z2\ {(£5,£3)} gilt. Fiir die resthchen vier Folgengheder

der diskreten Fourier-Transformierten von f erhalten wir f((5,3)) = - f((=5,-3)) = 5
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f((5,=8)) = =5, und f((=5,3)) = 1.

Um dieses Resultat auf Richtigkeit zu iiberpriifen, machen wir die Probe:

Z oM1ethan) — f(z,y)
€Z?

gilt geméafl der Rechnung
1

1
5

ei(5z+3y) o e—i(5a:+3y)) + =

) . 1
T (61(533—331) _ e—1(5:c—3y)) = §<Sln(5l‘ + 3y) + Sjn(5x — Sy))

= sin(5x) cos(3y) .
Wir beginnen mit der Beobachtung, dass die Funktion f symmetrisch ist, und es deswegen

anzunehmen ist, dass sich diese Symmetrie auch in der Fourier-Transformierten wiederspiegelt.
In der Tat gilt fiir letztere nach Definition und dem Satz von FUBINI

; 1

fO) = 5 [ Sl ) dutay) = 5

2 [—1,1]x[—1,1]

- / / (1= [a) (1= [g]) 8 &% dp(y) dyu(z)
[-1,1] J[-1,1]

= o [0t an [ e a,

so dass wir zur Kalkulation der Fourier-Transformierten von f letztendlich nur ein Integral der
Form

fla,y) e ) dy(a, y)

1 0 .
9(¢) = /_ (1—|z))e ™ dz = /_1(1 + 2)e % dz +/0 (1 —2)e ™ dz

1
mit ¢ € R zu berechnen brauchen. Nun wéhrend

0 1
1 0 1
g(0) = /(1+z)dz—|—/(1—z)dz:—(1—1—2)2 —=(1-2)? =1
-1 0 2 z=—1 z2=0
gilt, erhalten wir fiir ¢ # 0 aus
0 , -1 0 1 [0
1+2)e % dz = 1+ 2)e *¢ + _—/ e ¢ dz
/1( ) 1C< )e a=—1 10 J 4
1 L1 1 i 0 1 n 1 L
= _— et —_ _— — — e
i C2 =1 i ¢ ¢
und entsprechend
1—2)e % dz = —(1—2)e " - = e %t dz
0 i¢ ==0 1 Jy
I
i ¢ =0 IC (7 ¢?
insgesamt
2 1, o 2
9(¢) = E_E(GCJF <) = ?(COSC—U-

Demnach ist die Fourier-Transformierte der Funktion f durch

fl€) = (cos&y — 1) (coséy — 1)

2
LESES)

fiir alle ¢ € R? gegeben, und weist insbesondere die selbe Symmetrie auf wie die Funktion f.
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