Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 1

Aussagen und Quantoren:

(a) In der mathematischen Sprache verwendet man

e Symbole fiir Variablen (meist z,y,... oder 1, xs,...)

e Symbole fiir Konstanten (meist ¢, d, ... ),

e Symbole fiir n-stellige Funktionen (meist f(-,...,:),g(-,...,-),...) und
e Symbole fiir n-stellige Relationen (meist R(-,...,-),S(,...,),...).

(b) Mit Hilfe von Symbolen fiir Variablen, Konstanten, Funktionen und Relationen kann man
Terme und Aussagen bilden:

e Jede Variable und jede Konstante ist ein Term. Sind ¢4, . .., ¢, Terme und ist f eine n-stellige
Funktion, so ist auch f(¢y,...,t,) ein Term.
e Sind ¢y,...,t, Terme und ist R eine n-stellige Relation, dann ist R(t1,...,t,) eine Aussage,

in der alle vorkommenden Variablen frei sind.

(¢) Aus vorhandenen Aussagen kann man mittels logischer Symbole neue Aussagen bilden: Sind A
und B Aussagen, dann sind auch

o A (,nicht A“)
e ANB (,A und B*)
e AVEB (,A oder B“— Vorsicht: Damit ist kein exklusives ,,Oder“gemeint.)

Aussagen. Abkiirzend fithrt man noch

e A— B (,A impliziert B*, d.h., ,aus A folgt B*)
fir (—A) V B sowie

e Ac— B (,A ist dquivalent zu B“, d.h., , A gilt genau dann, wenn B gilt*)

an Stelle von (A = B) A (B = A) ein.

(d) Logische Axiome werden durch folgende Wahrheitstafeln festgelegt: A | B || AANB| AV B
Al A w | w w w
w| f  sowie w| f f w
[l w flw| f w
e f

(e) Ist z eine freie Variable in der Aussage A, so erlaubt man sich auch, mittels der Quantoren V
und 3 die Aussagen Vz: A(z) (,fur jedes x gilt A(x)“) und Jz: A(x) (,es gibt ein z, fir das
A(x) gilt“) zu bilden, und in diesen ist dann x keine freie Variable mehr, sondern gebunden.

Mengen

(a) In der Mengenlehre gibt man sich das zweistellige Relationssymbol € vor, mit dessen Hilfe man
Aussagen wie = € y (,x ist Element von y“) formen kann.

(b) Ist A(x) eine Aussage mit freier Variable z, so bezeichnet {z | A(x)} die Ansammlung (Klasse)
aller z, fiir welche die Aussage A(x) wahr ist. Als grundlegendes nicht-logisches Axiom gibt man
sich (y € {z| A(x)}) <= A(y) vor. Mengen sind spezielle Ansammlungen. Beispielsweise

e ist die leere Menge {} :=0:={z | z # z} := {z | =(x = z)} eine Menge,



e ist mit zwei Mengen z,y die Paarmenge {x,y} := {z| (2 = z) V (2 = y)} eine Menge,

e ist mit einer Menge x bei z C z, d.h. Vu: (u € z = u € x), auch z eine Menge (Teilmenge
von z genannt)]]

e sind mit zwei Mengen z,y auch x Uy := {u|u € 2 Vu € y} (welche Vereinigung genannt
wird) und x Ny :={u|u € r Au € y} (welche Durchschnitt genannt wird) Mengen,

e ist mit Mengen z und y auch z \ y := {u|u € x A =(u € y)} eine Menge,

e ist mit einer Menge = auch P(z) := {z |z C x} eine Menge (Potenzmenge genannt).

(¢) In analoger Weise wie Paarmengen kann man geordnete Paare und damit auch das Produkt
M x N = {(m,n)|m € M,n € N} zweier Mengen M, N definieren. Allgemein kénnen wir
natiirlich ebenso die Menge aller geordneten n-tupel einfiihren.

Relationen und Abbildungen
e Sei M eine nichtleere Menge. Dann heifst R C M x M eine Relation auf M.

(1) Insbesondere nennen wir eine Relation

(i) reflexiv <= Ve e M: ( ) €ER
(ii) transitivi<=Vre M:Vye M:Vze M: (((m,y) € RA(y,z) € R) = )
(iii) symmetrisch <= VeeM:VyeM: ((z,y) € R=( € R)
(iv) antisymmetrisch (<=  Vax € M:Vy € M: <((:U,y) €RA(y,z) ER) =z = y)

(2) Eine reflexive, symmetrische und transitive Relation heift Aquivalenzrelatlon.
Bemerkung:
Zu jeder Aquivalenz.r.elation R auf einer nichtleeren Menge M kann man die Menge
{[z]r | z € M} der Aquivalenzklassen [z|gr :={y € M | (x,y) € R} betrachten.
(3) Eine reflexive, antisymmetrische und transitive Relation heit Ordnungsrelation.
Bemerkung:

Wir sprechen von einer totalen Ordungsrelation R auf einer nichtleeren Menge M,
falls Yo,y € M: (z,y) € RV (y,z) € R gilt.

e Besitzt eine nichtleere Teilmenge G C A x B die Eigenschaft, dass es zu jedem x € A genau ein
y € B mit (x,y) € G gibt, so nennen wir G den Graphen einer Abbildung f: A — B. Man
schreibt dann y = f(x) und kann G mit der Menge Graph(f) := {(z, f(z)) € A x B|z € A}

identifizieren.

(1) Insbesondere kénnen wir also unter einer Abbildung f: A — B von der Menge A # () in
die Menge B eine (durch den Graphen festgelegte) Vorschrift verstehen, die jedem Element
x € A ein eindeutiges Element f(x) € B zuordnet, d.h. x — f(x).

(2) Weiterhin nennen wir fiir U C A die Menge f(U) :={y € B |3z € U: f(x) =y} das Bild
von U unter f. Gilt f(A) = B, so heiit die Funktion f: A — B surjektiv.

(3) Sind f: A— Bund g: C'— D Abbildungen mit f(A) C C, soist durch go f: x — g(f(x))
(sprich: ;g nach f“) eine Abbildung go f: A — D gegeben, welche die Verkettung oder
auch die Hintereinanderausfithrung zweier Abbildungen genannt wird [

(4) Fiir eine Menge V' C B heifit die Menge f~}(V) := {z € A | f(x) € V} das Urbild von
V unter f. Gilt Vz,z € A: (f(z) = f(Z) = « = ), so heifit die Funktion f: A — B
injektiv.

(5) Eine Abbildung f: A — B heifit bijektiv, wenn f sowohl injektiv als auch surjektiv ist.

1Es gilt stets 2 C z, d.h., x ist immer Teilmenge von sich selbst. Um anzuzeigen, dass eine Menge eine echte Teilmenge
einer anderen ist, vereinbaren wir z C y <= (33 Cy A —(z= y))
2Vorsicht: Im Allgemeinen gilt g o f # f o g, falls iiberhaupt beide Seiten gleichzeitig existieren.
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Zusatzaufgabe 1.1: (Aussagen und Quantoren)
(a) Welche der folgenden Aussagen sind Tautologien, d.h., fiir beliebige Aussagen A, B wahr?
(i) A=A (ii) (AVB) =B (iii) (AANB) = A (iv) A= (B= A)
(b) Geben Sie die Verneinungen der folgenden Aussagen an:
(i) Ya: 3b: P(a,b), (ii) Ya: Vb: P(a,b), (iii) Ja: Vb: P(a,b), (iv) Ja: 3b: P(a,b).
Losung zu Zusatzaufgabe 1.1:

(a) Wir tiberpriifen die Aussagen anhand von Wahrheitstafeln

(i) Nach den Wahrheitstafeln sind sowohl w = w und f = f wahre Aussagen, also ist
A = A fiir jede Belegung von A wahr.

(ii) + (iv) Aus den Wahrheitstafeln ergeben sich

A/B||C:=(AVB)|C=1B A/ B||C:=(B=A) | A=C

w | w w w w | w w w

w | f w f und w | f w w

flw w w flw f w

Fr f w Fr w w
Also ist die Aussage AV B = B aufgrund der zweiten Zeile NICHT fiir alle Belegungen
von A, B wahr.

Dagegen ist die Aussage A = (B = A) tatséchlich fiir alle Belegungen von A, B wahr.

(iii) Da die Eintrdge in der zu A A B gehorigen Spalte innerhalb der Wahrheitstafel bis auf die
erste Zeile immer falsch sind, in der ersten Zeile aber B wahr ist, ist die Aussage -(AAB)V B
bei jeder Belegung der Variablen A, B wahr, also eine Tautologie.

(b) (i) Ja: Vb: =P(a,b), (ii) Ja: 3b: =P(a,b), (iii) Ya: Ib: =P(a,b), (iv) Ya: Vb: =P(a,b).

Zusatzaufgabe 1.2: (Mengen)

(a) Zeichnen Sie die Venn-Diagramme fiir Durchschnitt und Vereinigung zweier nichtleerer beliebiger
Mengen A und B in den Féllen

(i) ("(ANB=0)A-(ACB))A(~(BCA) (i)ANB=0 (i) (AC B)A (~(A=B))

(b) Bestimmen Sie fiir die Mengen A = {a,4, 1000, (), sieben}, B = {gruen, lila,rot, 1000, 4, z} und
C=1{2,4,a,c,z,z,lila} die Mengen

(i) A\B = {z|xz€eAAN—-(x e B)} (i) AnB (i) C\(B\A) (iv)Cn(A\B)
(c) Beweisen oder widerlegen Sie fiir beliebige Mengen U und W die Aussage
UM\ UnNw) = (U\W)uU\W) . Tipp: Verwenden Sie Aufgabe 1.1 (a).

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.2:

()

(i) (i) (iii) -




(b) (1) A\ B = {a,0,sieben} (ii)) ANB = {1000,4} (iii)) C'\ (B\ A) = {2,4,a,c¢,z}
(iv) €0 (A\ B) = {a}

(c) Die Aussage ist wahr, denn da —(z € V A =(z € V)) eine Tautologie ist, gelten

re(UUM\UNWK= xz€(UUW)A—=(ze (UNW)) ... nach Definition
— (zeUVzeW)AN-(zeUANnzeW) ... nach Definition
Vo (xEU\/:cGW)/\<ﬂ(a:€U)vﬁ(x€W)>
Distrib

2 <(:L’€U\/x€W)/\—\(x€U)>\/((IEU\/JCEW)/\—'(xEW))
iy <I€W/\—|($€U)>\/(:EEU/\—'(I‘GW)>

= 2eW\UVzeU\W < z¢ ((U\W)u(W\U))

Zusatzaufgabe 1.3: (Relationen)

(a) Konstruieren Sie auf der Menge M = {1,2,3,4} Relationen Ry, Ry, R3, Ry, fiir die gelten:

(i) R, ist reflexiv, transitiv, aber nicht symmetrisch.
(ii) Ry ist reflexiv, symmetrisch, aber nicht transitiv.
(iii) Rg ist transitiv, symmetrisch, aber nicht reflexiv.
(iv) Ry ist reflexiv, aber nicht transitiv und nicht symmetrisch.

(b) Ist die Relation  ~ y <= —(z = y) reflexiv, symmetrisch, transitiv, antisymmetrisch auf Q?
(c) Welche der folgenden Relationen ist reflexiv, symmetrisch bzw. transitiv auf Q 7
)z~y = <y (i) 2~y = 2>+o=y’+y (i) 2~y <= 2°+3°=1

(d) Welche von den Relationen aus (c) sind antisymmetrisch ?

Losung zu Zusatzaufgabe 1.3:

(a) (i) Eine Relation R ist eine Teilmenge von M x M := {(a,b) : a € M ANb € M}. Eine reflexive
Relation muss alle Tupel (a, a) aus M x M enthalten. Eine transitive Relation muss mit den
Tupel (a,b) und (b, ¢) auch stets das Tupel (a, ¢) enthalten. Bei einer nicht symmetrischen
Relation gibt es (mindestens) ein Tupel (a,b) € R, so dass (b,a) € R gilt. Daher ist

Ry = {(171)’ (172)7 (1’3)7 (174)7 Ry, = {(171)7 (172)7 (173)’ (174)a
22 el 2.2). (2.3). (2.4).

(3,3), (3,3), (3,4),

(4,4) (4,4)

ein Beispiel fiir eine reflexive, transitive, aber nicht symmetrische Relation auf M =
{1,2,3,4}. Dabei kennen wir die linke Relation als a|b (d.h. a ist Teiler von b) und die
rechte Relation als a < b. Weitere abstrakte Relationen wéren beispielsweise

Ry = {(171)7 (172)7 Ry = {(171)7 (172)7 (174)7
(2.2), . (2.2), (2.4),

(3.3). o (3.3),
(4,4) (4,4)

(ii) Fur die Reflexivitdt miissen alle Tupel (a,a) aus M x M in R enthalten sein. Fiir die
Symmetrie muss mit jedem (a,b) € R auch (b,a) € R gelten. Um die Relation nicht



transitiv zu gestalten, muss es mindestens zwei Tupel (a,b) € R und (b,¢) € R geben, fir
die dann (a,c) € R erfiillt ist. Daher ist

Ry, = { (1,1), (1,2), Ry, = { (1,1), (1,2), (1,3),
(2,1), (2,2), (2,3), oder (2,1), (2,2), (2,3), (2,4),
(3,2), (3,3), (3,1), (3,2), (3,3), (3,4),
(4,4) (4,2), (4,3), (4,4)

ein Beispiel fiir eine reflexive, symmetrische, aber nicht transitive Relation auf M =
{1,2,3,4}. Ein weiteres Beispiel ist die Relation |a — b| < 2. Diese ldsst sich darstellen
durch

2,3)

3,3), (3,4),
4,3), (4,4)

b) € R und (b,c) € R auch (a,c) € R

€ R auch (b,a) € R gelten. Um die
R fiir (mindestens) ein a € M gelten.

(iii) Fir die Transitivitdt muss mit je zwei Tupeln (a,
gelten. Fiir die Symmetrie muss mit jedem (a,b)
Relation nicht reflexiv zu gestalten, muss (a,a) ¢

Dabher ist
(1,1), (1,2), (L,3),
= oder = (1,1), (1,2), oder =
R CH v B L

ein Beispiel fiir eine transitive, symmetrische, nicht reflexive Relation auf M = {1, 2, 3,4}.

(iv) Fir die Reflexivitdt miissen alle Tupel (a,a) aus M x M in R enthalten sein. Bei einer
nicht symmetrischen Relation gibt es (mindestens) ein Tupel (a,b) € R, so dass (b,a) € R
gilt. Um die Relation nicht transitiv zu gestalten, muss es mindestens zwei Tupel (a,b) € R
und (b, ¢) € R geben, fir die dann (a,c) ¢ R erfiillt ist. Daher ist

Ry = { (171)7 (1’2)7 (171)7 (172)a (173)7
2.2). (2.3) I FE 1 R N e W)
(3:2), (3,3), ! (3:1), (3,2), (3,3), (3,4),
(4,4) (4,1), (4,2), (4,3), (4,4

ein Beispiel fiir eine reflexive, aber nicht transitive und nicht symmetrische Relation auf
M = {1,2,3,4}. Dabei lasst sich die rechte Relation durch b —a < 2 ausdriicken. Ein
weiteres Beispiel ist die Relation a 4+ 1 # b. Diese ldsst sich darstellen durch

(1,1), (1,3), (1,4),
R, — (2,1), (2,2), (2,4),
LT3, (3,2), (3,3),

(4,1), (4,2), (4,3), (4,4)

(b) Die Relation z ~y <= —=(z =1y) ist

e nicht reflexiv, da sogar Vz: —(z ~ x) wegen —(z ~ z) <= = = x gilt,

e symmetrisch, da aus =(z = y) stets auch —(y = x) folgt,

e nicht transitiv, da (wéhle z = z) im Fall =(z = y), also x ~ y, und —(y = ), also y ~ =z,
dennoch —(z ~ x) wegen x = z gilt,

e nicht antisymmetrisch, da beide Aussagen —(z = y), also  ~ y, und —~(y = x), also y ~ z,
genau die Negation von z = y sind, so dass letzteres nicht daraus folgen kann.

(¢c) (i) Die Relation ist symmetrisch (denn fiir alle x gilt x < z) und transitiv (denn aus = <y
und y < z folgt stets auch = < z), jedoch ist sie nicht symmetrisch (denn aus = < y folgt
nicht zwingend y < z, beispielsweise 1 < 2, jedoch 2 £ 1).
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(ii) Die Relation ist reflexiv (denn 224z = x*+x ist fiir alle z eine wahre Aussage), symmetrisch
(denn aus der Symmetrie des Gleichheitszeichen schlieflen wir auch auf 2% +x = y? +y =
y> +y = 2% + x) und auch transitiv (denn aus der Transitivitit des Gleichheitszeichen
schliefen wir auch auf 22 + z =y* + y Ay> +y =22+ 2 = 22 + v = 22 + 2). Es handelt
sich also sogar um eine Aquivalenzrelation.

(iii) Die Relation ist nicht reflexiv (denn nicht alle x erfiillen 22 +x? = 1, beispielsweise 12 +1% =
2 # 1) und nicht transitiv (da aus 22 + y? = 1 und y? + 22 = 1 nicht zwingend 2? 4+ 2% = 1
folgt, beispielsweise ist 12 + 0* = 1 und 0% + 1?2 = 1, aber 12 + 12 = 2 # 1), jedoch ist
sie symmetrisch (denn mit der Kommutativitat der Addition ergibt sich die Implikation
P4yi=1=1=2+y? =y* + 2?).

(d) (i) Die Relation ist antisymmetrisch, denn aus x < y und y < z folgt zwingend x = y.

(i) Die Relation ist nicht antisymmetrisch, denn da 2? + x = y* + y zu ¥* + y = 2* + z und
weiter zu 22 — y?> = y — x und somit auch zu (x + y)(z — y) = —(x — y) Hquivalent ist,
folgt nur x = y Vo +y = —1. Somit gilt etwa 0> +0 = (—1)? — 1, also 0 ~ (—1), und
(—=1)> =1=0%+40, also (—1) ~ 0, aber 0 # —1.

(iii) Die Relation ist ebenfalls nicht antisymmetrisch, denn es gelten etwa 0? + 12 = 1, also
0~ 1,und 12402 =1, also 1 ~ 0, aber 0 # 1.
Zusatzaufgabe 1.4: (Abbildungen)

(a) Sei M eine Menge mit m Elementen und N eine Menge mit n Elementen. Begriinden Sie:

(i) Es existieren n™ Abbildungen von M nach N.
|

L' injektive Abbildungen von M nach N.

(ii) Im Fall m < n existieren
(n—m)

(b) Seien X :={0,1,2,3,4}, Y :={0,5,10,15} und A: =X xY, B:={z+y:x € X,y € Y}. Sei
die Menge R C A x B definiert durch R := {((z,y),z+y) : * € X,y € Y}. Zeigen Sie, dass R
der Graph einer bijektiven Abbildung von A nach B ist.

(c¢) Untersuchen Sie f jeweils auf Injektivitit, Surjektivitiat, Bijektivitét.
() f:{1,2t > {1}, 21, (i) [ No>Nne 20, (i) [ N> N\ {1}, n>n+1

m, dm e N:n=m+m,

n, sonst,

(iv) f:N—>N,n»—>{

(d) (i) Geben Sie eine Funktion f: N — N an, die injektiv, aber nicht surjektiv ist.
(ii) Geben Sie eine Funktion f: N — N an, die surjektiv, aber nicht injektiv ist.

(e) Bestimmen Sie fiir die Abbildung f: R — R, x — z? die folgenden Urbilder:
FR), fyeRy<0}), 710, {1, {0}, FH((=3.4]), F71((19]).

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.4:

(a) (i) Fiir jedes der m Elemente gibt es n Moglichkeiten einer Zuordnung, also genau n™ ver-
schiedene ,,Zuordnungsvorschriften®.

(ii) Fir das erste Element existieren n Moglichkeiten, fiir das zweite bleiben noch n—1 Moglich-
keiten (aufgrund der geforderten Injektivitat), fiir das dritte bleiben noch n — 2 Moglich-
keiten, ..., fiir das m — 1te Element n — m + 2 und schliefllich fiir das mte Element genau
n —m + 1 Moglichkeiten einer Zuordnung, somit existieren also

n-n—1)-n—=2)-...-(n—m+2)-(n—m+1) =
verschiedene injektive Abbildungen von M nach N.
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(b) Da R der Graph der Abbildung f: A — B, (z,y) — = + y ist, geniigt es, die Bijektivitit dieser
Abbildung zu zeigen:

(i) Dadas Bild f(A) ={z+vy:x € X,y € Y} mit der Menge B iibereinstimmt, ist f offenbar
surjektiv.

(ii) Da in der Abbildungstabelle

5 10 15
5 10 15
6 11 16
712 17
8

9

b

13 18
14 19

kein Wert mehrfach auftritt, besitzt jedes b € B unter f genau ein Urbild in A, d.h.,
aus f((z,y)) = f((u,v)) fur (z,y), (u,v) € A folgt schon (z,y) = (u,v) und somit die
Injektivitét.

=W N = O
=W = OO

(c) (i) Die Abbildung ist surjektiv, da {1} = f({1,2}), jedoch nicht injektiv, da f(1) =1 = f(2)
und gleichzeitig 1 # 2 gilt, also auch nicht bijektiv.
(ii) Die Abbildung ist injektiv, da aus 2n = 2m nach Kiirzungsregeln (entsprechend Folgerung

(1)) in einem Korper n = m folgen, jedoch nicht surjektiv, da beispielsweise 3 ¢ f(N), also
auch nicht bijektiv.

(iii) Die Abbildung ist bijektiv, da sie aufgrund von n +1 = m + 1 = n = m wieder nach
Kiirzungsregeln (entsprechend Folgerung (d)) in einem Korper injektiv und aufgrund von
f(N) = N\ {1} surjektiv (denn fiir alle n aufler fir n = 1 ist n+ (—1) eine natiirliche Zahl).

(iv) Die Abbildung ist surjektiv, da Vm € N: 2m € f~!({m}), also insbesondere f(N) = N gilt,
jedoch nicht injektiv, da beispielsweise f(10) =5 = f(5) und gleichzeitig 5 # 10 gilt, also
auch nicht bijektiv.

(d) (i) Etwa die Abbildung f: N — N, n — 5n ist nicht surjektiv, da fiir alle nicht durch 5
teilbaren Zahlen kein Urbild existiert, etwa gilt f~1({3}) = 0. Dagegen ist sie injektiv, da
aus f(a) = f(b) zunéchst 5a = 5b und weiter 5(a — b) = 0, also mit der Nullteilerfreiheit
eines Korpers a — b = 0, also a = b folgt.

(ii) Nehme etwa die in (c.iv) angegebene Abbildung.

(e) (1) [M®) =R (i) ff{yeR[y<0}) =0 (i) f710) =0 (@v) f[F({1) ={-1,1}
(v) f71{o}) =0 (vi) f7H([=3,4]) = [-2.2] (vii) f7H([L,9]) = [-3, 1] U[L,3]
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 2

Gruppen- bzw. Koérperaxiome und ihre Folgerungen

e Ein Tupel (M, %) mit einer nichtleeren Menge M, auf der eine Abbildung *: M x M — M,
(m,n) — m *n, definiert ist, heifit Gruppe, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) Vk,I,m e M: kx(Ilxm) = (kxl)*xm (Assoziativitit)
(il) Img € M Ym € M: mxmog=m =mg*m (Existenz eines neutralen Elementes)
(i) Vme M Ine M: mxn=my=nx*xm (Existenz von Inversen)

e Eine Gruppe (M, *) heiit kommutativ/ abelschf] falls ihre Verkniipfung * zusitzlich erfiillt:
(iv) Vk,le M : kxl=1xk (Kommutativitét)

e Definition (K): Eine Menge K zusammen mit zwei Abbildungen +: KxK — K, -: KxK — K
(kurz (K, +,-)) heifit ein Korper, wenn die folgenden fiinf Eigenschaften erfiillt sind (wobei wir
die Schreibweisen z + y := +(x,y) und z - y := -(x, y) benutzen):

(K1) Vz,y,z € K: (((:L‘ +y)+z =z+y+2)A((z-y)-z =2a-(y- z))) (Assoziativitat)
(K2) Vz,y € K: (x +y = y+ x) A (x Yy = y- x)) (Kommutativitét)
(K3) Ja,beK: ((a#b)AVzeK: (z+a=a)A(z-b= x))) (Existenz neutraler Elemente)
Aufgrund der Eindeutigkeit (Ubungsaufgabe) bezeichnen wir fortan a mit 0 und b mit 1.
(K4) Vz e K: <(E|y ceKiz+y=0A(z#£0= (Fz €Kiz -z = 1))) (Existenz der Inversen)
(K5) Vo,y,zeKix-(y+2)=(x-y)+ (z-2) (Distributivitét)

e Folgerungen aus den Koérperaxiomen: Sei (K, +,-) ein beliebiger Kérper. Dann gelten:

(a) Das neutrale Element der Addition ist eindeutig. (Dieses bezeichnen wir mit 0.)
(b) Jedes a € K besitzt ein eindeutiges additives Inverse. (Dieses bezeichnen wir mit —a).
(c¢) Das neutrale Element der Addition ist zu sich selbst additiv invers.

(d) Zu beliebigen Korperelementen a, b gibt es genau ein x, so dass a + x = b gilt.

(e) Fiir jedes Korperelement a € K gilt: —(—a) = a.

(f) Fiir beliebige Korperelemente a,b € K gilt: —(a +b) = (—a) + (—b)
(g
(h

)

)

)

)

)

)

) Das neutrale Element der Multiplikation ist eindeutig. (Dieses bezeichnen wir mit 1.)

)
(i) Zu beliebigen Korperelementen a, b mit a # 0 gibt es genau ein z, so dass ax = b gilt.

)

)

)

)

)

)

)

Jedes a € K\ {0} besitzt ein eindeutiges multiplikatives Inverse. (Bezeichnung: a™1).

(J
(k) Ein Korper ist nullteilerfrei, d.h., ab=0=a =0V b= 0.
(1) Fiir alle a € K gilt: (—1)-a = —a.
(m) Fiir jedes Kérperelement a € K mit a # 0 gilt: (a™1)

Fiir alle Korperelemente a € K gilt 0-a = 0.

L=ua.
(n) Fiir beliebige Korperelemente a,b € K mit a # 0 und b # 0 gilt: (ab)™* =a b7
(o) Fiir beliebige Korperelemente a,b € K gilt a- (—=b) = — (a-b).

(p) Fir beliebige Korperelemente a,b,c € K gilt a- (b—¢) = (a-b) — (a-c).

3nach dem norwegischen Mathematiker Niels Henrik Abel (1802-1829)
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Anordnung, archimedische Korper, induktive Mengen, vollstindige Induktion
e Definition (A):
o Eine (nichtleere) Teilmenge K™ C K eines Korpers (K, +, -) heift Anordnung von (K, +, -),
wenn sie die folgenden Eigenschaften erfiillt:
(A1) Fiir jedes x € K gilt genau eine der Alternativen: x € KT oder z = 0 oder —x € K*.
(A2) Fiir alle z, y € K gilt: (x,y EKT= (z+yeK" Az -ye€ K+))
o Ist Kt eine Anordnung von (K, +,-), so heifit (K, +, -, K") ein angeordneter Kérper.

o In einem angeordneten Korper definieren wir die Relationen <, <, > und > wie folgt
(wobei x und y € K beliebig sind):

(i) x<y <= y—zreK". i)z <y <= (r=yVy—zeK).
(i) z >y == z—yeK. (iviz>y = (z=yVz—yeKm).

e Folgerungen: Sei (K, +,:,K") ein angeordneter Korper. Dann folgen die Aussagen:

(a) Fiir zwei Elemente x,y € K gilt genau eine der Alternativen: x < y oder x = y oder x > y.
(b) Vx,y,z € K: ((Jc <yhy<z)=x< z) (Transitivitét)
(¢c) Vr,y,z € K: (:E <y=w+z2<y+ z) (Translationsinvarianz)
(d) Vz,y € K: (ZB <y=— —y< —[E) (Spiegelung)
(e) Yu,v,z,y € K: ((x <yAu<v)=z+u<y+ v) (Addition von Ungleichungen)
(f) Vz,y,z € K: <(3c <yAN0< z) —= 1z < yz) (Streckung/Stauchung)

(g) Yu,v,z,y € K: ((0 <z <yA0<u<v) = zu< yv) (Multiplikation v. Ungleichungen)

(h) Va,y,z € K: ((:z: <yANz<0) = zz> yz) (Multiplikation mit Negativen)
(i) Vo € K: (z # 0 => 22 > 0). Insbesondere gilt 1 > 0.  (Nichtnegativitit von Quadraten)
(j) Ve eK: (z >0 <= z7! >0) (Vorzeicheninvarianz bei Inversion)
k) Vz,y e K: (0 <z <y=0<y'<az! (Umkehrung bei Inversion)

e Sei (K, +, -, KT) ein angeordneter Korper. Das Maximum bzw. das Minimum zweier Korper-
elemente definieren wir durch:

max(a,b) = {

a Lfallsa>b,

b sonst.

a Lfallsa<b,

b sonst.

min(a, b) = {

e Definition: Sei (K, +, -, K") ein angeordneter Korper.
o Eine Teilmenge S C K heiit induktiv (bzgl. (K, +,-,K")), falls giltﬂ

0eSA(VzeK:(zeS=a2+1€09)). (2.1)

o Die Menge N := {:z: eK|VScCK: (S induktiv = x € S)} nennen wir die Menge
der natiirlichen Zahlen (bzgl. (K, +, -, K)).

Bem.: Die Menge Nk ist induktiv und dariiber hinaus die kleinste (bzgl. Mengeninklusion)
induktive Menge (bzgl. (K, +,-, K™)).

o Ein angeordneter Korper (K, +, -, K*) heifit archimedisch :<= Vz € K 3n € Ng: x < n.

4K selbst ist induktiv, da 0 € K sowie 1 € K und die Addition per Definition nicht aus K hinausfiihren kann.



e Lemma (Beweisprinzip der vollstindigen Induktion:)
Sei A(n) ein Aussage, die fiir jedes n € Ny sinnvoll formuliert werden kann.

Angenommen, es gelte A(0) A <Vn € Np: (A(n) = A(n+ 1))>

Dann folgt bereits, dass die Aussage A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen wahr ist.

Beweis:
Fiir die Menge S = {n € Ny | A(n) wahr } gilt einerseits S C Ny per Konstruktion und
andererseits S D N, da sie induktiv ist. Also folgt S = Ny, was die Behauptung zeigt.

Zusatzaufgabe 2.1: (Abbildungen)

(a) Seien XY, Z Mengen und f: X — Y, g: Y — Z Funktionen. Auflerdem sei h = go f: X — Z
(sprich ,,g nach f*) die Verkniipfung von g und f gegeben durch h(xz) = g(f(z)). Entscheiden
Sie, welche der folgenden Aussagen richtig sind:

(i) Sind f und g injektiv, so ist auch h injektiv.
ii) Sind f und g surjektiv, so ist auch h surjektiv.
g sur J
iii) Sind f und g bijektiv, ist auch h bijektiv.
(i) g bijektiv, j
(b) Geben Sie im Fall der Bijektivitit in (iii) eine Formel fiir A~' an ?
(c) Kann man in den Aussagen (i), (ii) oder (iii) eine der Voraussetzungen weglassen 7

(d) Gelten auch die umgekehrten Implikationen in (i), (ii) oder (iii)?

Losung zu Zusatzaufgabe 2.1:
(a) Alle drei Aussagen sind wahr, denn

(i) Sind f und ¢ injektiv und gilt h(z) = h(y), also g(f(x)) = g(f(y)), so folgt mit der
Injektivitdt von g zunéchst f(x) = f(y) und mit der Injektivitdt von f schliefllich x = y.

(ii) Sind f und g surjektiv und z € Z beliebig, so folgt aus der Surjektivitit von g die Existenz
eines y € Y mit g(y) = z und aus der Surjektivitdt von f die Existenz eines z € X mit

f(x) =y und somit z = g(y) = g(f(x)) = h(z).
(iii) Sind f und ¢ bijektiv, so sind insbesondere die Voraussetzungen von (i) und (ii) erfiillt,
womit folgt, dass h injektiv und surjektiv, also bijektiv ist.

(b) Sind f und g bijektiv, so gilt wegen f~log togof = Idy und go fo f~log™ = Idy fiir
die Inverse h™! = (go f)™' = flog™L

(c¢) Da wir alle Voraussetzungen beim Nachweis benétigt haben, kann keine weggelassen Werden.ﬁ

(d) Nein: Ein Gegenbeispiel fiir alle ist X = Z = {1} und Y = {a, b} sowie f: z —a, g: y — 1.

Zusatzaufgabe 2.2: (Folgerungen aus den Korperaxiomen)
(a) Zeigen Sie die Folgerungen (a) und (g), also die Eindeutigkeit der neutralen Elemente.
(b) Zeigen Sie die Folgerungen (b) und (h), also die Eindeutigkeit inverser Elemente.
(c) Zeigen Sie die Folgerungen (d),(j) und (k), d.h., zeigen Sie:

(i) SeiK ein Korper. Fiir gegebene a, b € K ist eine Losung x der Gleichung b = x+a eindeutig.

(ii) In einem Korper K gilt: Die Multiplikation mit dem neutralen Element der Addition ergibt
stets das neutrale Element der Addition, d.h., Vr e K:0-x =0.

(iii) Ein Korper ist nullteilerfrei: Aus zy = 0 folgt zwingend, dass = 0 oder y = 0 ist.

5Genau genommen, miisste man zeigen, dass jeder Beweis der Aussage diese Voraussetzungen benétigt. Alternativ
konnten wir auch fiir jede der Situationen ein Gegenbeispiel konstruieren.
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(d) Zeigen Sie die Folgerungen (e), (f), (i), (1), (m), (n), d.h.,
(i) Es gilt —(—z) = z. (ii) Es gilt —(a+b) = (—a) + (D)
(iii) Va,b € K: (a #0= (3lz : ax =1D)). (iv)Vz e K: (z £0 = (z7!)' = 1).
(v) Vo,y e K: (. #0Ay #0) = 27y~ = (ay) 7).

Losung zu Zusatzaufgabe 2.2:

(a) (i) Gilt auch fir o’ € K die Aussage Vo € K: z + o’ = z, so gilt insbesondere a + a' = a.
Da nach (K3) ebenso @’ + a = a’ und nach (K2) auch o’ +a = a + o gilt, folgt mit der
Transitivitdt und Symmetrie des Gleichheitszeichen auch o’ = a, denn es gilt nun insgesamt
d=d+a=a+d =a.

(ii) Die Aussage fiir b folgt analog, indem in obiger Argumentation + durch - ersetzt wird.
(b) (i) Ist ¢/ ein weiteres Element von K mit x 4+ ¢ = 0, so gilt
y=y+0=y+@+y)=W+a)+y=@+y +y=0+y =y +0=y"
(ii) Die Aussage fiir z folgt analog.
(¢) (i) Dies ist wahr, denn sind z, 2’ zwei Losungen, dann gilt

a+(—_zz)=0

assoziativ

(@+a)+(-a) "= bt (—a)"E (2 +a) + (—a)
'+ (a+ (—a)) =0

z+ (a+(=a))

assoziativ

(ii) Es gilt 0 4+ 0 = 0 (da 0 neutrales Element der Addition). Daher gilt auch
0-2=0+0) -z 2" 0.240- 2.
Andererseits gilt auch 0 -z = 0+ 0 - 2. Da wir nach (a) wissen, dass fiir gegebene a, b eine
Losung = der Gleichung b = x + a eindeutig ist, konnen wir 0 - z = 0 folgern.

1

(iii) Sei zy = 0 und angenommen x # 0. Dann besitzt = ein Inverses !, und mit diesem gilt

1 neutral xlz=1 1 assoziativ

1.y = 1'Okomn;1tativ0.x71(§) .

v (zy) ="
Also folgt aus zy = 0 und z # 0 automatisch y = 0, wodurch die Aussage bewiesen ist.

(d) (i) Da —z das Negative von z bezeichnet, gilt © + (—x) = 0. Andererseits bezeichnet —(—x)
das Negative von —z, daher gilt (—z) + (—(—z)) = 0. Somit sind sowohl x als auch —(—z
Negative von —z, aufgrund der zuvor bewiesenen Eindeutigkeit Negativer gilt also x =
—(=x).

(i) Mit —(a + b) wird das eindeutige inverse Element zu a + b bezeichnet. da auch

((=a) +(=0)) + (a+b) = ((—a)+(=b))+ (b+a)
= (=a)+ (((=b) +b) +a))
gilt, folgt zwingend —(a + b) = (—a) + (—b).

(iii) Da a # 0, existiert ein a™' € R mit aa™! = 1 = a'a, also 16st = a~'b wegen a(a™'b) =
(aa™')b = 1-b = b die Gleichung ax = b. Um die Eindeutigkeit zu iiberpriifen sei nun y € R
eine weitere Losung von ax = b. Dann gilt y = 1 -y = (a " 'a)y = a *(ay) = a~'b, womit
die Eindeutigkeit gezeigt ist.

(iv) Eben wurde bewiesen, dass Va,b € K: (a # 0 = (Jlz : ax =1D)).

Nun schauen wir uns die Gleichung ax = 1 fiir ein beliebiges a # 0 an. Aus der Eindeutigkeit

der Losung x schlieen wir jetzt auch auf die Eindeutigkeit des Inversen a=!.

(—a)+(0+4+a) = (—a)+a = 0

Sei nun z € K beliebig mit x # 0, dann folgt, dass auch = # 0 gilt. Insbesondere besitzen
nun beide Inverse 2! und (z71) ™!, also gilt insbesondere z 7'z = 1 und 27! (z71)~! = 1. Aus
der Eindeutigkeit der Losung y fiir die Gleichung z7'y = 1 erhalten wir nun z = (z7!)~!
wie behauptet.
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(v) Seien x,y € K beliebig mit x # 0 und y # 0. Dann folgt (oder wie in der Vorlesung
behandelt), dass auch 27! # 0 und y~! # 0. Aus den Nullteilerfreiheit eines Korpers wissen
wir auch noch, dass zy # 0 ist. Nun betrachten wir die Gleichung (xy)a = 1. Diese besitzt
die eindeutige Losung a = (xy)~' -1 = (zy)~!. Andererseits gilt nach den Kérperaxiomen
auch

(zy)(z ™) = () 2™ = (e((wy Hr ™) = (e(1-27Y) = a2t = 1.

Somit 16st auch 7'y~ die Gleichung (zy)a = 1. Aufgrund der Eindeutigkeit der Losung
a muss nun z~ 'y~ = (zy)~! gelten.

Zusatzaufgabe 2.3: (Aquivalente Definition eines Koérpers)

Zeigen Sie, dass die Definition (K) eines Korpers dquivalent zur folgenden Charakterisierung ist:

Ein Kérper ist ein Tripel (K, +,-) bestehend aus einer nichtleeren Menge K, auf der zwei
assoziative Verkniipfungen +: K x K — K, (ky,k2) — k1 +ky und - Kx K — K,
(k1, ko) v k1 - ko so definiert sind, dass

(1') (K,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e, ist,

(2") (K\ ey, ) eine abelsche Gruppe ist

erfiillt wird und zusétzlich gilt:

(3") Va,b,c € K: (a-(b+c): (@-b)+(a-c) N (b+c¢)-a= (b-a)—l—(c-a)) (Distrib.)ﬁ

Losung zu Zusatzaufgabe 2.3:
(a) Wie zeigen: ((Kl) A (K2) A (K3) A (K4) A (KS)) = - assoziativ. A ((1’) A(2) A (3')).

e Da (K1) die Assoziativitit von -: K x K — K beinhaltet, folgt diese automatisch.

e Die Aussagen (K5) und (K2) implizieren (3').

e Da die Aussagen (K1) bis (K4) fiir die Operation + die Aussagen (i) bis (iv) der Definition
einer Gruppe beinhalten, folgt analog schon die Giiltigkeit von (1').

e Da 0 # 1 nach (K3) gilt, folgt 1 € K\ {0}. Wegen x -0 = 0 fiir alle z (wie eben gezeigt)
ist die zweite Aussage aus (K4) dquivalent zu Vo € K\ {0}: <E|z e K\{0}: z-2 = 1).
Folglich implizieren die Aussagen (K1) bis (K4) auch (2').

(b) Wie zeigen: - assoziativ /\((1’) A(2) A (3’)) — ((Kl) A (K2) A (K3) A (K4) A (Ks)).

e Da (3') die Aussage (K5) enthilt, folgt (K5) trivialerweise.
e Da - assoziativ und (1) nach Definition einer Gruppe (Eigenschaft (i)) auch die Assoziati-

vitdt von + enthalt, folgt (K1).

e Da wir mit Hilfe der zweiten Aussage aus (3) auch 0z = 0 fiir alle = zeigen konnen, folgt
zusammen mit (1) und (2') entsprechend der Definition einer abelschen Gruppe (Eigen-
schaft (iv)) auch (K2).

e Mit derselben Begriindung folgt zusammen mit (1’) und (2) entsprechend der Definition
einer Gruppe (Eigenschaft (ii)) auch (K3).

e Mit (1’) und (2’) entsprechend der Definition einer Gruppe (Eigenschaft (iii)) folgt schliefl-
lich auch (K4).

bDies ist fiir die reellen Zahlen R genau das Axiom III im Forster. Da aus diesem x -0 = 0 fiir alle x € R folgt (siehe
unten), sind (1’),(2") und (3’) fiir die reellen Zahlen dquivalent zu den Axiomen LII und IIT im Forster.
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Zusatzaufgabe 2.4: (a) Wie sehen die kleinste Gruppe und der kleinste Korper aus 7

(b) Zeigen Sie, dass es keinen Korper mit genau vier Elementen gibt, in dem die Elemente 0,1,1+1
und 1+ 1 + 1 verschieden sind.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.4:

(a) (i) Die kleinste existierende Gruppe enthélt nur ein Element, denn definieren wir auf M = {¢}
die Verkniipfung *: M x M — M durch g x g = g, dann ist g das neutrale Element, zu
sich selbst invers und offenbar ist die Assoziativitit auch erfiillt. Dariiber hinaus ist dann
(M, *) auch noch abelsch.

(ii) Da der kleinste Koérper mindestens die neutralen Elemente der Addition und der Multi-
plikation enthalten muss, besteht er aus mindestens 2 Elementen. Dies geniigt in der Tat.
Nehmen wir etwa die Menge der Aquivalenzklassen M = {[0]., [1].} auf Z beziiglich der
Aquivalenzrelation a ~ b :<=> 2|(b — a) und versehen sie durch 0 +1 = 1 = 1 4 0,
0+0=0=1+1sowiel-0=0-1=0-0=0und 1-1 = 1 mit Verkniipfungen
+: MxM—M,-: MxM-— M,soist (M,+,-) ein Koérper.

(b) Angenommen, es géibe einen Korper mit genau vier Elementen, in dem die Elemente 0,1,1 + 1
und 1 + 1 + 1 verschieden sind. Da 1 +0 = 1 # 0 sowie nach Voraussetzung 1 4+ 1 # 0 und
(14+1)+1 # 0 muss in diesem Korper das Inverse zu 1 folglich das verbleibende Element 14 1+1
sein, also (1 4+ 14 1) + 1 = 0 gelten Nach der Distributivitdt und der Assoziativitét folgt nun
aber

1+D)1+1) = 1-(1+D)+1-(1+41) = 1+1)+(1+1) = 1+1+1)+1 =0,

wonach nun aber 1 4 1 als Nichtnullelement ein Nullteiler wére, im Widerspruch zur Folgerung
(d) aus den Koérperaxiomen. Demnach kénnen die Elemente 0,1,1 + 1 und 1+ 1 4 1 nicht alle
verschieden sein.

Zusatzaufgabe 2.5: (Beispiel eines endlichen Korpers)

Gegeben sei die dreielementige Menge K = {0, 1,b}. Es existiert genau eine Moglichkeit, die
Addition ¢: K x K — K und die Multiplikation ®: K x K — K derart zu definieren, dass
(K, &, ®) zu einem Korper wird. Finden Sie diese, d.h., fiillen Sie die untenstehende Additions-
und die untenstehende Multiplikationstabelle derart aus, dass die Korperaxiome erfiillt werden:

@0 1 b ®|0 1 b
010 10 01000
111 0 0 110 1 b
b b 0 1 b 10 b 1

Zusatzaufgabe 2.6: Beweisen Sie die Folgerungen (a) bis (k) aus den Anordnungsaxiomen.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.6:

(a) Die Aussage ist dquivalent dazu, dass einer der drei Alternativen y — x € Kt oder y — 2 = 0
oder x —y € KT gilt, was fiir das Element y — x € K in einem angeordneten Korper gilt.

(b) Es ist + < y Ay < z &quivalent zu y —x € Kt A z —y € K. Nach (A2) der Definition
angeordneter Kérper muss dann (z —y) + (y —x) = 2z —x € K gelten, was gleichbedeutend mit
T < z ist.

(c) Bsistz<y<= (y+z2)—(r+2)=y—2reKt <=z +z<y+z
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(d) Esistz <y<=(—z)—(—y) =y—r €K <= —y < —u.
Alternativ konnen wir Translationsinvarianz (Folgerung (c)) mit z = —x — y verwenden.

(e) Direkt nach Definition erhalten wir z < yAu < v <= y—2z € K" Av —u € KF 2
(y+v)—(z+u)=(y—2)+(v—uw) e Kt =z+u<y+v.
Alternativ folgen mit Translationsinvarianz (Folgerung (¢)) z+u <y+uwund y +u <y +v
und mit Transitivitét (Folgerung (b)) dann auch x +u < y + v.

(f) Esist3:<y/\0<z<:>y—x€K+/\z€K+mzzgyz—a:z:(y—x)ze]l{*(:)xz<yz.

(g) Im Fall z = 0 oder u = 0 folgt zu = 0 < yv, da yv € KT nach Eigenschaft (A2) der Definition
angeordneter Korper aus y,v € KT (da 0 < v A 0 < y nach Voraussetzung) folgt.
Anderenfalls sind 0 < x, u, also liefert einerseits Folgerung (f) zunéchst zu < yu und yu < yv
und andererseits die Transitivitdt (Folgerung (b)) dann ebenfalls zu < yv, wie behauptet.

(h) Esgiltx<y/\z<0ﬁ>$<y/\0<—zg—zx<—zy&>zy<zx<:>yz<xz.

(i) Wegen 12 =1 # 0 folgt 1 > 0, falls die Aussage wahr ist. Aufgrund Eigenschaft (A1) aus der
Definition angeordneter Korper sind fiir  # 0 nur die Fille x € Kt oder —z € K+ mdglich:

oEsgilthK*@xzzx-I€K+<:>O<x2.

o Esgilt —z € KT B2 =1.42= (=12 = (—2)? = (—2) - (—2) e Kt < 0 < 22

(j) WegenO-szgﬂtx>0:>x_17é0§>(x_1)2>O(é>2)x_1:1~x_1:(xx_1)~x_1>O.

k) 0<z<y o<t a0 < y! B2 0 < T _E2Y y =z lyl) <y(aly ) =a7h

Zusatzaufgabe 2.7: (Anwendung der Anordnungsaxiome & ihrer Folgerungen)

(a) Zeigen Sie: Existieren in einem Kérper zwei Elemente a und b mit a® + b?> = —1, so kann dieser
Korper nicht angeordnet werden.

b) Beweisen Sie fiir a,b,c,d € K mit b,d > 0 die Aussage: 4 < ¢ < ad < bc.
( b d
(c) Beweisen Sie fiir a,b,c,d € R mit b,d > 0 die Aussage: % < cEZ — % < Zi; < 2

Losung zu Zusatzaufgabe 2.7:

(a) SeiK ein beliebiger Kérper und bezeichne 0 das neutrale Element der Addition und 1 das neutrale
Element der Multiplikation. Angenommen, es existieren in einem Korper zwei Elemente a und
b mit a® +b?> = —1. Und nehmen wir weiter an, dass es eine Anordnung < gibt, die sich mit den
Korperaxiomen vertrégt (fiir die also insbesondere die Anordnungsaxiome gelten). Dann miissten
alle Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen ebenfalls gelten. Insbesondere miisste dann das
Quadrat jedes Korperelementes a # 0 die Relation 0 < a? erfiillen (inklusive 0 < 12 =1-1=1).
Wegen 0 < 0= —0<0und c < 0Ad < 0= c+ d < 0 erhielten wir dann den Widerspruch
i =-1 ) g<a? = -1 +(=b*) < 0.
N~~~

=0 <0

Somit kann es keine mit den Korperaxiomen vertrégliche Anordnung auf dem Korper K geben.

a c
(b) e Seien b,d >0 und —- < 7 Laut Definition eines angeordneten Korpers muss einerseits auch

b-d > 0 sein und andererseits nach Folgerung (f) somit ad = bd - % <bd- 5 = bc gelten.
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e Seien b, d > 0 und ad < be. Nach Folgerung (j) muss dann auch b=, d=* > 0 sowie Definition
der Anordnung auch b=! - d~' > 0 gelten. Wiederum nach Folgerung (f) erhalten wir nun

- b—l-d—l-ad<b—1-d-1-bc=§.

O 4d < be = ab+ad < ab+be = alb+d) <bla+c) =

A

O ad<be = ad+cd<beted = (a+c)d<cldb+d) =2

A
Ul alo

S e o

Zusatzaufgabe 2.8: (a) Zeigen Sie mittels vollstandiger Induktion: Vn € No: n > 0.
(b) Fiir welche n € N gilt 2" > n? +n ? (c) Fiir welche n € N gilt n! > 3" ?
Losung zu Zusatzaufgabe 2.8:

(a) Wegen 0 = 0 ist der Induktionsanfang 0 < 0 wahr. Gilt nun n > 0, dann auch n+1>1 > 0.

(b) Wegen2 <1+41,4<4+2,8<9+3,16 < 16+4 ist die Aussage fiir n € {1,2,3,4} schon mal
falsch. Wir zeigen nun, dass die Aussage fiir alle n > 5 gilt:

e Induktionsanfang: Es ist 2° = 32 > 30 = 25 + 5 = 52 + 5 eine wahre Aussage. (A(5))
e Induktionsschritt:
Induktionsvoraussetzung: Es gelte 2" > n? + n fiir n > 5. (A(n))
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch 2" > (n 4+ 1) + (n + 1). (A(n+1))

Beweis: Gilt 2" > n? +n und n > 5 > 2, dann folgt auch

(n+17%+n+1 = n*+2n+n+_2 < n’+2n+_ 2 n < 2(n’*+n) < 2-2" = 2",

<n <n

(c) Wegen 1! =1 <3 =321 =2<9=2323=6<27 =334 =24 < 81 = 3% sowie
5! = 120 < 243 = 3° und 6! = 720 < 729 = 3% kénnen wir den Induktionsanfang frithestens bei
7! = 5040 > 2187 = 37 (A(7)) wiihlen, und, da andererseits aus der Giiltigkeit von n! > 3" fiir
ein n > 7 (Induktionsvoraussetzung) dann auch die Giiltigkeit von

ILV. n>2
(n+1! =nl-(n+1) > 3*(n+1) > 3".3 = 3"

(Induktionsbehauptung) folgt, gilt n! > 3™ in der Tat fiir alle n € N mit n > 7.

Zusatzaufgabe 2.9: (Beweis per vollstindiger Induktion — Teilbarkeit/Nullteilerfreiheit)
(a) Zeigen Sie: Fiir alle n € N ist
(i) n® + 2n durch 3 teilbar (ii) 3" — 3 durch 6 teilbar (iii) 72" — 2" durch 47 teilbar.

(b) Sei K ein Kérper und a, b € K. Zeigen Sie durch vollstandige Induktion, dass fiir alle n € N und
alle ay,...,a, € K gilt

ap-...-a, =0 < 3Jje{l,...;n}:a; =0

Loésung zu Zusatzaufgabe 2.9:

(a) (i) Induktionsanfang: Es ist 13 4+ 2.1 = 3 durch 3 teilbar.
Induktionsschritt:

e Induktionsvoraussetzung: Es sei n® +2n durch 3 teilbar, d.h., 3m € N: 3-m = n3 4+ 2n.
e Induktionsbehauptung: Dann ist auch (n + 1)* 4+ 2(n + 1) durch 3 teilbar, d.h., es gilt

IneN:3-m=m+1>+2(n+1).
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e Beweis: Da fiir m := m + n? +n + 1 offenbar m € N gilt, folgt die Behauptung wegen

(n+1)*42(n+1) = n*+3n*+3n+14+2n+2 = n’*+2n+3(n*+n+1) = 3(m+n’+n+1) = 3-m .

(ii) Induktionsanfang: Es ist 3' — 3 = 0 durch 6 teilbar.
Induktionsschritt:

e Induktionsvoraussetzung: Es sei 3" — 3 durch 6 teilbar, d.h., 9m € N: 6 - m = 3" — 3.
e Induktionsbehauptung: Dann ist auch 3"*! — 3 durch 6 teilbar, d.h., es gilt

IneN:6-m=3""1-3.

e Beweis: Da fiir m := 3m + 1 offenbar m € N gilt, folgt die Behauptung wegen

3 3= 3(3"-3)+6=3-6m+6= 6Bm+1)= 6-m.

(iii) Induktionsanfang: Es ist 7%1 — 2! = 49 — 2 = 47 durch 47 teilbar.
Induktionsschritt:

e Induktionsvor.: Es sei 72* — 2" durch 47 teilbar, d.h., 3m € N: 47 - m = 7?" — 2",
e Induktionsbehauptung: Dann ist auch 72"*2 — 271 durch 47 teilbar, d.h., es gilt

dm € N: 47 - = 7772 — 2t
e Beweis: Da fiir m := 49m + 2" offenbar m € N gilt, folgt die Behauptung wegen
7AHR2 _gntl — (7 ) (T2 - 2)2" = 49 -4Tm +47-2" = 47(49m +2") = 47 - .

(b) Induktionsanfang:

o Fiir n =1 gilt trivial: ¢ =0 <= 35 € {1}: a; =0.

e Fiir n = 2 folgt aus ajay = 0 mit Zusatzaufgabe 2.2 (c.iii) sofort a; = 0 oder ay = 0, d.h.,
dj € {1,2} : a; = 0. Gilt hingegen 3j € {1,2} : a; = 0, so folgt nach Zusatzaufgabe 2.2
(c) im Fall a; = 0 dann a;-ay = 0-as = 0 und im Fall as = 0 dann a;-ay = as-a; = 0-a; = 0.

Induktionsschritt fiir n > 2:

Induktionsvoraussetzung: a; - ...-a, =0 <= Jj€{l,...,n}:a; =0
Induktionsbehauptung: a; - ... - a,41 =0 < Fje{l,....n+1}:a; =0
Beweis der Induktionsbehauptung:

L<="“: Esgibt ein j € {1,...,n+ 1} mit a; = 0.

1. Fall: 7 € {1,...,n}. Dann ist nach Induktionsvoraussetzung a; - ... - a, = 0 und nach
Zusatzaufgabe 2.2 (c.ii) folgt a; - ...  apy1 = (a1 ...  ap)apns1 =0-a,4q = 0.
2. Fall: j =n + 1. Nach der Zusatzaufgabe 2.2 (c) (oder Folgerung (j)) folgt

ay ... pyy = (a1 ... ap)aper = (ag-...-a,)-0=0.
=" Esseia;-...-ap;1 = 0. Mita =ay-...-a, und b = a,; folgt ab = 0. Es ist nach
Zusatzaufgabe 2.2 (c.iii) darum a = 0 oder b = 0.

1. Fall: a =0.Danna,-...-a, = 0 und nach Induktionsvoraussetzung gibt es ein j € {1,...,n},
fir das a; = 0.

2. Fall: b= 0. Dann ist a,,4; =0und 3j € {1,...,n+ 1} : a; =0, ndmlich j = n+ 1.
In jedem Fall 3j € {1,...,n+1} : a; = 0.
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Zusatzaufgabe 2.10: (Beweis von Summenformeln per vollstindiger Induktion)

(a) Finden Sie eine Formel fiir die Summe der ersten n natiirlichen Zahlen und beweisen Sie sie
anschlieBend mittels vollstdndiger Induktion.

(b) Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt

n n

i L 3 n2(n + 1)2
(@) Z(2k—1)(2k+1) 2n—|—1 Zk El = (n+1)! -1 (111)Zk = %

k=1 k=1
e : Lo~k —1  nl—1
(c) Zeigen Sie: Fiir alle n € N mit n # 1 gilt Z o=
k=2
(d) Beweisen Sie den Binomischen Lehrsatz:
Fiir beliebige Korperelemente x, y und fiir alle n € Ny gilt  (z +y)" = <Z> "Ry
o fiir 0 < &
1 —1 ir 0 <k <n,
Tipp: Fir 1 < k < ngilt )= (" (" mit () = kl-(n—k)! s rsn
k k—1 k k 0
sonst.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.10:

(a) Aufgrund der Kommutativitdt von Additionen erhalten wir

221{: = Zk’—l—Zk = Zk+2(n+1—k) = (n+1) = n(n+1)
k=1 k=1 k=1 k=1 k=1

und daher Z k= M

k=1

. Dies beweisen wir nun nochmals per Induktion:

1

Induktionsanfang: Z k=1=
k=1

Induktionsschritt: Im Falle, dass Z k=

k=1

1
nin+1) (also die Induktionsvoraussetzung A(n)) gilt,

folgt auch

o n(n +1) (e 1)(n+2)
Zk-(Zk) i+l ===+t = > ,

d.h., die Aussage A(n + 1), welche zu zeigen war.

1
1 1 1 1

(b) (i) Induktionsanfang: Es ist E = = - = :

L 2k-Dk+1)  2-1)@E+1) 3 2-1+1

Induktionsschritt:

n
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte Z
k=1

1 _n
(2k—1)(2k+1) 2n+1
Gk 1 n+1

e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch Z 2k =12k + 1) i3
— n
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Beweis: Wegen (n + 1)(2n + 1) = 2n® + 3n + 1 folgt

- 1 - 1 1
Z;@k—m@h+n - g;@k_n@k+yf*@n+n@n+m
LV. noo  on(2n+3)+1
o2+l 2n+D)(2n+3)  (2n+1)(2n+3)
2 +3n+1 (n+1)@2n+1)  n+1
 @2n+D@2n+3)  2n+1)(@2n+3) 2n+3°

1
(ii) Induktionsanfang: Es ist Z k- k! -1 =1

k=1

Induktionsschritt:

2

-1 =(1+1'-1

e Induktionsvoraussetzung: Es gelte Z k-kl = (n+1)! -1

k=1
n+1
e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch Z E-k! = (n+2)!—1.
k=1
e Beweis:
n+1

Zk-k!
k=1

Zn:k-k! + (n+1)-(n+1)!

LV.

m+1)!—-1+ (n+1)- (n+1)!

= (n+1)+1)-(n+1)=1 = (n+2)!—-1.
1
4 12(1+41)?
iii) Indukti fang: Es ist B=1=1=- = """
(iii) Induktionsanfang: Es is ; 1 1
Induktionsschritt:
n 2 1 2
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte Zk?’ = M
k=1
= (n+2)%(n + 1)2
e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch Z K = 1 .
k=1
e Beweis:
n+1 n 2 2
. 1 .
— B (nr1)? Y M+(n+1)5

4

L
k=1

k=1
(n+1)2+4(n+1)3

(n?+4(n+1))(n+1)>

(n+2)°(n+1)*

—_— n p— p—
B 4 B 4 N 4
2
kE—1 2—-1 1 21—1
(c¢) Der Induktionsanfang liegt hier bei n = 2. Offenbar gilt kz_; o = o — 5 = o
Induktionschritt:
. " k-1 n!—1
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte Z T T
k=2
n+1
k—1 n'—1
e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch 2 T (n(j; +) il
e Beweis:
"Z“k—l k=1 (D) -1 v onl—1 (ntl)-1
—~ k! ~ K (n+1)! n! (n+1)!
 (n+D -1+ n+1)-1 (n+1)-1
B (n+1)!  (n+1)!
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(d) Diese Beziehung der Binomialkoeffizienten (Z) kann mit Hilfe des PASCALschen Dreiecks

1
1 1
1 2 1
1 3 3 1
1 4 6 4 1
1 5 10 10 D 1
1 6 15 20 15 6 1
1 7 21 35 35 21 7 1

veranschaulicht werden. Jedes Element entsteht als Summe der beiden dariiberstehenden. Dies
sehen wir rechnerisch wie folgt:

1 1
oFﬁrk:nist(n)zlzl—l—O:(n >+(” ).Fungk;gn—uolgt
n

n—1 n—1\ (n—1)! (n—1)!
<k—1>+( . ) T G- Dm—h T Mok
kn—1!'+ (n—k)(n—1)! n! n
- Kl — k)! T Rn—k) ()

Nun kommen wir zum Beweis der Summenformel:

0
0 0
e Induktionsanfang: Es gilt Z (k) O Fyk = <O> 7% = 1 = (z+y)° (A(0))
k=0 .
. n N\ ok, k
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte (z +y)" = Z (k " yn (A(n))
= n+1
e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch (z +y)"*! = Z( i )x”“‘kyk. (A(n+1))
k=0

e Beweis: Mittels Tipp (Pascalsches Dreieck) ergibt sich

n n n n v = n n _ u n n—
(@+y)" = @+yle+y) =z@+y)" +y@+y)" =) (k)fc Flokyk (k)x byt

k=0 k=0

o
+

n—1
n
)xn—i-l—kyk Z (k> :L,n—kyk—l-l + yn+1
k
)x

n+1*kyk + ( n )In(21)ye + yn+1 (,g = ]{} —|— ]_)
1

= 2"+ s <n
= 2"+ s <n
T ; L

= () ()

n+1

P) n+1\ ik k
2SS (M e

k=0

+
N
ol
|3
—
~_
—_
8
3
+
=
-
Bl
7N
S 3
+ +
— =
~_
3
+
[
—
~
I
™
S~—
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 3

Archimedische Korper, K-Folgen Intervallschachtelungsprinzip und reelle Zahlen
e Definition: Sei (K, +, -, K") ein angeordneter Korper.

o Die Menge Ng := {x € K| VS C K: (S induktiv =z € S)} nennen wir die Menge
der natiirlichen Zahlen (bzgl. (K, +, -, K")).

Bem.: Die Menge Nk ist induktiv und dariiber hinaus die kleinste (bzgl. Mengeninklusion)
induktive Menge (bzgl. (K, +,-, KT)).

o Ein angeordneter Korper (K, +, -, K") heifit archimedisch :<= Vz € K In € Ng: 2 < n.

o Eine K-Folge ist eine beliebige Abbildung a: Nx — K. Fiir n € Nk schreiben wir iiblicher-
weise a,, anstelle von a(n) bzw. (a,)nen, fur a.

o Als eine Intervallschachtelung (bzgl. (K, +, -, K*)) bezeichnen wir ein geordnetes Paar
((an)nengs (bn)neny ) von K-Folgen mit folgenden Eigenschaften:

(IS1) ¥n € Ng: (an <bp A Gp < dpy A bppr < bn>
(IS2) Ve e Kt In=n. € Nx: b, —a, < ¢.

o Wir sagen, (K,+,-, K") geniigt dem Intervallschachtelungsprinzip, wenn zu jeder
Intervallschachtelung ((an)neng, (bn)neng ) €in s € K existiert mit Vn € Ng: a, < s < b,,.

e Axiom der reellen Zahlen: Es gibt einen angeordneten Kérper (K, +, -, K*), der archimedisch
ist und dem Intervallschachtelungsprinzip geniigt. Bemerkungen:

o Dieser Korper ist bis auf Isomorphie eindeutig.

o Aufgrund der Eindeutigkeit kénnen wir diesen Korper mit (R, +, -, R") und dessen Ele-
mente als reelle Zahlen bezeichnen.

o Es bezeichne Ny die Menge der natiirlichen Zahlen bzgl. (R, +,-,R") und N := Ny \ {0}.
o Als Menge der ganzen Zahlen bezeichnen wir weiter Z := {n € K| n € Ny V —n € Ny}.

Die in archimedischen Korpern giiltige Bernoulli-Ungleichung
e Es gilt: (K, +, -, K") archimedisch <= Vz,y € K: ((:c >0Ay>0)= 3neN:nz> y)

e Folgerung(en) & Definition:

(a) Vo € K dny,ny € N: (m <ng A —ns <x)
(b) Ve e R 3Am e Z: n <z <n+1 Wir setzen |floor(z) := |z] := max{n € Z: n <zx}.
(c) VeeR3IAmeZ: m—1<x<m. Wir setzen |ceil(z) = [z] := min{m € Z: x < m}.

(d) Ve>03IneN: + <¢

e Satz 3.2 [Forster 1, Bernoulli-Ungleichung]: Sei (K, +, -, K*) archimedisch. Dann gilt:

VneNgVz €K: (z > -1= (1+2)" > 1+naz) . (3.1)

e Satz 3.3 [Forster 1, Wachstum von Potenzen]: Sei (K, +, -, K*) archimedisch, a € K. Dann:

(a) a>1 = VKeKdneN:a">K (b)) 0<a<l = Ve>0dneN:a"<e¢
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Eigenschaften des Absolut-Betrages, Korper der rationalen Zahlen
e Sei (K, +, -, K") ein beliebiger angeordneter Korper.
im Fallz > 0
o Der (Absolut-)Betrag | - |: K — K ist definiert durch |z| = v 1m =
—r im Fallz <0 .
o Fire>0gilt: |z| <c<= —c<z<ec

o Satz 3.1 [Forster 1, Eigenschaften des Betrages|: Fiir den Betrag | - |: K — K gelten:

(Bl) Vz e K: |z| > 0A (Jz] =0 <= 2 =0). (Definitheit)
(B2) Vo,y e K: |z -y| = |z| - |y]. (Multiplikativitét)
(B3) Vz,y e K: |z +y| < |z|+ |y (Dreiecksungleichung)
o Folgerungen:

(a) Es gelten |1 =1,| —1|=1und Vz € K: |z]| = | — z|.

(b) Es gelten Vz,y € K: (?J?’éo: § = %)
(c) Es gelten Vz,y € K: (!33 =yl > 2| = Jy[Alz +y| > |z] - |3/|)

e Satz/Definition [Eigenschaften des Korpers der rationalen Zahlen Q]: Fiir die Menge

Q = {xER‘EIp,qGZ: (q#O/\sz::pql)}, (3.2)
q
welche wir als Menge der rationalen Zahlen bezeichnen, gelten die Aussagen:

(Q1): Vz,y € Q: (—xEQ/\x—i—ye@/\x-ye@/\ (afsé():> % — EQ)),
d.h., (Q,+, ) ist als Teilkorper von (R, +,-) ein Korper.
(Q2): Mit Q" :=R*NQ wird (Q,+,-,Q") zu einem angeordneten Teilkérper von (R, +, -, RT).
(Q3): (Q,+,-,Q") ist archimdisch, wobei Ny = Ng = Nj gilt.
(Q4): Der archimedische Korper (Q, +, -, Q") geniigt nicht dem Intervallschachtelungsprinzip.

Folgen und Konvergenz

e Definition: Sei (K, +,-) ein Korper. Eine Abbildung A: N — K, A: n + a,, nennen wir eine
Folge oder Zahlenfolge. Im Fall K = R sprechen wir von reellen Zahlenfolgen (a,,).

e Definition: Eine reelle Zahlenfolge (ay,,) heifit konvergent gegen ein a € R (in Zeichen a,, "= a
oder lim a, = a) genau dann, wenn |Ve >0 3IN =N. e NVvneN: (n> N = |a, —a| <¢)|
n—oo

Die in diesem Fall dann eindeutige Zahl a nennen wir den Grenzwert der Folge (a,). Ist der
Grenzwert einer Folge a = 0, so nennen wir die Folge (a,) eine Nullfolge.

Intervallschachtelungsprinzip und Cauchy-Eigenschaft von Folgen

e Definition: Sei (K, +, -, KT) archimedisch angeordnet. Eine Zahlenfolge (a,,) aus K heifit Cauchy-

Fol falls
O8e, faLs Ve>03IN=N() eNVnmeN: (n,m2>N() = la, —an| <e). (3.3)

e Satz 5.1: Sei (K, +, -, K*) archimedisch angeordnet und (a,)nen eine beliebige Folge. Dann gilt:
(an) konvergent = (a,) Cauchy-Folge.

e Satz 5.3: In einem archimedisch angeordneten Korper (K, +, -, K*), der dem Intervallschachte-
lungsprinzip geniigt, gilt auch die Umkehrung von Satz 5.1, d.h., es gilt
n—oo

(a,) Cauchy-Folge = da€K:a, — a.

Bemerkung: Aufgrund von Satz 5.3 hétten wir als Axiom von R anstelle der Giiltigkeit des
Intervallschachtelungsprinzips auch dquivalenterweise das sogenannte

Vollstindigkeitsaxiom: ,,In R konvergiert jede Cauchy-Folge.*

fordern konnen.
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Eigenschaften von und Rechenregeln fiir konvergente Folgen (vgl. Forster, §4)

e Definition: Eine reelle Zahlenfolge (a,) heift nach oben (bzw. nach unten) beschrinkt

genau dann, wenn
dKeRVIeN : a,< K (bZW.HKERVnEN:an>K).

Eine Folge (a,)nen heift beschriankt, wenn sie nach oben und nach unten beschrinkt ist.
Seien (a,)nen und (by, )nen reelle Zahlenfolgen und a,b € R.

e Satz 4.1 [Beschrinktheit konvergenter Folgen]: (a,) konvergent = (a,) beschrinkt.

n—oo

e Satz 4.2 [Eindeutigkeit des Grenzwertes]: (an e a> A (an — b) = a=>b

e Satz 4.3 [Summen/Produkte konvergenter Folgen]:

n o0 n (0] n bn n;)oo b )
(an = a> A (bn = b) = n + N300 ot
anby, - ab

Corollar [Linearkombinationen konvergenter Folgen]:
<an nopo @) A (bn n2go b) — (vx, LER : Aay + by "2 Na + ub)
e Satz 4.4 [Quotient konvergenter Folgen|:

(an"i‘”a) A (bn"1>>°°b7£0) — (HNGN : (n2N:>bn7é0)) A Inonoeo @

by, b
n—0o0

o Satz 4.5: (an s a) A (bn”ié”b) A (HNEN . (n>N = angbn)) — a

IA
SH

Corollar:

(annic"’a) A <3A,B€R3N€NVn€N:(n2N — Agan<B)> — A<a<B

Bestimmt divergente Folgen (vgl. Forster, §4)
e Definition: Eine Folge (a,)nen heifit bestimmt divergent gegen +o00, falls
VEKERIN=NE)eNVneN: (nzN(K):>an>K).
Analog nennen wir eine Folge (a,,),en bestimmt divergent gegen —oo, falls

VKG]R{HN:N(K)ENVTLGN:(nzN(K):>an<K>.

e Satz 4.8 [Reziproke einer bestimmt divergenten Folge]:

((annzfojtoo)v(annifo—oo)) - (EINEN :(n>N = an#0)> A inifoO

n

e Satz 4.9 [Reziproke von positiven/negativen Nullfolgen]: Es gelten

n—oo 1 n . 9]
(an = O) A (EUVEN : (n>N = an>0)> — " 10
und
n—00 1 nooo
(an — 0) A (ElNEN :(n>N = an<0)) = — 5 -0
a
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Zusatzaufgabe 3.1: (a) Zeigen Sie Satz 3.1 und seine Folgerungen.

(b) Bestimmen Sie die Menge der x € R, fiir welche die Ungleichung |2|z| — 1] < 3 gilt.

(c¢) Bestimmen Sie die Losungsmenge in Form von Intervallen fiir die folgenden Ungleichungen

(i)

|2z + 1 < x4+ 10 < 20 — 15

r—3 =

1 (ii) |3z — 5] > |22 + 3| (i) —— < 5 —

(d) Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:

(i) |z +3|+ |z —3] > 8 (i) 2(2 — 2) > 1+ |z] (i)

>
z+1 r+1

T ' T

Losung zu Zusatzaufgabe 3.1:

(a)

(i)

(i)

(iii)

Falls > 0 folgt |z| = > 0, anderenfalls ist < 0 somit 0 < —x = |z|.
Insbesondere folgt = < |z|, da = |z| im Fall z > 0 und 2 < 0 < |z| im Fall z < 0.

Ebenso folgt auch —z < |z|, wegen |z| = —x im Fall < 0 und —z < 0 < |z| im Fall
x> 0.

Wegen 0 > 0 ergibt sich direkt nach Definition |0 = 0.

Es gelte nun |z| = 0, dann folgen mit Punkt 2 und 3 die Ungleichungen z < 0 und
—z < 0. Da dies zu z < 0 < z dquivalent ist, liefert (A1) nun x = 0.

Damit ist die Eigenschaft (B1) komplett nachgewiesen.

Im Fall z = 0 oder y = 0 folgt die Gleichheit direkt wegen Eigenschaft (B1) sowie
0-z=0.

Im Fall > 0 und y > 0 ist nach (A2) auch zy > 0, so dass |zy| = zy = |z| - |y| gilt.
Der Fall x > 0 und y < 0 liefert nun nach Definition |y| = —y und wegen zy < 0 also
insgesamt [zy| = —zy = x(—y) = [z[ - |y|.

Der Fall z < 0 und y > 0 folgt analog, wenn wir im vorangegangenen Fall die Rollen
von x und y vertauschen.

Im Fall z < 0 und y < 0 folgen wegen —x > 0 und —y > 0 zunéchst zy = (—z)(—y) > 0
und damit insgesamt [zy| = [(—=2)(=y)| = (=2)(=y) = |2| - |y].

Damit ist die Eigenschaft (B2) komplett nachgewiesen.

In (i) hatten wir als Nebenergebnis erhalten, dass x < |z| und y < |y| gilt, so dass (mit
Folgerung (e), also Addition von Ungleichungen) auch x + y < |z| + |y| folgt.

Mit (ii) ergibt sich nun analog auch —(z+vy) = (—z)+(—-y) < |—z|+|—y| = |z]+|y|.
Entsprechend der Definition des Betrages ergibt sich damit (unabhéngig, welcher Fall
eintritt) nun insgesamt |z + y| < |z| + |y|, also Eigenschaft (B3).

Aus 1 > 0 folgt 1 = |1| nach Definition.

Aus 1 = (—1)(—1) folgt nun mit Eigenschaft (B2) zundchst 1 = |1] = |(—=1)(—1)| =
| —1|% also | — 1| = 1 oder | — 1] = —1. Da letzterer Fall nach Eigenschaft (B1) nicht

auftreten kann, folgt somit wie behauptet | — 1| = 1.

Insbesondere ergibt sich nun Vz € R: |z| =1-|z| =] — 1| - |z| 22 (=1) - x| = | —=z|.

Sei y # 0. Mit Eigenschaft (B2) erhalten wir 1 = |1| = |y -y~ !| = |y| - |y7!|, also

ly=H =yl

Somit erhalten wir nach Eigenschaft (B2) insgesamt |zy ™| 22 lz| -y~ = |z| - |y| "

Mit Eigenschaft (B3) folgt |z| = |(z—y)+y| (Bé?’) |z—y|+]|yl, also auch |z|—|y| < |x—y|.
(B2),(B3)

Analog erhalten wir || = |(z+y)+(—y)| < |z+y|+]|y|, also auch |z|—|y| < |z+y|.
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(b) Es gilt |2y — 1] < 3 genau dann, wenn —2 < 2y < 4 gilt, also gilt |2|z| — 1| < 3 genau dann,
wenn —1 < |z| < 2 gilt, d.h. wenn z € [-2, 2] gilt.

(¢) (i) Zunéchst einmal ist die linke Seite fiir = 3 nicht definiert, also 3 & L.

e Fiir x > 3 ist die Ungleichung dquivalent zu 2z + 1 < x — 3, also zu z < —4. Da die
Aussagen x > 3 und x < —4 nicht gleichzeitig wahr sein konnen, liefert dieser Fall
keine Losung, also L; = ().

e Fiir x < 3 ist die Ungleichung (vergleiche Folgerungen aus den Anordnungsaxiomen)
dquivalent zu |2z +1| > x—3. Da der Betrag nach Definition nichtnegativ ist, fiir z < 3
jedoch x — 3 < 0 gilt, ist die Ungleichung in diesem Fall immer erfiillt. Wir erhalten
als Losungsmenge Ly =] — 00, 3[.

Insgesamt erhalten wir somit die Losungsmenge L = Ly U Ly = | — 00, 3]
(ii) Wir betrachten die einzelnen Fille, bei der sich der Betrag verschieden auflosen lisst:

o Fiirz < —% ist die Ungleichung dquivalent zu 5 — 3x > —3 — 2z, also zu 8 > z, woraus

wir die Losungsmenge L; = ]—oo, —%} erhalten.

e Fiir —% <x< g ist die Ungleichung adquivalent zu 5 — 3z > 3 + 2z, also zu 2 > 5z,
also zu % > x, womit wir die Losungsmenge Ly = ]—%, %[ erhalten.

e Im Fall x > g ist die Ungleichung dquivalent zu 3z — 5 > 3 + 2z, also zu x > 8, womit
wir die Losungsmenge Ly =18, oo erhalten.

Insgesamt ist die Losungsmenge daher L = Ly U Ly U Ly = |—o0, 2[ U]8, 00].

(iii) Wie bei (i) schlieBen wir —1,3 ¢ L und betrachten die einzelnen Félle in Abhéangigkeit der
Vorzeichen der jeweiligen Nenner.

e Im Fall x < —1 ist

xz+ 10 < 20 —15  .3-2>0 x4+ 10
r+1 = 33—z r+1

—(x410)-B3—2) < —(x+1)-(2z—15)
—  3*-2r—15) = 3(z—-5)(z+3) <0

B—z) < 2x—15

Offenbar gehort —3 zur Losungsmenge und da das Produkt zweier Zahlen genau dann
negativ ist, wenn ein Faktor positiv und einer negativ ist, wegen x < —1 jedoch in
diesem Fall z — 5 < 0 gilt, erhalten wir als Losungsmenge L; = [—3, —1].

o Im Fall —1 <z < 3 ist

x+ 10 20 — 15 .3-2)>0 x+ 10
< < .
x+1 = 33—z r+1

LY 4 10)- (3—12) < (z+1)- (20 — 15)
— 0 < 3(@*—22—-15) = 3(x—5)(z+3)

B—z) < 2x—15

Da das Produkt zweier Zahlen genau dann positiv ist, wenn beide Faktoren das gleiche
Vorzeichen besitzen, wegen —1 < x < 3 jedoch z —5 < 0 und x+ 3 > 0 gelten, erhalten
wir in diesem Fall die Losungsmenge Lo = ().

e Im Fall 3 < z ist die Ungleichung &quivalent zu 3(x —5)(z+3) < 0 analog dem ersten
Fall, so dass wir hier die Losungsmenge Ly =13, 5] erhalten.

Insgesamt ist die Losungsmenge daher L = Ly U Ly U Ly = [—3,—1[ U ]3,5].
(d) (i) e ImFallz < —3ist die Ungleichung |z+3|+|z—3| > 8 dquivalent zu —(z+3)—(z—3) =
—2x > 8, also —4 > x, daher ist L; =] — o0, =3[ N ]| —o00,—4[ = | — o0, —4][.
e Im Fall z > 3 ist die Ungleichung |z + 3|4 |z — 3| > 8 dquivalent zu (x4 3) + (z —3) =
2¢ > 8, also x > 4, daher ist Ly = [3,00[ N [4,00[ = |4, 0.

24



e Im verbleibenden Fall —3 < z < 3 ist die Ungleichung |z + 3| + |z — 3| > 8 dquivalent
zu (x+3)— (r—3) = 6 > 8, was jedoch eine falsche Aussage ist. Daher ist hier Ly = ().

Insgesamt erhalten wir nun als Losungsmenge L = L1 U Ly U Ly = | — oo, =4[ U |4, o0.
(ii) Esist L=0,daVx e R: 2(2—2) <1(2—-1)=1<1+|z|.

(iii) Wegen |y| > y <= y < 0 haben wir die Ungleichung %5 < 0 zu untersuchen, wobei

~1,0¢ L.
e ImFall v < —list x4+ 1< 0und z <0, also 55 > 0. Also erhalten wir L; = (.
e ImFall z > 0ist x +1 > 1 > 0 und somit ebenfalls 747 > 0, also erhalten wir L, = 0.
e [m verbleibenden Fall —1 <z < 0ist 0 < z+1, also auch 0 < % und nach Folgerung
(h) schliefllich _5 < 0. Also ist L = Lz = | — 1,0[ die gesuchte Losungsmenge.
Zusatzaufgabe 3.2: (a) Zeigen Sie, dass der Grenzwert einer Folge eindeutig ist.

(b) Zeigen Sie folgende Spezialfélle von Rechenregeln zu konvergenten Folgen:

(i) Seien (an)nen und (by,)nen konvergente Zahlenfolgen mit a,, — a und b, — b fiir n — oc.
Dann konvergiert die Folge (¢, )neny mit ¢, = 3a,, — 5b, gegen den Grenzwert 3a — 5b.
(ii) Seien (an)nen und (by)nen konvergente Zahlenfolgen mit a,, — a und b, — b fiir n — co.

Dann konvergiert die Folge (¢, )neny mit ¢, = 5a,, — 6b, gegen den Grenzwert 5a — 6b.

(c) Zeigen Sie direkt mittels der e-Definition des Grenzwertes:

(i) Ist (by)nen konvergent, dann konvergiert die durch ¢, := |b,| definierte Folge (¢, )nen-

(ii) Sei (by)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert b > 0.
Zeigen Sie, dass es ein K € N gibt, so dass b, > 0 fiir alle n > K.

(iii) Sei (¢n)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert ¢ # 0.
Zeigen Sie, dass es ein K € N gibt, so dass ¢, # 0 fiir alle n > K.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.2:

(a) (Beweis durch Widerspruch): Angenommen, es gidbe a # b mit a, — a und a, — b, dann
|b—al

wiirde zu ¢ := jeweils Ny (e), No(e) existieren, so dass einerseits Vn > Ni(¢): |a, —a| < &

und andererseits Vn > Ny(e): |a, — b| < . Dann folgte jedoch fiir n > max(N;(g), No(g)) der

Widerspruch
2|b—
la—0b = la—a,+a,—0b < la—a,|+|a,—b = |a, —a|l+|a,—b] < 2 = u.
—_—— N — 3
<e <e

(b) (i) Es ist zu zeigen, dass gilt:

Ve>03N =N(e) e NVneN: (nZN(s):>|cn—(3a—5b)|<6>

Sei € > 0 beliebig, fest. Nach Voraussetzung
e gibt es zu 7 := % ein M, so dass ¥n > M die Bedingung |a,, — a| <n = % gilt.
e gibt es zu v := 18—0 ein K, so dass Vn > K die Bedingung |b, — 0| < v = 15—0 gilt.

Wir setzen nun N (¢) := max(M, K). Es sei n € N mit n > N(e).
e Dan > M folgt |a, —a| <n=¢.
e Dan > K folgt |[b, —b] <1 = 5.
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Insgesamt folgt nun:

(3 —5bn) — (3a—5b)| = |3(an—a) —5(bp—b)| < 3|an—a|+5|b,—b| < 3-%+5-f—0 _

(ii) Esist zu zeigen: Ve >03dN =N(e) e NVneN: (n > N(e) = |¢, — (ba — 6b)| < ) .
Sei nun ¢ > 0 beliebig,  := 5 und v := §.

e Nach Voraussetzung existiert ein M, so dass Vn > M die Bedingung |a, —a| <n = 5

gilt.

e Nach Vor. existiert auch ein K, so dass ¥n > K die Bedingung [b, — b| < v = § gilt.
Setzen wir nun N (¢) := max(M, K), so gilt fiir jedes n € N mit n > N(e) ebenso n > M
und n > K, also auch |a, —a| <7 = 5 und |b, —b| < n = 5. Insgesamt folgt Vn > N(e):
|(5a, — 6b,) — (ba — 6b)| = |5(a, —a) — 6(b, —b)| < 5la, —a| +6[b, —b|] < 5% +6§ =e.

(¢c) (i) Fiir alle z,y € R gilt nach Folgerung (c) die Ungleichung Hx| — \yH < |z 4 y|. Daher folgt
mit & = b, und y = —b sofort ||b,| — [b|| < |b, — b] fiir alle n € N. Aus der Konvergenz der
Folge (b,,) ergibt sich

Ve >03N. e NVneN: (n>N. = ||by| — |b]| < |bp — ] <€)
und somit die Konvergenz der Folge (|b,|) gegen |b].
(il) und (iii):
Mit b # 0, also |b| > 0 ist insbesondere auch @

Konvergenz zu ¢ := % >(0ein N (%) existiert, so dass fiir alle n > N <%) dann
b b b b b
|bn—b|<|7|, also —|?|<bn—b<%, also b—%<bn<b+%
gilt, weswegen entweder 0 < 2 < b,, also 0 < by, im Fall b > 0 folgt (dies ist die in (ii)
formulierte Behauptung) oder b,, < % < 0, also b, < 0, im Fall b < 0 folgt, d.h., in jedem

Fall also b, # 0, wie behauptet. Daher konnen wir K = N (%) wéhlen.

> 0, so dass aufgrund der vorausgesetzten

Zusatzaufgabe 3.3:
5n?

3n3 — 25
zu beliebigem € > 0 ein N(¢), mit dem |a,, — 0] < ¢ fiir alle n > N(e) gilt.

Geben Sie insbesondere ein NV (%) an

(a) Bestimmen Sie fiir die durch a,, := definierte und gegen Null konvergente Folge (ay,)nen

(b) Weisen Sie mit Hilfe der Definition des Grenzwertes nach, dass Folgendes gilt:

1 o2n — 14 2 1
O fim =m0 gy = 06 i S =2 () i s =

Losung zu Zusatzaufgabe 3.3:

(a) Zunéchst ist 0 — 0] = [ay] = sn? | [ fallsn >3,
" " 303 — 25 i fallsne {1,2}

Desweiteren ist Vn > 3 : 3n® —25 > 2n3 (denn fiir n > 3 gilt n® > 3% = 27 > 25, also n®>—25 > 0)
Somit kénnen wir N (¢) := max {[2] + 1,3} wihlen, denn dann gilt
| 0l 5n? _ 5n? 5 _ .
an _ = _— = —
3n3 — 25 2n3 2n

fur alle n > N(eg). (Dabei sei [x] :=min{z € Z | z > x}.)

Somit finden wir beispielsweise N (&) = max { [Q%W +1, 3} = max{[41]+ 1,3} = 42.
82

"Tipp: Verwenden Sie ggf. auch die auf Seite 20| eingefiihrten Funktionen ceil(x) := [z] und floor(x) := [z].
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(b) (i) Da unabhiingig von n fiir jedes € > 0 bereits [2° — 32| = 0 < ¢ gilt, kénnen wir hier

N, := 1 wéhlen.
ii egen 4n > 1 = 4n” > n und damit =5 < =, finden wir zu jedem € > 0 ein N, € N,
i) Wegen 4n > 1 4n? d damit ;> < =+, finden wir zu jed 0ein V. € N
1 1 1 1 1
etwa N, := |—| > —, so dass fiir alle n > N, schon |— — 0| = — < — < ¢ gilt.
3 € 4n? 4n? n
(iii) Fiir jedes € > 0 finden wir ein N, € N, etwa N, := (%W > %, so dass fiir alle n > N, schon
2n — 14 2 1 16 16 16
n -2 = (n+ )— — = < — < e gilt.
n+1 n+1 n+1 n+1 n

(iv) Wegen n > 1 = 5n% — 2 > 3n? > 3n > n finden wir fiir jedes € > 0 ein N, € N, etwa
3 3
N, = {——‘ > —, so dass fiir alle n > N, schon

S5e | — be
-1 1) |e-% 5 1 5 3
5n2 —2 5 5n2—2 5n2—2 5 5n2 — 2 5n —

Zusatzaufgabe 3.4:
(a) Was besagt das Archimedische Axiom in Bezug auf das Konvergenzverhalten der Folge a,, := n?

(b) Zeigen Sie direkt mit Hilfe der Definition bestimmter Divergenz:
Falls (a,) den Grenzwert @ € R mit a > 0 besitzt und (b,) bestimmt divergent gegen oo ist,
dann ist auch die Folge (a,b,) bestimmt divergent gegen oco.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.4:

(a) Die Folge a,, := n ist bestimmt divergent gegen +oo, denn fiir jede Schranke K € R existiert
nach dem Archimedischen Axiom ein Nr € N mit K < N, so dass aus n > N stets auch
n > K folgt.

(b) Nach Voraussetzung ist einerseits a der Grenzwert der Folge (a,,), also
Ve>0dM=M(e)eNVneN: (n> M) = la, —a| <e),
und andererseits (b,,) bestimmt divergent gegen oo, also
VLERIK=K(L)eNVneN:(n>K(L) = a, > L)
Es ist nun zu zeigen, dass dann auch (a,b,) bestimmt divergent gegen oo ist, also
VLeRIN=N(L)eNVneN:(n>N(L) = a,b, > L)

Sei L € R beliebig.
Wir setzen

B a 2(|L] + 1)
N(L)—max{M (§> ,K(T eN.
Es sei n € N mit n > N(L). Wegen n > M (%) folgt

|ozn—oz|<2 = —9<an—a<g
2 2 2

und somit 0 < £ < a,. Wegen n > K (Mﬁ”) ist b, > M > 0. Es folgt nun insgesamt

a2(L] +1)

= |L|I+1 > L
2 ||+ )

anb, >

was zu zeigen war.
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Zusatzaufgabe 3.5: Bestimmen Sie mittels Rechenregeln fiir konvergente Folgen die Grenzwerte von
3n?—n—1 n n? n?+1
p = ————, b,:=—=— und Cp = —
4n? — 5n? 2 2n+3 n+ 2

Losung zu Zusatzaufgabe 3.5:

(a) Wegen hm % =0 und lim ¢ = c fiir jede Konstante ¢ € R ergibt sich mit den Rechenregeln fiir
n—oo
konvergente Folgen

2 3
o i selimg-(imd) ~(lmd) so0-¢oo
n—>oon_ n—00 —% a 4—511111% N 4—-5-0 N '
n—oo
(b) Es gilt
) ) n n? . 2n% 4+ 3n — 2n? ) 3 3 3
lim b, = lim (= — = lim = lim 5 = = —.
n—00 n—oo \ 2 2n —+ 3 n—o00 2(277, -+ 3) n—oo 4 + o 4 =+ 0 4
(c¢) Analog zu (a) ergibt sich
: . n2+1 n?>+2n o —on+1 [, R &
lim ¢, = lim — = lim ——— = lim 5 = —2.
Zusatzaufgabe 3.6: Untersuchen Sie das Grenzwertverhalten der Folgen
n? n—1 (—=1)" n® 4 3n — 2
RPN Y b) b, = —F—:, n = d) d, :=
@) a= gy ) i O e =gy @ n?—n+5
n? + 2 n?+n+1
ni=——— f) fn:=
(€) e n?+2n+2 07 n3+n?+n+1
Losung zu Zusatzaufgabe 3.6:
(a) Wegen lim X =0 erhalten wir nach Grenzwertgesetzen fiir konvergente Folgen hier
n—oo
y . n’? Jm 1 1
im a, = lim 1 = — - — = S ==
n—oo n—oo
(b) Analog zu (a) ergibt sich
: 11 co1 ol
n2(L_ 1 lim Z_F) lim = <hmg>
lim b, = lim 2(" qz) = 2 ~ = 2= e =0,
n—oo
(c) Es gilt ¢, — 0, wegen |¢,| = 0 <= ¢, — 0 und
2
—1)" 1 1 2
o) O S
2n? +5 2n2 45 2_|_5(l) 245-0?
(d)
n?43n—2  n?(1+3-2)  1+43.1-2(1) . 1+3-0-2-02 1
dn?—n+5  w2(A-L45) 4 Llip(L) 4-0+5-02 ~ 4°
L2
1+ 2 L+ lim 25 140
(e) Esist lim 1 no + =
n—oo 1+ = 4 5 1+hm —I—hmm 1+040
TL‘)OO
(f) Es ist n? 41 1yl lim%—i-lim 2+hm$ 0
n—soond +n?+n+1 n—oo 14 = 4 =5 + =5 lim 1+ lim * +hm &+ lim & 1
n—00 n—oo n—00



Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 4

Partialsummenfolgen und die geometrische Reihe (vgl. Forster, §4)
k

e Die Folge (Sy)ren der Partialsummen S, := Z a, zu einer Folge (a,,)neny nennen wir Reihe.

n=1
Bemerkung: Da Reihen nichts anderes sind als Folgen von Partialsummen, konvergiert eine

Reihe also genau dann, wenn die entsprechende Folge der Partialsummen konvergiert, d.h., wenn
es ein S € R gibt, so dass
Ve >0 3N, € Ny Wk € Np: <k2N5:>|S—Sk\<s) .

VORSICHT: Das Zeichen Z ay, steht einerseits oftmals fiir die Folge (Sk)gen und andererseits
k=1
— falls die Partialsummenfolge (Sk)ren konvergiert — auch fiir den Grenzwert S := klim Sh..
— 00

= 1
e Satz 4.6 [geometrische Reihe]: Vg € R: <‘q’ <1l — an = 1__(1)
n=0

e Satz 4.7 [Linearkombination konv. Reihen]: Konvergieren Z a, und Z by, so konvergiert

n=0 n=0
die Reihe Z(Aan+ubn) mit A, i € R beliebig und es gilt Z(Aan+ubn) = A Z an+ Z b, .
n=0 n=0 n=0 n=0

Monotonie/Teilfolgen /Bolzano-Weierstraf3 (vgl. Forster, §5 und z.T. §6)

e Definition [Monotonie]: (@n)neny monoton wachsend <= YneN : a, <ap
(@n)neny streng monoton wachsend <= VneN : a, < a,
(@n)neny monoton fallend <= VYneN : a,> a1
(ap)neny streng monoton fallend <— VYneN : a, > a1

e Definition [Teilfolge]:
(bn)nen Teilfolge von (a,)neny <= v : N — N monoton, injektiv : (Vn eN: b, = al,(n))

n—oo k—o0

e Corollar: a, — a = V Teilfolge (ay, )ken: an, — a
e Definition [Hiufungspunkt]:

k—o0

p € R Haufungspunkt von (a,)nen :<= 3 konvergente Teilfolge (an, Jreny @ an, — P

e Satz 5.6 [Bolzano-Weierstrafl]: (a,) beschrankt = (a,,) besitzt konvergente Teilfolgen

e Satz 5.7 [Folgerung aus Satz 5.6 sowie Erweiterung auf bestimmt divergente Folgen]|:
Sei (ap)nen eine reelle Zahlenfolge. Dann gelten:

(i) (an) beschrénkt und monoton = (a,,) konvergent

(ii) (@n) unbeschrankt und monoton = (a,) bestimmt divergent

Bem.: Mit Satz 5.7 kénnen wir zu festem a > 0 und festem k € N,k > 2 die Existenz der
(da sogar eindeutig bestimmten) positiven Losung von ¥ = a absichern (s.u.), welche die k-te
Waurzel von a heifit und fortan mit /a oder (fiir £ = 2) mit sqrt(a) bezeichnet wird.
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Konvergenzkriterien fiir Reihen — Teil I (vgl. Forster, §7)

e Satz 7.1 [Cauchy’sches Konvergenzkriterium (hinreichend und notwendig)]:

Zakkonvergent < Ve>0dN eNVn,meN : (anZN — )Zak’<€>
k=m

k=1
e Satz 7.2 [Notwendiges Konvergenzkriterium|: Zak konvergent =— ay 20,
k=1

e Satz 7.3 [Folgerung des Satzes von Bolzano-Weierstraf fiir Reihen]:

VkeN : q, >0 = (Z ar konvergent <= (S,)neny = (Z ak> beschrankt )
neN

k=1 k=1

e Satz 7.4 [Leibniz-Kriterium (hinreichendes Konvergenzkriterium fiir Reihen)]:

o0
((an)neN monoton A a, —= 0) = Z(—l)kak konvergent.
k=1

Zusatzaufgabe 4.1: Zeigen Sie: (a) Jede konvergente Folge ist auch eine Cauchy-Folge.

(b) Jede monoton fallende und nach unten beschriankte Folge reeller Zahlen ist eine Cauchy-Folge.

Losung zu Zusatzaufgabe 4.1:

(a) Ist nun a, eine gegen a konvergente Folge und ¢ > 0 beliebig, dann ist auch § > 0 und wir

finden ein N € N, so dass fiir beliebige n,m > N dann mittels Dreiecksungleichung
€ €
lam — an| = (@ —a)+ (a —ap)| < |am —al+]a—a,| < 5 + 5 = ¢

(b) Sei die Folge a,, monoton fallend und nach unten beschréinkt. Zu beliebigem € > 0 gibt es dann
eine untere Schranke S = S(g) der Folge a,, fiir die ein N € N mit ay < S + ¢ existiert [}
Mit einem solchen zu ¢ > 0 gefundenen N = N(¢) gilt aufgrund der Monotonie von a, die
Ungleichung S < a,, < a,, < ay < S + ¢ fiir alle n > m > N. Somit folgt |a,, — a,| < € fiir alle
m,n > N, und dies beweist, dass a,, eine Cauchy-Folge ist.

Zusatzaufgabe 4.2:

(a) Sei a > 0 eine reelle und k > 2 eine natiirliche Zahl. Beweisen Sie, dass fiir jeden Startwert
xg > 0 die rekursiv durch 1 a
Tnp1 1= ((k — Dz, + w)
definierte Folge gegen die (d.h. eindeutige) positive Losung der Gleichung z* = a konvergiert.
Diese bezeichnen wir mit /a und nennen sie die (positive) k-te Wurzel von a.

(b) Zeigen Sie, dass die k-te Wurzel streng monoton wachsend ist.

(c) Sei k > 2 eine beliebige natiirliche Zahl und a,, eine konvergente Folge nicht-negativer reeller
Zahlen mit Grenzwert a > 0. Zeigen Sie, dass dann die durch b, := ¥/a, gegebene Folge gegen
den Grenzwert b := {/a konvergiert.

8Denn S + € < a, kann nicht fiir alle unteren Schranken S der Folge und alle n € N gelten, dann wire nimlich mit
S auch immer schon S + € eine Schranke, also kénnte man jede Schranke immer noch um ¢ vergréfiern und so z.B. den
Anfangswert der Folge iiberschreiten, im Widerspruch zur Definition einer unteren Schranke.
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Loésung zu Zusatzaufgabe 4.2:

(a) Wir wollen Satz 5.7 (Folgerung aus dem Satz von Bolzano-Weierstra) anwenden und gehen
dazu in mehreren Schritten vor:

e Es gilt Vn € Ny : 2, > 0, denn aus zg > 0 folgt der Induktionsanfang (A(0)) und falls
x, > 0 fiir ein n € Ny gelte (A(n)), dann ergibt sich sofort auch

1
Tpy1 = E((/{:—l) T, +xfb_1) > 0. (A(n+1))
>1 >0 N——
>0

e Esgilt Vn € N : 2% > a, denn fiir beliebiges n + 1 > 1 folgt aus Punkt 1 sofort

ro (k-1 a k_ a—aF k_ k(1 a—zF kB;J- k a—ak\
Tpiq = Txn—i_l{?l‘fl_l = l‘n—i-m =x, + ok > x, | 1+ o = a

n n

wobei wir die Bernoulli-Ungleichung (1 + 4)* > 1 + ky benutzt haben

(was wegen “];;,? =1 (% — 1) > —1 auch erlaubt ist).

e Die Folge x,, ist monoton fallend, denn

1 a 1 a 1 a

wegen ¥ > a (wie in Punkt 2 gezeigt) und x,, > 0 (wie in Punkt 1 gezeigt).

Also ist die Folge x, nach unten beschriankt (durch 0) und monoton fallend, also konvergent
nach Satz 5.7 (Folgerung aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl). Aus den Rechenregeln fiir
konvergente Folgen ergibt sich, dass der Grenzwert  dann

' 1 a 1 a
r = nll_>r£10$n+l = lim E ((k_l)wn"‘W) - E<(k_1>x+xk71>

n—o0

erfiillt und daher auch kz = (k — 1)z + —&, d.h. 2¥ = a. AuBerdem ist die positive Losung
dieser Gleichung eindeutig, denn aus

(vgl. Aufgabe 2.4 (e)) folgt wegen der Positivitdt der Klammer sofort z = y.

(b) Wegen f: A C R — R streng monoton wachsend <= (‘v’x,y ceA:(y>v= f(y) > f(x))),
ergibt sich aus y > x > 0 wiederum mit Aufgabe 2.4 (e) fiir die k-te Wurzel

Vy— Ve = k—1 = >0
> (TP ()t

=0

da der Nenner aus nichtnegativen Summanden besteht und mit (/2)°(¢/7)F 170 = (yy)F!
mindestens ein Term echt positiv ist. Aus y > x folgt demnach {/y > {/x, was die strenge
Monotonie der Wurzel bedeutet.

(c) Es folgt a, —a = b —b" = (b, —b) (bE7100 +0E7201 + - + BLOF2 4+ 000 71) wieder mit
Aufgabe 3.4 (e). Die zweite Klammer ist in jedem Fall nicht negativ.

e Ist a = 0 (also auch b = 0), erhalten wir |a,| = |b,|*. Sei nun & > 0 beliebig, dann gibt es
zu e ein N mit |a,| < &F fiir n > N, also auch |b,| < ¢ fiir n > N (Monotonie der Wurzel).
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e Ist a > 0, also auch b > 0, dann gibt es aufgrund der Konvergenz der Folge a,, gegen a ein

so dass a, > 55 > 0 und somit b, > g > 0 fir alle n > M. Also kann man ohne

Bedenken durch die zweite Klammer dividieren und anschliefend auf beiden Seiten den
Betrag nehmen. Damit ergibt sich

la, — al la,, — al

by —b| =
| | (BE100 + bE=2b + - + b, bh-2 4 b-1) = ph-]

Sei nun e > 0 beliebig, dann gibt es zu diesem & > 0 ein N mit |a, —a| < V¥~ le fiirn > N,
und mit diesem N gilt dann auch |b,, — b| < € fiir n > max{M, N}.

Dies beweist in beiden Féllen die Konvergenz von b,, gegen b.

1 1
Zusatzaufgabe 4.3: (a) Untersuchen Sie die Existenz von  lim n (\/ I+ —+4/1+—5— 2) :
n—00 n n

(b) Untersuchen Sie die nachstehenden Folgen auf Konvergenz. Bestimmen Sie ggf. ihren Grenzwert

(i) a, :=2vn <\/n—|— — \/ﬁ> (i) b, := \/(c+n)(d+n) —n fir c,d> 0.

Losung zu Zusatzaufgabe 4.3:

(a) Nach Grenzwertgesetzen und mittels dritter Binomischer Formel gilt

: 1 1 . [ 1 . / 1
hmn<\/1+—+\/1—|——2—2> = hmn< 1+——1> + hmn( 1—1——2—1)
n—oo n n n—oo n n—oo n

2
(,/1+%) —1?

= limn + limn
li n + i w? ! + 0 =
= 1m ——7 1m = = -,
1 1
wobei sich lim /14— = V140 = 1lsowie lim 4/1+ — = Vv1+0 = 1 aufgrund der
n—00 n n—o0 n

Stetigkeit von /- ergeben (d.h., wir verwenden die in 4.2 (¢) bewiesene Eigenschaft von /).

(b) (i) Mittels ZA 4.2 (c) und Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir

o (VT m) - 2vnllntl) —n) 2 noeo 2
an—2\/_< + \/_> NCES IR 1+%+1 — T4 1 1

(ii) Mit den Rechenregeln fiir konvergente Folgen und ZA 4.2 (c) ergibt sich

p = Letmdin) —n® (ct+d)+< _— (c+d)+0 _ctd

Vietn@rmtn  fiepnE )+ VO+rDO+D+1 2

Zusatzaufgabe 4.4: (a) Zeigen Sie, dass eine konvergente Folge genau einen Haufungspunkt besitzt.

(b) Zeigen Sie: (ay,)nen konvergent <= (aog )ken, (@2k+1)ken und (asg)ren konvergent.

Konnen wir eine der Teilfolgen weglassen?
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Losung zu Zusatzaufgabe 4.4:

(a)

Zunéchst halten wir fest, dass eine konvergente Folge sich selbst als konvergente Teilfolge besitzt
(da die Identitdt monoton und injektiv ist) und somit mindestens einen Haufungspunkt besitzt.
Ist (@, )nen konvergent mit Grenzwert a € R, dann konvergiert auch jede Teilfolge (a,, )ren gegen
a, denn:
Aufgrund der Konvergenz von (a,,) existiert zu jedem £ > 0 ein N, € N, so dass fiir alle
n > N, die Ungleichung |a,, —a| < ¢ erfiillt ist. Insbesondere gilt dies auch fiir alle nj, > ..
Da auBerdem fiir die Indizes n; einer beliebigen Teilfolge a,, die Ungleichung n; > k fiir
alle k € N gilt, folgt dann mit K, := N, dass fiir alle ¥ > K, die Ungleichung |a,, —a| < ¢
erfiillt ist. Damit ist gezeigt, dass Ve > 0 3K, € N Vk € N: (k > K. = |ay, —a| < 5)
und somit ]}erolo ap, = a gilt.

Also konvergieren alle Teilfolgen von (a,)nen gegen den Grenzwert a, womit es (aufgrund der
Eindeutigkeit des Grenzwertes) keinen anderen Hiufungspunkt als a geben kann.

=1 Sel (an)nen konvergent gegen a. Dann konvergiert (aus der Definition ersichtlich) auch
jede Teilfolge gegen a, also auch (ask)ren, (@ox+1)keny und (asg)ken-

,<=": Seien (agk)ken, (A2k+1)keny und (agg)ren konvergent. Dann existieren a,b, ¢ € R mit

k—o0 k—o0 k—o0
Qo = a, amy —3 b, am —Fc.
Da (agr)ren eine Teilfolge von (agg)ren ist, muss nach Aufgabe 6.1 (b) somit auch ag =% a

gelten. Ebenso ist (agr)ren eine Teilfolge von (agk)ren, so dass analog agy hoe gelten muss.
Aufgrund der Eindeutigkeit des Grenzwertes einer konvergenten Folge muss demnach a = ¢ sein.
Da (agg+3)ken eine gemeinsame Teilfolge von (aggi1)keny und (asg)ren ist, folgt hier auch analog
b = c. Somit ist insgesamt a = b = ¢ und wir haben

Ve>03 N(e)VEeN: (k> Ni(e) = |ag —al <e)
Ve>03Nao(e) Ve eN: (K> Nay(e) = |agks1 — a] = |agkt1 — b| <€)

Sei nun € > 0 beliebig. Dann folgt mit N(e) := max{2N;(¢),2Nz(¢) + 1} fir alle n € N mit
n > N(g) und
e n gerade, d.h. n = 2k, dass |a, — a| = |agx — a] < e (wegen n > 2N;(e) = k> Ny(e)),
o n=2k+1,dass |a, —a|] = |ags1 —al] <€ (wegen n > 2Ns(e) +1 = k > Ny(e)).

Demnach ist (a,)nen konvergent mit lim a, = a.
n—oo

Keine der Teilfolgen auf der rechten Seite kann weggelassen werden, denn:
1 = 2mod 6
(i) Ein Gegenbeispiel, falls (ag) weggelassen wird, ist (ay,)neny mit a, = { ’ " o
0, sonst
(ii) Ein Gegenbeispiel, falls (agx) fehlt, ist (a,)neny mit a,, = (—1)".

1, n = 1mod 6

(iii) Ein Gegenbeispiel, falls (agg+1) fehlt, ist (a,)neny mit a, = {
0, sonst

S 1
Zusatzaufgabe 4.5: (a) Zeigen Sie Satz 7.4 (Leibnizkriterium). (b) Konvergiert Z(—l)" n 1?
n
n=1
(c) Zeigen Sie, dass die folgenden Reihen bestimmt divergieren:
oo o 1
(i) Z d fir ein d # 0 (arithmetische Reihe) (i) Z — (harmonische Reihe)
n=0 n=1 n
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Hinweise:

o0

Nach Satz 7.2 ist a,, "—5° 0 eine notwendige Bedingung fiir die Konvergenz einer Reihe Z ay. Diese

n=1

1
Bedingung ist aber — wie obige harmonische Reihe zeigt — nicht hinreichend, da — obwohl lim — =0

n—oo 1

erfiillt ist — die harmonische Reihe dennoch nicht konvergiert.

Losung zu Zusatzaufgabe 4.5:

(a)

(c)

k
Sei a,, zunéchst eine monoton fallende Folge. Dann gilt fiir die Partialsummen Sy, := > (—1)"a,
n=1

jeweils Sopio — Sop = Gopyo — agrp1r < 0. Wegen Sy > Sy > S > ... > S > Sopqo > ... st
dann die Teilfolge (Sa)en €ine monoton fallende Folge.

Wegen SQk_H - SQk_l = Q2 — A2k+1 Z 0 fOlgt analog Sl S 53 S 55 S .. S SQk_l S S2k+1 S “ ey
also das monotone Wachsen der Teilfolge (Sgk_l)neN. Weiterhin ist Sgp, — Sop—1 = a9 > 0

(wiederum aus der Monotonie der Folge (ay),,cy) und somit

Vk € N: Sy, > Sop_q .

Damit ist die Teilfolge (Si),cy monoton fallend und nach unten beschrinkt (beispielsweise
durch S1), so dass nach Satz 5.7 (Folgerung aus dem Satz von Bolzano-Weierstraf}) ein Grenzwert
S € R von (SQk)keN existiert. Ebenso ist die Teilfolge (Sox_1) weny monoton wachsend und nach
oben beschrinkt (beispielsweise durch S), so dass ebenso nach Satz 5.7 ein Grenzwert S € R von
(Sor—1) ey existiert. Die Ubereinstimmung der beiden Grenzwerte folgt nun aus dem Argument

S — S = lim Sgk — lim Sgk,1 = lim (SQk — 52k71> = lim a2 — 0.
k—o0 k—o0 k—soo k—00

Sei nun ¢ > 0 beliebig. Dann gibt es aufgrund der Konvergenz der Teilfolgen (Soy)reny und
(Sak—1)ken natiirliche Zahlen Ny(g), Ny(e), so dass

VkeN (k> Ni(e) = [Sor — S| <e) und VEeN (k> Ny(e) = |Sop_1— S| <e) .

Setzen wir nun N (¢) := max(2N;(¢€),2Ny(e)—1), dann gilt Vk € N (kK > N(e) = |S, — S| < ¢).
Im Fall einer monoton wachsenden Nullfolge a,, ist offenbar b, = —a,, monoton fallend, so dass
die Behauptung nun zusammen mit Satz 4.7 folgt.

1 1

. I 1 .
Es ist a, := -5 wegen n +1 < n+2 = =5 < =7 monoton fallend und eine Nullfolge,

da nach dem Archimedischen Axiom Ve > 0: dN € N: % < N < N + 1 und mit diesem also
n>N— ’n%l — 0} < ﬁ < ¢ folgt. Nach dem Leibnizkriterium konvergiert somit die Folge
der Partialsummen (Sy), oy mit

k
(i) Offenbar gilt Sy =Y d = (k+1)d "=

n=0

+o0o im Fall d > 0,
—oo im Fall d > 0.

(ii) Die Teilfolge (Sqx) ldsst sich wegen Vk € No: Sor > (k + 1)1 und (k + 1)3 Y 1o
gliedweise durch eine bestimmt gegen +4oo divergente Folge nach unten abschétzen, so
dass sie aufgrund der Transitivitdt von < selbst bestimmt gegen +oc divergiert. Da die
gesamte Folge (Sg) wegen Sg1— Sk = k—}rl > ( streng monoton wachsend ist, impliziert die

bestimmte Divergenz der Teilfolge (Syx),cy, analog die bestimmte Divergenz von (Sk)ken-
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 5

Konvergenzkriterien fiir Reihen — Teil II (vgl. Forster, §7)

e Definition [absolute Konvergenz]: Z a, absolut konvergent :<—=- Z |a,| konvergent.

00 n=1 00 n=1
e Satz 7.5: Z a, absolut konvergent —- Z a,, konvergent
n=1 n=1

e Satz 7.6 [Majorantenkriterium (hinreichendes Konvergenzkriterium fiir Reihen)]:

(Z ¢, konvergent A Vn € N: |a,| < cn) — Zan absolut konvergent (5.1)

n=1 n=1

e Corollar [Minorantenkriterium (hinreichendes Divergenzkriterium (!) fiir Reihen)]:
k k
(chlﬁ—of%—oo/\VnEN:Ogcngan) — Sk::Zaan—of—l—oo (5.2)
n=1 n=1

e Satz 7.7 [Quotientenkriterium (hinreichend, Folgerung aus Satz 7.6 und Satz 4.6)]:

30 €1]0,1[ Inp e NVn € N : (n >ng = a, #0A n1 < 6’) == Zan absolut konvergent
an
n=1

e Corollar [Wurzelkriterium (hinreichend, Folgerung aus Satz 7.6 und Satz 4.6)]:

30 €]0,1] Ing € NVn € N: (n >ny = Vlan| < 9) = Zan absolut konvergent (5.3)

n=1

e Satz 7.8 [Umordnung von absolut konvergenten Reihen]:

Zan absolut konvergent =— V7: N — N bijektiv : ZaT(”) = Z Qn

n=1 n=1 n=1
Bemerkungen:
o
o Nach Satz 7.2 ist a, "= 0 fiir die Konvergenz einer Reihe Z a, notwendig, aber nicht
n=1

hinreichend (vgl. harmonische Reihe — Zusatzaufgabe 4.5 (c.ii)).

o Nach Satz 7.5 ist die absolute Konvergenz fiir die Konvergenz einer Reihe Zan hinrei-

n=1

chend, aber nicht notwendig (vgl. die alternierende Reihe aus Zusatzaufgabe 4.5 (b)).

o Ohne die Voraussetzung der absoluten Konvergenz ist Satz 7.8 im Allgemeinen falsch !
Das ,,unendliche Kommutativgesetz* gilt jedoch fiir absolut konvergente Reihen.

o Fiir konvergente Reihen gilt das ,,unendliche Assoziativgesetz*“. Genauer:
[e.e]

Ist Zan konvergent und k — ny eine streng monotone Abbildung N — N mit n; = 1,

Zan = Z( Z aj> . (5.4)

k=1 Jj=ng

n=1
dann gilt
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Exponentialreihe (vgl. Otto Forster, §8)
ok
e Satz 8.1 [Konvergenz der Exponentialreihe]: Vz € R: Z % ist absolut konvergentH
k=0

e Definition:

o Da der Grenzwert der Exponentialreihe fiir jedes x € R existiert, kénnen wir durch

<k
exp(x) = Z % eine Funktion exp: R — R (die Exponentialfunktion) definieren.

k=0 0o

1
o Insbesondere heifit e :=exp(l) = Z 7 die Eulersche Zahl.

k=0
e Satz 8.2 [Restgliedabschitzung der Exponentialreihe]{]

Nk

exp(z) — Z %

k=0

N +2

—

VN eNVzeR < < g 1

Zusatzaufgabe 5.1: Zeigen Sie unter Verwendung des Sandwich-Lemma und Aufgabe 4.1 (b)+Bonus:
(a) /BnF1Im+420 =% 42 (b)) VnP-n2+1 =3 1 (¢)27¥Vnt —n2+2 =% 27

Losung zu Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Fiir alle n € N gilt 42 = 420 < Br 4 1In+420 < {/3-42" = {/3-42. Da nun
lim 42 = 42 und nach Aufgabe 4.1 Bonus ebenso lim /3-42 = 1-42 = 42 gilt, folgt nach
n—oo n—oo
dem Sandwich-Lemma auch lim /5" + 117 + 427 = 42.

n—oo

(b) Die Folge konvergiert nach dem Sandwich-Lemma gegen 1 wegen
1 < Vnd—n?+1=n?n—-1)+1 < Vyn?+4+n? = (C/ﬁ)g\"/ﬁ 11 = 1.

4

<2

c) Da fiir alle n > 2 die Abschitzungen n* — n? +2 = n?(n? — 1) +2{ " und folglich
> 2
>n

27 (3/n)” < 27/nF —n? + 2 < 27 (¢/n)’ (3/2) gelten, liefern die nach Aufgabe 4.1 (b) und Bonus
giiltigen Beziehungen /n — 1 und /2 — 1 zusammen mit den Rechenregeln fiir konvergente

Folgen und dem Sandwichlemma die Konvergenz der Folge 27+v/n* — n? + 2, insbesondere gilt
fiir den Grenzwert wie behauptet

2 4
27.1:27(11111 \/ﬁ> <27 lim \”/n4—n2+2§27(hm \/ﬁ> (hm \/§> —97.1%.1.

n—oo n—0o0 n—oo n—oo

Zusatzaufgabe 5.2:

firn € N

(a) Zeigen Sie, dass die rekursiv durch die Vorschrift a; := 0 und a,4; =1 — T
an

definierte Folge (a,) konvergiert.
(b) Zeigen Sie die Konvergenz der Folgen, welche fiir alle n € N rekursiv definiert sind durch

(i) apy1 = @, —a> zu beliebigem Startwert 0 <a; <1,

y by +1 -
(i) bpe1 = "2b zu beliebigem Startwert 1 < by .
n
9Fiir z = 0 folgt dies aus der Tatsache, dass Vn € N : 0" = 0 gilt. Fiir z # 0 ist das Quotientenkriterium anwendbar.
10Djes folgt aus dem Majorantenkriterium mit der geometrischen Reihe fiir ¢ = ]\lfil2 < %
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Losung zu Zusatzaufgabe 5.2:

(a) Nach Satz 5.7 (Konsequenz aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl) geniigt es zu zeigen, dass
(a,,) monoton und beschriankt ist, denn daraus folgt die Konvergenz von (a,):

e Per Induktion ergibt sich Vn € N : a,.1 > a, > O:
Induktionsanfang: Es ist a; = 1 — 24%0 = % > 0 = a; > 0 eine wahre Aussage.
Induktionsvoraussetzung: Fiir ein n € N gelte a,,.1 > a, > 0.
Induktionsbehauptung: Dann gilt auch a, s > a,+; > 0.

Beweis: Es gelten die folgenden Implikationen

1 1

>
2+ap, 2+ apq
1 1 1 1

—— > - - l-——>1-
24 apiq 2+ ay, 24 apyq 2+ay,

pi1 > 0 >0 — 24 ap1>2+a,>0 —

—

also a9 > a,y1. Wiederum mit a, 1 > a, > 0 folgt nun insgesamt a,, .o > a,+1 > 0.

e Da a, > 0 fiir alle n € N gilt (wie eben bewiesen), ergibt sich sogleich 1 — ﬁ < 1 fiir
alle n € N. Also ist die Folge (sowohl nach unten durch 0 als auch) nach oben durch 1
beschrankt.

Somit haben wir gezeigt, dass (a,) monoton wachsend und nach oben beschrénkt ist, also nach
Satz 7, §5 Forster I, konvergiert.

(b) Nach Satz 5.7 folgt die Konvergenz jeweils aus der Beschrinktheit und Monotonie der Folge:

(i) e Esgilt Vn e N: 0 <a, <1, da dies nach Voraussetzung fiir a, erfiillt ist (Induktions-
anfang), und gilt bereits 0 < a,, < 1 fiir ein n, erhalten wir daraus sowohl a? < a,, und
damit 0 < a1 = a, — ai als auch a, 1 = a, — ai < a, <1 (da Quadrate in angeord-
neten Korpern nichtnegativ sind), also insgesamt 0 < a,4+1 < 1 (Induktionsschluss).

e Desweiteren gilt Vn € N @ a, — an11 = a, — (a, — a2) = a®> > 0 (da Quadrate in
angeordneten Korpern nichtnegativ sind), also ist a,, monoton fallend.

(ii) e EsgiltVn € N:b, > 1, da dies nach Voraussetzung fiir b; erfiillt ist (Induktionsanfang),
und wissen wir bereits b, > 1 fiir ein n, so erhalten wir

B24+1 20, (by—1)?

b=l = == =~ =

also b,11 > 1 (Induktionsschluss).

e Die Folge ist (sogar streng) monoton fallend, denn aus b, > 1 und damit b2 > 1, also
202 > b2 + 1 erhalten wir

b e -
VneN: 2 — 2w _ n < -1
" b b 202 B2+ 1

Bem.: Monoton fallende Folgen sind offenbar durch ihr erstes Glied nach oben beschrénkt.

Zusatzaufgabe 5.3:

(a) Beweisen Sie mittels Cauchyschem Konvergenzkriterium fiir Reihen, dass aus der absoluten
Konvergenz einer Reihe die Konvergenz einer Reihe folgt.

(b) Beweisen Sie das Majorantenkriterium (j5.1).
(c) Beweisen Sie das Wurzelkriterium (5.3)). (d) Beweisen Sie Satz 7.7 (Quotientenkriterium).

(e) Zeigen Sie das unendliche Assoziativgesetz (5.4]) fiir konvergente Reihen.
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Losung zu Zusatzaufgabe 5.3:

()

oo oo
Da eine Reihe »_ a, nach Definition genau dann absolut konvergiert, wenn die Reihe ) |a,|
n=1 n=1

konvergiert, letzteres jedoch nach dem Cauchyschen Konvergenzkriterium &quivalent zur Aus-

sage
<5)

ist, liefert die absolute Konvergenz also zu jedem € > 0 die Existenz eines V., so dass zusammen
mit der wiederholten Anwendung der Dreiecksungleichung fiir alle £ > ¢ > N, dann

k k k
D) < Yol = | X o
n=>~¢ n=>~{ n=>~¢

gilt, also insgesamt auch die Giiltigkeit der Aussage

k
Ve >03dN e NVEk, (€ N: (/cZEEN — ‘Z|an|
n={

< €

k
Ve > 03N e NVk, ¢ € N: <k2£2N — ’Zan
n=~_

<g),
00

welches nach dem Cauchy-Kriterium gleichbedeutend mit der Konvergenz der Reihe Z ay, ist.
n=1
k
Die Folge der Partialsummen S := Z |a,| ist einerseits wegen Ski1 — Sk = |agy1| > 0 mo-

n=0
noton wachsend und andererseits beschrinkt durch den Grenzwert T' der nach Voraussetzung

konvergenten und wegen Tjy1 — T = ¢ri1 > |ags1| > 0 ebenfalls monoton wachsenden Parti-
k

alsummenfolge T} := ch, denn es gilt ¥n € Ny: |a,| < ¢, = Vk € Ny: S, < T < T (vgl.

n=0
Anordnungsaxiome).

Nach Satz 5.7 (Folgerung aus dem Satz von Bolzano-Weierstrafl) folgt nun auch die Konvergenz

der Sk, was nach Definition gleichbedeutend mit der absoluten Konvergenz der Reihe Z ay, ist.

n=0

Angenommen, es gibt ein np € N und ein 0 < 6 < 1, so dass {/|a,| < @ fiir alle n > ny erfiillt
ist. Dann gilt auch |a,| < " und wegen

- mn T, - n 9”0
Ze :907;9 = T

n=ng

konvergiert dann die Reihe ab ng nach dem Majorantenkriterium absolut, d.h., die Reihe iiber
la,,| ab ng konvergiert gegen eine nichtnegative reelle Zahl S. Da Linearkombinationen konver-
genter Folgen gegen die Linearkombination ihrer Grenzwerte konvergieren, folgt die Existenz
einer nichtnegativen reellen Zahl 7" mit

0 no—1 0 no—1
Dlanl = D laal + D laal = D lal + 5 =T
n=1 n=1 n=ng n=1

Also konvergiert auch die Reihe > a, absolut.
n=1
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(d) Die absolute Konvergenz folgt mittels Majorantenkriterium {iber

No—1
> lan| = Z lanl + lang| Z
neN
No—1 o) a a
an, Ap—1
n=Np+2 R ,
<0 <0 <0
No—1
< ) laal - fang (14 | LY )
n=1 n=No+2
<6
No—1 No—1
_ Z lan| + |aN0]<1+9+ZH") Z anl + lax, 7=
N
(e) Bezeichnet (Sx)nen die Folge der Partialsummen Sy := > a,, so entspricht die rechte Seite von
n=1

genau dem Grenzwert der Teilfolge Sy, mit Ng := nxy1 — 1. Konvergiert die linke Seite
von (|5.4) gegen ein S € R, so bedeutet dies die Konvergenz der Folge Sy gegen S. Da aus der
Konvergenz einer Folge a,, — a auf die Konvergenz jeder ihrer Teilfolgen a,, — a geschlossen
werden kann, muss dann auch jede Teilfolge von Sy gegen S konvergieren, also

0o N K ngy1—1 00 Ng+1—1
§%=&E%ﬁ%&%'&ﬁwgﬁiZ%FZ<Zﬁ‘

n=1 n=1 k=1 \ j=ns k=1 \ j=ns

Zusatzaufgabe 5.4: (Teleskop-Summen und -Reihen)

1 1
(a) Driicken Sie T5 + 5.3 + 3.4 + ... mit Hilfe des Summenzeichens aus.
1 — 1
(b) Bestimmen Sie den Grenzwert der Reihe E —+1) (¢) Konvergiert die Reihe E_ = ?

Losung zu Zusatzaufgabe 5.4:

(a) Es handelt sich genau um die in (b) angegebene Reihe.

(b) Geeignete Partialbruchzerlegung liefert mittels Koeffizientenabgleich im Zahler {iber den Ansatz

1 A B A+ B A
_— = — = (A+ Bjn + das Gleichungssystem A+ B = 0 und A = 1, welches
nn+1) n n+l n(n+1)
von A = 1 und B = —1 eindeutig gelost wird. Somit erhalten wir fiir die k-te Partialsumme
(k> 3) =0
k k "k k—1
1 1 1 1 1 1 1 1
S = 2 lar) S it U
“~n(n+1) —~\n n+l 1 “~=n “—=n+l k+1 E+1
%,_/
= n+1 Z L
1
so dass fiir die entsprechende Partialsummenfolge Sy — 1 folgt. Somlt gilt Z — =1
n(n+1)
(c) Die Reihe konvergiert nach dem MAJORANTENKRITERIUM, denn fiir alle n > 2 erhalten wir
5 < ﬁ = L — L wegen n? > n* —n > 0 und als Majorante die konvergente Teleskopreihe
[e's} n n n n—1 n
. 1 . 1 1 . 1 1
S rrom ~ Y - J:H;o( —k_l—Zz) - JH&(Z;—Zz)
k=2 k=2 k=2 k=2 k=1 k=2
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Ausflug: Partialbruchzerlegung im Fall paarweise verschiedener Nullstellen des Nenners
Haben wir eine rationale Funktion der Gestalt ggg mit Polynomen P(z), Q(z), sind diese teilerfremd,
ist der Grad des Zahlerpolynoms P(z) kleiner als der Grad des Nennerpolynoms @Q(x) und besitzt
Q(z) die Gestalt (z — py)(z — p2) - -+ (z — p,) mit paarweise verschiedenen p; € R, dann existieren
Konstanten Aq,..., A, € R mit
i) _ oy A
(@—p)@—p2)-(@—pn) = (@—p)

Fasst man die rechte Seite wieder zu einem Bruch zusammen, so gewinnt man die Konstanten
Aq, ..., A, durch einen Koeffizientenvergleich (d.h., Vergleich der Koeffizienten vor den Potenzen von
x) des dann entstehenden Zahlerpolynoms mit dem urspriinglich gegebenen Z#hlerpolynom P(x).

Zusatzaufgabe 5.5: Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz/absolute Konvergenz:

0> (5 +%) @S (1) WX ©% 7

(=1 k=1 /=1

ookg
) D o

k=1 k=1

Loésung zu Zusatzaufgabe 5.5:

(k+1)° 3 2
1 k> +3k”+3k+1 1
= lim 2’;1 = — lim ( O Ok ) = — < 1 oder wegen

QK41
ag

(a) Wegen lim

k—o0 k—o0 ]{j3

3

k3 1 3 1 1
liin_)sol;p V| = hm ( oF = §(lim W) = 5-13 =3 < 1 konvergiert Z— nach

Quotienten- oder Wurzelkriterium absolut, also nach Satz 7.5 auch im iiblichen Smn.

(1  (=1)F = 1

(b) Die Reihe Z (—2 + %) konvergiert nach Satz 4.7, da Z = nach ZA 5.4 (c¢) konvergiert
k=1

—1)k k

) konvergiert, da a, = z wegen azzl =i <1

monoton fallend und belsplelswelse nach dem Archimedischen Axiom eine Nullfolge ist.

und nach dem Leibnizkriterium Z

1 —1)* k=1 k+ (k-2 1
Wegen k£ > 2 — = + ( k) > 2 = +;k2 ) > o folgt aufgrund des Minorantenkri-
teriums mit der Minorante 5 Z T dass keine absolute Konvergenz vorliegt.

k=2
(¢) Die Reihe konvergiert nach dem Wurzelkriterium (absolut) wegen {/|as| = |1 — v//| 2X0<1

(d) Die Reihe konvergiert nicht (also nach Satz 7.5 auch nicht absolut), denn (vgl. Satz 7.2) es ist

k?+1 I+p 1
wegen hm AL = lim k2 = — # 0 das notwendige Konvergenzkriterium verletzt.

1 1
(e) Wegen V¢ € N: Vi< (0= VYleN: 7 < % divergiert die Reihe nach dem Minorantenkriterium

bestimmt gegen oo, da die harmonische Reihe nach ZA 4.5 (c.ii) bestimmt gegen +oo divergiert.
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 6

Exponentialreihe II, Cauchy-Produkt von Reihen (vgl. Otto Forster, §8)

e Satz 8.3 [Cauchy-Produkt von (absolut konvergenten) Reihen]:

n

iak, ibk absolut konvergent A Vn € Ny: ¢, := Z apbn_ — i Cp = <i ak) (i bk).
k=0

k=0 k=0 k=0 n=0 k=0
Insbesondere konvergiert dann die Reihe iiber ¢,, absolut.

e Satz 8.4 [Funktionalgleichung von exp: R — R]:  Vz,y € R: exp(z + y) = exp(x) exp(y).

Corollar: (a,b) Vz € R: (exp(x) >0 A exp(—z) = ﬁ) (¢c) VneZ : exp(n)=ce".
X

Abzihlbarkeit, Supremum, Infimum, Limes superior, Limes inferior

e Eine nichtleere Menge D ist abzdhlbar, wenn es eine surjektive Abbildung N — D gibt, d.h.
wenn eine Folge (z,)neny mit D = {z,, | n € N} existiert. Die leere Menge nennen wir abzéihlbar.

e Eine nichtleere Menge D heifit iiberabzéhlbar, wenn sie nicht abzéhlbar ist.

e Wir nennen eine nichtleere Menge D abzidhlbar unendlich, falls es eine bijektive Abbildung
N — D gibt (in diesem Fall ist D also gleichméchtig zu N).

e Satz 9.1 [Vereinigungen abzihlbar vieler abzihlbarer Mengen sind abzihlbar|:

Vn € N: M, abzahlbar = | | M, abzihlbar .
Corollar: Z und Q sind abzéhlbar. nel

e Satz 9.2: R ist iiberabzdhlbar. Corollar: R\ Q ist iiberabzéhlbar.
e Sei ) # A C R. Dann heifit K € R Supremum von A (in Zeichen: sup A = K), falls

(i) Vae A : a<K (K ist obere Schranke von A),
(i) VK'eR : (K'<K) = (3a€A : a>K')) (K ist kleinstmoglich).

e Sei ) # A CR. Dann heifit K € R Infimum von A (in Zeichen: inf A = K), falls

(i) Vae A : a> K (K ist untere Schranke von A),
(i) VK'€eR : (K'>K) = (3a€ A : a<K')) (K ist grofitmoglich).

e Satz 9.3: (i) Jede nichtleere, nach oben beschrénkte Menge A C R besitzt ein Supremum.
(ii) Jede nichtleere, nach unten beschrénkte Menge A C R besitzt ein Infimum.

e Existiert fiir ) # A C R keine obere Schranke, so definieren wir sup A := +oo.
Ebenso definieren wir inf A := —oo, falls fiir ) # A C R keine untere Schranke existiert.

e Weiter vereinbaren wir inf () := 400 sowie sup ) := —oo.

e Ist A:={a, | n € N} die der Folge (a,)nen zugrunde liegende Menge, definieren wir weiter

lim (sup{aj:k >n}), falls A nach oben beschréinkt,

n—oo

+0o0 sonst.

limsupa, :=
n—oo

(i) den Limes superior durch {
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lim inf a,, := { n—oe

n—oo

(i) den Limes inferior durch lim (inf{ay : k> n}), falls A nach unten beschréinkt,
—00 sonst.

e Satz 9.4 [Charakterisierung des Limes Superior]: Sei (a,)neny und a € R.

_ (i) v5>03NEeaneN:(nzN€:>an<a+g),
limsupa, = a <
n—00 (i) F(am,)ken VEEN = ay, >a—c.

Zusatzaufgabe 6.1: (a) Ist das Quotientenkriterium auf die Reihe Z 21"~ anwendbar ?

n=1

(b) Ist das Wurzelkriterium auf Z 20" anwendbar ? (c) Konvergiert die Reihe Z o(=D"=n 9

n=1 n=1
Losung zu Zusatzaufgabe 6.1:
(a) Das Quotientenkriterium ist hier nicht anwendbar, denn fiir n = 2k + 1 ergibt sich stets

9(=1)" i —(n+1)

2(=1)r—n

—1)2(k+1) _9(k+1
9(-1) (k+1) ‘21—2(k+1)+1+(2k+1) =2>1,

‘ 91-2(k+1)

2(_1)2k+1_(2k+1) 2—1—(2k+1)

. . (1)t —(n41)
also finden wir kein ¢ und Ny, so dass )QWT_:

< q < 1 fiir alle n > Ny gilt.

(b) Das Wurzelkriterium ist anwendbar, denn wegen max(2'=" 2717") = 21" und folglich

n n n nl 1 1
Yo < Yoim — \/5.1/2_71 - 9. 5 A 41(b) 1.5

existiert beispielsweise ein N(1), so dass fiir alle n > N(2) dann [{/2 — 1] < 1 gilt, also
V2 < (14 1) s =2 =g < 1.

(c) Da das Wurzelkriterium ein hinreichendes Konvergenzkriterium ist, liefert es nach (b) die (sogar
absolute) Konvergenz der betrachteten Reihe.

—1
Zusatzaufgabe 6.2: Untersuchen Sie die folgenden Reihen auf Konvergenz: (a) Z o/
n
=1
= = (—=1)™n 1+2n = 2n—6
ot ! ) ; (n+1)(n+2) g P (€) = 3"(3n +4)

Loésung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a) Da 2= "= 1 und zusammen mit ZA 4.2 (c) dann auch {/ =2 =5

Konvergenzkriterium fiir Reihen verletzt, so dass die Reihe nach Satz 7.2 nicht konvergieren kann.

1 # 0 gilt, ist das notwendige

2

konvergiert nach dem QUOTIENTENKRITERIUM:

(b) Die Reihe Z

Aufgrund an 7£ 0 fur beliebiges n und der Konvergenz

(nt1)!)?

I~

. - 1)1)2(2n)!
fim |42 g |BEEE) gy U EDVROL et D )
n®+2n+1 . 1+ + 1+0+0 1
== 1m = — —
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finden wir ein geniigend kleines € > 0, so dass fiir fast alle n (d.h., fiir alle bis auf endlich

viele Ausnahmen) die Bedingung |*2+

< i + ¢ =: q < 1 erfiillt ist. Beispielsweise existiert

Zu € = % > (0 ein N(i)’ so dass fiir alle n > N(%) dann ||*L —i < % und somit
L <3 = ¢ < 1gilt.
Die Reihe konvergiert nach dem LEIBNIZ-Kriterium, denn a, := m ist eine monotone
Nullfolge wegen

n n+1 9 9

Ay = App1 = > — n“+3n>n"+2n+1 < n>1
i (n+1)(n+2) = (n+2)(n+3)
und
n 1
lim = lim —*——~ = 0.

Die Reihe konvergiert (sogar absolut) nach dem WURZELKRITERIUM, denn fiir alle n € N gilt

1+ 2n|"
2n+1

142" 1

1
- 2n+1 - 2n+1 + 5 S

V |an| =

3
- = < 1.
1 q

Die Reihe konvergiert (sogar absolut) nach dem Quotientenkriterium, denn fir alle n > 4 ist

ap = % # 0 und aufgrund der Konvergenz
. |Onga : 3n+21((g.J(rn14)rI)6+4) . 3"(3n+4)(2n—4)
lim = lim —— —F%— = lim — a
n—ool Ay n—oo 37 (3n+4) n—o0 3 (37’L —+ 7)(2n — 6)
1 6n? —4n—16 1 6-—1-18
:—llm—=—1 m—— = -
finden wir analog zu (b) ein geniigend kleines e > 0 mit § 4+ ¢ =: ¢ < 1, etwa & = §, und mit der
Konvergenz folgt die Existenz eines N (%), so dass
An+1 1 1 1 Ap41 1
¥n > N (1 == = 1 Vn>N(=): <z = 1.
2N () || 3‘ <l ke v (6) 2l < 2 =<

Alternative: Die Reihe konvergiert (sogar absolut) ebenfalls nach dem WURZELKRITERIUM,
denn fiir alle n > 4 gilt

n/ n/2n _
jan] = \/3n+4—3 3n+4—3\/3n—§\/__ = q <1,

wobei wir hier wiederholt die in ZA 4.2 (b) bewiesene strenge Monotonie verwendet haben.

Zusatzaufgabe 6.3: Zeigen Sie oder widerlegen Sie mit einem Gegenbeispiel:

(a)
(b)
(c)

(d)

n—oo

Gilt a,, — a und konvergiert Z b, absolut, dann konvergiert auch Z anb, absolut.

n=1 n=1
oo

Ist (a,) eine konvergente Folge und Z b, konvergent, dann konvergiert Z anby,

n=1 n=1

Gilt Vn € N: a,, # —1 und ist Z a, absolut konvergent, dann ist dies auch Z

n=1

1—|—an

(e} e}
Konvergiert die Reihe Z a, absolut, dann ist die Reihe Z a2 konvergent.

n=1 n=1
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o0

(e) Ist (an) eine Nullfolge nichtnegativer Zahlen, dann konvergiert die Reihe Z(—l)”an.

n=1

(f) Konvergiert die Reihe Z a, und gilt Vn € N: a,, > 0, so konvergiert die Reihe Z \/@'
n

n=1 n=1

) Ist Z a, konvergent mit Vn € N: a,, > 0, dann konvergiert auch die Reihe Z N

n=1 n=1
Losung zu Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Diese Aussage ist wahr, denn: Sei (a,,)nen eine konvergente Folge mit Grenzwert a € R.

e Nach Satz 4.1 ist (an)neny demnach beschriankt, d.h., 3K € R Vn € N : |a,| < K, also gilt
auch Vn € N : |a,b,| < K|b,| mit diesem K > 0. Nach Voraussetzung ist die Reihe iiber b,
absolut konvergent, d.h., die Reihe iiber |b,| konvergiert und wegen Satz 4.7 ebenso

n=1 n=1

Das Majorantenkriterium mit ¢, := K|b,| liefert nun die absolute Konvergenz von Z b,

n=1
(b) Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch, denn:

e Gegenbeispiel: Wéhlen wir a, = b, = (—1)"¢, mit der nach ZA 4.2 (b) und ZA 4.2 (c)

monotonen Nullfolge ¢, := \/g, so konvergiert einerseits (a,) und nach dem Leibnizkri-

terium auch die Reihe tiber b, jedoch divergiert die (harmonische) Reihe iiber a,b, = %

bekanntlich.

(c) Aus der absoluten Konvergenz der Reihe iiber a,, folgt nach Satz 7.5 die Konvergenz derselben,
und nach Satz 7.2 insbesondere, dass (a,)nen eine Nullfolge ist. Somit existiert beispielsweise

zu € := % ein N (1), so dass fiir alle n > N (4) die Ungleichung |a,| < 3 erfiillt ist und somit

< 1+ a, sowie +—1a < 2 und demnach auch

auch - < 2|ay| gelten Da Vielfache von
konvergenten Reihen nach Satz 4.7 wieder konvergent smd liefert nun das Majorantenkriterium

[Forster I, Satz 7.6] die absolute Konvergenz des Reihenrestes, also die Konvergenz von

2

wn ()

l |an|

an

1+an

N($)-1

Ebenso ist die Summe )

n=1

an

1+an

wegen Vn € N: a,, # —1 wohldefiniert und endlich, womit

oo
sich insgesamt die absolute Konvergenz der Reihe

n—l

an

— ergibt.

(d) Die Aussage ist richtig, denn konvergiert die Reihe Y a, absolut, so konvergiert die Reihe

n=1

> |an|. Insbesondere muss als notwendiges Kriterium die Folge |a,| eine Nullfolge sein, also

n=1
existiert zu € := 1 ein Index N(1), so dass fur alle n > N(1) die Folgenglieder |a,| < 1 erfiillen.
Insbesondere folgt dann Vn > N(1) : a> = |a,|* < 1-|a,| mit den Anordnungsaxiomen und

aus der Nichtnegativitdt von Quadraten somit

0o N(1)-1 0 1SS 0o
Sa? = a? + > a2 < C+ D a £ C + dla, < +©
n=1 n=1 n=N(1) n=N(1) n=1

=:C<+oo da

endlich viele Summanden

und schlieBlich mit dem Majorantenkriterium die Konvergenz der Reihe > a?.
n=1
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(e) Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch, denn beispielsweise ist die durch as,_1 := 0 und as, := %
definierte Folge (a,) offenbar eine Nullfolge nichtnegativer Zahlen. Jedoch divergiert die Reihe

> (-1yan = i< = 3%

n=1 n=1 n

(f) Wegen +ab < ¢ +b und folglich ¥n € N:

1 [e.e]
S %(an ; 1st 3 Z ( + —) eine konver-
00 an
gente Majorante zu Z ~— (vgl. auch Satz 4.7).
n

(g) Wegen 0 < a,, apy1 < max(an, api1) < @p + dppq und somit auch ay, - a1 < (@, + anq1)? sowie
[o.¢]

aufgrund der Monotonie der Wurzel ist Z (apn, + ans1) eine konvergente Majorante (Einzelreihen

n=1

sind sogar absolut konvergent), so dass auch die Konvergenz von Z Vapan, folgt.

n=1

Zusatzaufgabe 6.4: (Absolute Konvergenz und Cauchy-Produkt von Reihen)

o
(a) Zeigen Sie: Eine Reihe Z a, ist genau dann absolut konvergent, wenn nichtnegative konvergente
- OOn:l
Reihen Z b, und Z ¢, existieren, so dass Vn € N: a,, = b, — ¢,.

n=1 n=1
oo

1
b) Zeigen Sie, dass die Reihe -1

Cauchy-Produkt der Reihe mit sich selbst divergiert.

konvergiert (jedoch nicht absolut), wohingegen das

(c) Gegeben seien die Reihen Z — und Z —. Berechnen Sie ihr Cauchy—Produkt

(d) Berechnen Sie das Cauchy- Produkt der belden Reihen Z und Z -
n!

n= 0

Losung zu Zusatzaufgabe 6.4:

(a) ,=“: Sei Zan absolut konvergent. Dann folgt nach Majorantenkriterium auch die absolute
n=1
Konvergenz der beiden durch b, := max{a,,0} und ¢, := max{—a,,0} gegebenen nichtnegati-

ven Reihen Z b,, und Z ¢n. Andererseits gilt auch b, —¢, = max{a,,0}+min{a,, -0} =

n=1 n=1

,<="“: Seien Z b, und Z ¢, nichtnegative konvergente Reihen mit a,, = b, — ¢,,. Dann konver-
n=1 n=1
giert einerseits die Reihe iiber d,, = b,, + ¢,, welche andererseits wegen der aus der Dreiecksun-

gleichung resultierende Beziehung |a,| < b, + ¢, eine konvergente Majorante fiir die Reihe {iber

ay, liefert. Also folgt nach dem Majorantenkriterium auch die absolute Konvergenz von Z (-

n=1

(b) Nach dem Leibnizkriterium konvergiert die Reihe, da

eine monoton fallende Nullfolge ist.
1 S 1
vn+1l n+1

1
vn+1
Jedoch ist die Konvergenz nicht absolut, denn wegen v/n + 1 < n+1 und somit

1

ist die harmonische Reihe eine divergente Minorante fiir Z =
n
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n

Das Cauchy-Produkt ist die Reihe > ¢, mit ¢, = (—1)" 3> ——L—
as Cauchy-Produkt ist die elengoc mit ¢, = ( )kgo Ry

i(n+2)2 = (g+1)2 = <g+1) (n—g—i—l) > (k+Dn—k+1) = k(n—k)+n+1

fir alle n € N gilt (denn wegen f(z) = z(n —z) +n+1, f'(zr) =n — 2z, f”( ) = —2 besitzt

f bei x = § sein globales Maximum), ist jeder Summand gréBer als \/ G (n =) = n%? Fiir
alle n gilt demnach |c,| = > \/(k+1)1( Y > 2(::21) — 2. Somit ist ¢, keine Nullfolge, also das
k=0 e

notwendige Konvergenzkriterium verletzt. Daher konvergiert das Cauchy-Produkt nicht.

= a" 0" Satz 83 xm [n— @ b =1 (= i) = (at+b)"

o (0] (0] = S () - o (3 (] - 3
n=0 n=0 n=0 \j=0 n=0 7=0 n=0
Bem.: Wir haben somit die Funktionalgleichung exp(a) exp(b) = exp(a + b) verifiziert.

(d) Nach (c) folgt <Z %) <Z %) —ab <Z };) (Z %) © abz (1 le)n _ abz %

n=0 n=0 n=0

Zusatzaufgabe 6.5: Bestimmen Sie mittels geometrischer bzw. Exponentialreihe die Grenzwerte

N ok 745" . (—1)k2%k > -
D3 0 YT @ Ny @ Y ety @ X

k=0 n=1 n=0

Lésung zu Zusatzaufgabe 6.5:

00 k
EsgﬂtZS_% 29 ’“:(Z(%) )— :%—1:%.

k=0

k=0 ' k=0 " k=0
(c) Mittels der Exponentialreihe erhalten wir
(=R SN (-8)F 1= (=8)F) 1 1 11
= - _— _ A - - _ = -8 = (1= —8 ]
k+1 i+ 1) sl ) s p(-8)+g = gll-¢7)

k=0 k=0 k=0

2 2
(d) Es gilt Z(n_l)‘ zzzFZQ-eXp(z)zz-exp(Hl) — 27
n=1 ’ 0o

@S EEE (5 () a3 (3)) -5 (= ) - 5

Zusatzaufgabe 6.6:

a) Zeigen Sie: Die Menge aller Teilmengen von N ist iiberabzihlbar.

(a)

(b) Ist die Menge der Funktionen f: N — N abzdhlbar ?

(c) Sei k > 2 eine natiirliche Zahl. Ist die Menge kN := {n € N | k teilt n} abzahlbar unendlich?
)

(d) Ist das kartesische Produkt A x B abzéhlbarer Mengen A, B selbst wieder abzihlbar?

(e) Ist die Menge E := |J Ejy mit £y, = {(cl,cg,...,ck) |Vj=1,...,k:¢j € N} abzahlbar ?

keN
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(f) Ist die Menge aller endlichen Teilmengen einer abzéahlbar unendlichen Menge abzihlbar ?

Loésung zu Zusatzaufgabe 6.6:

(a) Nach Definition ist eine Menge abzihlbar, wenn sie endlich oder abzéhlbar unendlich ist. Da N
abzahlbar unendlich ist, es also abzdhlbar unendlich viele einelementige Teilmengen von N gibt,
die alle selbst Elemente von P(N) sind, kann P(N) nicht endlich sein. Weiterhin kann P(N)
auch nicht abzéhlbar unendlich sein, denn gébe es eine bijektive Abbildung f : N — P(N), dann
bilde man zu f die Teilmenge A := {n € Njn ¢ f(n)} von N. Wire nun f(m) = A fiir ein
m € N, dann wiirde m € f(m) dquivalent zu m € A und damit dquivalent zu m ¢ f(m) sein,
Widerspruch. Somit kann P(N) nicht abzéhlbar sein und ist demzufolge iiberabzihlbar.

1 neM

(b) Da nun die Menge der ,,quasi“- charakteristischen Funktionen
n) =
fus(n) {9 n ¢ M

fiir beliebige Teilmengen M C N als zur Potenzmenge von N gleichméchtige Teilmenge von
F :={f: N — N} nach (a) schon iiberabzihlbar sein muss, gilt dies auch fiir F.

(c¢) Ja, denn die Abbildung N — kN, n +— kn, ist sowohl surjektiv (denn ist a € kN, dann ist a
durch k teilbar, so dass ein b € N mit a = bk existiert) als auch injektiv (denn: fiir a,b € kN mit
a = b existieren ¢,d € N mit a = ke, b = kd, woraus 0 = a — b = k(c — d), also ¢ = d folgt).

(d) Ja, seien a,b : N — A B Abzdhlungen von A, B, dann ist eine Abz&hlung von A x B die
Diagonalfolge (al, b1)|(a1, bg), ((12, bl)|(a3, bl), (CLQ, bg), (al, b3)|(a1, b4), e

(e) Da die Menge Ej genau das k-fache kartesische Produkt von N mit sich selbst ist, welches sich
nach Induktion iiber £ analog zu (d) als abzéhlbar herausstellt, ist die Menge E nach Satz 9.1
als Vereinigung abzdhlbar (unendlich) vieler abzahlbarer Mengen selbst wieder abzihlbar.

(f) Offenbar ist M,, = {A C N | Vz € A: 2 < n} fir jedes n € N endlich, also insbesondere
abzdhlbar. Nach Satz 9.1 folgt nun auch die Abzdhlbarkeit von M = J M,,.

neN

Zusatzaufgabe 6.7:
(a) Bestimmen Sie Infimum und Supremum von | — oo, a], | — 00, b], |a, b|, |b, +o0] fiir a < b.

(b) Geben Sie fiir die folgenden Mengen My, jeweils das Supremum sup M, und das Infimum inf My,
das Maximum max M, und das Minimum min M, an, falls diese existieren:
M;:=N,  My:={(-1)" : neN}, Mg:={1+1: neN}
M, = 7Z, M; = {(—2)" : n €N}, Mg:={n+1 : neN},
My :=7Z\ N, Mg::{l—i—% : xE[l,Z[}, My :={ze€Q : |z| <|z—2[}.

—1)m —1)"
(c¢) Bestimmen Sie Infimum und Supremum von A := { (=1 + (=1 tm,n € N}.
m n

(d) Bestimmen Sie im Falle der Existenz Supremum, Infimum, Maximum und Minimum von

n—m
n+ 3m

(i) Mi:={zeR|z(@—-1)(z+2) >0} (i) Mg::{ |n,mEN}

3n? + 2
(e) Bestimmen Sie den Limes superior und wenn moglich den Grenzwert von (L> .
2n(n+1) /o

Losung zu Zusatzaufgabe 6.7:

(a) Es gelten inf] — c0,a] = inf] — 00,b[= —oo und infla,b[= sup] — 00,a] = a  sowie
inf]b, +o0o[= sup| — oo, b[= supla,b[=b und  sup|b, +oo[= +oc0.
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(b) Wir erhalten [ M | My [Mp | Mz [ My | My | Mg | My | Mg | My |
supMj || +o0 | 1 2 | +oo | 400 | 400 | O 2 1
inf M, 1 |-1[ 1 |-oo][-00] 2 |-o0] 3 |-
max M, — 1 2 — — — 0 2 —
minM, | 1 | —=1] — | — | - | 2 | — | - | -

o , -1 -1 11
(c) Esistinf A=min A = -2 = T—i-T und sup A =max A =1= 5—1-5
(d) (i) Wegen M; = ] —2,0] U |1,00[ existieren weder Maximum noch Minimum. Weiter gilt

inf M; = —2 und sup M; = +o0.
n—m n—1 n—1
< <

n+3m — n+3m ~ n+3
n—1 n-+3

(ii) Wegen VYn,m: — 1 gilt sup My = 1, jedoch existiert kein

Maxi < =
aximum wegen T3 i3
— — -1 —1 oo 1
Analog folgt wegen Vn,m: — nomo_ meh < m < m "% Z auch
) n+3m n+3m n—+3m 14+ 3m 3
inf My = -3 und die Nicht-Existenz eines Minimums.

(e) Da der Grenzwert 3 ist, stimmt er mit dem Limes Superior iiberein. Dies folgt sofort nach Satz

9.4, denn die rechte Seite ist erfiillt, da einerseits (i) direkt aus der Definition des Grenzwer-
tes folgt und andererseits (ii) fiir die Teilfolge (an)n>n. ebenfalls aufgrund der Definition des
Grenzwertes erfiillt ist.

Zusatzaufgabe 6.8:

[ee]
Konstruieren Sie eine Umordnung von E

n=1

, die divergiert.

(=n"

Losung zu Zusatzaufgabe 6.8:

Die sich aus der Umordnung 7: N — N, definiert durch

A4* 4k firn=1 mod2undn=2k—1,k€eN,
r(n) = 5 firn =2,4,6,8,

24k firn=0 mod2und e [4"+1,... 4" keN,

ergebende Teilpartialsummenfolge (TM +k> erfiillt wegen
keN

4
1 1 3 1
Ty = T = —_— = = > —4+-—-1 > 0
. ° ;271 1 = 171 =
16
1 1 4 8 1 1 1
Tpog—Tpoy = Tis—Ts = S ——- > % _ 2_2 5 =
oA B ;271 3 16732 3 6 - 8
4
1 1 16 32 1 1 1
T3 — T = Tor—Tis = Z%—g > 61 198 5 Z 7 > 3
n=17
256
1 1 64 128 1 1 1
Typg — Tz = Taeo—Ter = — == 2 st —x > = 2,
nl:ogg?n 7 256 512 7 4 8
1 1 256 512 1 1 1
Tysys —Tyara = Tiozo — Taeo = = 2 ——t - > = = -,
et 2n 9 1024 2048 9 4 8

offenbar Tyr;, > (k — 1)% und ist somit bestimmt divergent gegen +oo, folglich kann auch die
gesamte Reihe nicht konvergieren.
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 7

Grenzwerte und Stetigkeit reellwertiger Funktionen
e Sei R:=RU{+0c0,—cc}, D C R und a,c € R. Weiter sei f: D — R eine Funktion.

(a) Wir definieren f(z) =" ¢ <=
(3(§n)n aus D : &, "7 a) A (‘v’ Folge (z,), aus D : <(xn e a) — (f(a:n) e c)))

und bezeichnen ¢ in diesem Fallll] als den Grenzwert einer Funktion an der Stelle a.

(b) Bezeichne nun P(x) eine Eigenschaft von z und £ = {z € D | P(x)} sowie fj,: E — R
die Einschriankung der Funktion f auf die Menge E. Dann definieren wir

lim f(z) = ¢ = fip(2) = e
P(z)

Somit lassen sich insbesondere die einseitigen Grenzwerte definieren durch

lm /() = D f@) wnd D) = ()

Bem.: Der klassische Grenzwertbegriff nach Weierstraf} ist “c = lim f(x)” <= c¢= lim f(x).

T>a

z—a -y
e Definition [Stetigkeit]:
(a) Eine Funktion f: D — R heifit stetig im Punkt a € D <=
V(wa)n € D: (22 "2 @) = (flan) "2 fla)) - (7.1)

r—a

Diesen Sachverhalt kiirzen wir mit der Symbolkette f(z) "— f(a) ab.

(b) Eine Funktion f: D — R heifit stetig in D <= Va € D: f(z) stetig in a.
e Satz 10.1 [Summen, Produkte, Quotienten stetiger Funktionen]: Sei a € D C R.
(a) f,g: D — Rstetigina = f+g¢g:D — R stetig in a.
(b) f: D = Rstetiginaund A€ R = Af: D — R stetig in a.
(¢) f,g: D — Rstetigina = fg: D — R stetig in a.
)

(d) f,g: D — R stetig in @ und g(a) #0 =— i:{x€D|g(x)7é0}—>Rstetigina.
g

Corollar: Alle rationalen Funktion sind stetig auf ihrem Definitionsbereich (!).

e Satz 10.2 [Komposition stetiger Funktionen]: Sei a € D sowie f: D - Rund g: F — R
mit f(D) C E. Dann gilt:  f stetig in a und g stetig in b := f(a) = go f stetig in a.

Satze iiber stetige Funktionen I
e Satz 11.1 [Nullstellensatz]: f: [a,b] — R stetig A f(a)- f(b) <0 = 3 €la,b]: f(£) =0.

Corollar 1 [Zwischenwertsatz]:

f:[a,b] = R stetig A (ce]f(a),f(b)[ V CE]f(b),f(a)[) = 3¢ €la,bl: f(§)=c. (7.2)

Corollar 2: I C R ein (eig. o. uneig.) Intervall A f: I — R stetig = f(I) C R ein Intervall.

HDies ist der Grenzwertbegriff fiir eine Funktion nach Dieudonné bzw. Bourbaki. Insbesondere im Fall isolierter
Punkte des Definitionsbereiches D wird hier die Existenz eines Grenzwertes der Funktion sichergestellt.
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Zusatzaufgabe 7.1: Fiir ein w € R sei w, eine beliebige Folge mit w, —3 w. Zeigen Sie:

1 1 I o 1
(a) Vk € NVn €N : (nzk:> (Z)Egﬁ) (b) (Z)ﬁ oy L
(¢) Zu jedem e > 0 existiert ein K € N, so dass
. |wn* (Wl + D)8 e
VnGN(n>K:;<)7§I€ZT<Z .
K —K

(d) Zu e und K aus (c) existiert ein M € N, so dass

k k
n) W w

VneN : (nzM — Vk=0,..., K—1: ‘(

(e) Zeigen Sie unter Verwendung von (a) bis (d) die Konvergenz

<1+&> e ol
n

Losung zu Zusatzaufgabe 7.1:

(a) Mit n > k folgt die Behauptung sofort aus

n 1 n—j+1 1 1 n—j+1 1 7g—1 1
(k) nk (H J ) nk k;!jl_[ n k:'H( n ) ~ k!

j=1
(b) Nach Grenzwertgesetzen ergibt sich (aufgrund der Endlichkeit von k) weiterhin

k
. n 1 B 7 —1 B 1 -1 B 1 ko
tim (1) - m<k|H( )) - 51](1—,};%1@ =) = s

(c) Sei e > 0 beliebig. Da die Exponentialreihe nach Satz 8.1 [Forster 1] fiir alle x € R (d.h.,

auch

fiir z = |w| 4 1) absolut konvergiert, existiert ein Ny := Ny (£) € N, so dass fiir alle n > Nl die

Abschétzung = (Juw] + 1) -
2w <
k=N,

n—oo

erfiillt ist. Desweiteren gilt nach Voraussetzung w, —= w, also auch |w,| =3 |w|. Demzufolge

existiert ein Ny := Ny(1), so dass fiir alle n > Ny die Ungleichung |w,| < |w|+ 1 gilt. W
wir nun K := max{Ny, Na}, so folgt fiir alle n > K wie behauptet

n

L fwalt 2N S ([ + )P @ s (wl + DF S (e + D) R
< -~ L < ~ L < -~ 7
> ()5 Y () E T s Y

nk
k=K k=K

(d) Seie >0 und K wie in (c). Wegen (}) - - — £ nach (b) folgt mit Grenzwertgesetzen

’ n wa Wk B . n\ 1 <1' )k Wk B whoWk _ 0
el (L (P Ay Dy N A (i ol (A D B el BOOR R

fiir jedes k = 0,..., K — 1, und daher existieren zu jedem k = 0, ..., K — 1 natiirliche Z
M, = M, (%), so dass jeweils

n\wk Wk £
VneN : > M, — n_ =
"e ("- ¢ ‘(k)nk K <2K)
erfiillt ist. Wahlen wir nun M := ,_nax My, dann gilt fiir alle n > M die Behauptung.

20
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(e) Seie > 0, dann existiert nach (c) ein K € N, so dass fiir alle n > K die Ungleichungen

") fols <ol (el 4 1)
S () q oma S S

k=K k=K

|

erfiillt sind. Desweiteren wissen wir nach (d), dass ein M € N existiert, so dass fir alle n > M
und fiir alle k =0,1,..., K — 1 dann

gilt. Also finden wir ein NV := N(¢) := max{K, M}, so dass fiir alle n > N dann

n k > k

S () - s
k) nk !

k=0

A—TUngl. K—1

mehrfach
D

05" - 2

k=0

k=0 k=K k=K
= ¢ £ 5 £ 5
< — - - = K -— - =
ok 171 ok T2 °
k=0
: . . . . . Wy \ ™ — wk
erfiillt ist. Da € > 0 beliebig war, liefert dies nun die Konvergenz | lim (1 + —) = Z ok
n—oo n .
k=0
Zusatzaufgabe 7.2:
1\" 2\"
(a) Untersuchen Sie die Folgen (i) a, = (1—— und (i) b, = (n—l— 1) auf
n n—
Konvergenz und bestimmen Sie gegebenenfalls ihren Grenzwert.
D . 3\ . .. n?+1\"
(b) Berechnen Sie die Grenzwerte der Folgen (i) (1—— sowie (i) PR .
n n? —
Losung zu Zusatzaufgabe 7.2:
. . . 1\ oo v 1 .
(a) (i) In ZA 7.1 haben wir gezeigt, dass | 1+ — — Z -7 = ¢ gilt. Wegen
m !
k=0
1 n-1 n o\~ n—1+1\"" I
n n n—1 n—1 n—1
1\" 1 n—oo 1
erhalten wira,, = (1— — = T il faN = e L.

~1 3 \"! —1 3\ men 3\"
(i) lim b, = lim [ + Clim (24 2 him (142 ) 1=
n—o0 n—oo \ N — 1 n—1 n—oo \ N — 1 n—1 m—00 m

(b) (i) Analog (a) ist lim (1—§)2n — (hm (1+_—3)n>2 = exp(—3)* = exp(—6).

n n—00 n
-1 2 2
n?+1 n? n?—2\" 3 \" 3 -1
ii = = (1 N folgt
o ((555)") = (552) - (o) (o) o
2 L1\ 1 1
lim <n2+ ) = = = exp(3) .
n—oo \ n? — 2 < lim (1 + %3)7”> (11— 0)_1 exp(—3)
m—00

ol



Zusatzaufgabe 7.3:
(a) Ist die Menge {a + bv/2|a,b € Q} eine abzihlbare Teilmenge von R?

(b) Ist die Menge der irrationalen Zahlen gleichmiéichtig zu der Menge aller rationalen Vielfachen
von Wurzeln aus rationalen Zahlen?

(c) Sind die Intervalle [a,b] mit a < b und [0, 1] gleichméchtig ?

(d) Sind die Mengen [0, 1] und |0, 1] gleichméchtig 7

(e) Kann es eine streng monotone Abzihlung der Menge QN |0, 1[ geben ?
(f)

f) Zeigen Sie: Ist a,, eine Abzidhlung von QN 0, 1], dann ist jede reelle Zahl = € [0, 1] ein Haufungs-
punkt der Folge a,,.

Lésung zu Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Ja, sei Q x Q abgezéhlt durch a = (a1,a2): N — Q x Q, dann ist b, = a,1 + amg\/i eine
surjektive Abbildung von N auf die gegebene Menge.

(b) Da die Mengen @Q und N abzdhlbar sind, ist auch die zu einer Teilmenge von Q x Q x N
gleichméchtige Menge W :={a € R | Ip,¢q € Q 3n € N : a = py/q} abzdhlbar. Die Menge der
irrationalen Zahlen R\ Q ist jedoch {iberabzdhlbar und somit nicht gleichméchtig zu W.

(c) Ja, denn beispielsweise ist o [a, b] — [0, 1], definiert durch x — 7=2, eine Bijektion mit Umkehr-
abbildung ¢~1: [0,1] — [a, b], gegeben durch y +— a + y(b — a).
1 fiir z = 0,

(d) Ja, denn eine Bijektion #: [0, 1] —]0, 1] ist beispielsweise 9 (x) = n+r1 firz =21, (neN),

T sonst .

(e) Angenommen, es gibt eine streng monotone Abzidhlung 7: N — QN]0, 1[. Dann muss 7 injektiv
sein, d.h., das Urbild einelementiger Mengen aus QN |0, 1[ unter 7 ist wieder einelementig.
e Angenommen, 7 wire monoton wachsend. Dann gibe es aufgrund der Surjektivitéit ein
N € N mit 7(N) = 3. Da die Menge A := {3 | k& > 3} jedoch abzéhlbar unendlich
ist, kann nicht jedes Element aus A in der Menge 7({1,..., N — 1}) vorkommen. Also
existiert aufgrund der Surjektivitdt von 7 mindestens ein ky > 3 und ein ng > N mit
1

{no} = T_l({%}). Dann ergibt sich jedoch N < ny = 5 = 7(N) > 7(no) = io im

Widerspruch dazu, dass wir 7 als monoton wachsend angenommen hatten.

e Angenommen, 7 wire monoton fallend. Dann giibe es aufgrund der Surjektivitit ein N € N

mit 7(N) = : =1— 3. Dadie Menge B := {1 — ¢ | k > 3} jedoch abzéhlbar unendlich
ist, kann nicht jedes Element aus B in der Menge 7({1,..., N — 1}) vorkommen. Also
existiert aufgrund der Surjektivitdt von 7 mindestens ein k; > 3 und ein ny > N mit
{n1} =771{1 - kil}) Dann ergibt sich jedoch N < n; — 1= 7(N) < 7(ny) =1 — kil
im Widerspruch dazu, dass wir 7 als monoton fallend angenommen hatten.

Somit kann es keine streng monotone Abzihlung 7 : N — QN |0, 1 geben.

(f) Ist a: N — QN [0,1] eine Abzdhlung, dann ist a insbesondere surjektiv, also liegen zu festem
x € [0,1] und beliebigem ¢ > 0 unendlich viele rationale Zahlen, also auch unendlich viele
Folgenglieder von a,, in Jx — ¢,z 4+ [N 0, 1], so dass wir zur e-Folge ¢, = 27" jeweils sukzessive
ein Folgenglied der zu konstruierenden Teilfolge a,, auswéhlen kénnen (analog zum Beweis des
Satzes von Bolzano-Weierstraf).
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Zusatzaufgabe 7.4:

(a) Zeigen Sie: Fiir jedes a € R existiert der Grenzwert lim f(z), sofern die Funktion f: R — R

(b)
(c)

(d)

r—ra

ibereinstimmt mit

(i) einer der konstanten Funktionen f.: R — R, z — ¢ (¢ € R) oder
(ii) einer der linearen Funktionen g,: R — R, = — bz (b € R\ {0}) oder

N
(iii) einem Polynom py(z) = Z bpx® (Vk=0,...,N: b, € R, by #0).
k=0

1
Sei |x] := max{z € Z | z < x}. Zeigen Sie lim x {—J =1
T— €T
T#0

Sei I C R ein nichtleeres offenes Intervall und f: I — R eine Funktion.
Geben Sie ein Folgenkriterium dafiir an, dass f in einem Punkt a € I unstetig ist.

Seien f(r) = 2z + 3 und g(z) = 2? — 2z — 24 Funktionen auf R. Ermitteln Sie die Funktionen
(f og)(x) sowie (go f)(z) und bestimmen Sie den Wertebereich von f, g, fogund go f.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.4:

(a)

(i) Da fiir jede beliebige Folge (2, )nen dann jeweils die Folge (f.(2n)), oy mit der konstanten
und somit konvergenten Folge (¢),en tibereinstimmt, existiert dann auch der Grenzwert

lim £.(z) = ¢ = f.(a).
r—a
(ii) Nach den Rechenregeln fiir konvergente Folgen impliziert die Konvergenz z,, — a dann
auch stets gy(z,) = bz, — ba. Also gilt hier lim g,(z) = ba = gy(a).
Tr—a
(iii) Der Grenzwert existiert und es gilt lim py(z) = py(a), denn wiederum nach den Rechen-
Tr—a

regeln fiir konvergente Folgen impliziert die Konvergenz x,, — a an dieser Stelle auch
N N . N
I W) = i - (ima,) = L .
Jm (o) = Jim ) by = ) bi(Jim ) = ) bt = pwla)

Insbesondere haben wir neben der Existenz der Grenzwerte herausgefunden, dass bei den oben
betrachteten Funktionen diese zusétzlich noch mit dem jeweiligen Funktionswert an der Stelle
a iibereinstimmt.

Wegen der EinschlieBung % —-1< L%J < % gilt fiir > 0 die Einschliefung 1 — |z| = 1 — 2z <
z|1] <1 und fiir z < 0 die EinschlieBung 1+ |2] =1 — 2 > z|1] > 1.

Somit folgt aus |z| < € schon |z|1] — 1| < e. Also gilt fiir jede Folge x,, # 0 mit z, — 0, dass
Ty, Lﬁj gegen 1 konvergiert.

Aus der Definition der Stetigkeit ergibt sich sofort: Existiert im Intervall I mindestens eine Folge

n—oo

n—oo
(x,) mit ,, — a und f(z,) # f(a), dann ist f unstetig in a.

Wegen lim (22 +3) = oo und lim (22 + 3) sowie mittels der Stetigkeit und dem Zwischenwert-

satz ergibt sich f(R) = R. Analog ergibt sich wegen g(z) = 22 — 2z — 24 = (z — 1)> —25 > —25
fir alle z € R und ¢(1) = —25 sowie lirin ((z — 1)* — 25) = 400 wiederum aufgrund der Ste-
T—>LT00

tigkeit von Polynomen und dem Zwischenwertsatz g(R) = [—25, co[. Desweiteren ist (fog)(z) =
2g9(x) + 3 = 22* — 4z — 45 = 2(x — 1)? — 47 und daher folgt analog zuvor (f o g)(R) = [—47, 00|
fiir den Wertebereich. Schlielich ergibt sich (g o f)(R) = [—25, oo wegen

(go f)(z) = (f(x))* —2f(z) — 24 = (20 +3)* — 42 — 30 = 42” + 8z — 21 = 4(x + 1) — 25 > —25.
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Zusatzaufgabe 7.5: Berechnen Sie die folgenden Grenzwerte:

2 gy 9 S a1 R N
Gl AT 22 gy gy TR T gy JEE2E S gy gy VA2 S

so—1733 —x2 —x+1 22 2 —x—2 x—4 \/——2

(a) :%:1—% 202+ —3

Losung zu Zusatzaufgabe 7.5:

. 62r—4r -2 8
(a) Es ist i&}ﬂ%m—g,

) 622 — 4z, — 2 (x, — 1)(6x, + 2) 62, + 2 nooo 8
222 +x, — 3 (x, —1)(2z, + 3) 2z, + 3 5

denn nach Grenzwertgesetzen fiir Folgen gilt

<limwn:1 AN Vn:x, #1
n—oo
o P at—a—1 .
(b) Esist lim = 0, denn nach Grenzwertgesetzen fiir Folgen gilt
es—123 — a2 —r+1

-2 — 1, +1 (xn+ )(x, — 1) 2,—1

n_

” .~ ”_]‘ n 12 n_]- n ]-n 0
<hm37n=—1/\Vn:xn7é_1> . T, +xr —x (2 +1)*(x ) Tp+1 s
n—oo
2+ 2 — 8

(c) Esist lim 5

r—2 x

5 = V2, denn nach Grenzwertgesetzen fiir Folgen sowie mit ZA 4.2 (c)
E— x j—
gilt

<limxn:2/\Vn:xn7é2>:> Tnttn 79 (@ )(a:—i—): Tn T+ X2
n—o0 x2 —x, —2 (xn —2)(x, + 1) Va, +1
(d) Zusammen mit der Stetigkeit der Wurzelfunktionen (also mit ZA 4.2 (c)) ergibt sich analog

1im\/1+2x—3 ~ lim (14+2z)—-9 ~ i 2(Vz+2) 8
=t Jr—2 e (Jr—2)(V1+22+3) eI+ 2243 6

4
=3
Zusatzaufgabe 7.6: Zeigen Sie:

a’r —2a, x> 2,

(a) Es existieren a € R mit stetigem f,: R = R, z +— f,(z) :=
12, z <2

(x —c)?, fallsz <1,

(b) Es existieren ¢ € R mit stetigem f.: R — R, definiert durch f.(z) :=
x, falls x > 1.

(c) Zeigen Sie:

21, <3,
Es existiert ein @ € R mit stetigem f,: R — R, definiert durch f,(z) := X ‘
2az, x> 3.

(d) Bestimmen Sie das Paar (a,b) € R?, so dass f(,p: R — R stetig wird, welches definiert ist durch

-2, r<—1,
fap(@) =Qar—b, —1l<z<l, (7.4)
3, x> 1.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.6:

(a) Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, gilt zunédchst, dass f, fiir beliebiges a € R zumindest
in allen Punkten x # 2 in einer Umgebung mit einem Polynom iibereinstimmt und somit nach
ZA 7.4 (a.ii) stetig ist. In = 2 erhalten wir Stetigkeit genau dann, wenn

- . . . . . . . 2. _ .
12 = 3151/1%12 = il/I%fa(ZE) = i%fa(m) = i%(ax 2a) 2a(a — 1),

also wenn 0 = a? —a — 6 = (a — 3)(a + 2) gilt. Somit sind nur f_» und f3 stetig.
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(b) Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist, gilt zunéchst, dass f. fiir beliebiges ¢ € R zumindest in
allen Punkten x # 1 stetig ist, da dort lokal mit einem Polynom identisch und somit nach ZA
7.4 (a.iii) stetig ist. Damit f, auch stetig im Punkt z = 1 ist, muss ¢ die Gleichung (1 —¢)? = 1
erfiillen, also ¢ = 0 oder ¢ = 2 gelten.

(c) Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist und die stiickweise definierte Funktion f, in der Umge-
bung jedes Punktes x # 3 mit einem Polynom iibereinstimmt, ist sie dort auch stetig. Es bleibt
nun noch zu zeigen, dass f, genau fiir ein a € R auch stetig in x = 3 ist.

e Sei nun (z,)nen eine gegen 3 konvergente Folge mit der Eigenschaft Vn € N: z,, < 3, dann
folgt mit Grenzwertgesetzen lim f,(z,) = lim (22 —1) =3*—-1=38.
n—oo n—oo
e Sei nun (y,)nen eine gegen 3 konvergente Folge mit der Eigenschaft ¥n € N: z,, > 3, dann
folgt mit Grenzwertgesetzen lim f,(z,) = lim 2az, = 6a.
n—oo n—oo
Da eine beliebige gegen 3 konvergente Folge mindestens eine Teilfolge besitzt, die einem der
beiden oben beschriebenen Félle zuzuordnen ist, ist f, folglich genau dann stetig, wenn 6a = 8§,
4
also a = - gilt.
3 &
(d) Da Stetigkeit eine lokale Eigenschaft ist und die stiickweise definierte Funktion f(,p) in der
Umgebung jedes Punktes # ¢ {—1,1} mit einem Polynom iibereinstimmt, ist sie dort auch

stetig. Es bleibt nun noch zu zeigen, dass f( ) fiir eine geeignete Wahl der Parameter a und b
auch stetig in x = +1 ist.

e Analog (a) erhalten wir im Fall der Stetigkeit im Punkt z = 1 die Bedingung
3 = glﬂl\flﬂli% = 3151{% fap(z) = il/(lq fap(x) = }c%ax —b=a-0.

e Im Fall der Stetigkeit im Punkt x = —1 erhalten wir als weitere Bedingung
2= lm -2 = D fp() = fan(@) = lmar—b = —a—b.
. . : . 1 =1\ (a 3 .
Somit erhalten wir das lineare Gleichungssystem 1 1)) = mit der aufgrund
5
der Regularitét der Koeffizientenmatrix eindeutigen Losung (a, b) = 37 —§> Somit ist fiir die
Funktionenschar fiop): R — R aus ([7.4) genau die Funktion f( 5 1) stetig.

Zusatzaufgabe 7.7:

6

(a) Zeigen Sie: Die Polynomfunktion f(x) = 2% — 2® + 2 — 2 hat mindestens zwei Nullstellen in R.

(b) Zeigen Sie: Ist f: [a,b] — R stetig mit f([a,b]) C [a,b], dann existiert ein p € [a, b] mit f(p) = p.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.7:

(a) Als Polynom ist f auch auf jedem Intervall stetig. Es gilt f(0) = —2 und f(2) = 56 und
f(—2) = 68. Nach dem Zwischenwertsatz liegt wegen f(—2)f(0) = —136 < 0 in ] — 2,0[ eine
Nullstelle und wegen f(0)f(2) = —112 < 0 in ]0, 2] eine weitere Nullstelle.

(b) Die Funktion g(z) = f(z) — x ist als Differenz stetiger Funktionen stetig. Desweiteren folgt aus
f([a,b]) C [a,b], dass fiir beliebiges = € [a,b] demnach a < f(x) < b gilt. Insbesondere liefert
dies die Giiltigkeit von g(a) = f(a) —a > 0 und ¢(b) = f(b) — b <0, also g(a)g(b) < 0.

e Im Fall g(a)g(b) = 0 folgt mit der Nullteilerfreiheit in R sofort g(a) = f(a) —a = 0 oder
g(b) = f(b) — b =0, also gilt die Behauptung fiir a oder b.

e Im Fall g(a)g(b) < O liefert der Nullstellensatz (Satz 11.1) aufgrund der Stetigkeit von
g: la,b] — R die Existenz eines p € ]a,b] mit 0 = g(p) = f(p) — p, also f(p) = p.
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Sitze tiber stetige Funktionen I1
e Satz 11.2: [Satz vom Minimum/Maximum]

Sei f: [a,b] — R stetig. Dann ist das Bild f([a, b]) beschriankt und f nimmt sein Minimum
und sein Maximum an, d.h., es gibt £, 7 € [a,b] mit f(§) < f(z) < f(n) fur alle z € [a, b].

Bem.: Wir werden spéter sehen, dass der Satz bereits gilt, wenn der Definitionsbereich von f
beschrinkt und abgeschlossen ist (also beispielsweise auch aus einer Vereinigung endlich vieler
gef. entarteter (d.h., nur einen Punkt enthaltender) abgeschlossener Intervalle bestehen darf).

e Satz 11.3: [,,e-0-Charakterisierung der Stetigkeit“] Sei D C R und a € D. Dann gilt:

f:D > Rstetiginag <= Ve>036=0., >0z €D : <|x—a|<5 — |f(93)—f(a)|<5>.

Corollar: Sei D C Rund f: D — R stetig in @ € D mit f(a) # 0. Dann existiert fir ein § > 0
eine §-Umgebung Us := DN |a — d,a + d] von a, so dass f(z) # 0 fiir alle z € Uy gilt.

e Definition: [gleichmiBige Stetigkeit] f: D — R, D C R, heifit gleichmé8ig stetig auf D

<= Ve >030 =0, Ve,ye D : (]x—y]<5 == |f(:1:)—f(y)]<5>. (8.1)

e Definition: [Lipschitz-Stetigkeit] f: D — R, D C R, heifit Lipschitz-stetig auf D
= dL<ocoVr,yeD : |f(x)— fly)| < L-|lz—y|. (8.2)
Bem.: Aus den Definitionen folgt: f Lipschitz-stetig = f gleichméaflig stetig = f stetig.
e Satz 11.4: Mit a,b € R,a < b folgt: f: [a,b] — R stetig = f: [a,b] — R gleichméBig stetig.
Bem.: Abgeschlossenheit und Beschréanktheit des Intervalls sind wesentliche Voraussetzungen!

e Beispiele:

(a) f:]0,1] = R, x> 1, ist stetig, aber nicht gleichméBig stetig.
(b) f:1]0,00[— R, x> 27 ist stetig, aber nicht gleichméfig stetig.
(c) f:[0,b] = R, z+ 2F fiir k € Nk >2 und b > 0 ist gleichmiBig stetig nach Satz 11.4.
(d) f:1]0,00[— R, x+ ¥z, fiir k € N, k > 2, ist gleichméBig stetig, aber nicht Lipschitz-stetig.
(e) f: R— R, z+ |z|, ist Lipschitz- und damit auch gleichméBig stetig, also auch stetig.

)

(f) f: R— R, =+ cx, fiir ein ¢ € R ist Lipschitz- und damit auch gleichméBig stetig.

Monotonie, Umkehrfunktion monotoner Funktionen

e Definition: Sei D C R und f: D — R. Dann heifit f

monoton wachsend, falls Vo,y € D: (zx<y = f(z) < f(y));
streng monoton wachsend, falls Vr,y € D: (z <y = f(z) < f(y));
monoton fallend, falls Vo,y e D: (z<y = f(z)> f(y));
streng monoton fallend, falls Vz,y € D: (x <y = f(x)> f(y)).

Wir nennen f monoton, falls f eine der vier obigen Figenschaften besitzt und streng monoton,
falls sie streng monoton wachsend oder streng monoton fallend ist.
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e Satz 12.1: [Existenz einer stetigen Umkehrfunktion]

Sei D C R ein Intervall und f: D — R stetig und streng monoton. Dann existiert genau
eine Funktion g: f(D) = R mit go f = Idp und f o g = Idspy. Insbesondere ist ¢ stetig
und besitzt dasselbe Monotonieverhalten wie f.

Bemerkungen:

(a) Gelegentlich nennt man g : f(D) — R auch die Umkehrfunktion von f und schreibt f~1.
Die Bijektion besteht jedoch nur zwischen D und f(D).

(b) Als Anwendung (Satz 12.2) erhalten wir fiir die stetigen und streng monotonen Monom-
funktionen f;: [0,00[— R, z — z* wegen f([0,00[) = [0, 00| die Stetigkeit (und strenge
Monotonie) der k-ten Wurzeln gy : [0, co[— R,z — /z, wie schon in ZA 4.2 (b,c) gezeigt.

(c) Fiir ungerades k, also kK = 2n — 1 fiir ein n € N, ist auch die Fortsetzung der fs, 1 auf
R =] — 00, 00| stetig und streng monoton wachsend mit fo,1(R) = R, d.h., es existiert

sogar eine Umkehrabbildung ¢o,_1: R — R mit go f = f o g = Idr. Diese erweiterte
Umkehrfunktion bezeichnen wir jedoch nicht als (2n — 1)-te Wurzel.

Zusatzaufgabe 8.1:
(a) Die Funktion f: ]0,1] — R sei stiickweise linear definiert durch

2n° 2n—1

2n((2n+ Nz —1) ,z€|z5,5], neN,

xH{Qn(1—(2n—1)x) reli =], neN,

Zeigen Sie: Vn € N existieren lim f(z) und lim  f(z), jedoch existiert liné f(z) nicht.
T 75, T o1 S

(b) Untersuchen Sie, ob die Funktion go f in @ = 0 den Grenzwert lim f(x) besitzt, falls f,g: R — R
r#a

gegeben sind durch 0, z€Q, 1, z2=0,
flx) = ¢, , g(z) =
r-, g Q ) r, T 7£ 0.

(c) Zeigen oder widerlegen Sie:
Sind f,h: R — R stetig mit Vg € Q: f(q) = h(q), dann gilt schon Vz € R: f(z) = h(z).

(d) Welche stetigen f: R — R erfiillen die Funktionalgleichung Vz,y € R: f(x +y) = f(z) + f(y)?

(e) Zeigen Sie:
241 641
Fiir a,b € R mit a < b besitzt f(x) = v +2 +b eine Nullstelle in |a, b[.
r—a x-—

Losung zu Zusatzaufgabe 8.1:

(a) Nach ZA 7.4 (a) existieren die ersten beiden Grenzwerte zumindest jeweils einseitig (da Geraden
lineare Funktionen sind), Einsetzen liefert, dass die einseitigen auch jeweils iibereinstimmen, d.h.,

1 1 !
es gilt xlin} fle)y =1=f <%> und xil?i flx) =0=f <2n— 1>. Da (Qn— 1>n€N und

2n n—1

1 1 1

— Nullfolgen sind, kann lim f(z) wegen lim f{ — | =1#0= lim f nicht

2n neN z—0 n—00 2n n—+00 2n — 1
existieren.

(b) Da es mindestens eine reelle Nullfolge gibt, existiert der Grenzwert lim f(r) genau dann, wenn
zH#a
n—oo

es ein ¢ € R gibt, so dass fiir jede Nullfolge (z,) auch (go f)(x,) — ¢ gilt. Der Grenzwert kann

jedoch nicht existieren, denn fiir die beiden durch a,, := % und b, := % definierten Nullfolgen
gilt

n—oo n—00

(gof)(an) = 9(0> =1 — 1#0 — % = 9(%) = (gof)(bn).

57



(c) Sei x € R\ Q beliebig, jedoch fest, dann existiert eine Folge rationaler Zahlen (g,)nen mit
g == x (wir konnen beispielsweise die nach Satz 5.5 existierende Folge der entsprechenden Par-
tialsummen der b-adischen Entwicklung wihlen). Insbesondere sind dann die Folgen (f(gn)),cx
und (h(gn)), ey Wegen Vg € Q : f(q) = h(q) vollkommen identisch. Aufgrund der Stetigkeit von
f und h gilt dann auch

[ stetig

f@) = f(ima.) T lim f(g) = lim alg) "= h(1img,) = h(2).

(d) e Wegen f(0) = f(0+0) = f(0) + f(0) muss f(0) = 0 gelten, also wegen 0 = f(0) =
flx+ (=) = f(z) + f(—=x) auch f(—x) = —f(z) fiir beliecbiges x € R.

e Sei o := f(1). Dann liefert die Funktionalgleichung f(n) = n- f(1) = an fiir alle n € N per
Induktion und wegen f(—z) = —f(z) auch f(2) = « - z fiir beliebiges z € Z.

e Analog ergeben sich dann auch f(zz) = zf(x) fiir beliebige z € R und z € Z.

e Ebenso folgt fiir alle n € N,z € Z dann az = zf(1) = f(2) = f (n i) =nf (%), also
insgesamt « - ¢ = f(q) fiir beliebiges ¢ € Q. Da f nach Voraussetzung und die lineare
Funktion g(z) = az in allen € R stetig ist und f und g nach dem bisher gezeigten in
allen ¢ € Q tibereinstimmen, folgt mit Aufgabenteil (c) auch f(x) = ax fiir alle x € R.

Fazit: Die obige Funktionalgleichung wird genau nur von den linearen Funktionen erfiillt !
(e) Mit Sétzen aus der Vorlesung folgt, dass f als iiberall auf |a,b] definierte rationale Funktion
stetig ist. Einerseits existiert nun wegen li{‘n f(z) = +oo (denn der erste Term ist aufgrund

der Positivitit des Zéahlers in der rechtsseitigen Ndhe von a nach oben unbeschrinkt, wihrend
der zweite Term aufgrund seiner Stetigkeit bei a beschrinkt bleibt) ein £; > 0 mit 0.B.d.A.
g1 < b_T“, so dass f(a+¢e1) > 0 gilt. Andererseits existiert wegen li;n f(z) = —oo (denn der erste

Term bleibt aufgrund seiner Stetigkeit bei b beschrénkt, wihrend der zweite Term aufgrund der
Positivitat des Z#hlers in der linksseitigen Ndhe von b nach unten unbeschrankt ist) ein €5 > 0
mit wiederum 0.B.d.A. 5 < b_T“, so dass f(b—e3) < 0 gilt. Nach dem Zwischenwertsatz besitzt
f wegen a+e; < 42 <b—eyund f(a+e;)f(b—e2) <0 somit auf dem Intervall Ja+e1,b— &
und damit auch auf dem Intervall |a, b[ eine Nullstelle.

Zusatzaufgabe 8.2: Zeigen Sie das Corollar zu Satz 11.3.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.2:

Sei D C Rund f: D — R stetig in a € D mit f(a) # 0. Dann ist auch ¢ := @ > 0. Aufgrund
der Stetigkeit von f in a € D gibt es ein 0 := (g, a), so dass fiir alle x € D mit |x —a| < § auch
|f(z) — f(a)] < e gilt. Wegen

lr—al <) <= —-d<r—a<d <= a—-d<zx<a+d <<= zx€ la—d,a+
und
[f(@) = fla)l<e =  —e<flr)-flo)<e = [flo)—e<[flz)<fla)+e
ist dies mit der Abkiirzung U; := DN Ja —d0,a+ 0] &quivalent zu

Ve e Us: f(a) —e < f(z) < f(a) +¢. (8.3)

Wegen f(a) # 0 nach Voraussetzung haben wir die beiden Fille f(a) > 0 und f(a) < 0 zu
untersuchen:

z )
o Falls f(a) <0, liefert (8:3) dann Yz € Us: f(z) < f(a) + ¢ = f(a) + L0l = Ul

Also folgt aus (8.3)) in jedem Fall Vo € Us : f(x) # 0 wie behauptet.

e Falls f(a) > 0, liefert (8.3) dann Vz € Us: 0 < @ = fla) = L — f(a) —e < f(x).
)
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Zusatzaufgabe 8.3: (a) Zeigen Sie: Lipschitz-stetige Funktionen f: D — R sind gleichmé&Big stetig.
(b) Existiert ein f: [0,1] — R beschrankt, stetig, aber nicht gleichméaBig stetig?

(c) Existiert auch ein f: ]0,1] — R beschriankt, stetig, aber nicht gleichméBig stetig?

x? —

d) Ist f: R — R, definiert durch ==
(d) Ist f: R — R, definiert durch f(z) T

beschrankt? Besitzt f ein Maximum?

Losung zu Zusatzaufgabe 8.3:

(a) Sei € > 0 beliebig. Es existiert ein L < oo, so dass Vx,y € D : [f(x) — f(y)] < L- |z —yl, da
f : D — R Lipschitz-stetig ist. Aufgrund der Nichtnegativitdt des Betrages muss L > 0 gelten.

e Im Fall L = 0 folgt Yo,y € D : |f(x
d > 0 stets aus |z — y| < § auch |f(x

e Im Fall L > 0, kénnen wir 9 :=
gewiinscht aus |z — y| < J stets |f

f(y)| =0 (d.h., f konstant), so dass fiir beliebiges
fly )\—0<5folgt

|

) —
)~
wéhlen und erhalten mit der LlpSChltZ Stetigkeit wie
)= fly|<L-lx—y|<L-d=L-%=c¢.

Ah

L

(b) Ja, etwa die stetig zusammengesetzte stiickweise lineare Funktion

i) 224l (p — 1) 42, xe[l—22%1—22%1] fiir k € N,
xTr) .=
22%h42(1 — ) =1, ze[l—2"2%11-2"%2fiir k e N,.

besitzt auf jedem Intervall [1 — 272 1 — 27271 den Anstieg 2?**! und auf jedem Intervall
[1—272k=1 1 —-272*=2] den Anstieg —2%2. Desweiteren gilt f(1—272*) = 0und f(1-272*"1) =
1 fiir alle & € Ny, so dass sie wegen f([0,1[) = [0,1] auch beschrénkt ist. Da jedoch auch
f(J1 —0,1[) = [0, 1] fiir jedes § €]0, 1] gilt, kann diese Funktion nicht gleichméBig stetig sein.

(c) Ja, beispielsweise erfiillt f aus ZA 8.1 (a) fiir jedes 6 €0, 1] stets f(]0,0) = [0, 1] analog (b).

d) Wegen lim f(z) = i il U N el S vl 2 <1
() egenxalgloofx) - xﬁuinool‘2+1 a xﬁlrj?ool‘f‘a%z w f<) 2+1 241

fiir alle x € R ist f zwar durch 1 beschrankt, nimmt jedoch sein Supremum 1 auf R nicht an.
(Das globale Minimum wird bei = 0 angenommen, es gilt Vo € R: —1 = f(0) < f(z).)

Zusatzaufgabe 8.4: (Stetigkeit der Exponentialfunktion)

(a) Zeigen Sie liH(l] exp(z) =1 (b) Zeigen Sie die Stetigkeit von exp: R — R.
z—

Losung zu Zusatzaufgabe 8.4:

(a) Die Restgliedabschitzung aus Satz 8.2 liefert fiir N = 0 die Aussage

|JI|O+1
-1 < 2 = 2

0

exp(z Z o

=0

| 8

042

so dass insbesondere jede Nullfolge (z,)nen ab dem zugehorigen N. mit € = 1 offenbar die
Abschétzung | exp(z,) — 1| < 2|x,| erfillt. Aufgrund der Stetigkeit des Betrages (siehe Beispiel
(e)) folgt daraus sofort die Behauptung.

(b) Sei (z,,)nen eine beliebige Folge, die gegen a konvergiert, dann ist (z,, — a),en eine Nullfolge und
mit Aufgabenteil (a) sowie der Funktionalgleichung aus Satz 8.4 folgt dann

lim exp(z,) = exp(a)- lim exp(z, —a) = exp(a)-1 = exp(a) .

n—oo n—oo
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Zusatzaufgabe 8.5: (Beispiele unstetiger Funktionen)
(a) Zeigen Sie die Unstetigkeit von nichtkonstanten Treppenfunktionen.
(b) Geben Sie eine monotone Funktion f: R — R mit abzéhlbar unendlich vielen Spungstellen an.

(c¢) Finden Sie eine monotone Funktion f: [a,b] — R mit abzdhlbar unendlich vielen Spungstellen.

0, z€[0,1NQ,

d) Die Funktion f: [0,1] — R sei definiert durch x) =
(@) £ 0.1 (@) {1, oG

Zeigen Sie, dass f in keinem Punkt des Definitionsbereiches stetig ist.
(e) Zeigen Sie: Jede monotone Funktion besitzt hochstens abzéhlbar viele Unstetigkeitsstellen.

(f) Zeigen Sie, dass fiir jede streng monotone (aber nicht unbedingt stetige) Funktion f: [a,b] — R
die Umkehrabbildung f~': f([a,b]) — [a,b] C R stetig ist.

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.5:

(a) Eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R besitzt nur endlich viele Funktionswerte, so dass es Intervalle
gibt, auf denen sie konstant ist.
Angenommen, die Treppenfunktion sei nicht konstant. Dann gibt es a < ¢ < d < e < b und
a # B mit p(z) = « fir alle ¢ < < d sowie mit ¢(x) = f fir alle d < < e. Aufgrund der
Konstanz auf den offenen Teilintervallen |c, d[ und ]d, e[ gilt dann jedoch

limp(z) = § # o = lime(),

so dass ¢ in d nicht stetig sein kann.

(b) Die Funktion f(x) := |x| ist monoton wachsend und besitzt bei jedem z € 7Z eine Sprungstelle
mit Sprunghohe 1.

o0

1

1 A
(c¢) Etwa f(z) := Z —. I]a+b;a atb=e] (x) mit der Indikatorfunktion I4(z) := { re

0 ze€A

n nt1’
n=1

(d) Wir haben zu zeigen, dass f fiir kein = € [0, 1] stetig ist. Dies folgt aus (i) und (ii):

(i) Sei z € [0,1]NQ beliebig, aber fest gewihlt. Offenbar ist 3 < ﬁi < 3 wegen 2 < 2v2 < 4.
Wir definieren nun die Folge {z, },en durch

. {x + ﬁi’ falls x € [O, %}
n - 1

r — ﬁ, fallsxe[%, },

die offenbar gegen x konvergiert, denn fiir beliebiges ¢ > 0 gilt |z, — x| = ﬁ < ¢ fir
alle n > ﬁ Da nun offenbar auch z,, € R\ Q fiir alle n € N gilt, entspricht die Folge
{f(xn) }nen der konstanten Folge {1},en. Wegen |f(z,) —1] =[1—1| =0 < e firallee > 0
und fiir alle n € N gilt lim f(x,) =1.Dajedoch x € Qist, gilt f(z) =0# 1= lim f(z,).
Ty —>T Ty —>T

Somit ist f in x nicht stetig.

(ii) Sei x € [0, 1] \ Q beliebig, aber fest gewahlt. Dann existiert (beispielsweise nach Satz 5, §5
Forster) eine Folge (,)nen mit Werten aus {0, 1} und mit

N
dm 2 62 =

N
Da nun die Folge der Sy = >_ £,27" wegen 2V . Sy € Z eine Folge rationaler Zahlen
n=1

ist, entspricht die Folge (f(Sn)),cn der konstanten Nullfolge. Wegen = € [0,1] \ Q folgt
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A}im f(Sy) =0%#1= f(z), also ist f in x nicht stetig.
—00

Bemerkung: Wegen = € [0,1] \ Q gibt es kein ng € N, so dass &, = 0 fiir alle n > ny.
Denn giibe es ein solches, so wire x - 2X fiir K = max(1,n9 — 1) eine ganze Zahl und somit
r € Q — Widerspruch zu x € [0, 1] \ Q. Daher gilt insbesondere Sy # z fiir alle N € N.)

(e) Da monotone Funktionen f nur Sprungstellen als Unstetigkeitsstellen besitzen koénnen, kann
man jeder Unstetigkeitsstelle x eindeutig das von f bei x iibersprungene offene Intervall I, zu-
ordnen (wobei [, := ] sup f(y), iI>1f fly) [ fiir monoton wachsendes und I, := } igf f(y),sup f(y) [

y<zx y>z y<z y>x

fiir monoton fallendes f ist). Aufgrund der Monotonie sind die offenen Intervalle I, paarweise
disjunkt. Da in jedem nicht entarteten Intervall mindestens eine rationale Zahl liegt, finden wir je
ein ¢, € I, NQ. Aufgrund der Disjunktheit ist die bijektive Abbildung, die jedem ¢, das Intervall
I, mit g, € I, zuordnet, wohldefiniert. Da ihr Definitionsbereich als Teilmenge von QQ abzéhlbar
ist, ist auch die Menge der I, abzéhlbar, und somit ebenso die Menge der Unstetigkeitsstellen z
von f.

(f) Ohne Beschrankung der Allgemeinheit sei f streng monoton wachsend und a # b. Wir wollen
die Stetigkeit von g := f~! in yo € f([a,b]) zeigen. Sei dazu ¢ > 0 vorgegeben, dann wollen wir
ein 0 > 0 finden, fiir das aus |y — yo| < d schon |g(y) — g(yo)| < ¢ folgt.

Dayy € f([a,b]) gilt und f streng monoton (also insbesondere injektiv) ist, gibt es ein eindeutiges

xo € [a,b] mit f(xg) = yo. Seien weiter xp, = xrél[i%]{xo —e <z} und Tpay = g[%%}{xg +e>x}

e Falls zy = b, so ist auch x,,x = b und wegen der strengen Monotonie von f sowie a # b
konnen wir dann 0 := f(b) — f(@mm) > 0 wihlen.

e Falls zy = a, so ist auch z,;, = a und wegen der strengen Monotonie von f sowie a # b
konnen wir dann 6 := f(Zmax) — f(a) > 0 wéhlen.

e Falls a < zg < b, wihlen wir 6 := min(yo — f(Zmin), f(Tmax) — Yo)-
Wegen 1o = f(20), Tmin < To < Tmax SOWie der strengen Monotonie von f ist dann ebenfalls
0> 0.

Fiir jedes y € f([a,b]) mit |y — yo| < d gilt dann  f(zpin) < y < f(Tmax) aufgrund der
Monotonie von f und aufgrund der Monotonie der Umkehrfunktion g := f~! auch

To—€ < Tpin = f_l(f(xmin)) = g(f(mmln)) < g(y) < g(f(-rmax)) = f_l(f(xmax)) = Tmax < Tote.

Also folgt —e < f1(y) —xo < &, dh. |7 y) — x| < &, was wegen zo = f!(yo) genau zu
beweisen war.

Zusatzaufgabe 8.6: Beweisen Sie:
1
(a) Die Funktion f(x) := — ist auf jedem Intervall [a, 0o, a > 0, gleichmé&Big stetig.
x
1
(b) Die Funktion f(z) := — ist auf ]0, co[ nur stetig (und nicht gleichméBig stetig).
x

Losung zu Zusatzaufgabe 8.6:

(a) Sei a > 0 beliebig. Da aus z > a und y > a auch zy > a? folgt, gilt

1 1 Yy—x 1
Vo€ ool |1-1) = Loyl < Sy
r oy Ty Ty
Ist also ¢ > 0, so gilt mit § := ea® die Ungleichung |2 — 2| < ¢ fiir alle z,y € [a,00[ mit

|z —y| <6, d.h., f(xr) =L ist auf [a, o[ gleichmiiBlig stetig.

xT

61



(b)

Da fiir jede Folge z,, > 0 die Konvergenz x,, — a > 0 nach den Rechenregeln fiir konvergente
Folgen die Konvergenz t — % nach sich zieht, ist f stetig auf ]0, co.

Angenommem, f(x) = % sei nun auf |0, oo[ sogar gleichméBig stetig. Dann findet man zu e > 0
ein § > 0 mit |f(z) — f(y)| < e fiir x,y > 0 mit |z —y| <.
Sei nun 7 := 3 min{d, 1} > 0. Dann gilt fiir 2 :=  und y := 7 einerseits |z — y| = I < % < 4,

. 1 .
jedoch wegen n < o- andererseits auch

VIS

>2 > ¢

I | =

im Widerspruch zur Annahme der gleichméfligen Stetigkeit von f auf |0, ool.

Zusatzaufgabe 8.7:

(a)
(b)
(c)
(d)

Zeigen Sie: Eine streng monotone Funktion ist injektiv.
Es existiert eine injektive Funktion f: [0, 1] — R, die nicht monoton ist.
Geben Sie ein Beispiel einer bijektiven Funktion f: [a,b] — [a, ] an, die nicht monoton ist.

Beweisen Sie: Eine stetige und injektive Funktion auf einem Intervall ist streng monoton.

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.7:

(a)

Angenommen, es gibe x # y mit f(x) = f(y). Dann gilt entweder x < y oder x > y. Der
erste Fall kann nicht eintreten, denn aus der strengen Monotonie von f folgt f(x) < f(y) falls f
monoton wachsend bzw. f(x) > f(y) falls f monoton fallend ist, also insbesondere f(z) # f(y).
Der zweite Fall kann jedoch ebenfalls nicht eintreten, denn wiederum aus der strengen Monotonie
von f folgt f(x) > f(y) falls f monoton wachsend bzw. f(z) < f(y) falls f monoton fallend ist,
also insbesondere wieder f(z) # f(y). Damit muss die Annahme falsch und f injektiv sein.

Eine injektive (auf [0, 1] sogar bijektive), aber nicht monotone Funktion ist beispielsweise

@) = {:g fﬁr$€[0,§[,

—x firze [%,1}.
Eine bijektive, aber nicht monotone Funktion f : [a,b] — [a,b] ist beispielsweise

T ur x a, 4
I vt

Bra g firz e [42,0] .

o

Seien xy < yo beliebige Punkte aus dem Intervall I, auf dem die betrachtete stetige und injektive
Funktion f definiert ist. Es gilt aufgrund der Injektivitdt f(xg) # f(yo) wegen zg # yo. Somit

folgt entweder f(zo) < f(vo) oder f(zo) > f(yo).

e Im Fall f(z9) < f(yo) gilt aber auch schon f(x) < f(yo) fiir alle x < y5. Denn angenommen
es existiert ein x < yo mit f(x) > f(yo), dann gibt es wegen f(z9) < f(vo) < f(x) aufgrund
der Stetigkeit von f einen Punkt ¢ zwischen zy und = mit f(£) = f(yo) im Widerspruch
zur Injektivitat von f. Also gilt fiir jedes yo € I die Ungleichung f(x) < f(yo) fiir allex € I
mit x < yo, und daher ist f streng monoton wachsend.

e Im Fall f(xg) > f(yo) gilt analog f(z) > f(yo) fir alle < yp, und daraus kann man
schlieflen, dass f streng monoton fallend auf I ist.
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Zusatzaufgabe 8.8:

(a) Die Funktionen cosh: C — C (cosinus hyperbolicus) und sinh: C — C (sinus hyperbolicus) sind
definiert durch

cosh(x) := % (e" +e™™) und sinh(z) := = (" —e™") . (8.4)

N | —

Weiterhin definieren wir die Funktion tanh: C — C (tangens hyperbolicus) durch

tanh(x) := (S;I;Eg; . (8.5)

Zeigen Sie:

(i) Die Funktionen aus ({8.4]) und ({8.5)) sind stetig.
(ii) Fiir alle z € C gilt (cosh(x))? — (sinh(z))? = 1.

(b) Beweisen Sie, dass die durch (8.4]) definierte Funktion sinh: R — R eine stetige Umkehrabbildung
arsinh: R — R besitzt.

Lésung zu Zusatzaufgabe 8.8:

(a) (i) Samtliche Funktionen sind Kompositionen bzw. rationale Verkniipfungen der stetigen Funk-
tionen e*, —x bzw. von Linearkombinationen davon, und als solche selbst wieder stetig.
Beispielsweise gilt

(i) Es gilt
cosh(r)? — sinh(z)? =

<62x+2€a}e—m+e—2x_(62x_2€xe—x+e—2z> — %% % = 1]

(b) Es ist sinh auf jedem Intervall [a,b] stetig und streng monoton wachsend, denn einerseits ist
sinh nach (a) als Komposition stetiger Funktionen selbst stetig, und andererseits folgt aus = < y
auch sinh(z) < sinh(y) wegen ¢ < e¥ und —e™® < —e~¥. Somit ist sinh nach dem Satz {iber
Umbkehrfunktionen aus der Vorlesung eine Bijektion von [a, b] auf [sinh(a),sinh(b)] mit stetiger
(und streng monotoner) Umkehrfunktion arsinh.

Aufgrund von sinh(—xz) = —sinh(z) sowie mit der Konvergenz der Exponentialreihe(n) und
demnach

. ! R N o b L F I N
Vo > 0: sinh(z) = é(exp(x) exp(—z)) = 52— = xzﬁ >

[ [
par k! —~ (2k+1)!

erhalten wir die beiden Grenzwerte lim sinh(z) = —oo und lim sinh(x) = 4+o00. Dann ist aber
T——00 T—00

sinh auch auf ganz R bijektiv mit stetiger Umkehrabbildung.
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 9

Der natiirliche Logarithmus und die allgemeine Potenz
e Satz 12.3: [Existenz/Definition des natiirlichen Logarithmus|

Die Exponentialfunktion exp: R — R ist streng monoton wachsend und bildet R bijek-
tiv auf |0, 00[ ab. Die Umkehrfunktion In: ]0,c00[— R ist stetig, streng monoton wach-

send, erfiillt die Funktionalgleichung |Vz,y € ]0,00[ : In(zy) = In(z)+ In(y), | und wird
natiirlicher Logarithmus genannt.

e Definition: Fiir a > 0 sei die Funktion exp,: R — R definiert durch |exp,(z) := exp(x - In(a)).
e Satz 12.4: Die Funktion exp,: R — R ist stetig und es gilt:

(i) Vo,y € R: exp,(z+y) = exp,(z)exp,(y)

(ii) Vn € Z: exp,(n) = a" (i) Vp € ZVqg € N, ¢ > 2: exp, (§> = VaP
e Satz 12.5 [Rechenregeln fiir Potenzen]: Fir alle a,b, 2,y € R mit a > 0,b > 0 gilt

(i) a*a¥ = a™¥ (ii) (a®)¥ = a™ (iii) a®b® = (ab)” (iv) (3)" = a®
e Satz 12.6 [Funktionalgleichung]: Sei F': R — R eine stetige Funktion mit

Vo,y: Fle +y) = F(z)F(y) .
Dann ist entweder F'=0 oder a := F(1) >0und Vz € R : F(z) =a” := exp(z-1In(a)).

Spezielle Grenzwerte

o Vk € Ny: (lime— — 00 A limafe™ = 0 A limaber = 0)

T—00 {Ek T—00 \,0
-1
e limn(z) = co A limln(z) = —oc0 A lim exp(e) = 1 =1
T—00 \0 z\0 T
o o a . In(z) L oa
e Va>0: [limz®=0 A limz =00 A lim —= =0 A limz®In(z) =0
2\,0 \0 r—oo 2 z\,0

Korper der komplexen Zahlen, Betrag sowie Konvergenz und Cauchy-Folgen in C

o Mit (21, 91) + (22, 92) = (x1 + 22,91 +¥y2) und (1, 91) -

(T2, y2) = (2172 — Y12, T1Y2 + Toy1) bildet die Menge Ztw
R x R =: R? einen Kérper, den man mit C bezeich- AN
net und den Korper der komplexen Zahlen nennt. w.’ Z z

Identifizieren wir z € R mit (z,0) € C, so wird R C C.

e Mit der imaginiren Einheit i := (0, 1) lisst sich jede
komplexe Zahl wegen (z,y) = x - (1,0) + (0,1) - y als z
x+1-y mit z,y € R darstellen. Mit (0,1) - (0,1) =
(—1,0) gilt weiter i = —1, also ist C nicht angeordnet!

Addition Konjugation

e Fir z = = + iy bezeichnet z = = — iy die konjugiert komplexe Zahl von z. Mit deren Hilfe

Z2—Z

erhalten wir fiir z den Realteil als Re(z) = 2 = z, den Imaginiérteil als Im(z) = = = y.
Desweiteren heifit |z| := v/2z = y/22? + y? der Betrag von z.
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e Satz 13.1 [Eigenschaften des Betrages|: Analog zu Satz 3.1.

e Definition [Konvergenz in C]: Analog zu R nennt man eine Folge z,, in C konvergent gegen
z € C, wenn es zu jedem £ > 0 ein N = N(¢) gibt mit |z, — z| < ¢ fur alle n > N.

e Satz 13.2: Fiir 2,,2 € C gilt: 2, "= 2z <= Re(z,) "= Re(2) A Im(z,) "= Im(z).
Corollar: 2, "=° 2z += 7, "=°z  Bem.: Es ist Re(Z) = Re(z) und Im(z) = — Im(2).

e Definition: (z,),ey Cauchy-Folge in C ;<= Ve > 03N =N(e)Vm >n > N: |z, — 2| < €.

e Satz 13.3: z, ist Cauchy-Folge <= Re(z,) und Im(z,) sind Cauchy-Folgen in R.

e Satz 13.4: Jede Cauchy-Folge in C ist konvergent, d.h. C ist mit |.| vollstéandig.

e Satz 13.5: Summen, Produkte und Quotienten (falls die Divisor-Folge keine Nullfolge ist) in C
konvergenter Folgen sind wiederum konvergent, es gelten die aus R bekannten Rechenregeln.

Zusatzaufgabe 9.1: Zeigen Sie: (a) Satz 12.4 (b) Satz 12.5 (c) Satz 12.6

Losung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a) Zunéchst ist exp,(z) = exp(z-In(a)) als Komposition stetiger Funktionen selbst wiederum stetig.
Jeweils mit Satz 8.4 folgen nun

(i) Yo,y € R: exp,(z +y) = exp((z +y) In(a)) = exp(zIn(a)) exp(y In(a)) = exp,(z) exp,(y)
(ii) Die Aussage folgt zunéchst fiir alle n € N per Induktion wegen
e exp,(1) = (exp-In)(a) = a = a* (Induktionsanfang) und nach (i)
e exp,(n) =a" = exp,(n + 1) = exp,(n) exp,(1) = a™ - a = ™" (Induktionsschritt).
Weiter gilt

0

e exp,(0) = exp(0-In(a)) = exp(0) = 1 = a” sowie nach (i)

1
e Vn e N: 1 =-exp,(0) = exp,(n—n) = exp,(n)exp,(—n) = exp,(—n) = i a"

Also gilt Vn € Z: exp,(n) = a".
(iii) Per Induktion folgt analog zuvor die Aussage Vn € NV € R: exp,(nz) = (exp,(z))". Mit
Hilfe von (ii) ergibt sich nun Vp € Z Vq € N:

exp,(p) = exp, (g-Q> = (expa (§>)q — Vv = Yexp,(p) = exp, (g) :

(b) (i) Dies ist nur eine andere Schreibweise fiir Satz 12.4 (i).

(i) (a")" = exp(y - In(exp(z - In(a)))) = exp(zy - In(a)) = a™.
(iii) Mit Satz 8.4 und Satz 12.3 folgt

(a®)(b*) = exp(z - In(a)) - exp(z - In(b)) = exp(x - (In(a) 4+ In(b))) = exp(z - In(ab)) = (ab)®.
(iv) Aufgrund von 0 = In(1) = In(a-%) = In(a) + In () = In (%) = —In(a) erhalten wir

(é)x = exp (.I'ln(%)) = exp<_x.1n<a)) = q %,

(c) Sei F: R — R stetig und erfiille Vz,y € R: F(z +y) = F(z)F(y). Dann folgt aufgrund der
Nichtnegativitdt von Quadraten insbesondere

vieR: F(o)=F (5 +5) = (F (g))on. (9.1)

Wir unterscheiden somit die beiden aufgrund von ({9.1)) noch moglichen Fille:
(1) Ist F(0) =0, so gilt F(x) = F(0+z) = F(0)F(z) =0 fiir alle z € R, also F' = 0.
(2) Ist F(0) > 0, soist F(1) > 0 und F(x) = (F(1))" fiir alle x € R, denn:
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e Zunichst gilt aufgrund von (9.1)) dann auch schon Vz € R: F(z) > 0, denn wire F(z) =
0 fir ein z € R, so folgte F(0) = F(—x)F(x) = F(—z)-0 = 0. Wir hatten jedoch
vorausgesetzt, dass F'(0) > 0 gelte. Insbesondere gilt somit F(1)

>0
e Per Induktion folgt fiir alle n € N und z € R dann F(nz) = F (v + ... + x) = (F(2))" .
%,_/

n—mal

Insbesondere haben wir damit F'(n) = (F(1))" fiir alle natiirlichen Zahlen n € N.

o Weiter gilt fiir alle m,n € N auch F(™)" = F(m) = (F(1))™ und wegen (9.1)) bzw. Punkt
1 somit F(2) = (F(1))~ fiir alle positiven rationalen Zahlen.

e Wegen 0 # F(0) = F(0+0) = (F(0))? folgt £(0) =1 .
e Wegen 1 = F(0) = F(z — z) = F(z)F(—x) folgt auch F(—z) = (F(x))™".
Mit den vorangegangenen Punkten gilt daher F(¢) = (F(1))? fiir alle rationalen ¢ € Q.

e Die Stetigkeit von F' und die Stetigkeit der allgemeinen Potenz liefern (nach ZA 8.1 (c))
schlieBlich die Giiltigkeit von F'(x) = (F(1))* fur alle z € R.

Zusatzaufgabe 9.2:
(a) Warum ist die Funktion F(x) := z® auf |0, oo[ stetig?  (b) Ist sie auch stetig in 0 fortsetzbar?

Losung zu Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Da 2 = exp(zln(x)) gilt, ist F(x) als Komposition F' = expoP o (I,ln) o I, der stetigen
Funktionen zweifache Identitdt I, : R — R x R, definiert durch I, : t — (t,t), einfache Identitét
I : R — R und Logarithmus In :]0, co[— R, Produkt P: R x R — R, definiert durch P: (s,t) —
st, und Exponentialfunktion exp: R — R selbst wieder stetig auf |0, oo].

(b) Ja, sie ist auch stetig in 0 fortsetzbar, denn fiir x > 0 gilt nach Definition der allgemeinen Potenz
x® = exp(xIn(x)). Wir wissen, dass die Exponentialfunktion iiberall stetig. Daher geniigt es den
Grenzwert

lim z In(x)

z\,0
zZu betraehtenH Sei x,, eine beliebige Nullfolge mit x,, > 0 fiir alle n € N. Dann ist — eine
bestimmt gegen 400 divergente Folge. Aufgrund der Stetigkeit des Logarithmus ist dann auch

a

Yn - 111( n) bestimmt divergent gegen +oo. Mit lim 0@ = = 0 (in der Vorlesung gezeigt)

a—so0 &xp(

—_ L

Ji%oxnln(x") - nh—{goT - q}ggom - _nh—>r20 exp(Yn) = -0

ergibt sich demnach

und aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion auch

lim 27" = lim exp(z,In(z,)) = exp( lim z,, In(z,)) = exp(—0) = exp(0) = 1.
n—oo n—oo
Da x,, eine beliebige Nullfolge positiver reeller Zahlen war, bedeutet dies genau, dass lim z* = 1.

\0
Zusatzaufgabe 9.3: Die Menge R? sei mit den Verkniipfungen @, ®: R? x R? — R?, welche durch
a & c\  [(a+c a ® c\  (ac—bd
b d) — \b+d)’ b d) = \ad+bc

definiert seien, versehen. Zeigen Sie, dass (R?, &, ®) ein Koérper ist Berechnen Sie ((1)) ® ((1)>

12In der Vorlesung hatten wir auch schon h{_‘% 2%In(x) = 0 fiir a > 0 gezeigt.
xr

13Die Verkniipfung ® kann als eine spezielle Matrix-Vektor-Multiplikation aufgefasst werden, denn es ist

ac —bd a —b\ (c c —d\ (a . a —b a b a® + b2 0 .
<ad+bc) - (b a> <d) - (d ¢ > (b> wobel wegen <b a> (—b a> - ( 0 a2+b2> die auf
tretenden Matrizen bis (falls (a,b) # (0,0)) auf den positiven Faktor va? +b> > 0 orthogonal sind und daher die
Multiplikation mit einer komplexen Zahl als eine Drehstreckung bzw. Drehstauchung interpretiert werden kann.
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Lésung zu Zusatzaufgabe 9.3: Das Tripel (R?, &, ®) ist ein Korper:

0

(a) (R% @) ist eine abelsche Gruppe mit neutralem Element eg, := (0

) € R? denn da (R, +) abelsch

ist, vererben sich Assoziativitdt und Kommutativitit und es existiert zu jedem v € R? ein

() ermanm (1) (5) = (6) = (7)o (1) tamcn o= v wndy =)

(b) (R2\ (8),@) ist eine abelsche Gruppe, denn fiir alle (u) , (Z) , (‘z) € R? folgen:

v
w y\  (wy—zxzz\ _ [(yw—zzx\ [y w
- (1)e(t) - (n) - (5) - (9=0) o)
U 1y fu-1—-v-0) [(u . . (1 9
° (v> ® (0) = <u 04 1) = (v)’ also Existenz eines Neutralen ey := <O> € R~
e Es existieren Inverse (a) = (“212}’2> wegen (u) ® (UQ_JQ}’Q) = (u“2fv”2 N /Uuzivz) = (1)
b e V) \wre Ui Ve 0
e ® ist assoziativ, da die rechten Seiten der beiden néchsten Zeilen iibereinstimmen:
u w Y uw — vr Y (vw —vx)y — (ur + Vvw)z
® ® = ® = ;
v x z uT + vw z (vw — vx)z + (ur + vw)y
u w Y u wy — Tz u(wy — zz) —v(wz + zy)
® & = & =
v T z v wz + xy u(wz + zy) + v(wy — xz)
(c¢) Analog gilt das Distributivgesetz.

(d) Desweiteren gilt <(1)> ® ((1)) = <8 (1J :_ i é) = (_01>, d.h., mit i := <(1)> gilt i = —1.

Zusatzaufgabe 9.4:

2 5
(a) Berechnen Sie das Produkt (§ + 61) (12 + 18i).

(b) Zeigen Sie: i) Vz€C:z=2, (ii)Vz,weC:ztw=z+w, (ii)Vz,weC:z-w=2z-w
Losung zu Zusatzaufgabe 9.4:
2 5
(a) Esist <§ + 61> (124 18i) = (4 4+ 51)(2+ 3i) = (8 — 15) +i(12 + 10) = —7 + 22i.

(b) Fiir z = x + iy und w = u + iv gilt offenbar

1)z =a+ily =2—iy = z+i(-y) = z—i(-y) = z+1y
=(x+iy) + (u+iv) = (r+u)+i(ly+v) = (z+u)—i(y+v) = (r—iy) + (u—iv) =

(x +iy)(u+iv) = (zu — yv) +i(uy + 2v) = (zu—yv)—i(uy+zv) = (x—iy)(u—iv) =

Zusatzaufgabe 9.5:

(a) Stellen Sie die folgenden komplexen Zahlen in der Form z = = + iy mit z,y € R dar:
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(1+1)8 (1—i)? i

O =iy ) 1 Zivap ) Ty W e

1
(b) Bestimmen und skizzieren Sie die Losungsmenge der Gleichung Re(z) = Re <—)
z

(c) Skizzieren Sie die folgenden Teilmengen von C und begriinden Sie Thre Skizze:
My:={z€C||z—2+3i|=5} und M, :={z € C | |z| = Re(z) + 1}
(d) Welche Menge wird durch M; := {z € C ’ z — % = 3} beschrieben?

(e) Skizzieren Sie die Menge
My :={z€ C| Re(z) >0, Im(z) >0, Re(z) +Im(z) <1}.

Bestimmen Sie zur Menge M; := {|z|: z € M,} im Falle der Existenz Supremum, Infimum,
Minimum und Maximum.

Lésung zu Zusatzaufgabe 9.5:

2 (D) Es is (L+i)° (1+1)® _ @) _
el e () A
(ii) SchlieBlich ergibt sich
(1+9)® 16(1+iv3)°  (=2+i2v3)*  (-8-8V3)(—2+i2v3) 1
(1_1\/§>6 - 46 - 44 - 44 =1
Lo(=1 -3 -0t (-1 -1)  (-20%(1—-1)  si(1-i) 1 1,
) Bl o = a2 T 1w 1w 2%

N ¢ o V) & _T2H2vBl V3L
(1-iv3)?  (1—-iv32(1+iv3)? 2 8 8

(b) Die Teilmenge {z € C| Re(z) = Re(1)} ist wegen

() -n(5) -5

die Menge der Punkte z # 0 mit Re(z) = 24& d.h. Re(z) = 0 oder |2|2 = 1, und somit die

|22
Vereinigung aus der imagindren Achse (ohne Null) und dem (Rand des) Einheitskreis.

(iv) Es gilt

(¢c) e M ist der Rand des Kreises um den Mittelpunkt 2 — 3i mit Radius 5, denn |z — 2/| =
V(z —2')2 + (y — y/)? ist genau der Euklidische Abstand der Punkte z = z+iy, 2’ = 2/ +iy’
im R2. Somit ist fiir z = 2 + iy hier genau

5= [(z—-2)+ily+3)] = V(e -2+ (y—(-3))?.

1 !
e Die Punkte von M, erfilllen  zZ (—(z +2z)+ 1) =— (P +2224+ 2 +4(z+ 2) +4),

2 4
also (z — 2)2 + 4(z + z2) + 4 = 0 und daher mit z = z + iy, ,y € R, die Bezichung
1

—4y* +8r +4 =0 z = 5(y* — 1). Die Teilmenge M, ist somit eine Parabel iiber der

imagindren Achse (auf ihr liegen beispielsweise die Punkte z; = —% +0-iund 293 = 0+£1).
(d) Wegen z —z = 2iIm(z) € iR und 3 € R sowie iR N {3} = @) wird durch Mj lediglich die leere
Menge beschrieben.
(e) e M, ist das ausgefiillte Dreieck mit den Ecken (0,0), (1,0) und (0,1), ohne die Achsen.

e Es ist sup M5 = 1 und inf M5 = 0, jedoch wird das Infimim etwa wegen Re(z) > 0 nicht
angenommen, weswegen kein Minimum fiir M5 existiert. Da die beiden Punkte (1,0) und
(0,1) auf den Achsen liegen und somit nicht zu M, gehoren, existiert auch kein Maximum
von Ms.
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Reihen und die Exponentialreihe in C — Definition analog zu R

Eine Reihe Z 2 zu einer Folge z, aus C ist als Folge der Partialsummen S,, := Z 2, definiert,
k=1 k=1
so dass die Konvergenz der Reihe gleichbedeutend mit der Konvergenz der Folge (.S,,) ist.

Die Reihe heifit absolut konvergent, falls f: |zk| in R konvergiert.
Majorantenkriterium in C: Fiir (a,)qen ;:; C und (cp)nen aus R gilt (5.1).
Quotientenkriterium und Wurzelkriterium in C: Analog zu Satz 7.7 und Corollar.
Satz 13.6: [Absolute Konvergenz der Exponentialreihe/Restgliedabschéitzung]

o0

k
Fiir jedes beliebige z € C konvergiert die Exponentialreihe exp(z) := Z % absolut.

N Zk
exp(z) — Z %
k=0

Satz 13.7 und Corollar [Funktionalgleichung der Exponentialfunktion auf C]:

2’Z‘N+1
<

exp: C — C erfiillt die Funktionalgleichung |Vz,w € C : exp(z + w) = exp(z) exp(w) |

Insbesondere folgt mit der Nullteilerfreiheit eines Korpers Vz € C : exp(z) # 0.

Satz 13.8: Vz € C: exp(z) = exp(z).

~—

Wie in R sind Grenzwert und Stetigkeit einer Funktion f: D C C — C in a € D definiert.

Satz 13.9: [Stetigkeit der Exponentialfunktion auf C] Es ist exp: C — C stetig.

Trigonometrische Funktionen

Definition: [Sinus, Cosinus] Fiir jede reelle Zahl ist cos(z) := Re(e'®) und sin(x) := Im(e'®).

Demnach erhalten wir die | Eulersche Formel: ¢ = cos(z) + isin(z) |

Satz 14.1: Vz,y € R gilt  (a) cos(x) = (e +e7'7), sin(z) = 5 (e — ™)
(b) cos(x) = cos(—x), sin(—x) = —sin(x) (¢) (cos(x))?+ (sin(z))* =1
Mit Hilfe der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt
Satz 14.2: Die Funktionen cos: R — R und sin: R — R sind stetig.
Aus el(®tY) = el%el¥ ergeben sich mittels Funktionalgleichung und Eulerscher Formel

Satz 14.3 und Corollar: [Additionstheoreme]| Fiir alle z,y € R gelten

sin(z + y) = sin(x) cos(y) + cos(x) sin(y) ,  sin(z) —sin(y) = 2cos (%) sin (x ; y)

cos(x +y) = cos(x) cos(y) — sin(z) sin(y) ,  cos(x) — cos(y) = —2sin (%) sin (x ; y)
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e Satz 14.4 [Potenzreihen des Sinus/Cosinus]:

o 2k
Ve e R: COS(x) = Re(exp(jm)) - Z(_l)k(§k>' 1
k=0 :
= 1 z” + P + xS ) ‘ - Sin «
B T IRTIR s o o= ——
Vr € R: sin(z) = Im(exp(iz)) = i(_l)k p2k+1 1 oo 1 @
' P 2 2k 1) y
AR LA v
Die Konvergenz der Reihen ist dabei sogar absolut.

e Satz 14.6/7: [Konstruktion von 7 mittels Nullstelle von cos(z) auf [0,2]] Auf dem

Intervall [0, 2] ist cos(z) streng monoton fallend und besitzt dort eine Nullstelle, welche wir mit
: 37T

. . . . . i . 3 o7 . 3
5 bezeichnen. Somit erhalten wir die speziellen Werte e'2 =i, €™ = —1, e'2 = —i, el?m = 1.

e Definition [Tangens, Cotangens]: Auf R\ {Z + kr : k € Z} wird durch | tan(z) := Sin(@) | Jer

cos(z

~

Tangens von z, auf R\ {kr: k € Z} durch |cot(z) := <= | der Cotangens von z definiert.

sin(x)

Umkehrfunktionen trigonometrischer Funktionen und Polarkoordinaten

e Satz 14.8: [Umkehrfunktionen arccos(z), arcsin(z), arctan(z)]

(a) Der Cosinus bildet das Intervall [0, 7] bijektiv und stetig auf [—1,1] ab und besitzt dort
eine Umkehrfunktion arccos: [—1,1] — [0, 7], die wir den Arcus Cosinus nennen.

(b) Der Sinus bildet das Intervall [—%, Z] bijektiv und stetig auf [~1,1] ab und besitzt dort
eine Umkehrfunktion arcsin: [—1,1] — [—%, g], die wir den Arcus Sinus nennen.
(¢) Ebenso bildet der Tangens das offene Intervall }—g, g[ bijektiv und stetig auf R ab und

besitzt die Umkehrfunktion arctan: R — } —5. 5 [, die wir den Arcus Tangens nennen.

Bemerkung: Die hier definierten Umkehrfunktionen nennt man auch die Hauptzweige. Eben-
so kann man sich die entsprechenden Funktionen fiir die Nebenzweige iiberlegen.

e Satz 14.9: [Polarkoordinaten] VzeCaAr>03peR:z = r-e¥.

Fiir 2z # 0 ist das Argument ¢ bis auf Addition von k - 27 (k € Z) eindeutig bestimmt.

Corollar: Fir n € Nyn > 2 und z, # 0 besitzt die Gleichung 2" = z, genau n (verschiedene)
komplexe Losungen. Im Fall z, = 1 sind dies genau die n-ten komplexen Einheitswurzeln

G o= e k=0,1,....n—1. (10.1)
Zusatzaufgabe 10.1:

(a) Zeigen Sie: (i) Vz € C: exp(z) #0, (ii) Satz 13.8, (iii) Vz € R: |exp(iz)| = 1.
2+i)n
(3—2i)

n

(b) Konvergieren die Folgen ap =1 nC?

bzw. b, =

Losung zu Zusatzaufgabe 10.1:
(a) (i) Angenommen, es gibe ein z € C mit exp(z) = 0.
Dann wire 1 = exp(0) = exp(z) exp(—2z) = 0-exp(z) = 0 und somit 1 = 0 ein Widerspruch.
(ii) Mittels Corollar zu Satz 2, §13 (welches besagt, dass z, — 2z <= 7z, — Z gilt) und
wiederholter Anwendung von Zusatzaufgabe 9.4 (b) ergibt sich

— n n
Zk (blll) Zk‘ Corollar

PR AR Sty 2
VeeCoow() = lim ) Gp = lm ) g = M ) gy et lm ) g = ew(e)

k=0 k=0 k=0 k=0
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(iii) Nach Definition des Betrages einer komplexen Zahl, mit (ii) und der Funktionalgleichung
folgt
Ve € R: |exp(iz)| = \/exp(ix) - exp(iz) W \/exp(i:c) - exp(ir)

= \/exp(ix) : (—ix) vexp(izx —iz) = /exp(0) =

(b) Die Folge a,, konvergiert nicht, denn wegen |a, 1 — a,| = [i"*! —i"| = [i — 1| = v/2 ist sie nicht
einmal eine Cauchy-Folge. Insbesondere besitzt a,, die vier Héiufungspunkte i, =1, —i und 1.

2 5\
Die Folge b,, konvergiert gegen Null, denn es gilt |b,| = ‘ +21, = ( 1—3) — 0 fiir n — oc.
—2i

Zusatzaufgabe 10.2:

(a) Schreiben Sie die folgenden Funktionen f: R? — R jeweils zu einer Funktion f: C — R einer
komplexen Variablen um:

(1> fl(x7y) =T, (11> fQ(xay) = 2 + y27 (111) fS(x7y) - ﬁyg? (IV) f4($7y) = m
1 i

2016
b) Geben Sie fir 2 = | —— + — den Real- und Imaginarteil an.
(®) v+ 7a) :

Losung zu Zusatzaufgabe 10.2:
1

(a) () fi(z) = Re(2) = 5(z+2) (i) fa(z) = |2|* = 22

o - (2) 3 (2+2) -5 60— () 4 () -2

(b) Wegen — \[ + ; = cos (%T”) + isin ( ) folgt wegen 756 - 8 = 6048 aus der Formel von Moivre

3 2016 6048 6048
z2011:( (%)—i—mm(f)) = cos< 47T)—|—isin( 47T>: cos (0) +isin (0)

2018) = 1 sowie Im (22°'%) = 0.

und somit Re (z
Zusatzaufgabe 10.3:
(a) Stellen Sie sin(¢) und cos(y) mit Hilfe der komplexen Exponentialfunktion dar.
(b) Weisen Sie mit Hilfe von (a) die folgenden Additionstheoreme nach:
(sin())? + (cos(¢))® = 1, cos(ip % ) = cos() cos(t) F sinp) sin(s)
%(008(2@) +1) = (cos(p))?, sin(p £ 1) = sin(p) cos(v) £ cos(ip) sin() .

(c) Zeigen Sie sin(x) —sin(y) = 2cos <xT—|—y> sin (%) fir beliebige z,y € R.

(d) Gegeben sei ein x € R mit der Eigenschaft Vk € Z: (2k + 1)1 # x. Zeigen Sie: Mit u = tan (%)
ergeben sich

2 11—
sin(z) = 1+uu2 sowie cos(x) = 1—}-22' (10.2)

Losung zu Zusatzaufgabe 10.3:

(a) Aus € = cos(p) + isin(p) und e = cos(—¢p) + isin(—p) = cos(¢) — isin(p) ergeben sich
sofort nach Addition bzw. Multiplikation
1, . . 1, . :
cos(p) = 3 (e +e7%) | sin(p) = % (e —e™¥) .
i
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(b) Die Additionstheoreme ergeben sich wegen

1 2

(sin(p))” + (cos())® = (5 G e_w))Q + (% (e + e_w))
= 411 (—(e®? =2+ e7) + (e + 2+ 7))

und

(en‘” + 2+ e_iQ‘p) = (cos(ip))?

DN =
A~ =

%(cos(?(p) +1) =

(% (e12<p + 6—1250) + 1) —

sowie aufgrund von

cos(p) cos()) Fsin(p) sin(y) = T (el+9) p @ilemv) y omilemv) 4 omileti))
= L (o) _gilo) _ gitew) | it
4

1, .
= 3 (el(@iw) + e—l(wiw)) — cos(ip £ 1)
1. . . .
sin(ip) cos() & cos(i) sin() = - (1) il — il _ milor)
+ 41 (ei(wﬂb) — olle=¥) + o—ilp—9) _ e_i@ﬂb))
i
1, .
W i i(z i(z—1
(C) egen SiH(CL’) _ Im(em) — Im (e%e%>
= Re (ew> Im (ei(z;y)> + Im (e@> Re <e@>
= COS Ty sin Y + sin r+y coS =Yy
2 9 9 5
und analog

sm(y) _ Im(eiy) — Im (ei(z;y)eii(z;y)>

= Re <ei(w;y)> Im (e_i(acQ—y)) + Im (ei(x;_y)> Re (e_@>

Tty . Tr—y . Tr+vy r—y
= —COS sin + sin COS
2 2 2 2

liefert Substraktion der beiden Gleichungen die Behauptung.

1/1

1 ; . 1, . .
(d) Mlt Q(COS(QOZ) + ]_) = 5 <§ (612‘1 + 6—1204) + 1) — Z (612(1 + 9 + e—12a) _ (COS(O())Z bZW.
. . . . sin(a) .
sin(2a) = 2sin(a) cos(ar) (in A 10.4 (b) zu zeigen) und wegen tan(a) = cos(a) sowie
s (cos(a))? B 1 B 1
(sl = Ceon(a))? + (sinf@))? ~ 11 GHGIE ~ T (tan(a))?
folgen nun
2 1 2 1—u?
cos(z) = 2(008(%)) -1 =2 2—1:1 2_1:1_u2’
1+ (tan(3)) tu tu
_ . (T x x T\ \2 2tan (%) 2u
sin(z) = 2sin <§> oS <§> = 2tan <§> (cos <§)> = =TT
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Zusatzaufgabe 10.4: Verwenden Sie die in den Hausaufgaben zu zeigende Formel von Moivre

Vn € Ny: (cos(p) + isin(p))" = cos(np) + isin(nep), (10.3)

um je ein Polynom P(x,y) = Z Z ajkxj y* mit reellen Koeffizienten a;r zu finden mit
k=0 j=0

(a) P(cos(p),sin(p)) = cos(3p) —sin(5p);  (b) Plcos(p),sin(p)) = sin(2p) + cos(4e) ;
(c) P(cos(p),sin(p)) = cos(4dp) — sin(6¢p) .
Losung zu Zusatzaufgabe 10.4:

(a) Mit dem Polynom P(z,y) = —bxty + 23 + 102%y® — 3xy* — ¢° gilt fiir beliebiges ¢ € R die
Gleichung P(cos(y),sin(¢)) = cos(3p) — sin(5p), denn nach der Formel von Moivre folgen
sowohl

cos(3p) = Re(cos(?)go)—i—isin(?)go)) — Re ((cos(go)+isin(g0))3)
— Re ((cos(¢))” — Beos(p)(sin()) + i (3sin(p)(cos(y))? ~ (sin(¢))*) )
= (cos(p))® — cos(i) (sin())?
als auch
—sin(hp) = —Im(cos(5<p)+isin(5<p)) ~ —Im <(cos(g0)—|—isin(<p))5)
= —Tm ((cos(y))® — 10(cos())*(sin())? + 5 cos(¢) (sin())"
i (5(cos(2))* sin (i) — 10(cos())*(sin(9))* + (sin(¢))*) )

= —5(cos(¢))" sin(¢) + 10(cos())*(sin(y))” — (sin(¢))” .

(b) Mit dem Polynom P(z,y) = 2xy + x* — 62%y? + y* gilt P(cos(p),sin(p)) = sin(2p) + cos(4yp)
wegen

sin(2¢) + cos(4¢) = Im(cos(2¢p) +isin(2¢p)) + Re(cos(élgo) +isin(4yp))
= Im ((cos(p) +isin(¢))?) + Re ((cos(p) + isin(p))?)
= 2cos(¢p)sin(p) + cos(p)* — 6 cos(p)? sin(p)? + sin(p)?

(c) Das gesuchte Polynom ist P(x,y) = —62°y + x* + 2023y® — 62%y* — 62y° + y*, denn es gelten

cos(4p) = Re ((cos(@) + isin(gp))4 (Z i) cos(p))* i k(sm(gp))’“)
= (cos(p))" - 6(008(90))2(Slﬂ( + (sin(p))"
—sin(6p) = —Im ((cos(go) +isin(¢p))° Im Z (cos())®*i k(sm(gp))k)

= —(6(003(90))5sin(90)—20(Cos( ))?(sin(g)) )(sm(gp))5>‘

Zusatzaufgabe 10.5:
(a) Welche 2 € C 16sen die Gleichung 2% =i ?

(b) Bestimmen Sie alle Lésungen z € C der Gleichung 22 = —i.
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(c) Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung z* = 8(iv/3 — 1).
(d

Bestimmen Sie alle Losungen z € C der Gleichung z* = z.

)
)
(e) Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichung 2* =iz in C.

(f) Welche Losungen besitzt die Gleichung z* —iz? = (i — 1)z% in C?

Losung zu Zusatzaufgabe 10.5:
(a) Wegen i = cos () +isin (Z) und 2? = cos(2¢) + isin(2¢) bei z = cos(y) + isin(p) muss man

die Winkel ¢ (modulo 27) finden, fiir die 29 = 7 mod 27r gilt Dies sind aber genau ¢; = 7§

und ¢, = 2%, d.h. die beiden Lésungen der Glelchung z* =1isind 2z = cos(%) + isin(%) und
2z = cos(2F) + isin(2F).

(b) Wegen —i = cos (2) +isin (2) und 2* = cos(2g0) +isin(2¢) bei z = cos(p) +isin(yp) muss man

die Winkel gp (modulo 2r) finden, fiir die 2¢ = 2° mod 2 gilt. Dies sind aber genau ¢; = 2%
und ¢, = 7, d.h. die beiden Losungen der Glelchung 2% = isind z; = cos(¥) + isin(2) und

2z = cos( T ) + isin(Zr).

(c) Wegen 8(iv/3 — 1) = 16 (cos (%) + isin (%)) = 16¢'% erhalten wir analog zu (a) als Losungen
Zo = 2ei%, 7 = 2% . 29 = 2¢ T , z3 = 2e's.

(d) Wegen 2! = 2z <= 2(23 — 1) = 0 ist 2z = 0 eine Losung, und die drei weiteren Losungen sind die
dritten Einheitswurzeln:

Schreibt man z = re'?, so folgt aus 1-e¥ =1 =23 =1r (cos(?)go) +isin(3¢)), dass r = 1 und

3¢ =0 mod 27 gelten muss, also ¢ = 0 oder ¢ = %71’ oder ¢ = 27. Somit sind die vier Losungen

der Gleichung z* = z genau 2z =0, 2 = 1, 23 = cos(3 )—f—lSln(gﬂ') und z4 = cos(3m) +isin(37).

3 = i. Man erhilt mit dem

Ansatz z = re'¥ wegen i = e% dann r = 1 und 3o = 5 mod 27, also w3 = F, @3 = 5—“ und

(e) Eine Losung ist z; = 0, und die iibrigen Losungen ergeben sich aus 2z

i3m

Py = 3” . Die iibrigen Losungen sind also 2z, = €6, 23 = e T ound 2y =e'7 = —i.

(f) Wegen 2% —iz2 = (i—1)2% < 2%(2? + (1 — i)z — i) = 0 sehen wir bereits, dass 0 eine zweifache
Losung der Gleichung ist. Dariiber hinaus liefert die Methode der quadratischen Ergéinzung

L1 ? 2, o Loi (1 ? 1—i 2+. i
—_— e . e 1 = —
T - 2~ 2 2 2

. i 1 1 1 141
und darQeﬂ“’:wQ:%:ée? Vonw—iﬁe —:I:\/i(cos<§)+isin<%)> =+ —21-1

gelost Wirdﬂ erhalten wir z3 =i und z4, = —1 als weitere Losungen.

Zusatzaufgabe 10.6:
T

Berechnen Sie die exakten Werte von cos(x), sin(z), tan(x) an den Stellen %, %, %, 5

Verwenden Sie dabei ausschliefSlich Additionstheoreme.

Losung zu Zusatzaufgabe 10.6:

(a) Offensichtlich erfiillt z = ¢'5 die Gleichung 2°> = —1. Dadies zu 0 = 2° + 1 = (2 +1)(2*> — 2 + 1)
dquivalent ist (vgl. Aufgabe 2.4 (e)), folgt wegen z # —1 dann 22 — 2 + 1 = 0, also

und schlief8lich cos (%) = % Aus 1 = |e'5|?

e = (cos( )) ( in (%))2 ergibt sich nun, da der
Sinus auf |0, 7[ positiv ist, weiter sin %) = ¥3 sowie tan (% =

V3.

1
14Beachte, dass cos (%) = sin (%) = ﬁ gilt.



(b) Mit dem noch in Aufgabe 10.4 (b) zu zeigenden Additionstheorem sin (3 —
sich zunéchst sin (%) = cos (%) Demnach ist

1= otf = (on (5)) + (0 (3)) =2 (3))

und folglich sin (%) = cos (%) = \/LE = ‘/75 sowie tan (%) =

) = cos(z) ergibt

(¢) Wiederum mit dem noch in Aufgabe 10.4 (b) zu zeigenden Additionstheorem sin (Z — x)
1

cos(x) ergibt sich zusammen mit (i) zun'atchst cos (F) = sin (%) = Y3 und wegen

2
analog zuvor sin (%) = sowie tan ( ) = ‘/?3

i

SR

(d) Aus dem Additionstheorem (sin(z))? + (cos( ))? =1 (vgl. Satz 1, §14) sowie

sin(z) — sin(y) = 2sin (%) o (a: —2|— y)

(vgl. Corollar zu Satz 3, §14) erhalten wir sin (%) = 2sin (J) cos (12
Positivitédt von Sinus und Cosinus auf |0, 5[ positive Losungen von 5 = 2v/1 — w?u und erhalten
wegen 0 < sin(z) < cos(z) auf ]0, [ (strenge Monotonie der Funktionen sowie (ii))

sin(%) :% 2—\/5, cos(%) = %\/2—1—\/5, tan(%) = \/7T—4V3.

Dies folgt (1m Fall 0 < u < 1) aus der Aquivalenz von & = 2v/1 —u?u zu & = (1 — u?)u? und

2
ut —u? + 1—6, wobei letztere Gleichung von u? = Qi‘[ gelost wird.

) und suchen wegen der

Zusatzaufgabe 10.7:

v

-1
(a) Bestimmen Sie alle z € C mit Re (Z : ) 2.
z—1

v

1.
z—1

—1
(b) Bestimmen Sie alle z € C mit Re <Z , )

Losung zu Zusatzaufgabe 10.7:

(a) Zunéchst ist 0+ 1 nicht in der Losungsmenge, da sonst die linke Seite nicht definiert ist. Wegen

z—1  (z=1)E+i)  |[zP-z+iz—i (10.4)
z—i |z —1i|? B |z —i? '
schreibt sich obige Ungleichung mit a := Re(z) und b := Im(z2) als
24P —a—b
aa;—}—(b—al)? > 2 bzw. —a—b>a®+b* —4b+2 bzw. b—a> (b—a)®+2
Fiir reellwertiges x := b — a ist also die Ungleichung 0 > 22 —x +2 = (x — %)2 + ?Z zu 16sen.

Aufgrund der Nichnegativitdt von Quadraten ist die Losungsmenge jedoch leer.

(b) Zunéchst ist 0+ i nicht in der Losungsmenge, da sonst die linke Seite nicht definiert ist. Wegen
(10.4)) schreibt sich obige Ungleichung mit a := Re(z) und b := Im(z) als

a>+ b —a—1b
T h-1) > 1 bzw. —a—b>-2b+1 bzw. b—a>1

Somit Ist die Losungsmenge die berandete schiefe Halbebene {z € C | Im(z) > Re(z) + 1} ohne
{0 +1i}.
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Differentiation

e Eine Funktion f: D — R (D C R) heifit im Punkt a € D differenzierbar, falls der Limes des
Differenzenquotienten existiert, d.h. der Grenzwert

o f@—f@ fa+h) ~ f(a)

f'(a) == lin f'(a) = lim (11.1)
ZGZD\[{la} a—=T };L;)g h

Der Grenzwert f’(a) heifit die Ableitung von f im Punkt a. Eine Funktion f: D — R (D C R)
heifit in D differenzierbar, falls f in jedem x € D differenzierbar ist. Ist dariiber hinaus die
Ableitung f': x — f’(z) eine stetige Funktion, so nennt man f stetig differenzierbar. Ist
g = f" wiederum in allen Punkten a € D differenzierbar, so heifit f zweimal differenzier-
bar. Induktiv definieren auf diese Weise im Falle der Existenz analog k-mal differenzierbare
und k-mal stetig differenzierbare Funktionen und bezeichnen mit f® := (f (kfl)), die k-te
Ableitung von f, wobei f©) := f vereinbart wird.

e Satz 15.1: [Lineare Approximierbarkeit]

Eine Funktion f: D — R (D C R) ist genau dann in a € D differenzierbar, wenn eine Konstante

¢ € R existiert® mit o _ _
10131; f(l') f(a’> C(SC a’) — 0 . (112)
veD\{a} r—a

Corollar: Ist die Funktion f: D — R in a € D differenzierbar, so ist sie auch stetig in a.

e Ob die auf D C R definierte Funktion f Werte in R oder C hat, macht beim Ableiten keinen
Unterschied, denn aus Satz 13.2 folgt: Ist f: D — C und f(z) = u(z) + iv(x) eine Zerlegung in
Realteil u : D — R und Imaginérteil v : D — R, dann ist f/(x) = o/(z) + iv'(z).

e Satz 15.2: [Algebraische Differentiationsregeln]
Seien f,g : D — R differenzierbare Funktionen und A,z € R. Dann sind auch die Funktionen
f+g,\f, fg: D — R differenzierbar und fiir alle x € D gelten
Af+pg)(x) = M'(x)+pg(z) (Linearitit) (11.3)
(f9)'(x) = f'(x)g(x) + f(x)g'(x)  (Produktregel) (11.4)
Ist g(z) # 0 fiir alle x € D, so ist auch 5: D — R differenzierbar und fiir alle z € D gilt

f ’m _ g@)f(x) — g'(x) f(x)
(g) (@) (g(x))2

e Satz 15.3 [Ableitung der Umkehrfunktion]: Ist f: D — R differenzierbar in x mit f'(x) # 0
und besitzt f in der Umgebung von 2 die Umkehrfunktion !, dann gilt

1 1 / 1
) (f) = = , also (fFY) (y) = ————— .
UV = @ = P a@) U=V = 5
e Satz 15.4 [Kettenregel]: Sind f: D — R und g: £ — R Funktionen mit f(D) C E und ist
f differenzierbar in x € D und g differenzierbar in y := f(z) € E, dann ist die Komposition
go f: D — R (sprich: ,,g nach f*) ebenfalls differenzierbar in x mit

(go f)(x) = (9o f)x) f(z). (11.7)

(Quotientenregel) (11.5)

(11.6)

Binsbesondere strebt der Restterm ((z) in f(z) = f(a) + ¢(z — a) + {(z) fiir z — a auch dann noch gegen 0, wenn
er durch z — a geteilt wird. Wir konnen c¢ als eine lineare Abbildung ¢ : R — R, x — ¢ - z auffassen und werden in der
Analysis 2 sehen, dass Satz 15.1 genau ein Spezialfall der Definition der Ableitung im Mehrdimensionalen ist.
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Lokale Extrema, Mittelwertsatz der Differentialrechnung, Monotonie

e Definition [lokales Extremum]: Die Funktion f: D — R, D C R, besitzt in z € D ein
o lokales Maximum <= 3JU :=|c,d[N D: <x eUC D ANVyeU: f(y) < f(x))
o lokales Minimum <= 3U :=]¢d[ N D: (xGUC D A ‘v’yEU:f(y)Zf(m))

und entsprechend ein strenges lokales Extremum, falls fiir y # = die Ungleichung stets echt gilt.

e Satz 16.1 [Notwendiges Kriterium fiir lokale Extremal: Besitzt die Funktion f :]a, b[— R
in z €Ja, b[ ein lokales Extremum und ist f in x differenzierbar, so gilt f'(x) = 0.

e Satz 16.2 [Satz von Rolle]: Fiir a < bsei f : [a,b] — R eine in ]a, b[ differenzierbare Funktion
mit f(a) = f(b), welche stetig in den Randpunkten ist. Dann existiert ein & € |a, b| mit f'(£) = 0.

e Corollar [Mittelwertsatz der Differentialrechnung]: Fiir a < b sei f : [a,b] — R differen-

zierbar in Ja, b| und stetig in den Randpunkten. Dann existiert ein & € Ja, b[ mit f'(§) = W

e Satz 16.4 [Monotonie]: Sei f : [a,b] — R differenzierbar in ]a, b[ # () und stetig am Rand.

o Dann gilt: f ist in [a, b] monoton fallend = Vo €la,b] : f'(x) <0
o Dann gilt: f ist in [a, b] monoton wachsend = Vo €la, b : f'(z) >0
o Weiter gilt Vx €a,b[ : f'(zr) >0 = f streng monoton wachsend.
o Ebenso gilt Vo €la,b] : f'(x) <0 = [ streng monoton fallend.
e Satz 16.5 [Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extremal: Sei f: ]a,b[— R eine differen-

zierbare Funktion und = € |a, b[ derart, dass f'(x) = 0 und f in z zweimal differenzierbar mit
f"(x) > 0 (bzw. f"(x) < 0). Dann besitzt f in z ein strenges lokales Minimum (bzw. Maximum).

e Satz 16.5(a) [Hinreichendes Kriterium fiir lokale Extremal: Sei f: ]a,b[— R eine diffe-
renzierbare Funktion und es gebe ein = €]a, b[ mit f'(x) = 0. Gilt

(35>OV§,77 €la,b] : (z—e<é<az<n<z+e = [f() <0< f’(n)))
bzw. (35 >0V ne€lab: (r—e<f<z<n<zt+e = [f(§>0> f’(n)))
so besitzt f in x ein lokales Minimum bzw. Maximum.

arctan(z) arctan(z)

Zusatzaufgabe 11.1: Bestimmen Sie die Grenzwerte (a) lim — und (b) lim
z—=1 241 z—00 x

) ) x~cos<l>, fiir x # 0, ]
(c) Ist die Funktion f(x):= 2z auf ganz R stetig 7
0, fir . =0

1

(d) Warum lésst sich die durch g(z) := +/|z|sin (—) fiir « # 0 definierte Funktion stetig in x = 0
x

fortsetzen ? Hat die stetige Fortsetzung von g auf dem Intervall }—%, % [ globale Extrema?
(e) Sei (x,)n>1 eine Folge mit 1 > 0 und 2,11 =, - (cos(z,,))? fiir n > 1.

(i) Zeigen Sie die Konvergenz von (x,),>1 mittels Satz von Bolzano-Weierstrafi.
(i) Zeigen Sie, dass der Grenzwert der Folge (£*) eine ganze Zahl sein muss.

(iii) Berechnen Sie fiir die Startwerte x; = 6.2 bzw. 1 = 6.25 bzw. 27 = 6.29 die Anfangsfol-
genglieder



Losung zu Zusatzaufgabe 11.1:

sin(z)
cos(z)

(a) Wir suchen das eindeutige z € ]—g, g [, so dass 1 = tan(x) = , also cos(z) = sin(z) gilt.

Mit dem Additionstheorem cos(z) = sin (3 — z) folgt daraus sin(z) = sin (2 — z) und daher

T _

r =7 —x,also x = §. Demnach ist arctan(1) = 7, also
arctan(z) arctan(1) T
im = = -
=1 22 +1 1241 8
arctan(z
(b) Da |arctan(z)| < § fiir alle # € R gilt und somit beschréinkt ist, gilt lim arctan(z) = 0.
T—00 €T

(c) Die Stetigkeit in jedem Punkt der Intervalle | — 0o, 0[ und |0, co] ist aufgrund der Stetigkeit von
r und § sowie cos(z) auf R und % auf R\ {0} gegeben, denn Produkte und Kompositionen
(solange definiert) stetiger Funktionen sind wiederum stetig. Somit bleibt nur die Stetigkeit in
0 zu zeigen. Diese folgt jedoch sofort, denn fiir alle z € R mit |z| < € gilt

[f(z) = fO)] = |f@)] < |z] < €.

Somit finden wir zu beliebigem € > 0 ein ¢ := ¢ > 0, so dass fiir alle x € R mit |x — 0] = |z| < 0
auch |f(x) — f(0)] < e gilt. Demnach ergibt sich die Stetigkeit in 0 hier mit Hilfe der e-0-
Charakterisierung.

(d) Wegen [sin(1)| < 1 gilt [g(z)| < /]|, also insbesondere lim g(x) = 0. Daher ist die durch
z#0
g(0) := 0 auf R fortgesetzte Funktion stetig.

Die stetige Fortsetzung von g besitzt wegen sup g(x) < sup +/|z| = \/g =g (7%) auf
2
=

z€l-2, 2 z€]-3,

s

]-2, %[ das Supremum \/g und analog das Infimum —\/g , beide werden aber — da die Wurzel-

funktion und der Betrag auf [O, %] streng monoton wachsend sind — auf dem offenen Intervall

| — 7%, %[ nicht angenommen, sondern erst in den Randpunkten. Also besitzt die stetige Fortset-
zung von g auf ] —7—2r, % [ weder Maximum noch Minimum.

(e) (i) Es gilt 0 < (cos(x))? < 1 fiir alle z € R und daher fiir alle n € N auch z,, > 0 und
Tni1 < xp. Somit ist die Folge einerseits durch 0 nach unten beschrénkt und andererseits
monoton fallend, woraus sich mit dem Satz aus der Vorlesung die Konvergenz der Folge
(Zn)nen gegen ein a € R ergibt.

(ii) Da fiir alle n € N auch z,, > 0 gilt, ist auch der entsprechende Grenzwert nichtnegativ. Nach
der Vorbemerkung gilt weiterhin lim cos(z,) = cos(a). Mit den Grenzwertsétzen folgt nun
n—00
auch lim (z,(cos(x,))?) = a(cos(a))? und lim (z,,1) = a. Wegen (2,,1) = (2,(cos(z,))?)
n—00 n—00
bedeutet dies auch a = a(cos(a))?. Somit ist entweder a = 0 oder aber es folgt 1 = (cosa)?
und somit cosa = 1 oder cosa = —1 im Fall a # 0. Im letzteren Fall muss daher a = k=
mit einem k € 7Z sein. Da auch a = 0 diese Gestalt besitzt, haben damit alle Lésungen

von a = a(cos(a))? diese Eigenschaft. Der Grenzwert von (%) muss darum ein k = % mit
k € Z sein.

(iii) Es ergeben sich die folgenden Anfangsglieder:

z2 z3 Z4 Z5 Z6 z7 z8 Z9 Z10
s us s us T us s s s

* |

6.2 | 1.9735 | 1.9599 | 1.92895 | 1.8344 | 1.3813 | 0.18335 | 0.12895 | 0.10892 | 0.096658
6.25 || 1.9894 | 1.9872 | 1.9841 | 1.9791 | 1.9706 | 1.9537 | 1.9128 | 1.7727 1.0122
6.29 || 2.0022 | 2.0021 | 2.0020 | 2.0019 | 2.0018 | 2.0018 | 2.0017 | 2.0017 2.0016

: : o . . +1
Zusatzaufgabe 11.2: (a) Was ist der maximale Definitions- und Wertebereich von z — arcsin (IQ ) ?
x
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sin(n) 4 (cos(n))’

NG

(¢) Konvergieren die Reihen Z n’ sin(n Z sllll(kk’ und Z (arctzxi(n)) 9

n=1 k=1 n=1

(b) Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge ¢, =

Losung zu Zusatzaufgabe 11.2:
(a) Da der Arcussinus nur auf [—1, 1] definiert ist, muss

1 1 1
TTlol - 9<i4-<2 — —3<-<1
2x T T

—1<

erfiillt sein. Nun ist eine Fallunterscheidung notwendig;:

e Im Fall z > 0 folgt nach Multiplikation einerseits 1 < x und andererseits
1
3Br<l <— z> 3

was uns insgesamt einen ersten Definitionsbereich Dy = [1, oo liefert. Aufgrund der Stetig-
keit von f auf D; ist der zugehorige Wertebereich demnach

Wi = f(D) = Jlim f) f(1)] = ]arcsin (%)f} .

T—00 2

e Im Fall z < 0 folgt nach Multiplikation einerseits 1 > x und andererseits

1
—3r>1 <— mg—g,

was uns insgesamt einen zweiten Definitionsbereich Dy = ]—oo, —%} liefert. Aufgrund der
Stetigkeit von f auf D, ist der zugehorige Wertebereich demnach

w100 = (D). - [ ()]

Da auBerdem die Funktion £t = 2

sich als Definitions- und Wertebereich wegen arcsin (

+ % fiir keine reelle Zahl den Wert 2 annehmen kann, ergibt

1y _ 7
2) =z demnach

1 T T
D = DiUD, = }—oo,—g] U oo, W =WUW, = [_5’5}\{6}'
(b) Es gilt lim ¢, =0, da fiir n € N aunéchst
n—oo
inn + cos® n| |sinn| + | cos® n| 2 2
/::0<n_0:|smn 2 2 _ .,

gilt und wegen lim(c/,) = 0 und lim(¢//) = 0 nach dem Sandwich-Lemma lim(c,) = 0 folgt.

(¢) (i) Wegen |sin(n)| <1 kann man die Reihe abschétzen durch

00 0o
’I’L Sln 7’L
> Sl
n=1 n=1
[e's) 2 2
n . .. . n n2 % n—00

< 1 nach dem

Die Reihe Z ™ konvergiert beispielsweise wegen =4 —

n=1

1
4
o . . o n?sin(n
Wurzelkriterium, also konvergiert nach dem Majorantenkriterium auch Z
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o0 . k‘ o0 1
(ii) Nach dem Majorantenkriterium konvergiert Z sulzsc ) wegen |sin(k)| < 1, wenn Z o
k=1 k=1
1
konvergiert, und diese Reihe konvergiert wegen { i — 0 < 1 nach dem Wurzelkri-
o0 . k
terium. Also ist Z SH;{# konvergent.
k=1

(iii) Da § nach Konstruktion die eindeutige Nullstelle des Cosinus auf dem Intervall ]0, 2[ ist,
gilt § < 2. Daher existiert ein ¢ := 7 < 1, so dass wegen |arctan(z)| < 7 fiir alle n € N

(arctan(n))" < 1 (7‘(‘)” B (7‘()”
2n o \2/  \4
gilt, die konvergente geometrische Reihe ) (%)n = 1_%1 somit eine Majorante fiir die
4

n=1
betrachtete Reihe ist, welche nun nach dem Majorantenkriterium ebenso konvergieren muss.

Zusatzaufgabe 11.3:
(a) Beweisen Sie, dass jede in a € R differenzierbare Funktion f: R — R auch stetig in a ist.
(b) Uberpriifen Sie mittels Definition die Differenzierbarkeit der Funktion s(z) = |x|.

(c) Zeigen Sie, dass bei beschrinktem b: [—1,1] — R die Funktion z + z?b(z) im Nullpunkt
differenzierbar ist und dort die Ableitung 0 besitzt.

(d) Sei f(x):= 2% Fiir welche z € R existiert der Grenzwert }llirr(l)
%

fle+ )~ f)
) .

(e) Untersuchen Sie jeweils fiir £ = 1,2,3,4,5, und die Funktionen

1 1
fl(x) = x3, f2($) =" (” S N)7 f3(x) = 7 f4($) = 22 f5(x) = eXP(JC);
in welchen Punkten z € R der Grenzwert fllin% fulr + hli — fi(@) existiert.
—

1
(f) In welchen Punkten z € R sind die Funktionen fi(z) := v/, fo(x) := N differenzierbar?
x

Bestimmen Sie in diesen Punkten die Ableitung mittels Definition des Differentialquotienten!

0 falls z > 1,
(g) Beweisen Sie die Differenzierbarkeit von g: R = R, z— < 2® -3z +2 fallsz € [-1,1],
4 falls x < —1.

(h) Untersuchen Sie folgende Funktionen auf Stetigkeit und Differenzierbarkeit im Punkt a = 1:

1—2%, fallsxz>1,
22 -1, fallsoz <1;

(i) filz) = {

1
- falls 0 < = < 1, T2 pls0<x<l,
. T z+1
(i) o) =47, () fo(r) = 4+
, fallsz >1; 1 falls z > 1.

Achtung: Eine der obigen Funktionen ist ein Beispiel fiir eine in allen z # x, differenzierbare,
jedoch in zy € R unstetige (und nach ZA 11.3 (a) dort somit nicht differenzierbare) Funktion,
welche dennoch li\m fl(z) = li/m f'(z) erfillt.

T (X0 T,/ xo
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Losung zu Zusatzaufgabe 11.3:

(a) Ist f differenzierbar in a, dann existiert der Grenzwert lim W und ist insbesondere endlich.
Tr—a

Da der Nenner x — a bei x — a gegen Null lauft, folgt nun nach Grenzwertgesetzen auch

mMﬂ@-f@D-_hm<i@L;ﬂQ~@—a0 - (Mﬁﬁﬁ:ﬁ&0<MMx—@>

T—a T—=a Tr—a T—=a r—a r—a
_ (lim f(x)—f(a)) 0—0.
T—=a Tr—a

(b) Da s(z) in der Nidhe jedes Punktes z # 0 mit dem Polynom z bzw. —z iibereinstimmt, ist s in
jedem Punkt x # 0 differenzierbar mit Ableitung 1 bzw. —1. Jedoch ist s(x) nicht im Punkt 0

differenzierbar, da der Grenzwert }Lin%] WT*O nicht existiert (wegen % = +1 — je nachdem ob h
—

positiv oder negativ ist — stimmen links- und rechtsseitiger Grenzwert nicht iberein).
(c) Es gilt
. h%g(h) -0
iy G = - to) =
wegen h — 0 und |g(h)| < C fiir eine Konstante C.

(d) Fiir f existiert in jedem Punkt 2 € R der Differentialquotient
(x+ h)? — 22 . 2xh+ h?

lim f(ac+h)—f(ac) = lim——— = lim——— = 22+ 1limh = 22 .
h—0 h h—0 h h—0 h h—0

Also ist f iiberall differenzierbar mit Ableitung f'(z) = 2z.
(e) Es gelten fiir alle z € R

. file+h)— fi(2) . (x+h)}—2? . x®+32%h + 3zh? — 23
lim = lim——— = lim
h—0 h h—0 h h—0 h

= lim(32* + 3zh) = 327
h—0

lim Sl +h) = hlz) = lim M = lim
h—0 h h—0 h h—0 h
= lim (n) R lgn—k = (n) 2"t = na™t
h—04~ \ k 1
Es gelten fiir alle x € R\ {0}
z—(x+h)
lim fs(@+h) — f3(z) _ limﬁ iy @t lim_—1 _ 1
h—0 h h=0  h h=0  h h—0 (z + h)x z?’
1 1 a?—(z+h)? —2hz—h?
i AR —fal@) o GERE T e e
h—0 h h—0 h h—0 h h—0 h
_ oy —2r—h 2z 2
T RS (x+h)222 24 g3
... exp(h)—1 . . . . .
Mit }llur(l) — = 1 (in der Vorlesung gezeigt, siche Seite [64f Spezielle Grenzwerte) folgt
ﬁ
. fs(x+h)—fs(x) . exp(x+h)—exp(z) _exp(h) -1
M = h IS I
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(f) (i) Fiir z = 0 ist der Differentialquotient wegen

lim AO+h) = £(0) = llm\/—ﬁ = hmL =

h—0 h h—0 h h—0 \/_

unbeschrinkt, so dass in diesem Punkt die Ableitung von fi(z) := y/z nicht existieren kann.
Fiir alle z > 0 gilt wegen der Stetigkeit der Funktion /- nun ]llin% Vo +h=+vVr+0=,2und
—

damit

h—0 h h—>0

(:c+h)—:c . 1 1

lim = lim = )
W0 (VT + h+T)h 0o+ h4+ T 2VT

(ii) Fiir alle > 0 gilt nach (i) mit Rechenregeln fiir Grenzwerte von Funktionen
1
falw +h) = fo(x) Vath _ VE

: : . VJr—Vr+h
lim = lim Y>~——Y~ = lim
h—0 h h—0 h h—0 (\/,]} +h- \/E)h
-1 i r+h—or = -1 1 1
m-——— - lim .
h=0\/x + h-\/T h=0 h NN N A W

1 J—

D‘

(g) Da Differenzierbarkeit nur eine lokale Eigenschaft ist, konstante Funktionen und Polynome tiber-
all differenzierbar sind und ¢ in allen Punkten z > 1, + < —1 und « €] — 1, 1] lokal (d.h. jeweils
in einer offenen Umgebung dieser Punkte) mit einer differenzierbaren Funktion {ibereinstimmt,
ist ¢ in diesen Punkten ebenfalls differenzierbar. Es bleiben also noch die Punkte x = +1 zu
betrachten:

(I1+h)—g(1) 0-0

e Da die beiden Grenzwerte lim g = lim —— = 0 und
R\0 h RN\0

g(1+h)—g(1) (1+h)?=3(1+h)+2-0

i h = o h
1+3h+3h2+h>—3—-3h+2
_ iy R T lmBh 4 h%) =0
k0 h h 0

nicht nur existieren, sondern auch iibereinstimmen, existiert im Punkt 1 auch die Ableitung

selbst und es gilt
9(1+h) —g(1)

/ I T _
g(1) = lm h =0
g(=1+h)—g(-1) 4—4

e Da ebenso die Grenzwerte lim = lim —— = 0 und
h 0 h )

g(=1+h) — g(—1) (—1+h)?—3(-1+h)+2—4

H h = h
3 _ 912 _ _ _
_ limh 3h*+3h—14+3—-3h+2 4:1im(h2—3h):0
RN\0 h AN

existieren und iibereinstimmen, ergibt sich analog die Differenzierbarkeit von g in —1 mit
Ableitung 0.

Also ist g iiberall differenzierbar mit der Ableitung

0 falls x > 1 0 falls x > 1
gd(x) = ¢322-3 fallsz€]—1,1] bzw.  ¢'(x) = (32> -3 fallsxze[-1,1] .
0 falls x < —1 0 falls x < —1
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(h) Da eine im Punkt a differenzierbare Funktion dort auch stetig sein muss, haben wir jeweils zu
tiberpriifen, ob der links- und rechtsseitige Grenzwert sowie der links- und rechtsseitige Diffe-
rentialquotient in a = 1 iibereinstimmen.

. . o . . 2 — — . 2 . — . . . — .
(i) Wegen }Ul\"ﬂi filz) = alcl\n} l—2°=0=lma" —1 glﬁl/(ni fi(z) ist f1 in a = 1 stetig. Jedoch

z 1
ist f; in a = 1 nicht differenzierbar wegen

lim filx) — fi(1) fi(x) — f(1)

= lim —(1 = =2 2 = 1 1 = i
N1 r—1 x{% ( —HE) 7 xl/rr%x—l— xl;q rz—1
(i) Wegen lim fo(z) = li 3 fmt o folz) ist fo i 1 stetig. Aufgrund
ii) Wegen lim fo(z) = lim =1 = lim — = lim fo(x) is in a = 1 stetig. Aufgrun
& z\(1 2 a\ 1 2 /1 X z /1 2 2 & &
von
— f(1 1 1 1-1 — fa(1
TGP 100 R TG et S S T I Tk g o 1C B0}
N1 r—1 z\(1 2 z,/1 X z 1 — 1 z 1 r—1
ist fy auch differenzierbar in a = 1.
3 — 1 3 2
(ii)) Wegen lim fu(r) = lim = - SE = ii/xqiil = lim fy(r) ist fy in a = 1 nicht

stetig, wonach f53 auch nicht differenzierbar sein kann (vgl. ZA 11.3 (a) bzw. Corollar zu
Satz 15.1). Dies folgt auch aufgrund von

— (1 S—z 1 1 3 z+2 1 _ £.(1
lim fs(@) — f3(1) — lim 4 2 _ 4 _o0=lim T+5 _ lim 2 — i fs(@) — f5(1) .
N1 z—1 N1 oz —1 4 s M2 —1 =z x—1 z M r—1
Zusatzaufgabe 11.4: (a) Beweisen Sie die Linearitdt (11.3) des Ableitens.

(b) Beweisen Sie fiir die Ableitung (i) die Produktregel (11.4) und (ii) die Kettenregel (11.7))
(c) Leiten Sie die Regel zur Differentiation der Umkehrfunktion ((11.6)) aus (11.7]) her.

Losung zu Zusatzaufgabe 11.4:

(a) Angenommen, die Funktionen f, g: R — R seien in a € R, differenzierbar, dann folgt fiir A\, u € R
aus den Grenzwertgesetzen sofort

Of + 1) (z) = lim AL FHO(@+R) = (W + pg)(a)

h—0 h

(b) (i) Angenommen, die Funktionen f,g: R — R seien in a € R, differenzierbar, dann folgt
zusammen mit der nach ZA 11.3 (a) giltigen Stetigkeit in a auch

(f9)'(a) = lim fla+h)g(a +hh> — f(a)g(a)
. fla+h)gla+h) = fla)gla+h) .. fla)gla+h)— f(a)g(a)
N Ilzli% h +’1lli% ,

f(a+h)_f(a) g(a+h)—g(a)

- fmota )+ /(0 i £
= [fl(a)g(a) + f(a)g'(a)

(ii) Sind f: D — R und g: £ — R Funktionen mit f(D) C F und ist f differenzierbar in
x € D und g differenzierbar in £ := f(z) € F, dann folgt mit der Hilfsfunktion

{—f@g:g@, falls ¢ # ¢,

MO =50 fsc-c,
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wegen %_1_)11% f5(¢) = f*(&) = f/(¢) fiir die Komposition

y—x y—x y—x y—x y—x

(c) Leiten wir in x = (f o g)(z) mit g = f~! beide Seiten ab, so erhalten wir

1
L= oo -d@ = (V@ = mome
Zusatzaufgabe 11.5: Berechnen Sie jeweils die Ableitung von (a) sin(x) (b) cos(x)
sin(x) v

(©) ()= cos (sin(x)-e()) (@) fl2) =

(f) f(z)= (cos ((sin (e4x))3)) (g) f(z) = arctan(z?) (h) f(z)=+\/zvx

\/m . eSin(x)
YT+ (a2 +3)2

1 + cos(z)

(G)  f(u) =e"In(sin(u)) k) f(z)= Lsin(2)

Losung zu Zusatzaufgabe 11.5:

(a) Esist (sin(z)) = (% (e — eiz)) = % (ie" — (—i)e ™) = —% (e +e7) = cos(x).
/ Liie i) _ Ly N iz 1 iz :
(b) Esist (cos(z)) = (5 (e +e )) =5 (ie' + (—i)e ™) = 5% (e —e™) = —sin(z).
(c¢) Nach Kettenregel (h(g(z))) = h'(g(x)) - ¢’(x) und Produktregel (vw)" = v'w + vw’ ergibt sich
f'(x) = —sin <sin(x) : ex2) : (cos(x) e +sin(z) - e® - 2:6)
(d) Nach Quotientenregel (%) 'y 2“” und mit (cos(x))? + (sin(x))* =1 ergibt sich
flo) = cos(x)(1 + cos z) — sin(x)(— sin(z)) _ l+cosx 1
(1 + cosx)? (1 + cosx)? 1+ cos(z)

(e) Die Funktion ist auf |0, co[ definiert und differenzierbar mit

(2@9)" = (exp(a®In(x))) = (¢” In(z))z") = ((:c“)’ln(x) + x%) 2@")
= ((zln(z))2"In(z) +2* ) 2" = ((n(z) + 1)2" In(z) + 1) 29
= @271 4+ zln(z) + z1n(z)?)
(f) Nach fiinffacher Anwendung der Kettenregel
(f(g(h(k(Um(2)))))))

= [ (g(h(k(l(m(2)))))) - ¢ (h(k(I(m())))) - B (k(l(m(x)))) - K (I(m(x))) - I'(m(x)) - m'(x)

ergibt sich y = 2cos (sin3 (e“)) . (— sin (sin3 (641))) - 3 sin? (e4r) - coS (e4”3) et 4
(g) Die Funktion ist auf ganz R definiert und differenzierbar mit (arctan(z?))" = m 21 = T2

denn nach dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion folgt arctan’(z) = ﬁ wegen

arctan’(tan(y)) = L _ L = I — 1 — 1
 tan/  [siny)) (eos@)*+(Gin@)? o2 1+ (tan(y))?
g (ioséf,)) (cos(y))? 1+ (gg) (tan(y))
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(h) Mit y(z) = /= \/ < %> = 23 und (xk)’ = k-2F1 folgt y'(z) = %a’;_}k =

(i) Hier bietet sich das logarithmische Ableiten (In(f(z))) = L /(f)) an, denn es gilt

In(f(z)) = %ln(x2 + 1) +sin(z) — %ln(l + ) — 2In(2? + 3)

, , x2+1-eMm" x 1 4z
fx) = f(x) - (n(f(z))) = VT+a-(22+3)? (x2+1 + cos(z) — 3(1+ ) N $2+3> '

(j) Nach Produktregel (vw)" = v'w +vw’ und Kettenregel (h(g(z)))" = h'(g(x))- ¢ (x) erhalten wir

f'(u) = e In(sin(u)) + e (In(sin(u)))’ = e"-In(sin(u)) + e"- (sinl(u)

-COS(U))
= e" (In(sin(u)) + cot(u)) .

(k) Wegen u(z)"® = exp(v(z) - In (u(z))) ergibt sich mittels Ketten- und Produktregel

z

(zsm(z))/ = (exp(sin(z) - In(z))) = 2. <cos(z) In(z) + sin(z)) :

Zusatzaufgabe 11.6: (Umkehrfunktionen und ihre Ableitungen)
(a) Bestimmen Sie die Ableitung von ¢(z) = In(x) und w(x) = y/z mit Hilfe der Umkehrfunktion.
(b) Fiir welche z € R existiert die Ableitung von arcsin(z) und wie lautet sie 7

(c) Warum muss f: R — R, definiert durch f(z) := x + e”, eine stetige Umkehrfunktion besitzen?
Sei nun f~': R — R die Umkehrfunktion von f. Berechnen Sie die Ableitung von (f~)" (1).

(d) Es sei a eine beliebige reelle Zahl.
Wieviele reelle Losungen besitzt die Gleichung 2z + sin(z) = a? Begriinden Sie Thre Antwort.
Berechnen Sie, dort wo sie existiert, die Ableitung der Umkehrfunktion von f(z) = 2z + sin(z).

Losung zu Zusatzaufgabe 11.6:

(a) Mit f~1(z) := £(x) = In(z) = y und f(y) := e¥ = x erhalten wir wegen f'(y) = e’ = x mittels
Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion dann 1 1

/() = (In(z)) = ——v = —.

Mit f~Y(z) = w(x) = /xr =y und f(y) := y*> = x erhalten wir wegen f’(y) = 2y mittels Regel
fiir die Ableitung der Umkehrfunktion dann 1 1

vl = V9= wrEy T e

(b) Die Funktion arcsin: [-1,1] — [—%, %] ist die Umkehrfunktion vom eingeschréinkten Sinus

sin: [-Z,2] — [~1,1]. Mit f~'(2) = arcsin(z) = y und & = f(y) = sin(y) liefert der Satz iiber

die Ableitung der Umkehrfunktion wegen f’(y) = cos(y) in allen z € | — 1, 1] somit

. T () = 1 — 1 = = = !
(aresin(@))” = (/7)) = F071G7) = on (arcsin(o)) J1— Gin(esin(@))? V-7
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(¢) Zunéchst halten wir fest, dass f nicht nur stetig, sondern sogar beliebig oft differenzierbar ist,
und wegen f'(z) = 1+e* > 1 > 0 fiir alle x € R streng monoton wachsend (vgl. Satz 16.4).
Nach dem Satz iiber die Existenz einer stetigen Umkehrfunktion (vgl. Satz 12.1) ist f: R — R
bijektiv, und es existiert eine (eindeutige!) stetige und ebenfalls streng monoton wachsende
Umkehrfunktion f~': R — R.

Wegen 1 =0+ ¢%ist f~'(1) = 0. Nach dem Satz iiber die Ableitung der Umkehrfunktion (vgl.
1 1
Satz 15.3) gilt (f~') (z) = ————. Also folgt speziell (f~1)'(1
) gilt (f71) (@) @) (@)

T l4e M 14
(d) (1) Esist f: R - R, 2 — 2z + sin(z) als Linearkombination differenzierbarer Funktionen
selbst wieder eine differenzierbare Funktion mit Ableitung f'(z) = 2 + cos(z) > 1 > 0,
also einerseits streng monoton (wachsend) und damit injektiv, andererseits aufgrund der
Differenzierbarkeit auch stetig. Die Surjektivitét folgt nun aus dem Zwischenwertsatz und
den Grenzwerten

1
=5

lim f(z) = + o0 und lim f(z) = —o0.

T—00 T—r—00

Aufgrund der Bijektivitdt von f existiert somit zu jedem festen a genau eine Losung der
Gleichung f(z) = a.

(ii) Nach (i) existiert auf ganz R die eindeutig bestimmte Umkehrfunktion g von f. Diese ist

1
iiberall differenzierbar mit Ableitung ¢'(y) = 7T cos(a ()
cos(g(y

Zusatzaufgabe 11.7: (Logarithmisches Ableiten)

(a) Bestimmen Sie fiir eine differenzierbare Funktion f: R —]0, co[ die Ableitung von Inof.

/
(b) Beweisen Sie, dass das logarithmische Ableiten L: f — S von Funktionen f > 0 die Rechenre-

geln L(fg) = L(f) + L(g) und L(f*) = aL(f) erfillt.

(c) Zeigen Sie, dass eine differenzierbare positive Funktion f: R —]0,00[ genau dann ein lokales
Maximum/Minimum in x besitzt, wenn Inof ein lokales Maximum/Minimum in z besitzt.

ez2—2x—1

(d) Bestimmen Sie die lokalen Extrema von f(z) := ——;— einmal direkt durch Anwenden notwen-

diger und hinreichender Kriterien und dann noch einmal erneut mit logarithmischem Ableiten.

Losung zu Zusatzaufgabe 11.7:

['(z)
fx)

(b) Wegen L(f) = % = (nof), In(f(x)g(x)) = In(f()) + In(g(z)) und n(f(2)*) = aln(f(x))
folgen die behaupteten Rechenregeln

L(fg) = (Inofg)’ = (Inof)'+(Inog)’ = L(f)+L(g) sowie L(f*) = (Inof*)’ = a(lnof)" = aL(f).

(a) Nach Kettenregel ist ((In of)(x))/ = (In'of)(z) - f'(x) =

(¢) Wegen f(x) > 0 gilt f'(x) = 0 genau dann, wenn (Inof)'(z) = ’;((f)) = 0 gilt. Auflerdem besitzt

die Funktion In o f wegen des strengen monotonen Wachsens von In dasselbe Monotonieverhalten
wie f, so dass lokale Maxima/Minima von f auch lokale Maxima/Minima von Inof sind. Auch
f'(x)
f(=)

’ / 1" 1 ¢! 11
<f7) = fff# in x den Wert J;(—(;)), der wegen f > 0 dasselbe Vorzeichen wie f”(x) besitzt.

das hinreichende Kriterium gilt genau dann fiir f, wenn es fiir Inof gilt: Ist = 0, so besitzt

(d) Zunéchst ist der Definitionsbereich R \ {0}.
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12 11
e Direkt ergibt sich f'(z) = o212 (22 _xzz R ex2’2x’1x(2x ;123) - 12, so dass
f’ aufgrund von exp > 0 genau in den Punkten mit 222 — 22 — 12 = 0, d.h. in ¢ = —2
und z = 3 verschwindet. Nach Satz 16.4 entnehmen wir der Ableitung, dass f auf dem
Intervall | — 3, —2[ streng monoton fallend und auf dem Intervall | — 2, 0[ streng monoton
wachsend ist. Analog sehen wir, dass f auf ]0,3[ streng monoton fallend und auf |3, cof
streng monoton wachsend ist, so dass nach Satz 16.5 (a) an beiden Punkten lokale Minima
vorliegen — dies ist plausibel, da die Funktion sowohl in der Nihe ihrer Polstelle als auch

»an den Randern“ oo nach oben unbeschréankt ist.

e Da die Funktion offensichtlich in allen Punkten = # 0 definiert und positiv ist als auch
mindestens zweimal differenzierbar, ist ZA 11.7 (¢) anwendbar. Mit g(z) := (Inof)(z) =
—12In(z)42?—2z—1gilt ¢'(z) = —2+22—-2 =0,d.h. 2*—2—6 = (z—3)(2+2) = 0, genau
in den Punkten x = —2 und x = 3, welches also nach Satz 16.1 die in Frage kommmenden
Kandidaten fiir lokale Extrema sind. Da in allen x # 0 stets ¢"(z) = % + 2 > 0 gilt, liefert
Satz 16.5 (hinreichende Kriterien fiir lokale Extrema), dass beides lokale Minima von ¢ und
nach ZA 11.7 (c) somit auch lokale Minima von f sind.

Zusatzaufgabe 11.8:

(a) Sei f:]a,b[— R mit |f(z) — f(y)| < |z — y|* fiir alle 2,y € ]a, b].
Ist f differenzierbar? Ist f konstant?

(b) Gegeben seien stetige, auf |a, b[ differenzierbare Funktionen f, g: [a,b] — R mit f(a) > ¢g(a) und
f'(z) > ¢'(x) auf ]a, b|. Zeigen Sie, dass f(z) > g(z) auf [a, b] gilt.

Losung zu Zusatzaufgabe 11.8:

(a) (i) Die Differenzierbarkeit folgt aus

o 1)~ @)

y—r Y — X

fly) — f(x)
y—

0 <

< lim

T y—x

< limly—=z| = 0.

T y—z

(ii) Seien z,y € R beliebig mit x < y, dann existiert nach dem Mittelwertsatz ein £ € ]z, y[ mit
(&) = % Da nach Voraussetzung |f(£ + h) — f(&)] < (€ + h) — £]? fiir beliebiges
¢ € |z, y] gilt und die Definition der Ableitung somit

ol — o fE+R) — f(E)]
/()] = lim crn_g S

h#0

lim [+ 7 —¢| = lim [o[ =0

liefert, muss f'(§) = 0 fiir beliebiges £ € |z, y[ und somit f(x) = f(y) gelten. Aufgrund der
Beliebigkeit von x und y muss f demnach konstant sein.

(b) Aus f' > ¢ folgt fiir h := f — g demnach ' = (f —g)' = f' — ¢ > 0, also wichst h = f — ¢
monoton. Mit h(a) = f(a) —g(a) > 0 folgt h(z) = f(z) — g(x) > 0 fir alle x € [a,b], d.h. f > g.

Zusatzaufgabe 11.9:

(a) Geben Sie eine stetige Funktion f: R — R an, die ein (lokales oder globales) Maximum in einem
Punkt annimmt, in dem f nicht differenzierbar ist.

(b) Was sind Minimum und Maximum der Funktion f(z) := 2* — 3z + 1 auf dem Intervall [0, 2]?

(c) Seien ay,as,...,a, € R vorgegebene Konstanten.
Fiir welchen Punkt x ist die Summe der Quadrate der Absténde |z — a;| am geringsten ?

x
1+ 22

(d) Bestimmen Sie die lokalen Extrema der durch f(z) := definierten Funktion f: R — R.
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Losung zu Zusatzaufgabe 11.9:

(a)

(b)

In ZA 11.3 (b) haben wir gesehen, dass s(x) = |z| in @ = 0 nicht differenzierbar ist. Insgesamt
ist s(z) jedoch immerhin noch stetig. Daher ist f(z) = —s(x) ein geeignetes Beispiel mit den
geforderten Eigenschaften.

Die Ableitung f’(x) = 32 — 3 verschwindet in den Punkten z = +1, aber nur 1 liegt im Intervall
10,2[, und dort gilt f(1) = —1. Dariiber hinaus ist f wegen x € [0,1] = f'(z) < 0 auf dem
Intervall [0, 1] monoton fallend sowie wegen x € [1,2] = f’(x) > 0 auf [1, 2] monoton wachsend.
An den Randpunkten 0 und 2 gilt f(0) = 1 und f(2) = 3. Heranziehen des Monotonieverhaltens
sowie ein Vergleich der entsprechenden Funktionswerte liefert, dass f in * = 1 mit —1 sein
Minimum auf [0, 2] annimmt, wihrend f bei = 2 mit Funktionswert 3 sein Maximum besitzt.

Die Funktion f(x) := Z(m—ak)2 hat die Ableitung f'(z) = 2 Z(w—ak), und diese verschwindet
k=1 k=1
n 1 n

bei = d.h. falls z = — d ithmetische Mittel d ist.

ei nx ;ak, alls x n;ak as arithmetische Mittel der ay is
Tatséchlich ist dieses x ein Minimum, denn die zweite Ableitung f”(z) = 2n ist positiv.
_ 1+ 2% — (22)z 1—a?
Es gilt f'(z) = ( =

5 gl f (x) (1 +x2)2 (1 +x2)27
x = £1. Die zweite Ableitung

also verschwindet f’(x) genau in den Punkten

f”(:c) _ (1 + :L‘Q)Q(_Ql’) - 2<1 + :L‘2)(2I)(1 — x2) _ _21-(1 + :L‘2) _ 41,(1 _ 5(72) _ 21‘(1’2 . 3)
(1+22)* (1+22)3 (1+ 22)°

nimmt in diesen Punkten die Werte f”(—1) = 1 und f”(1) = -1

lokales Minimum und in = 1 ein lokales Maximum von f.

an, also liegt in x = —1 ein
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 12

Konvexitat

e Definition [konvex,konkav]: Ist D ein Intervall, so heiit f: D — R konvex, falls fiir alle
x,y € Dund A € [0,1] die Ungleichung f(Az+(1—XN)y) < Af(z)+(1—XN)f(y) gilt (und konkav,
wenn g = — f konvex ist). Desweiteren sagen wir, dass f in a € D einen Wendepunkt besitzt,
wenn f links von a lokal konkav und rechts von a lokal konvex ist (oder umgekehrt).

e Satz 16.6 [Hinreichendes und notwendiges Kriterium fiir Konvexitit]: Sei D C R ein
offenes Intervall und f: D — R eine zweimal differenzierbare Funktion. Dann gilt

f konvex — VeeD: f"(x) >0.

[Notwendiges Kriterium fiir Wendepunkte]: Besitzt die Funktion f :]a,b[— R in = €]a, ]
einen Wendepunkt und ist f in x zweimal differenzierbar, so gilt f”(z) = 0.

Bernoulli-L’Hospital’sche Regeln — Anwendungen des Mittelwertsatzes

e Lemma [Spezialfall L’Hospital]: Sei a € R beliebig. Fiir eine differenzierbare

. - . . f(x)
. — / — —
(a) Funktion f: ]0,a[— R mit }EI{‘T(l) f(z) =0 und glclir(l)f (x) =:ceRgilt il{l(l) " c.
(b) Funktion f: Ja,ocol— R mit lim f'(z) =: c € R gilt lim @) =c.
T—00 =00 I

e Satz 16.9 [Bernoulli-L’Hospital’sche Regeln]: Seien —co < a < b <ocound f,g: ]Ja,b[ = R
differenzierbare Funktionen. Weiter gelte ¢'(x) # 0 fiir alle = € [ und es existiere der Grenzwert
o)

im

=: ceR.
a% g' ()

Dann gelten die folgenden Implikationen:

. . ' . flx)
(a) i%f@)::lc%g(m):() — (VIG].g(x}%O A }C%M = c>

(b) }Ci;rég(x):j:oo — <3§€]a,b[Vx€I: (x >€&= g(x) #0) AN lim—= = c)

Zusatzaufgabe 12.1:
(a) Beweisen Sie fiir die n-te Ableitung eines Produktes von n-mal differenzierbaren Funktionen
f,9: R — R die Leibnizsche Produktregel .
n _
g = 3 (3) e a2

k=0

(b) Berechnen Sie mit Hilfe der Leibnizschen Produktregel (z In(z))®17).

(c) Bestimmen Sie die Ableitung der folgenden positiven Funktionen, indem Sie zunéchst jeweils
(Inof)" bestimmen und anschlieend die Beziehung zur Ableitung von f verwenden.

x—1 g x(x—1)
T 2@ ) (iii) f:]2,00 = R, x +— 5

(x —1)(z +3)
(x =5)%(z+ 1)(z+2)

(i) f:]l,o0] = R, x +—

(i) f:]1,00[\{B} = R, z — (iv) f:]0,7[— R, 2+ (sin(x))@Y
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Losung zu Zusatzaufgabe 12.1:

(a) Wir verwenden vollstindige Induktion. Der Induktionsanfang ist (fiir n = 0 die Gleichung fg =
fg oder) fiir n = 1 die iibliche Produktregel (fg) = f'g + fg' (vgl. Satz 15.2 (b), Forster I).
Gelte nun (12.1)) fir ein n € N (IV), dann gilt (vgl. Pascalsches Dreieck) auch

n

(f9)™) = ((f9)™)" = (Z <Z)f(”"“)g(’“)> — Z(Z)(f(”"“)g(k))’

k=0 k=0
n+1

u n u n n
(n—k+1) (k) (n=k) (k+1)y _ (n—k+1) (k) (n—k+1) (k)
. (k)(f g+ g > (k>f g +k§:1 (k_1>f g

k=0

n n+1
_ f(n+1) (0) n n (n—k+1) (k) (0) (n+1) Pascal n+1 (n+1—k) (k)
g +;<(k)+<k_1>)f g7+ g Z( o)t g

k=0

ol

it der Leibnizschen Produktregel (fg)'" = " fORg® und 2/ = 1, 2® = 0 fiir alle
b) Mit der Leibnizschen Produktregel (fg¢)™ L

=0
1 kE—1)!
k > 2 sowie (In(z)) = — und (In(z))® = (—1)’“’1( ) fur k > 2 ergibt sic

x xk

2017
(¢In(x))* = (2016) 2/ (In(z)) % 4 z(In(z))E17
_ 2015 (2015)! 2016 (2016)! (2015)!
= 2017 (=) x2016 +ao- (1) 22017 T 42016

!/

(¢) (1) Mit (Inof)(z) =In(z — 1) —2In(z +2) — In(z + 7) und (Inof)" = f? folgt

, B (o fY(z) — r—1 . 1 B 2 B 1
f(x) = f(z)- (Inof)(x) (z+2)2(x+7) (1;_1 T+ 2 x—{—?) '

(i) Mit (Inof)(z) =In(z—1)+In(z+3) —2In(z —5) —In(z+1) —In(z+2) und (Inof)" = f7/

folgt analog (i) aufgrund der Linearitét des Ableitens

o) = (z —1)(z +3) ( 1 1 2 1 1 >

(x —5)%(x+1)(z+2) x—1+x+3_1‘—5_1’+1_$+2

(iii) Mit (Inof)(x) = %(ln(m) +In(z — 1) — In(z — 2)) und (Inof)" = f7, folgt analog (i)

aufgrund der Linearitdt des Ableitens

['@) = f(2)-(nof)(x) = Mg(h L— )

r— 2 r x—1 x-—2

/

(iv) Mit (Inof)(x) = (z—4) In(sin(z)) und (Inof)" = f7 folgt mittels Produkt- und Kettenregel

@) = f(z)-(nof)(z) = (sin(x))™- (ln(sin(x))er) .

sin(x)

()™ = H)’“%

!/
Ce s 1) _ (et B DN R .
impliziert (ln(z)) = (( 1) o = (-1 o und offenbar stimmt
|

2-1)!
auch (In(z))" = —— = (—1)2*1( 5 ) , wonach die Induktion vollzogen ist.
T
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Zusatzaufgabe 12.2: Gegeben seien differenzierbare Funktionen f und g.
(a) Berechnen Sie die Ableitung der Losung ¢(z) der Gleichung f(p(x)) = g(z).
(b) Bestimmen Sie nun die Ableitung von (i) z* und (i) von der Losung ¢ von (¢(z))® = sinh(z).

(c) Berechnen Sie die Ableitung der Losung ¢(z) der Gleichung f(z)-¢(z) = g(x) unter Verwendung
der Produktregel. Dabei gelte f(x) # 0 fir alle x.

d) Berechnen Sie die Ableitung der Losung o(z) der Gleichung o(z) - 2 = 1 fiir k € N und 2 # 0.
¥ ¥

Losung zu Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Ableiten der Gleichung f(¢(x)) = g(x) auf beiden Seiten liefert f'(p(z))¢’(x) = ¢'(x) und daher

nach Umstellen ¢'(z) = %'

Hinweis: Bei g(z) = = ergibt sich wegen ¢'(z) = 1 die Ableitung der Umkehrfunktion ¢ von f.

(b) (i) Esist ¢(z) = z* die nichtnegative Losung der Gleichung (¢(z))* = x. Demzufolge ergibt
sich mit f(p) = ¢©* (also f'(p) = % = kp"1) und g(z) = z (also ¢'(x) = 1) aus (a)

T L R S O N
fllo() Kkl k(p(@)*  kr kv

Achtung: Die Funktion ¢(x) ist nur differenzierbar auf |0, 4+o00l, nicht aber in 0.

(i) Zur Bestimmung der Ableitung der reellen Lésung ¢(z) von (¢(z))® = sinh(z) leiten wir
wiederum beide Seiten ab und aus 3 (p(z))*¢/(z) = cosh(z) erhiilt man schlieBlich

oy — cosh(x) _ cosh(x)p(z) _ cosh(z)p(x) _ coth(x) . . .
‘P( ) 3(@(:[))2 3((p($))3 3sinh(x) 3 90( ) ( 7é0)

(c) Differenzieren der Gleichung f(z) - ¢(z) = g(x) liefert f'(x) - p(x) + f(z)-¢'(x) = ¢'(x).
Umstellen liefert nun

Bemerkung: Wegen p(z) = % haben wir somit genau die Quotientenregel hergeleitet.
x
(d) Differenzieren wir die Gleichung ¢(z) - % = 1, so erhalten wir ¢'(z) - 2% + ¢(z) - kz*~! = 0.
Umstellen und anschliefendes Einsetzen von ¢p(2) = = liefert nun

) = — PO e (1) _

T xk rk+l ’

Zusatzaufgabe 12.3:
(a) Sei f: R — R differenzierbar mit |f/'(z)| < K < oo fiir alle z € R. Ist f gleichméfig stetig?
(b) Zeigen Sie, dass die Funktion arctan: R — R gleichméBig stetig ist.
(c) Zeigen Sie, dass die Funktion In: [1, 00[— R gleichmé&Big stetig ist.

Hinweis: Zeigen Sie zunéchst Lipschitz-Stetigkeit.

Losung zu Zusatzaufgabe 12.3:
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(a) Da die Funktion nach Voraussetzung differenzierbar ist, existiert zu beliebigen = < y nach dem
Mittelwertsatz ein £ € |z, y[ mit % = f'(§). Wegen |f'(£)] < K < oo fiir alle £ € R liefert

W < K fiir beliebige < y und somit |f(y) — f(z)] < K|y — z|. Da

letzteres auch im Fall z = y gilt, folgt die Lipschitz-Stetigkeit von f mit Lipschitz-Konstanten
K. Nach ZA 8.3 (a) ergibt sich daraus nun auch die gleichméaBige Stetigkeit.
1

(b) Da arctan: R — R differenzierbar mit |(arctan(x))’| = T < 1 fiir beliebiges « € R folgt die
T

dies insbesondere ‘

Behauptung aus Aufgabenteil (a).

(c) Die Funktion ist Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L = 1, denn aufgrund des Mittel-
wertsatzes existiert zu beliebigen z,y € [1, 00| mit x # y eine Zwischenstelle £ > 1 mit

in(e) ~Inw)| ]
REZ B0 ey = ¢ <1,

Daher finden wir zu beliebigem ¢ > 0 ein d := ¢ > 0, so dass

[t =yl <6 = [In(z) —In(y)| < Jr —y| <¢

gilt, was genau der Definition der gleichméafiigen Stetigkeit entspricht (da das ¢ allein von &
abhéngig gewihlt werden kann).

Zusatzaufgabe 12.4:
1 1 21
Gegeben seien  (a) f(z) = n() (b) g(z) =xe"= und (c) h(z)= ’

x 24x—-2

(i) Bestimmen Sie jeweils den maximalen Definitionsbereich und die Intervalle, in denen die
Funktion positiv/negativ, monoton wachsend/fallend, konvex/konkav ist.

(ii) Berechnen Sie die Grenzwerte in den Randpunkten (gegebenenfalls auch +00) des jeweiligen
Definitionsbereiches, die nicht mehr zu demselben gehoren.

(iii) Bestimmen Sie die lokalen/globalen Extrema sowie Wendepunkte, falls diese existieren.

Losung zu Zusatzaufgabe 12.4:

1 1-1 2Inx — 3
(a) Die Funktion f(x) = T besitzt die Ableitungen f'(z) = 2n:c und f(z) = cnrTe
T T

23
(i) Die Funktion f
besitzt den Definitionsbereich ]0, oo, da In(z) nur fiir x > 0 definiert;

ist in |0, 1] negativ und in ]1, oo positiv;

ist monoton wachsend in ]0, e] (da dort f* > 0) und fallend in [e, col;

ist konvex in [v/e3, co[ (da dort f” > 0) und konkav in ]0, v/e3].

[ ]

N g .. ... Inz : 1 . . s
(i) Mit x = exp(y) ist :clggo - = yhj& i 0 aufgrund der fiir positive y giiltigen
y

Abschétzung
exply) 1 o ¥ Y yorog
= - > = . 12.2
y y+,§(k/‘+1)‘ T2 e 122)
. ! e . .. Inz .
Mit y = = folgt in dhnlicher Weise lim — = lim —ylIn(y) = —oc.
z z—0 1 Y—00

(iii) Die einzige Nullstelle von f’ ist x = e. Aus f"(e) = g—gl < 0 folgt dann, dass f bei x = e
ein lokales Maximum mit Wert f(e) = % besitzt. Dieses Maximum ist auch global, denn
es gilt f(e) > f(z) fiir alle z € ]0, 00[ aufgrund des Monotonieverhaltens. Es gibt keine
lokalen Minima, da x = e einzige Nullstelle der Ableitung, und kein globales Minimum,
da die Funktion beliebig klein werden kann (siehe (ii)). Die einzige Nullstelle der zweiten

Ableitung ist z = v/e?, so dass f dort einen Wendepunkt mit Wert f (\/6_3) = 23;3 besitzt.
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1 1 1 1
(b) Die Funktion g(z) = xe™= besitzt die Ableitungen ¢'(x) = e = (1 + —> und ¢"(z) = —e =,
x x
(i) Die Funktion g
e besitzt den Definitionsbereich | — oo, 0[ U ]0, oo[ (da dort 1 definiert ist).
e ist negativ auf |0, —oo[ und positiv auf ]0, co| (wegen e~= > 0 fiir alle z # 0).
e ist f auf ] — 1,0[ streng monoton fallend (da 1+ 1 < 0 zu —1 < z < 0 dquivalent ist)
und auf | — oo, —1[ und |0, co| streng monoton wachsend.
e ist wegen ¢”(x) < 0 fiir z < 0 und ¢”(x) > 0 fiir > 0 auf | — 0o, 0] konkav und auf
10, 0o konvex.

(ii) Mit der strengen Monotonie und der Stetigkeit der Exponentialfunktion, der Tatsache, dass
exp(0) = 1 ist sowie mit Hilfe von ((12.2)) erhalten wir die Grenzwerte

. _1 . eV . 1 . _1 . eV

lim ze7: =—lim%S =—-lim- = —oo, limze s =— lim = —o0,
T——00 y\o Y y\O0 Y z /0 y—>+oo Y

. _1 . -y . . _1 .

lim ze"s =lim%> =lim?! = o0, limze > = lim - = 0.
T—+00 y\o Y y\O0 Y z\0 y—r+oo Y€

(iii) Da fiir z aus dem Definitionsbereich  # 0 gilt und e x>0 ist, besitzt f keine Nullstelle.
Da z = —1 wegen e s > 0 die einzige Nullstelle von ¢ ist, ergibt sich aufgrund des
Monotonieverhaltens von g (oder auch wegen ¢”(—1) = —e™! < 0), dass in * = —1 ein
lokales Maximum vorliegt, welches das einzige lokale Extremum ist. Aus (ii) erkennen wir,
dass die Funktion g an der Definitionsliicke x = 0 von —oo auf 0 springt, womit g keine
globalen Maxima oder Minima besitzt. Da ¢” im Definitionsbereich keine Nullstelle besitzt,
gibt es auch keinen Wendepunkt.

2 1 -
’ _ fiir alle z # —2 ist h(z) auf R\ {—2} stetig fortsetzbar zu h(z) = 2t

(c) \7\/eg(311$2+:1€_2—xjL2 et

1 -2
Somit ergeben sich h'(z) = TR und A" (x) = CEDIER
(i) Die Funktion h
e besitzt den (erweiterten) Definitionsbereich | — 0o, —2] U | — 2, 00[;
e ist positiv in | — 0o, —2[, | — 1, 00[ und negativ in | — 2, —1];
e ist monoton wachsend im ganzen Definitionsbereich;

e ist konvex in | — 0o, —2[ und konkav in | — 2, ool.

(ii) Es gelten xginooh(m) =1, xgrfloo h(z) =1, ggl}rg h(z) = oo und xI{‘HjZ h(z) = —oc0.

(iii) Da die erste Ableitung keine Nullstelle besitzt, existieren keine lokalen Maxima bzw. Mi-
nima. Wegen (ii) existieren auch keine globalen Maxima/Minima. Da die zweite Ableitung
iiberall existiert und ebenfalls keine Nullstelle besitzt, existieren keine Wendepunkte.

Zusatzaufgabe 12.5:
(a) Zeigen Sie, dass die Funktion f: R — R, f(z) := z*, konvex ist.

1
Beweisen Sie §(:U +2y)* < 3(2* + 2y*) fiir alle 2,y € R.

(1+ )

(b) Sei p > 1 und sei f(x) = T

(i) Bestimmen Sie das Minimum und das Maximum von f(z) in [0, 1].

(ii) Beweisen Sie mit Hilfe von (i) die Aussage

Ya,b > 0: a? + 1 < (a+b)P <207 HaP +b) . (12.3)
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(c) Beweisen Sie mittels des verallgemeinerten Mittelwertsatzes/Satz von Cauchy die Regel von
L’Hospital fiir den Fall li{n flz)=0= li{‘n g(x).

(d) Sei f: R — R in einer Umgebung von x € R differenzierbar und in x selbst zweimal differen-
zierbar. Zeigen Sie mittels der Regel von L’Hospital die Giiltigkeit von

fle+h)—2f(z) + f(z - h)

. Y
}lbli% 72 = f(x). (12.4)
(e) Zeigen Sie, dass fiir die durch f(z) := |z|z definierte Funktion der Limes auf der linken Seite in

(12.4) bei x = 0 existiert, obwohl die Funktion nicht zweimal differenzierbar im Nullpunkt ist.

(f) Berechnen Sie nach geeigneter Umformung mit der Regel von L’Hospital (Bernoulli-L.’Hospital)

1 1 z
limzIn(z), limz® lim ( - —) ,  lim (7 — 2x) tan(z), lim (1 + 2) fir a € R.
x

2 \0 \0 z—0 sin(m) T T3 T—00

1 bei x =0
(g) Zeigen Sie die Stetigkeit der Funktion f:[0,1] = R, x e? v ’
¥  bei z €]0,1].

Begriinden Sie, ohne zu rechnen, dass f ein globales Maximum und ein globales Minimum hat.

(h) Berechnen Sie alle globalen Maximumstellen und alle globalen Minimumstellen sowie das globale
Maximum und das globale Minimum von f aus (g).

Losung zu Zusatzaufgabe 12.5:

(a) Da die Funktion als Polynom sogar beliebig oft differenzierbar ist, folgt aus f”(x) = 122% > 0

fiir alle z € R die Konvexitit von f(z) = z*.

Fiir A = % folgt nun nach Definition der Konvexitét

1 1 1 4 1 1 1

Multiplikation mit 3% liefert die gewiinschte Ungleichung.

(b) Zunéchst halten wir fest, dass im Fall p = 1 eine konstante Funktion f = 1 vorliegt, so dass dann
alle Punkte aus dem Intervall [0, 1] sowohl globale Maxima als auch globale Minima sind. Wei-
terhin stimmen alle Ausdriicke in obiger Ungleichungkette iiberein, so dass diese trivialerweise
gilt. Betrachten wir daher nun den Fall p > 1 gesondert:

(i) Nach Quotientenregel erhalten wir

fa) = p(l4+z)P (14 a?) —p(1 +x)PxP~" p(I+z)P7 ' [14 2P — (1 +x)a? "]
N (1 4 a7)? N (14 a7)?
p(L+ )P I — a7

(14 ar)?

’

so dass wegen
1<1=0<2"""'<1=0<1—2a""

0<
somit Vo € [0,1]: f'(z) > 0 gilt, also f auf [0, 1] monoton wachsend (vgl. Satz 16.4) ist.
Demzufolge gilt Vm € [0,1]: f(0) < f(z) < f(1),d

1 p
vee1]:1 < LX)
1+ 2P

< ot (12.5)
(ii) Aufgrund der Symmetrie konnen wir ohne Beschriankung der Allgemeinheit a > b wéhlen.
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e Im Fall b = 0 degeneriert die Ungleichungskette (12.3) zu der wegen p > 1 offensichtlich
wahren Aussage a? < aP < 1P,

b
e Fall b > 0 liefert a > b sowohl a > 0 als auch die Ungleichungkette 0 < — < 1. Mit
a

1
Hilfe von ([12.5)) sowie Ausklammern/Kiirzen von — ergibt sich nun die Aussage
a

(1+2 _ (a+by
I T o

p—1
7

welche nach Multiplikation mit (a?+0bP) die behauptete Ungleichungskette ((12.3)) liefert.

(c) Wegen li{n flz)=0= li{n g(x) kann man f, g durch f(a) := 0, g(a) := 0, zu stetigen Funktionen

auf [a,b] fortsetzen. Wendet man bei x € ]a,b[ den verallgemeinerten Mittelwertsatz auf ein
Intervall [a, z] an, so ergibt sich die Existenz eines £ € (a, ) mit

fl@) _ fl@)—fla) _ [(§)
g(x)  g(z)—gla) g(§)

Konvergiert in dieser Gleichung x von oben gegen a, dann konvergiert wegen £ € (a,z) auch ¢
von oben gegen a, und man erhélt

o F@) 1)

e g(r)  €va g'(€)

unter der Voraussetzung, dass der Grenzwert auf der rechten Seite existiert.

(d) Nach der Regel von L’Hospital gilt

o L@ =20 @) f k) L flah) = k)

h—0 h2 h—0 2h

Fiigt man nun eine nahrhafte Null ein, so ergibt sich aufgrund der zweimaligen Differenzierbarkeit
von f in x

o FEER) = fla—h) e h) = @) =)= f@) ) @)

o
h=0 2h h—0 2h 2(—h) 2 2 /@),

also gilt in diesem Fall wie behauptet

o F ) = 26(2) + flz = 1)

h—0 h?

= f"(x).

(e) Fiir f gilt bei x =0

L f@Am) 2@ fe k) W0 R
h—0 h2 RS0 h? -

obwohl f’(z) = 2|z| nicht im Nullpunkt differenzierbar ist.

(f) (i) Wegen li\‘r%% = oo und lig(l)(— In(z)) = oo folgt nach Anwendung der Regel von L’Hospital

1
—In(x) Regel von L'Hospi —=

. . gel von ospital . .

limzIn(z) = —lim 1( ) = —lim — = —limz = 0 .
\0 \0 p 2\ 0 —2 N\ 0

(ii) Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion folgt nun aus (i) sofort

il{‘r%)m = i%exp(ln(x )) = exp (:lclir(l)(xln(x))) = exp(0) =1 .
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(iii) Durch zweimalige Anwendung der Regel von L'Hospital ergibt sich

lim ( 1 1> _ pm T sin(x) lim 1 — cos(x)
z—0

sin(z) = =0 xsin(zr) z—0 sin(x) + x cos(z)
0,
z—0 cos(x) 4 cos(x) — x sin(x) 2
wegen lim sin(xz) = 0 und lim (2 cos(z) — zsin(x)) = 2.
z—0 z—0

(iv) Wiederum durch Anwenden der Regel von L’Hospital ergibt sich

—2 -2 -2
lim (7 — 2z) tan(z) = lim T2 lim —_— = — = 2.
z—I z—Z cot(a:) =7 ~ @) —1

2

(v) Es gilt zundchst (1+2)° = m(1+5)" = rin(14%) . Wegen lim 1 = 0 und

T—r00

. a .
lim 1n<1+5> = lg%ln(1+t-a) = In(140-a) = In(l) =0

T—00

ist die Regel von LL’Hospital anwendbar, so dass zunéchst

‘ , 1 (L
lim #1n (1 4 %) — lm In (1 + 5) Regel von:L Hospital lim 1+2 ( x2) —a
T—00 —

T—00 T—00

8|~

folgt. Aus der Stetigkeit der Exponentialfunktion ergibt sich dann lim (1 + %)w =e”

T—00
Fir x € ]0,1] ist 2 = exp(xlnz) als Verkniipfung und Hintereinanderausfithrung stetiger
Funktionen selbst wiederum stetig. Wir betrachten nun z = 0. Wegen li{‘% % = oo liefert die

Regel von L’Hospital

1 1
limzIn(z) = lim n(x) = lim—*- = —limz = 0.

z\0 \0 \0 — x% 2\ 0

8] =

Aufgrund der Stetigkeit der Exponentialfunktion ist nun auch

lm f(z) = lmo® = lmexp(rln(a) = exp(0) = 1 = f(1).

Demnach ist f auch in 0 stetig. Die stetige Funktion f: [0,1] — R nimmt nach dem Satz vom
Minimum/Maximum sowohl ihr (globales) Maximum als auch ihr (globales) Minimum an.

Da f in ]0, 1] sogar differenzierbar ist, muss jedes lokale Extremum in |0, 1] notwendigerweise die
Bedingung f'(z) = 2*(In(z) + 1) = 0 erfiillen. Aufgrund der Positivitdt von z* gilt dies genau
fir In(z) + 1 = 0, also fir x = % < 1. Neben diesem sind nur noch die Randpunkte 0 und 1
Kandidaten fiir (globale) Extrema.

Der Vergleich

f(l) = e (—1) < epl0) = 1 = f(0) = (1)

liefert, dass f in den beiden Randpunkten 0 und 1 ihr Maximum und in % ihr Minimum annimmt.
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 13

Treppenfunktionen, Riemann-Integral

e Definition [Treppenfunktion]: Sei a,b € R mit a < b. Gilt a = 29 < 27 < ... < x, = b fiir
eine Menge P := {xy | k =0,...,n}, so nennen wir P Unterteilung des Intervalls [a, b]. Eine
Funktion ¢: [a,b] — R heifit Treppenfunktion, falls eine Unterteilung P existiert, so dass

Vk={1,...,n} Jex € R : gph =cp . (13.1)

xk—lyl’k[

Die Menge T a, b] := {¢: [a,b] — R | ¢ Treppenfunktion} ist ein linearer Unterraum des Vek-
torraumes aller Funktionen f: [a,b] — R, denn es gelten (i) 0 € Tla, b sowie

(i) V1,02 € Tla,b] : o1+ @2 € Tla, b (i) YAe R Vo e Tla,b] : Ap € Tla,b] .

e Definition [Integral einer Treppenfunktion]|: Besitzt ¢ € Ta,b] eine Unterteilung P und

gilt (13.1]), so definieren wir b n
/ o(x)dr = ch(xk — Tp_1) - (13.2)
@ k=1

Bem.: Das Integral einer Treppenfunktion ist wohldefiniert (unabhéngig von der Wahl von P).

e Satz 18.1 [Linearitit, Monotonie des Integrals fiir Treppenfunktionen]: Das Integral
ist ein lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum 7 a,b], d.h., es gelten

(i) VA, u e RVp, ¢ € Tla,b] : /b (Mg + ) (z)dz = )\/ab o(x)dx + ,u/abw(az)da:
(i) Y, € Tla,b] : (go<1p = / x)dr < /bw(x)dx),

wobel ¢ < <= (Vx € [a,b] : ¢(z) < P(x)).

e Definition [Oberintegral, Unterintegral]: Sei f: [a,b] — R beschrénkt. Dann definieren wir

b* b
f( = inf / U(x / f(x = sup / o(z)dr (13.3)
YET [a,b] «p67;[¢;,b] a

V>

e Definition [Riemann-integrierbar]|: Eine beschriankte Funktion f: [a, b — R heifit Riemann-
integrierbar, falls b* /b
f

gilt. In diesem Fall definieren wir das Riemann-Integral durch fab f(x)dz = f;* f(z)dx

Bemerkung: Alternativ kann man auch die RIEMANNschen Ober- und Untersummen

SN =3 sw f@)w—n), USEH:=( inf f@)) ).,
k=1 e ]Z‘k_l,l‘k[ ke S ]xkflvxk[

betrachten, welche Integrale von speziellen Treppenfunktionen ¢» > f bzw. ¢ < f darstellen, die

in einem gewissen Sinne optimal gew#hlt sind. Aus der Definition sehen wir sofort, dass fiir jede

Wahl von P offenbar .

b
S(Pf) < /f(a:)da: < f(z)de < OS (P, f) (13.4)

a

gilt. Finden wir nun eine Folge von Obersummen (d.h., auch eine entsprechende Folge von Un-
terteilungen P, ) und eine Folge von Untersummen, die gegen denselben Grenzwert konvergieren,
so miissen auch Ober- und Unterintegral iibereinstimmen, also f Riemann-integrierbar sein.
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e Satz 18.2 [EinschlieBung zwischen Treppenfunktionen]: Fiir f: [a,b] — R gilt:

b b
f R-integrierbar <= Jp, ¢ € Ta,b|: (cp§ f<v A / w(:c)d:v—/ p(x)dr < 5).

e Satz 18.3/18.4: Fiir f: [a,b] — R gilt: ( f stetig V f monoton = f Riemann—integrierbar).

e Satz 18.5 [Linearitit und Monotonie]: Die Menge aller Riemann-integrierbaren Funktionen
Rla,b] bilden einen linearen Unterraum aller Funktionen f : [a,b] — R. Insbesondere ist das
Riemann-Integral ein lineares, monotones Funktional auf dem Vektorraum R|a, b].

e Def. [Positiv-/Negativteil]: Fiir f : D — R (D C R) definieren wir f,, f-: D — R durch

filz) = {f(x), falls f(x) >0, wnd f(r) = {—f(:z:)7 falls f(x) <0, (13.5)

0 sonst 0 sonst

Aus der Definition folgen sofort f = f, — f_ und |f| = f+ + f_.
e Satz 18.6: Seien f,g: [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gelten:

/ab f(z)dx

< / ()

(a) Die Funktionen f,, f_ und | f| sind Riemann-integrierbar mit
(b) Fiir jedes p € [1,00] ist | f|P: D — R Riemann-integrierbar.
(c) Die Funktion fg: [a,b] — R ist Riemann-integrierbar.

e Definition [Riemann-Summe]: Eine Unterteilung a = xy < 21 < ... < x, = b des Intervalls
la, b] zusammen mit Stiitzstellen &, € [xx_1,2%],k = 1,...,n nennen wir eine Zerlegung

Z = {(zr)okn, (Er)i1<ksn} (13.6)

der Feinheit ;(Z2) :=  Jnax (xx — xk—1). Die Riemann-Summe von f bzgl. Z ist dann

.......

S(Z.f) = Zf(fk)(fﬂk — Tpo1) - (13.7)

Partialbruchzerlegung:

P
Rationale Funktionen Qéx; mit normierten, teilerfremden Polynomen P(z), Q(x), welche deg(P) <
x
deg(Q) erfiillen, sind eindeutig in eine Summe von Partialbriichen der Gestalt
A A A
L L —k, fiir k-fache Nullstellen o von Q(x),
(z—a)!" (z—a) (z — )t
Ex+ F Eyx + Fy Eyx + F}, fiir m-fache Teiler (2% + px + q)
(224 pr+q)t (@2 +pr+q)?2 7 (22 +pr+ ¢ von Q(x) mit p® —4q <0,
zerlegbar, wobei die A;,5 =1,...,k, bzaw. E,, F,,s = 1,...,m, jeweils reelle Konstanten sind.

Bemerkung: Die oben angefiihrten Konstanten erhalten wir, indem wir in Abhéngigkeit der
Nullstellen von Q(z) den passenden Ansatz auswéihlen und einen Koeffizientenvergleich ausfiihren.

Beispiel: Bringen wir die rechte Seite aus dem Ansatz

Txt + 2323 + 4522 + 38z + 13 A B C Dx+ FE Fx+ G

(x +2)3(x2 + 2z + 1)? B x—i—2+(:c—|—2)2+(:c—|—2)3+:c2+a:+1+(x2+:c+1)2

auf den Hauptnenner (z + 2)3(2? + 2 + 1)?, kann die Gleichheit also nur erfiillt sein, wenn im
Zéhler jeweils dasselbe Polynom steht. Ein Koeffizientenvergleich, welcher auf ein LGS in den 7
Unbekannten A, ..., G fihrt, liefert A=B=D=FE=0,C=5 F=2und G=1.
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Zusatzaufgabe 13.1:

(a)

(b)

(c)

Beweisen Sie den folgenden Fixpunktsatz:

Sei D C R ein abgeschlossenes Intervall und f: D — R eine differenzierbare Funktion mit
f(D) C D. Weiter existiere ein ¢ < 1, so dass | f'(z)| < ¢ fur alle z € D. Sei zy € D beliebig
und z, := f(z,_1) fir n € N. Dann konvergiert die Folge (z,)nen, gegen die eindeutige
Losung € € D der Gleichung f(£) = &. Insbesondere gilt die Fehlerabschitzung

n

I—gq

q
1—

|§_xn| S ‘xn_xn—1’ S |ZL’1—I0’ .
Das Newton-Verfahren kann man als Iterationsverfahren zur Auffindung eines Fixpunktes von
F(z) == z — Jf,(? interpretieren. Welche Bedingung an f fiir die Konvergenz des Newton-

Verfahrens liefert die Anwendung des obigen Fixpunktsatzes auf F'?

Fiihren Sie, soweit mdoglich, die Newton-Iteration fiir f(z) = x? — 1 sowie die Startwerte

-2, —%, 0, %, 2 durch und begriinden Sie, ob das Newton-Verfahren gegebenenfalls konvergiert.

Losung zu Zusatzaufgabe 13.1:

(a)

(b)

e Konvergenz: Aus dem Mittelwertsatz erhalten wir |f(z) — f(y)] < qlz — y]| fir alle
x,y € D. Daraus folgt nun insbesondere

|Tn1 — zn| < [f(zn) = flon1)] < qlon — 20|
und durch Induktion iiber n somit |z, — 2, < ¢"|x; — 29| fiirallen e N .

Da 41 =20+ >, (k41 — xr) und die Reihe > (2511 — 2x) nach dem Majoranten-
k=0 k=0

kriterium konvergiert, existiert ¢ := lim z, .
n—oo

Aus der Abgeschlossenheit von D folgt, dass auch £ € D und & = f(§) erfiillt ist, letzteres
ist eine Konsequenz der Stetigkeit von f.

¢ Eindeutigkeit:
Sei v € D eine weitere Losung von v = f(v), so gilt |£ —v| = |f(&) — f(v)] <ql€¢—v| .
Wegen ¢ < 1 folgt somit [ — v| =0, also £ = v.

e Fehlerabschitzung;:

Aus |Tniri1 — Togr| < ¢Flrps — x| firalle k,n € Nund €—z, = Z(‘r”“f“ — Tpak)
k=0
folgt sofort
1 q q"

‘anrl_xn’ < |$n—xn71| < ‘x1_$0| .

oo
|£—$n| < qu|xn+1_xn| <
k=0

1—g¢q 1—¢q 1—g¢q

F ist eine Kontraktion, wenn |F(z) — F(y)| < L|z — y| mit einer Konstanten L < 1 gilt. Die
Konstante L lédsst sich aufgrund des Mittelwertsatzes durch Abschétzen der Ableitung von F

ermitteln. Wegen
0 Vi CO (VA€o
f'(z)? f'(z)?
@) @) < 1. Dartiiber hinaus muss F' das Intervall [ in sich

liefert dies die Bedingung L = max “~5~—=;
xel f (Q?)

abbilden, was bei I = [xg —r, 2 + 1] fiir JJ:’((Z?) < (1 — L)r wegen
|[F(z) — x| < [F(x) — F(o)| + |F(z0) — 0| < Llz — 20| + ’ﬁiﬁg

der Fall ist, da dann |F(z) — x| < Lr+ (1 — L)r = r fiir |z — x| < r gilt. Also erhélt man:
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Sei f auf dem Intervall [z — r, xo + r| zweimal stetig differenzierbar mit f’ # 0, sei deswei-

[f (@) f"(@)] _. f(zo) : :
teren ;2[%?2] Seap = L <lund | f,($0)| < (1 — L)r, dann besitzt f genau eine Nullstelle

in [zg — 7,20 + 7] und die Newton-Iteration konvergiert gegen diese Nullstelle.

f(zn)

e Wegen f'(z) = 2z funktioniert das Newton-Verfahren nicht fir den Startwert 0.
o Auf [-2,—1] gilt f'(z) # 0, f(z) =2 und f(-2) =3 >0, f(—3) = =3 < 0. Somit

1
konvergiert das Newton-Verfahren fiir Startwerte xy € [—2,£] monoton von unten gegen

die eindeutige Nullstelle ¢ (hier £ = —1) von f in [—2, —%} Also ist der Startwert —2

2
xzz —1
(c) Die Newton-Iteration x, 1 = x, — L

lautet hier x,,1 = F(z,) ==z, —

2,

richtig gewéhlt, wihrend wir wegen 1 = F (—3) = —2 und f(z1) = & > 0 beim Startwert
Ty = —% Gliick haben, dass wir nach dem ersten Schritt auf die richtige Seite der Nullstelle
springen.

e Analog auf [%,2}.

Zusatzaufgabe 13.2: Wihlen Sie zwei beliebige Treppenfunktionen ¢, v : [—3, 8] aus.
(a) Bestimmen Sie ¢, p_, 1., 9_.

(b) Bestimmen Sie die Integrale

/_i@(t)dt, /_83!90(15)|dt, '/_ng(t)dt

[ wwa.

3

, / () / (£ 50)(0)

sowie

Losung zu Zusatzaufgabe 13.2:

Mit Hilfe der fiir jede beliebige Teilmenge A C R verwendbaren charakteristischen Funktion

1, fallsze A
Tp(x) =< ’ 13.8
a(®) {a falls = ¢ A, (138)
welche manchmal auch als Indikatorfunktion bezeichnet wird, kénnen wir eine Treppenfunk-
tion ¢: [a,b] — R zu einer Unterteilung P = {z; | k = 0,...,n} von [a, b] als eine Linearkom-
bination von charakteristischen Funktionen ((13.8)) zu (ggf. entarteten) Intervallmengen A in der

Form

p(@) = D o Loy yai(®@) + Y di- Ly (2)
k=1 k=0
darstellen. Beispielsweise sind ¢, 1: [—3,8] — R, definiert durch

gp(x) = —3- 1[,271] (x) +2- 1[2’5] (l‘) —5- ]-[6,7] (ZL“)

und
¢($) = 7 . 1{_2}(I) + 4 . 1]_1,3] (.T) — 12 . 1]45[(1’) s
Treppenfunktionen auf [—3, §].

(a) Fiir den Positivteil - bzw. Negativteil ergeben sich

pr(z) = 2-1pg(2), p_(z) = 3-19y(x)+5 1e7(2),
Yy(x) = T -1 gy(x) +4- 11 3(2), Y_(x) = 12-16().

100



(b) Entsprechend gelten nun
/8g0(t)dt = (=3) (1—(=2)+2-(5-2)+(=5)-(T—6) = —9+6—5 = —8,
/8 o) dt = | —3]-(1—(=2))+2-(5-2)+|—5/-(T—6) = 9+6+5 = 20,

so dass wir hier eine Funktion haben, fiir die — da sowohl ihr Positivteil als auch auch ihr

8 8
Negativteil nichttrivial sind — insbesondere ‘ / (t) dt| =8 < 20 = / lo(t)] dt gilt. Weiter
-3

-3
erhalten wir entsprechend ([13.2)) die Integrale

/8 (1) dt = (=3)*- (1 — (=2)) +2%- (5 —2) + (=5)* - (T— 6) = —81 + 24 — 125 = —182

-3
und — aufgrund der Linearitéit des Integrals — dann ebenso

8 8 8
/ (3¢ £ 50)(t) dt = 3/ W(t) dt + 5/ o(t) dt = 3(16 . 24) £5.(—8) = (—8)-(3+5).
-3 -3 -3

Da das Produkt zweier Linearkombinationen charakteristischer Funktionen iiber

n

(Zak~1Ak($)> (Zﬁe'lfu(iv)> = > > - B lana,

k=1 (=1
wiederum eine Linearkombination charakteristischer Funktionen darstellt, erhalten wir hier
(p-¢)(x) = (=21) Loy + (—12) - Lopyy + 8- Ljag + (=24) - Ly

und wiederum nach (13.2)) somit

/8 (p-)(t) dt = (=12)- (1 = (=1)) +8-(3—(=2)) + (—24) - (5 —4) = —24 + 40 — 24 = 8.

-3

Zusatzaufgabe 13.3: 1+ 1% 1*
(a) Finden Sie beschrinkte f,g: [0,1] — R mit / (f+9)(x)dz < / f(z)dx + / g(x)dz.
0 0 0

(b) Zeigen Sie: Potenzen |f[P, 1 < p < oo, Riemann-integrierbarer Funktionen f: [a,b] — R sind
wieder Riemann-integrierbar.

(c) Zeigen Sie: Produkte Riemann-integrierbarer Funktionen sind wieder Riemann-integrierbar.

(d) Geben Sie fiir eine monoton wachsende Funktion f: [1,n] — R die Riemannsche Untersumme
zur dquidistanten Zerlegung 1,2,3,...,(n — 1), n des Intervalls [1,n] an.

Loésung zu Zusatzaufgabe 13.3:

(a) Wihlen wir beispielsweise f = 1j1jng und g = 1jg1\q, 50 ist f 4+ g = 1pp ;) und daher

/o (f+9)(x)de=1<1+1= i f(:c)d:c—l—/o g(z)dz .

(b) Aufgrund der nach Satz 18.5 giiltigen Linearitdt (d.h. dass insbesondere mit f und g auch A f+pug
Riemann-integrierbar ist) und da mit f auch f; und f_ Riemann-integrierbar sind (und somit
auch |f| = fy + f-), geniigt es, die Riemann-Integrierbarkeit von |f|P fiir den Fall 0 < f <1 zu
beweisen.
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Aufgrund der Riemann-Intergrierbarkeit von f finden wir nach Satz 18.2 zu jedem ¢ > 0 Trep-
penfunktionen ¢,y mit 0 < ¢ < f < <1 und

os/<w—so><x>dxg]§ |

Es sind weiterhin auch ¢P und ¥? Treppenfunktionen, fiir die aufgrund der strengen Monotonie
der Potenz ebenso 0 < P < fP < 9P < 1 gelten. Wegen (zP)’ = paP~! folgt nun mit Hilfe des
Mittelwertsatzes (Corollar zu Satz 16.2) — hier angewendet auf die Funktion z” eingeschrankt
auf das Intervall [0, 1] — nun

<e

)

b b
0w - <pi-y) — 02 [ W@ <p [ - @ <p

also wiederum nach Satz 18.2 die Riemann-Integrierbarkeit von f? fiir 0 < f < 1.

3
D

(c) Wegen |f|*> = f? und mit Hllfe der Linearitat des Riemann-Integrals folgt fiir Riemann-integrierbare
Funktionen f, g, dass fg = 3 L((f+9)*> = (f — 9)%) Riemann-integrierbar ist.

(d) Da f monoton wichst, gilt [1kn]f l]f(as) = f(k). Wegen (k + 1) — k = 1 lautet somit die
€ |k,k+
Untersumme daher

US(f;{1,...,n—1,n}) = y ( inf f(z)) (k+1)—k) = f(k) .

Zusatzaufgabe 13.4:
(a) Bestimmen Sie fiir jedes n € N auf dem Intervall [0, 10] beziiglich der dquidistanten Unterteilung

<$,(€n) = %) die Riemannsche Untersumme
k=

Uln, f) = Z(} inf [f<x>>-<x;">—x;@1> (13.9)

(n) _(n)
k=1 LTp_1>Tg

und die analog definierte Riemannsche Obersumme O(n, f) der Funktion f(z) = 2°.

10
(b) Berechnen Sie das Integral / 2 dz als den Grenzwert lim U(n, f) der entsprechend ([13.9)

n—oo

0
gebildeten n-ten Untersummen. Existiert lim O(n, f)?
n—oo

Losung zu Zusatzaufgabe 13.4:

n

10K\ "
Sei f(z) = 2*. Wir wéhlen die dquidistante Zerlegung Z,, = ( ’(“n))k = (i> . Da es sich
=0 k=0

um eine monoton wachsende Funktion handelt, folgt fiir die Untersumme

1 n—1

10 —— 10 10 10 10 210 —1
SE. ) = or () (- ) = 7 2% = T Xt = R
k=0 k=0
1Y)’ 10 10 10
und mittels <2?> = <e1n2“‘"> = ™27 (=5 .In2) = —2% -1 .In2 ergibt sich
10 10
. . 10 T o . 0 T € L’Hospital 27 —1
lim US(Z,,f) = (27 -1) Jlif}oﬁ_l = @7 -Drlmorm = o
Entsprechend erhalten wir als Obersumme
10 n-—1 10 10
(n) (n) ~10-2% w0 102w 270 —1
TEWIE IO NEIEE I R

Da lim 2w = 1, folgt analog hm OS(Zn,f) = 221

Nn—00 In2
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Zusatzaufgabe 13.5: Zerlegen Sie die folgenden rationalen Funktionen in Partialbriiche:
1 1 1 20 — 1 1
b) —— d) — _
(a) ) 1o () CEE IS &) m—mre  © e D)

3 —x’
Losung zu Zusatzaufgabe 13.5:

(a) Daz®—x = z(z+1)(x —1) die einfachen Nullstellen z; = 0,25 = 1,23 = —1 besitzt, ergibt sich

1
pe FCESY T der Definitionsbereich R\ {0, 1, —1}

und fiir die Partialbruchzerlegung der Ansatz

fiir die rationale Funktion h(z) =

a a a
h(x):;1+x—21 :cjl’
deren Koeffizienten wir mittels Koeffizientenvergleich oder einfacher mit a; = lim (x—z;)h(z) ,
i = 1,2, 3 erhalten: foure=)
. 1 ‘ 1 . | 1 1
“ TG oe-n 0 0 T By T2 T MNaeon T2

Somit ergibt sich die Partialbruchzerlegung h(z) = =F + 1 (5 =)

—_
~—

(b) Da 1+ z* keine reellen Nullstellen besitzt, ergibt sich fiir g(x) = der Definitionsbereich

4
= —1 sowie cos (3) = i kann der Nenner wegen

1 = (xQ—ei%)(a:Q—ei%T) = (z+ei) (z—¢i (x—i—ei%) (x—egw>

)
0 1) i+ )

= (xz—wale) (x D i tte” +1): (2? = V22 +1)(2® + V22 + 1)

—im

R. Unter Verwendung von e'™ = e

2

in 142t = (22 —i)(2% +1) = (2® — V22 + 1)(2? + V22 + 1) zerlegt werden. Mit dem Ansatz

() 1 1 E1{E+F1 EQZU"’FQ
xr) = = -
g 1+at (22 — V2 + 1) (22 + V22 + 1) 2= V2r 41 2242+ 1

erhalten wir

1 = (B4 F)@?+ V22 +1) + (Fox + By (2® — V2x + 1)
= .Z'g(E1+E2)+£C2(E1\/§+F1—EQ\/§+F2)+{E(E1+F1\/§+E2—F2\/§)+(F1+F2)

Somit ergeben sich nacheinander F; = —Fs, F} =1 — F; und

-1 1 1
P22EV24+1) + 2(=2FV2+v2) = 0 — By=—r, By=—r, Fi=F=-,
RENV2E 1) +a(-2F ) ‘e Tl T

also insgesamt die Partialbruchdarstellung

—1 1 1 1
olr) = 222 etz
22 —V22+1 22++V20+1

1
(z +1)%(2% + 1)
onsbereich R\ {—1} und wir verwenden fiir die Partialbruchzerlegung den Ansatz
Aqy Aq o n Ex+ F
r+1 (z+1)2 22+1

(c) Die Funktion f(z) = besitzt die doppelte Polstelle —1. Somit ist der Definiti-

flx) =
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Nach der Grenzwertmethode erhalten wir nacheinander

1 1
N . 2 . . _ 1
A1’2 o wlLIEll(I' + 1) f(l') o zlinfll 2 +1 - 2 ’

A = lim (2 +1) (f(x)—#) = lim ((m+1)f(:v)— Al,z)

x+1)2 z——1 r+1

. 1 1 ’ 1—a? . 11—z
= lim - = lim = lim ———
eo-1\(x+1)(22+1) 2(z+1) e—-12(x 4+ 1)(22 +1) e-12(x2 4 1)

Somit folgt nun fiir £ und F' die Bedingung

1 1 1
§(x+1)(g:2+1)+§(x2+1)+(Ex+F)(x+1)2:1 = E=—5, F=0
d wir erhalten die Partialbruchzerl fa) = (o -
und wir erhalten die Partialbruchzerlegun r) = = — .
Buns o\er1  @r12 2211
Fiir die Funktion r4 = % liefert der Ansatz der Partialbruchzerlegung

2¢ — 1 B A . B
2—5r+6 x—2 x—3

den Koeffizientenvergleich A(x — 3) + B(z — 2) = 22 — 1 mit dem linearen Gleichungssystem

A+B = 2, B B
{—3A—2B _ = A=-3, B=5,
also erhalten wir
20 — 1 5 3

2—5r+6 x—3 x—2°

Mit dem Ansatz
1 é B C

o= 22(z+1) B x+ﬁ+x+1

()

erhalten wir zunéchst C, indem wir die gesamte Gleichung (x) mit (z + 1) multiplizieren und
x = —1 einsetzen (dann fallen nédmlich die Terme mit A und B weg, so dass auf der rechten
Seite nur noch C' stehen bleibt):

: ) 1
C = $1i>n_11(x + 1)rg = lenEl = = 1.
Genauso erhalten wir B, indem wir die gesamte Gleichung (x) mit z? multiplizieren und an-
schlieBend = = 0 einsetzen (dann fallen auf der rechte Seite die Terme mit A und C weg, so dass
nur noch B stehen bleibt):

1
B = limaz*rg = lim =1
z—0 z—0 r + 1

1
z(xz+1)
dies mit z multiplizieren und wiederum x = 0 einsetzen (da dann der Term mit C' wegfallt und

auf der rechten Seite tatséichlich nur noch A stehenbleibt):

B -1
A = limm(rﬁ——) = lim = —1.

z—0 2 z—=0qx + 1

Da Gleichung (%) zu rg — % = = ? + x%l aquivalent ist, erhalten wir A, wenn wir

Somit ergibt sich

1 _ 11
7,G_xQ(x—l—l)_aﬂ r x+1
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Analysis 1 Wintersemester 2016/2017, Universitit Rostock
PROF. DR. P. TAKAC F. BAusTIAN, K. IHSBERNER, A. JANIG

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 14

Treppenfunktionen, Riemann-Integral - Teil 11

e Satz 18.7 [Mittelwertsatz der Integralrechnung]:

(f,g: [a,b] — R stetig A gZO) = 3£ €la,b] : / f(z)g(z)dx = f(f)/ g(x)dx .

b
Bemerkung: Im Fall g = 1 bedeutet dies / f(x)dx = f(§)(b— a).

e Satz 18.8: Sei f : [a,b] — R Riemann-integrierbar. Dann gilt (lzl’r)n S(Z,f) = fabf(x)dx
n(Z)—0
e Satz 18.9: Gegeben seien a < b < ¢ und eine Funktion f: [a,c] — R. Dann gilt

f Riemann-integrierbar <= f‘ ] und f‘ b Riemann-integrierbar .

Ist eine (und damit auch die andere) der beiden Seiten wahr, gilt
c b c
/ f(x)dx = / f(x)dx +/ f(x)dx . (14.1)
a a b

a b a
e Definition: Wir setzen / f(z)dz := 0 und / flzx)dz = — / f(z)dz im Fall b < a.
a a b

Stammfunktion, Newton-Integral

e Definition [Stammfunktion]: Eine differenzierbare Funktion F': I — R (I C R Intervall)
heifit Stammfunktion/primitive Funktion zu f: I — R (auf 1), falls I’ = f auf I gilt.

Hauptsatz der Differential- & Integralrechnung
e Satz 19.2: Sind F,G: [ — R Stammfunktionen von f: I — R, so ist F' — GG konstant.

e Satz 19.1/19.3[Hauptsatz der Diff.- & Integralrechnung]: Sei I C R ein Intervall, ¢ € I.

(1) Ist f: I — R stetig, so besitzt f eine Stammfunktion, z.B., F.(z) := / f(t)dt.

(2) Ist f: I — R Riemann-integrierbar und F' eine Stammfunktion von f auf I, so gilt

b b
Va,b e I: / f(z)dx = F(z)| = F(b)— F(a) . (14.2)

Bemerkungen: a “
(a) Aus historischen Griinden werden Funktionen, fiir welche eine Stammfunktion existiert,
manchmal auch Newton-integrierbar genannt und der Begriff der Stammfunktion F' von

[ synonym zum Begriff des unbestimmten (bzw. Newton-) Integrals | f(z)dx verwendet.

(b) Jedoch folgt weder aus der Riemann-Integrierbarkeit die Newton-Integrierbarkeit (Exi-
stenz einer Stammfunktion) — vgl. die sogenannte Darboux-Eigenschaft differenzierbarer
Funktionen und betrachte nichtkonstante Treppenfunktionen — noch folgt aus der Newton-
Integrierbarkeit die Riemann-Integrierbarkeit, da auch unbeschriankte Funktionen existie-
ren, welche eine Stammfunktion besitzen.

Bsp.: Mit der Stetigkeit von 1: ]0,1] — R folgt nach Satz 19.1 Newton-integrierbar,
aufgrund der Unbeschrénktheit gilt jedoch Ap € T(0,1]: (Vz € ]0,1]: ¢(z) > 1).

(c) Satz 19.3 ist also genau auf die Riemann-integrierbaren Funktionen anwendbar, die gleich-
zeitig Newton-integrierbar sind.
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Substitutionsregel, Partielle Integration, Riemannsches Lemma

e Satz 19.4 [Substitutionsregel]: Sei f: I — R stetig und ¢: [a,b] — R stetig differenzierbar

mit ¢([a,b]) C I, so gilt
[weaw-v / e (143)

P
o Ist R(z) = (z eine rationale Funktion, so heift

Q(z)
z — R(e™) (14.4)

eine rationale Funktion in Exponentialtermen. Die Integration von Funktionen der Gestalt
(14.4)) lasst sich durch die Substitution ¢t := ¢p(x) := ¢** auf die Integration rationaler Funktionen

zuriickfiihren.
P
e Sind P(z,y) und Q(z,y) Polynome in zwei Variablen und damit R(z,y) = QE ) eine rationale
T,y
Funktion in zwei Variablen, so heifit )
x +— R(sin(z), cos(x)) (14.5)

eine rationale Funktion in Sinus und Cosinus. Die Integration von Funktionen der Gestalt
lisst sich durch die Substitution ¢ := ¢(z) := tan (£) auf die Integration rationaler Funk-
tionen zuriickfithren (vgl. Zusatzaufgabe 10.3 (d) und 14.7 (a)). Ist sogar m-periodisch,
dann kommen wir schon mit der Substitution ¢ := p(z) := tan(x) aus (Zusatzaufgabe 14.7 (c)).

P(z
o Ist R(z,y) = (x,9) eine rationale Funktion in zwei Variablen, so konnen wir die Integration

Q(x,y)

von Funktionen der Gestalt

z+— R(z,Vaz? +2bx +¢) , (14.6)

welche rationale Funktionen in x und einer Wurzel aus dem Quadrat von z genannt werden,
durch quadratische Ergidnzung auf die Integration von Funktionen der Gestalt

r— R(x,Va?+1), z— R(z,vVa?2—-1) oder x+— R(z,V1—2a?) (14.7)

zuriickfiithren, deren Integration wiederum durch Substitution von x = sinh(t), = =+ cosh(t)
bzw. x = + cos(t) auf die Integration rationaler Funktionen in Exponentialtermen bzw. in Sinus
und Cosinus zuriickgefithrt werden kann. Eine weitere Substitution findet sich in ZA 14.2 (b).

e Satz 19.5 [Partielle Integration]: Sind f, ¢ : [a b —R stetlg differenzierbar, so gilt
b
[ s = s - [ rwa (148)

e Satz 19.6 [Riemannsches Lemma]: Fiir f € C’l([a, b|,R) gilt lim f(:zc) sin(nz)dx = 0.
n—oo

a

Existenz uneigentlicher Integrale

e Wir sprechen jeweils von der Existenz uneigentlicher Riemann-Integrale, falls eine der

folgenden Definitionen méglich ist:

(a) Ist f: [a, +oo[— R fiir jedes u > a iiber [a, u] Riemann-integrierbar, existiert lim f(t)dt

U— 00 a

und ist endlich, so definieren wir / f(x) dz := lim f(t) dt
a uU—00 a
(b) Ist f:]a,b] — R iiber jedem Intervall [u,b] mit a < u < b Riemann-integrierbar und

b b b
existiert li{n f(t)dt (und ist endlich), so definieren wir / f(z) do = li{(n / ft)de.

(¢) Analog sind uneigentliche Integrale fiir auf | —oo, b] und [a, b] gegebene Funktionen definiert.

(d) Der Fall einer auf ]a, b[ definierten Funktion wird auf die Félle |a, ¢| und [, b[ zuriickgefiihrt,
wobei die entsprechenden uneigentlichen Integrale fiir jedes ¢ €]a, b[ existieren miissen.
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e Satz 20.1 [Integralvergleichskriterium fiir Reihen]: Sei f: [1, 00o[— [0, c0] eine monoton
fallende Funktion. Dann gilt:

Zf(n)<oo = / f(x)dr < oo .
- 1
Zusatzaufgabe 14.1: =t

(a) Beweisen Sie mit Hilfe des Mittelwertsatzes der Integralrechnung die Trapezregel:
Fiir jede zweimal stetig differenzierbare Funktion f: [a,b] — R existiert ein £ € [a, b] mit

[ e = 20 @+ s0) - ot

3

(b) Begriinden Sie knapp, warum die Funktion f(z) := max(z3, 2%, x) auf jedem beliebigen Intervall

[a,b] C R eine Stammfunktion besitzt.

3
Finden Sie eine Stammfunktion von f und bestimmen Sie mit deren Hilfe das Integral / f(z) dx
—6

Losung zu Zusatzaufgabe 14.1:

(a) Sei p(z) = L(z—a)(b—=x). Mit p(z) > 0 fiir alle = € [a, b] sowie ¢'(z) = =2 —z und ¢"(z) = —1
ist

/abf(x)dx = _/ab%D//(:E)f(:U)d:c = —¢(2)f(z)

Nach dem Mittelwertsatz existiert nun ein { € [a, b] mit f x)f(x)dx = f"(§) ffgo(x)dx =
3
f”(f) (b= a) _

2%, firxz <0,

(b) Da eine Fallunterscheidung f(z) = max(2?,2%,2) = (z, fiir x € [0, 1], liefert, ist f wegen
x®, fiir x > 1,

Imfz) = 0 = lmf(@) wd lmf@) = 1= lnf@)

auf R stetig, so dass f nach dem ersten Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung auf
jedem Intervall (mindestens) eine Stammfunktion besitzt. Da eine Stammfunktion differenzierbar
und somit insbesondere auch stetig sein muss, ist jede stetige Funktion aus der Funktionenschar

(1
gx +a, firx<0,
1, .
Fa,b,c(‘r) = 51‘ + b ’ fllI' YIS [07 1]a
1 .
—zt+c, firz>1,
\ 4

eine Stammfunktion von f. Aus den Bedingungen
1 1
ii{%Fa,b,c(x) =b=2qa = ii;l(l)Fa’bp(:L’) und il\n% Fa,b’c(l’) = 1_1+C = §+b = }}/(II}FQ7(,7C(LL’)

erhalten wir fiir jedes ¢ € R die Losung (a,b,c) = (t,t, : +t). Somit sind genau die Funk-
tionen Fy, 1 ++(z) Stammfunktionen von f. Nach dem zweiten Hauptsatz der Differential- und
Integralrechnung ergibt sich mit F':= F 1 sowie f = 3 und @ = —6 nun

41 185

A Logt 1 Lt 5
/f(x)dx:F(ﬁ)—F():Z(ﬁ )—ga 1(3 1) — =(-6) =5 T2 ==



237 4 5e?* — 3e”
631+e2z_ex_1

Zusatzaufgabe 14.2: (a) Finden Sie eine Stammfunktion von . Tipp: A 14.1 (a).

(b) Sei R(u,v) eine rationale Funktion in zwei Variablen, a,b € R und n € N. Fiihren Sie das Integral
[ R(x, Vax + b) dx mittels geeigneter Substitution auf das Integral einer rationalen Funktion in
einer Variablen zuriick.

Wenden Sie dies auf das unbestimmte Integral dz an.

vVr+1+2
(r+1? =vo+1
(%> 4+ 102 +9)vz + 1dz.  (e) Berechnen Sie /

1

72
/ V2ux +1

(c) Finden Sie eine Stammfunktion von

3 % In(z)

l.n

(d) Berechnen Sie / dr fir n € N\ {1} .

—1
Lésung zu Zusatzaufgabe 14.2:

(a) Die Substitutionsregel [(fop)(x)-¢'(x)dz = [ f(t)dt mit t = o(x) = ¢'(x) = e” liefert zunéchst

2637 520 — 3e” 2e% + 5e® — 3 - 2t2 + 5t — 3
dr = e dr = - dt .
e3x_|_e2:r_ex_1 e3w+62m_ex_1 t3_|_t2_t_1

Der Ansatz fiir die Partialbruchzerlegung

20045t -3  245t—-3 A L, B¢
Br2—t—1 (t+12¢t—-1) t—1 t+1 (t+1)?
2t2 + 5t — 242 1 5t
liefert wegen A = lim A o3 =1und C' = lim A rot=3 = 3 und schlielich
t—1  (t+1)2 t——1 t—1
2t + 5t — 2t(t + 1 2
B = lim £+st=3 3 = lim —t(t+ ) = lim 2t =1
=1\ (t+1)(t—-1) t+1 -1 (t+1)(t —1) -1 —1

nun insgesamt

/2e3x+5e2x—3eﬂﬂ L / Wst-=3 / Ly L 3 N
e —er—1 " ) (t+12(t-1) t—1 t+1 (t+1)
3 3
= I’ 1) - — = In(e* - 1) - ‘
Il( ) t+1 n(e ) ex+1

(b) Mit der Substitution y := Vax + b, d.h. z = p(y) = Y und ¢'(y) = 2y"_l, gilt
a a

—b
/R(a:, \"/aa:—i—b)dx:E/R<y - ,y) "y .

a
_ -1 3,
Mit n =3, x = p(t) = 5 ,go(t):ét folgt
2
t2—1
7 (2) 3 3
——dr = | >~ tPdt=< [ (T 2"+ t)dt
[t = [ gra=g et
B 3(({‘/%)8 2(\3/2957“)5+(\3/2x7+1)2)
8 8 - 5 2 '
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(c) Mit der Substitution z = o(y) = 3* — 1, ©'(y) = 2y folgt

VIFT1+42 2 2 + 4
/( v+1+2 /&gydy: /( 1y+ "
y_

r+1)2? = Vo +1 Yt —y )2 +y+1)

B /( 2 2y + 1 1 )d
S\t eyt payrr)”

2
2 —_
y
1+ ("5
<(\/:z;+1—1)2) 2 (2\/x+1+1>
In — —arctan [ ————— ] .
T+ +1+2 V3 V3

(d) Mit der Substitution y := x + 1 erhélt man

4 4
2 5 3 2 7 16 5
8 dy = 2 Sy2)dy = —q2 —2 = — 41— = L
/0(y+y)\/§y /0(y+y)y (7y+5y)0 -+ = =
(e) Mit partieller Integration ergibt sich
2 2
1 1 In(2 1 1

" (n—1)a 1|, n-1) "

Zusatzaufgabe 14.3:

/2 In() ()

(a) Sei f: Ja,b] — R eine differenzierbare Funktion.

(i) Finden Sie eine Stammfunktion von f - f'.
(ii) Sei n € N beliebig, fest. Finden Sie eine Stammfunktion von f" - f’. /

(iii) Es gelte nun noch zuséatzlich f > 0. Finden Sie eine Stammfunktion von 7

(b) Sei f: Ja,b[ — R eine differenzierbare Funktion mit echt positiver Ableitung und einer Stamm-
funktion F. Berechnen Sie eine Stammfunktion zur Umkehrfunktion f=1.

Losung zu Zusatzaufgabe 14.3:
@ O F@ = [f@) r@d = oy = 50 4e = 50 e,
) F@) = [(@) e = [y = S = S (@) e
(i) F.(z) = /‘;l((;)) dx = /idy = In(y)+c¢ = (lnof)(x)+c.

(b) Mittels Substitution und anschlieBender partieller Integration und Riicksubstitution erhalten

/ f )y = / (F o f) () - f(x)de = / 2! (z)dz
= 2f(r) - / 1 f@)de = of(@)— F(z) = f @)y (FofN)y) .

Probe:
1\ — (Fo f-1 ro_ g1 Y C(fo f-1 ) 1 _ 1
W W = Fe W) = 10+ 5oy VW Gope =W

Zusatzaufgabe 14.4: Berechnen Sie die folgenden Integrale und fithren Sie ggf. die Probe durch:
(a) [asin(z?) dz, (b) [tan(x)dx (¢) [wsin(z)dr, (d) [esin(z)dx, (e) [(sin(z))? dz.
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Losung zu Zusatzaufgabe 14.4:
(a) Mit der Substitution z = p(z) = 22, d.h. ¥ = ¢/(x) = 2z, ergibt sich

dx
' 2
/xsin(;ﬂ) dr = / %dz _ _COS(Z) 1O = _cos(a: ) s
2 9 9
(b) Wegen (Inof)’ (z) = J}’((j)) erhalten wir [tan(z) de = — [ _CZISI(IJS) dr = —In(cos(x)).

(¢) Partielle Integration liefert [ xsin(z) do = —x cos(z) + [ cos(z) dz = sin(x) — z cos(z) + C.

(d) Zweimalige Anwendung von partieller Integration mit jeweils v’ = v = ¢* und v = sin(z),
v = cos(z) bzw. v = cos(z), v/ = —sin(z) ergibt

/ e sin(z) dz = e sin(x) — / e cos(x) dr = e sin(x) — {em cos(z) + / " sin(z) d:c}

und nach Umstellen daher / e”sin(x) de = ¢ (sm(x)2— cos(x))'

(e) Partielle Integration mit u/(z) = sin(x), u(xz) = — cos(x) und v(x) = sin(z), v'(z) = cos(x) liefert
/(sin(a:))2 dr = —sin(x)cos(z) + /(cos(w))2 dr = —sin(x)cos(z) + /(1 — (sin(z))?) dx

Umstellen fithrt zu /(sin(a:))2 de = 27 sin(x) cos(x) L C
2

Zusatzaufgabe 14.5: Finden Sie eine Stammfunktion von

A . Er+ F " P :

Losung zu Zusatzaufgabe 14.5:

A A
(a) Bei k=1 gilt /

(—a)  (1—k)(z—a)!

= Aln(z — «), bei k > 2 dagegen /

r—«

(b) Wegen D := q — %2 > 0 besitzt 2% + px + ¢

= (z+%)>+ D > D keine reellen Nullstellen.
Wegen Bz + F = Ex+22 - 2F p — %( +p) +

( — ﬂ) erhalten wir im Fall

°/ Ex+ F p E/ 2r +p e +< pE)/ 1
(x +

b = = F-= S — |
2 +pr +q v 2 ) 22 +pr+gq 2 22+ D ‘

E pE 1 r+ L
= ZIn(z®+pxr+ <F— )—arctan( 2)+C’,
5 (@™ +pr+q) + NG 75

wobei wir fiir das erste Integral die Substitutionsmethode mit t = ¢(z) = 2> + pr + ¢ und
folglich j—; = ¢/(x) = 2z + p bendtigten. Fiir das zweite Integral brauchten wir, dass

1 1 1 1
(z + 150)2 +D - D m und 211 dr = arctan(z)
vD

gilt, sowie die Substitutionsmethode mit t = p(x) = % und folglich % = ¢/(z) = \/LE'

17 Achtung: D ist hier genau das Negative der Diskriminanten % — q, welche ihrerseits im Fall, dass das Polynom
2% 4 px + ¢ zwei echt komplexe Nullstellen besitzt, negativ ist. Insbesondere gilt dann 22 + px + ¢ > 0 fiir alle = € R.
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dx

'/ Ex+ F E/ 27 4+ p dx—i—( pE)/ 1

de = = [ —=—=T8 F-=) ) — =
(22 + pz + q)° 2 ) (22 +px+q)f 2 (22 + px + q)*

E
- E 1
- 2(1 f) = + (F—p—>/ de
(2% + pz +q) 2 ((z +2)2 + D)

wobei wir fiir das erste Integral die Substitutionsmethode mit ¢ = p(x) = 2 + pxr + ¢ und
folglich 5—; = ¢'(x) = 2z 4 p bendtigten. Das zweite Integral ldsst sich mit Hilfe der Formel

1 1 t 1
/ (12 + D)’ at = 20— 1)D {(ﬁ = (26 -3) / @5 Dyt dt} (14.9)

sowie der Substitutionsmethode mit ¢ = p(z) = z + £ und £ = ¢/(z) = 1 rekursiv fiir alle
ganzzahligen ¢ > 2 bestimmen, denn Ableiten der rechten Seite von ((14.9) liefert

1 (t2+ D)t —2(0 — 1)t3(t? + D)2 1
2((—1)D [ (2 + D)2 +20- 3)W}
1 (t2 + D) — 2(¢ — 1)t (t*+ D)
B [ @oy T 3>m]
_ 1 {(26—2)(t2+D) - (%-2)752] _ 1
(20— 2)D =+ D) CES

Beispielsweise fiir £ = 2 ergibt sich

/ ExtF £ (p_PEY. L Lt TR S £
P ez 2 arctan
(22 4 pr + q)? 2+ pr+q 2 2D |22 +px+q /D VD

Txt + 1223 — 422 + 42 + 8
3+ 3x + 14

Zusatzaufgabe 14.6: Zerlegen Sie

und integrieren Sie anschlieend.

Losung zu Zusatzaufgabe 14.6:

Der Grad des Zahlerpolynoms ist gréfler als der Grad des Nennerpolynoms, daher fithren wir
zunéchst eine Polynomdivision durch, welche als Ergebnis

7ot + 1223 — 42?2 + 42 + 8 522 + 26z + 32
= Tr+12-5-
343z + 14 23+ 3z + 14
besitzt. Da Zahler- und Nennerpolynom im Restterm jeweils die Nullstelle x = —2 besitzen, so

dass per Polynomdivision jeweils eine weitere Faktorisierung in 5z2 426z +32 = (z+2)(5x+ 16)
bzw. 2% + 3z + 14 = (z + 2)(z* — 2z + 7) moglich ist, erhalten wir wegen

ox + 16 ) 20 — 2 5+ 16 1 1

22 —2x+7 2 22— 2 +7 V6 (x_1>2 1.\/6
) T
insgesamt unter mehrfacher Verwendung der Substitutionsregel

Tat + 1223 — 42?2 + 42 + 8 5x + 16
dex = Tz d 12de —5 | ————d
/ 3+ 3+ 14 v /:1::1:—1—/ o /x2—2x+7 v

7 25 9 105 (x—l)
= -2+ 122 — —In(x* — 22+ 7) — — arctan )
2 2 NG V6

Zusatzaufgabe 14.7:

(a) Sei R(t, s) eine rationale Funktion zweier Variablen. Fiihren Sie durch die Substitutiont = tan §
fir —7 < = < 7 das Integral [ R(cosx,sinxz)dx auf das Integral einer rationalen Funktion von
1
t zuriick. Bestimmen Sie nun eine Stammfunktionen von f(z) := ———.
4 + cos(x)
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(b) Zeigen Sie: Ist R(x,y) eine rationale Funktion in zwei Variablen und ist f: x — R(cos(x), sin(z))
sogar m-periodisch, dann kann man die Integration von f durch die Substitution y := tan(x) auf
die Integration einer rationalen Funktion zuriickfiihren.

/2 1
(c) Berechnen Sie /o 2 (sm(2))? 1 P (con(2))? dr mittels (b), wobei a # 0 # b.

Losung zu Zusatzaufgabe 14.7:

2
(a) Die Substitution liefert z = ¢(t) = 2 arctan(t) sowie ¢'(t) = e (Ableitung der Umkehrfunk-

ton). Mit 3 (cos(2a)+ 1) = (cos(a)? b sin(2a) = 2sin(a) cos(a) und wegen tan(a) = 220

e cos()
(cos(a))? 1 1

(cos(a)?+ (sin(@))? 1+ GHal ~ T+ (tan(a))?

folgt (wie bereits in Gleichung ((10.2)) aus Zusatzaufgabe 10.3 (d) ermittelt) weiter

2( (1‘))2 ) 5 1 . 2 . 1—¢2
cos (= -1 =2 5 —1 = 5 —1 = —3,
2 14 (tan(%)) 14+t 1+t

sin(z) = 2sin (g) Cos (g) = 2tan (g) (COS (g))Q _ 1+2511:n((§§)))2 = 1_2|_tt2

und somit / R(cos(x), sin(z)) dv = / R((cosop)(t), (sinop) (1) ) - (1)t

(cos(a))® =

cos(z)

11—t 2t 2
= R dt. 14.10
/ (1+t2’1+t2)1+t2 ( )
Die rechte Seite ist ein Integral einer rationalen Funktion, welches wir bereits berechnen kénnen.
1—¢2 1 2 2
Mit obiger Substitution und cos(z) = —— sowie 5 - = erhalten wir
1412 44 = 241 3245

1+¢2

3
L [ 2 2 Vi ) Sim(:
/4+Cos<w> ' 3 +5  VI5 (\/gt)2+1 V5 Vs n (3)
5

(b) Ist f: 2 +— R(cos(z),sin(z)) nicht nur 27-periodisch, sondern sogar m-periodisch, dann ist
f:x +— R(cos(2z),sin(2x)) eine 2m-periodische Funktion, die aufgrund der Additionstheoreme
eine rationale Funktion in sin(x) und cos(z) ist. Deren Integral kann nach (e) durch Substitution

von tan(%) = tan(x) auf die Integration einer rationalen Funktion zuriickgefiihrt werden.
(¢) Mit der Substitution ¢ = tan(z) und #'(t) = (arctan(t))’ = % = = erhalten wir

/ dz it / dt - / it l/ dt
a?sin(z)? + b2 cos(x)? (2 +1) (a* 55 + Vi) B a2t + b2 b2 (%)2 +1
y::%t i : 9/ dy = iarctam(?/) yizs%t laurctam (a_t) t:g:i:(x) larctan (atan(a:)) .

b a) y?+1 ab ab b ab b
/2 1 T
Wegen Cchfrgo arctan(z) = 7 gilt dann /0 (50 () T P(cos(2)? dx = b
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