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Einleitung

In der Vorlesung , Differentialgleichungen werden wir uns mit Methoden beschéftigen, die es
erlauben, gewohnliche Differentialgleichungen explizit zu losen oder zumindest die Existenz von
Losungen zu beweisen. Dariiberhinaus werden wir Eigenschaften von Losungen wie deren Ein-
deutigkeit, stetige Abhéngigkeit oder qualitatives Verhalten diskutieren. Abgeschlossen wird die
Vorlesung durch ein kurzes Kapitel iiber elementare Methoden zur Ermittlung von Losungen spe-
zieller partieller Differentialgleichungen.

Dieser Text ist dazu gedacht, Thnen einen kurzen Uberblick iiber die in der Vorlesung behandelten
Themen zu geben. Dariiberhinaus sind fiir interessierte und sehr begabte Studenten auch immer
mal wieder weiterfithrende Literaturtipps angegeben. Lassen Sie sich aber nicht entmutigen, wenn
Sie dort einen Blick hineinwerfen und nichts verstehen, das verlangt auch keiner von Thnen.

Falls Sie Fragen, Anregungen oder Wiinsche haben, sprechen Sie mich einfach an.

Viel Vergniigen und viel Erfolg beim Studium von Differentialgleichungen !






Kapitel 1

Elementare Losungsmethoden und
allgemeine Existenzsitze

In diesem Kapitel wird es darum gehen, einerseits spezielle Differentialgleichungen explizit zu 16sen
(was nicht ganz so hilfreich ist, wie es auf den ersten Blick erscheint, denn tatséchlich gibt es fiir die
meisten interessanten Differentialgleichungen keine expliziten Losungsmethoden) und andererseits
Sétze zu beweisen, die die Losbarkeit von allgemeinen Differentialgleichungen garantieren (was
allein auch nicht sehr hilfreich ist, denn dadurch weifl man noch lange nicht, wie sich Losungen
verhalten). Dariiberhinaus werden wir uns fragen, inwieweit die Losungen einer Differentialglei-
chung eindeutig sind oder stetig/differenzierbar von den gegebenen Daten abhéngen.

1.1 Losungen gewohnlicher Differentialgleichungen

Im Folgenden wird davon ausgegangen, dass Sie mit den grundlegenden Begriffen der Differen-
tialrechnung fiir Funktionen einer reellen Variablen vertraut sind, wie sie z.B. in [Konigsberger]
entwickelt werden. Insbesondere sollte Thnen bekannt sein, dass eine Abbildung = : I — R" auf
einem Intervall I C R eine (parametrisierte) Kurve im R™ genannt wird und differenzierbar in
t € I heif}t, falls der Grenzwert x(t+ h) — x(t)

/ R
v(t) = im h

existiert, den man die (erste) Ableitung von z in ¢ nennt (oder auch den Tangentialvektor an
x zum Zeitpunkt t), siehe [Konigsberger, 12.1]. Ist x in jedem Punkt ¢ € I differenzierbar und
die Ableitung 2’ : I — R" stetig, dann nennt man z stetig differenzierbar oder eine C!'-Kurve.
Rekursiv definiert man analog die m-te Ableitung (™ und C™-Kurven.

Gewohnliche Differentialgleichungen sind nun Gleichungen, die nicht nur von den Werten sondern
auch von den Ableitungen einer auf einem Intervall I C R definierten Funktion 2 : I — R (im Fall
n = 1) bzw. einer Kurve = : I — R"™ abhéngen.

Definition 1.1. Ist Q C R x (R")™ und f: Q — R", so heifit die Gleichung
o™ = f(t,z, 2., ™Y (1.1)

eine (explizz’t(ﬂ) n-dimensionale Differentialgleichung m-ter Ordnung.

Noch allgemeiner als explizite Differentialgleichungen sind Differentialgleichungen von der Form
f (t,x, 2/, ... ,z(m=1), m(m)) = 0. Solche Differentialgleichungen werden implizit genannt und lassen sich nur dann in
umschreiben, wenn man nach (™ auflésen kann. Wir werden uns in dieser Vorlesung nahezu ausschlielich
mit expliziten Differentialgleichungen beschéftigen.



Man nennt (|1.1)) hdufig auch ein n-dimensionales System von Differentialgleichungen m-ter Ord-
nung. Aufgrund des Vorkommens von Ableitung in ((1.1)) muss man natiirlich prizise sagen, was
man unter einer Losung von (|1.1)) verstehen will.

Definition 1.2. Fine Kurve x: I — R" heifst eine (klassische) Lisung der Differentialgleichung
(T1)), falls © eine m-mal differenzierbare Kurve mit (t,x(t),2'(t),..., 2™ D (t)) € Q und 2™ (t) =
flt,x(t),2'(t),..., 2™ ()) fir allet € I ist.

Ist f: Q2 — R” stetig und x eine klassische Losung der Differentialgleichung , dann ist offen-
sichtlich x nicht nur m-mal differenzierbar, sondern sogar eine C™-Kurve, da die rechte Seite von
stetig in ¢ ist. Dies ist ein erster Hinweis darauf, dass klassische Losungen von Differential-
gleichungen oft viel regulérer sind als in Definition gefordert wird.

Definition (1.1} ist recht allgemein, da an f iiberhaupt keine Anforderungen gestellt werden. Stellt
man an [ gewisse Bedingungen, dann benennt man auch den zugehorigen Typ von Differential-
gleichungen entsprechend.

Definition 1.3. o [st die Funktion [ auf der rechten Seite von (1.1) unabhdngig von t, so
spricht man von einer autonomen Differentialgleichung.

o [st Q=1 x (R")™ mit einem Intervall I C R und (y1,...,ym) = f(t,y1, ..., ym) fiir jedes
t € I linear, dann nennt man (1.1) eine (homogene) lineare Differentialgleichung.

Als erstes Resultat wollen wir nun zeigen, dass man jede Differentialgleichung hoherer Ordnung
in eine dquivalente Differentialgleichung erster Ordnung umschreiben kann (die dafiir aber eine
hohere Dimension als die urspriingliche Differentialgleichung hat).

Satz 1.4. Zu einer durch f : Q C Rx (R")™ — R" gegebenen Differentialgleichung m-ter Ordnung
definiere man f : Q — (R™)™ durch

f(t7y17y27"'aym) = (y27y37"'7ym7f(tay17"'7ym))'

Dann ist x genau dann eine Losung von (™ = f(t,z,a',... xm=1), wenn die durch y(t) =
(z(t),2'(t),...,z"=D(t)) definierte Kurve im (R™)™ eine Losung von y' = f(t,y) ist.

Beweis: Ist x eine Losung von 2™ = f(t,z,2',..., 2™ 1), dann ist y einmal differenzierbar und
es gilt

yr=1"=y

Yo = 1" =ys

y;n = l,(m) = f(t,a:,x', s ’x(m—l)) = f(t>ylay2a I 7ym)

also 16st y die DGL ¢y’ = f(t,y).

Ist umgekehrt y eine Losung von i = f(t,y), dann hat die erste Komponente z := y; von y gerade
yr als (k—1)-te Ableitung fiir k = 2,...,m, denn y,_, = yj gilt aufgrund der Definition der ersten

m — 1 Komponenten von f . Insbesondere ist M= =y, differenzierbar und erfiillt aufgrund der
Definition der letzten Komponente von f die Differentialgleichung

x(m) - y;n - f(t7y17y27"'7ym) = f(tﬂx7xla"'7‘r(m_1)) :
O

Aufgrund von Satz ([1.4)) reicht es also aus, Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung zu
betrachten, und diesen Spezialfall von Definition ({1.1)) wollen wir noch einmal festhalten.
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Definition 1.5. Ist Q C R x R" und f: Q — R", so heifit die Gleichung

= f(t,x) (1.2)

eine (explizite) n-dimensionale Differentialgleichung erster Ordnung oder auch ein n-dimensionales
System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

Die Abbildung f in (1.2) bezeichnet man auch als zeitabhéngiges Vektorfeld auf R™. Tatséchlich
gibt f(t,z) gerade den Tangentialvektor an, den eine Losungskurve haben soll, wenn sie zum
Zeitpunkt ¢t durch den Punkt x lduft.

Aufgabe 1.6. Zeigen Sie, dass autonome und nichtautonome Differentialgleichungen im folgenden
Sinne dquivalent sind: Definiert man zu f : QQ C R x R" — R" das zeitunabhdngige Vektorfeld
f(t,x) = (1, f(t,z)) auf Q C R*, dann ist x genau dann eine Lisung von x' = f(t,x) mit
z(ty) = xo, wenn y(s) := (s + to,z(s + to)) eine Lisung von y' = f(y) mit y(0) = (to, o) ist. Es

reicht also aus, autonome Systeme von Differentialgleichungen erster Ordnung zu betrachten.

Im Allgemeinen hat eine Differentialgleichung sehr viele verschiedene Losungen, jedoch kann man
hoffen, dass die Losung einer Differentialgleichung erster Ordnung eindeutig ist, wenn man sich
zusétzlich zur Differentialgleichung noch einen Anfangswert vorgibt.

Definition 1.7. Man sagt, eine Kurve x ldst die Differentialgleichung (1.2) zum Anfangswert
bei tg, wenn x eine Lisung von (1.2)) ist und zusdtzlich x(ty) = xo gilt.

Beispiel 1.8. Zu vorgegebenem A € R hat die Differentialgleichung erster Ordnung x' = Ax die
Lésungen z(t) = Ce ' mit einer beliebigen Konstanten C € R (wie man durch Einsetzen in die
Differentialgleichung leicht nachpriifen kann). Dies sind tatsdichlich alle mdoglichen Losungen der
Differentialgleichung x' = Az, denn lést x diese DGL, dann gilt auch '(t)e ™ = Az (t)e ™ und
daher

(ze™)(t) = 2/ (t)e™ — Az(t)e ™ = 0.

Also ist die Funktion t — xz(t)e ™ konstant, d.h. x(t) = Ce* gilt mit einer Konstanten C' € R.

Nun wird die Konstante C' aber durch die Anfangsbedingung x(ty) = xo eindeutig festgelegt, denn
aus dieser Bedingung ergibt sich C = xge 0. Somit gibt es genau eine Lisung der Differential-
gleichung ¥’ = Az zum Anfangswert xq bei to, nimlich x(t) = ze=t0)

Leider gibt es Differentialgleichungen mit stetiger rechter Seite f, deren Losung durch eine An-
fangsbedingung nicht eindeutig festgelegt wird.

Beispiel 1.9. Die autonome Differentialgleichung erster Ordnung x’' = +/|x| hat die Lisungen

x(t) = % auf dem Intervall [—C,00) (wie man wiederum durch Einsetzen in die Differential-

gleichung leicht nachpriifen kann). Daher ist x(t) := % auf dem Intervall [0,00) eine Losung zum
Anfangswert zo = 0 bei t = 0, aber auch die konstante Losung T(t) := 0 ist offensichtlich eine

Losung zum Anfangswert xqg =0 bei t = 0.

Ein anderes Problem ist, dass sich Losungen von Differentialgleichungen selbst bei iiberall definier-
ter und glatter rechter Seite f: R x R” — R™ im Allgemeinen nicht auf ganz R fortsetzen lassen,
d.h. zu einem Anfangswert muss es nicht unbedingt eine auf ganz R definierte Losung = geben.
Man nennt eine Losung x einer Differentialgleichung global, falls sie auf ganz R definiert ist.
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Beispiel 1.10. Die autonome Differentialgleichung x' = x® hat zum Anfangswert xq bei t = 0 die
Losung x(t) = £ Diese Lisung ist sogar eindeutig, denn ist x eine Losung mit z(t) # 0, dann
qgilt

(1 + tx(t)>’ _ (U ta(t))a’(t) — a(t)(x(t) + ta'(t) _ 0
x(t) (=(£))? '

Jedoch ld sst sich x bei xg > 0 nicht auf ein grofieres Intervall als (—oo,x—lo) fortsetzen, da

hHll x(t) = 4oo gilt, und dhnlich fir zo < 0. Daher gibt es zu keinem Anfangswert xo # 0
eine globale Losung.

Treten bei einer autonomen Differentialgleichung diese beiden unschénen Situationen aber nicht
auf, d.h. existieren fiir eine autonome Differentialgleichung erster Ordnung eindeutige globale
Losungen, dann ist der Losungsoperator der Differentialgleichung ein Fluss, wie wir in Satz [1.13]
zeigen werden.

Definition 1.11. Fine Abbildung ®: R x Q — Q heifit Fluss auf der Menge €, falls ®(0,-) = Idg
und (s, ®(t,x)) = ©(s+t, ) fir alle s,t € R und x € Q gilt.

Insbesondere gilt fiir einen Fluss ® die Gleichung ®(—t, ®(t,2)) = « fiir alle t € R und z € Q, d.h.
Q35 z— O(t,x) € Q hat y — P(—t,y) als inverse Abbildung, und aufgrund der Giiltigkeit von
O(s,®(t,x)) = P(s+t,x) ist t — P(t, ) ein Gruppenhomomorphismus von der abelschen Gruppe
(R, +) in die Halbgruppe (Abb(£2,2), o) aller Abbildungen von €2 in sich mit der Komposition o
als Verkniipfung.

Modellieren die Punkte von €2 den Zustand eines Systems (z.B. eines physikalischen oder biologi-
schen Systems), so driicken die Eigenschaften, die ein Fluss erfiillt, gerade aus, dass die zeitliche
Entwicklung des Systems deterministisch ist: Die gesamte zukiinftige Entwicklung ¢ +— ®(¢, z) des
Systems ist eindeutig durch den aktuellen Zustand x € € bestimmt und unterliegt somit keinerlei
zufilligem Einfluss.

Um zu beweisen, dass der Losungsoperator einer autonomen Differentialgleichungen ein Fluss ist,
ist die folgende Eigenschaft wesentlich, die im Allgemeinen nur fiir autonome Differentialgleichun-
gen gilt.

Lemma 1.12. Ist © Ldsung einer autonomen Differentialgleichung ' = f(x), dann ist fir jedes
t € R auch s — x(s+t) eine Losung der Differentialgleichung.

Beweis: Es gilt 4(z(s+1)) =2'(s +t) = f(z(s +1)). O

Satz 1.13. Besitzt die autonome Differentialgleichung erster Ordnung ' = f(x) mit der auf der
Teilmenge 0 C R™ definierten rechten Seite f: Q0 — R"™ zu jedem Anfangswert xo € Q bei t = 0
eine eindeutige globale Lisung und bezeichnet man diese mit t — ®(t,z), so ist O ein Fluss.

Beweis: Offensichtlich gilt aufgrund der Anfangsbedingung ®(0,x) = « fiir alle z € , und da zu
gegebenem ¢ € R und = € Q sowohl s — ®(s, ®(¢,z)) als auch (nach Lemma [1.12) s — ®(t + s, 7)
Losungen zum Anfangswert ®(¢, z) bei s = 0 sind, miissen diese aufgrund der Eindeutigkeit gleich
sein, d.h. es gilt ®(s, ®(t,z)) = ®(s +t,z) fiir alle s, € R und x € Q. 0

Umgekehrt kann man zu jedem Fluss & auf @ C R”, fiir den ¢t — ®(t,z) fir jedes x €
differenzierbar ist, durch f(z) := %2(0,z) ein zeitunabhéingiges Vektorfeld definieren, fiir das die

10



globale Losung zum Anfangswert zo € Q bei ¢ = 0 durch ¢ — ®(¢,x0) gegeben ist. In der Tat,
aufgrund von ®(s + t,z) = &(s, (¢, z)) gilt

Lot 20) = L5 + t,30) 0 = (s, D(t, 7)o = F(D(t, 70))
— To) = —P(s o) |s=0 = —D(s, ,20))|s=0 = ,T0)) -
g\ o s 1 T0)ls=0 = 0 0 0
Bemerkung 1.14. Diese bemerkenswerte Korrespondenz zwischen Flissen und autonomen Dif-
ferentialgleichungen wird genauer und allgemeiner in der Theorie (nicht)linearer Halbgruppen stu-
diert, siehe |Engel,Nagel, [Barbul.

Im Folgenden wird es unser Anliegen sein, Bedingungen an die rechte Seite f einer Differentialglei-
chung aufzustellen, die die (globale) Existenz und Eindeutigkeit von Losungen garantieren, denn
nur dann kann man Satz anwenden. Zunéchst aber wollen wir fiir einige spezielle Typen von
Differentialgleichungen Methoden vorstellen, mit denen man diese explizit 16sen kann.

1.2 Elementar 16sbare Differentialgleichungen 1. Ordnung

1.2.1 Lineare Differentialgleichungen 1. Ordnung

Eine (eindimensionale) lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form
' =a(t)r + b(t) (1.3)

mit vorgegebenen Funktionen a,b: I — R auf einem Intervall I, d.h. die rechte Seite ist durch die
affin-lineare Funktion f : I xR — R, f(¢,z) = a(t)z+b(t), gegeben. Im Fall b = 0 nennt man
homogen, und ist a von ¢ unabhéngig, dann spricht man von einer linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten.

Beispiel 1.15. Bezeichnet z(t) die Menge (2.B. in Mol) eines radioaktiven Materials zum Zeit-
punkt t, das mit der konstanten Rate a in andere Stoffe zerfdllt, dann geniigt x der homogenen
linearen Differentialgleichung ¥’ = —ax mit konstanten Koeffizienten.

Kommt aber stindig neues radioaktives Material mit der Rate b(t) hinzu und kann man die Zer-
fallsrate beeinflussen, so dass sie durch eine zeitabhdngige Funktion a(t) gegeben ist, dann geniigt
x der allgemeinen linearen Differentialgleichung (|1.3)).

Betrachten wir zunéchst den homogenen Fall 2’ = a(t)x und setzen a als stetig voraus. Ist x auf
einem ty € I enthaltenden offenen Intervall positiv, danp kann man dort auf beiden Seiten der
Gleichung durch z teilen und erhilt wegen < In(z(t)) = x((tt)) die Gleichung

T

d

7 In(z(t)) = a(t).

Integration iiber [tg,t] ergibt In(z(¢)) — In(z(ty)) = ftz a(s) ds und daher

() = zg exp ( /t: a(s) ds) (1.4)

bei z(tg) = xo. Tatséchlich ist diese Funktion — wie man einfach durch Einsetzen iiberpriifen kann
— fiir jede Wahl von (g, xy) eine Losung von 2’ = a(t)z (auch wenn sie Null oder negativ wird).
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AuBerdem ist sie die einzige Losung der Differentialgleichung zum Anfangswert x(ty) = zo auf
I, denn ist x eine Losung von z' = a(t)r auf I, so kann man #hnlich wie in Beispiel mit

exp (— ft'; a(s) ds) auf beiden Seiten multiplizieren und erhélt mit der Produktregel

(wttrex - / (s) d)) 0.

Demzufolge ist die Funktion I 5 t — z(t) exp (— ftz a(s) ds> konstant, insbesondere gilt die Glei-

chung z(t) = C'exp <— ftz a(s) ds) mit einer Konstanten C' € R fiir alle ¢ € I, und durch Einsetzen
von to erhélt man C' = z(ty).

Um auch eine Losung der inhomogenen linearen Differentialgleichung ((1.3) zu erhalten, suchen
wir mit Hilfe eines Tricks nach Losungen, den man Variation der Konstanten nennt. Wir setzen

némlich einfach einmal den Ansatz x(t) := C(t) exp < fti a(s) ds) mit einer noch zu bestimmenden

Funktion C(-) (statt einer Konstanten, deshalb auch der Name , Variation der Konstanten“) in

(1.3) ein und erhalten mit Hilfe der Produktregel

C'(#) exp ( /t: o(s) d5> +a()z(t) = a(t)z(t) + bL).

C'(t) = exp (— /t: a(s) ds) b(t),

und durch Integration ergibt sich daher mit C(ty) = xy sowie der Abkiirzung A(t) := ftto
fur die Stammfunktion von a mit A(ty) = 0 bei stetigem b

Der Ansatz liefert also

z(t) = (:,;0 + / t exp(—A(s))b(s) ds) exp(A(t)) (1.5)

to
als Losung von ([1.3]). Wir halten dieses Ergebnis im folgenden Satz fest.

Satz 1.16 (allgemeine Losung der linearen DGL erster Ordnung). Sind a,b: I — R stetige Funk-
tionen auf einem Intervall I, ist ty € I und xg € R, so hat (1.3) unter der Anfangsbedingung
x(tg) = xo genau eine Lisung x: I — R, namlich (1.5)).

Man bemerke, dass dieser Satz bei I = R sogar die Existenz und Eindeutigkeit globaler Losungen
garantiert.

Aufgabe 1.17. Weisen Sie auch im inhomogenen Fall die Eindeutigkeit der Ldsung von (|1.3)
nach.

1.2.2 Trennung der Variablen

Hat eine (eindimensionale) lineare Differentialgleichung erster Ordnung die Form

' = g(t)h(x) (1.6)

mit vorgegebenen Funktionen g: I — Rund h: J — R auf (offenen) Intervallen I, J C R, so spricht
man von einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen. Beispielsweise ist jede autonome
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Differentialgleichung 2’ = f(x) oder auch jede homogene lineare Differentialgleichung =’ = a(t)x
eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

Fiir Differentialgleichungen mit getrennten Variablen gibt es eine relativ simple Methode (die
Trennung der Variablen genannt wird), mit der man das zugehorige Anfangswertproblem zum
Anfangswert z(ty) = xo bei (to,z0) € I x J lokal 16sen kann. Sind némlich g und h stetig und ist
h(xy) # 0 (andernfalls ist offensichtlich die konstante Funktion ¢ — zo auf I eine Losung), so gibt
es aufgrund der Stetigkeit von h zumindest ein offenes Intervall J C J mit zy € J und h(x) # 0
fiir # € J. Somit kann man die Stammfunktionen

t
G:1—->R | G(t)::/g(s
to

—_ ~
IS
»
o
=
Q.

mit G(to) = 0 und H(z¢) = 0 definieren. Nun ist aber H' = ; entweder auf ganz J positiv oder
negativ, d.h. H ist streng monoton. Also besitzt H eine Umkehrfunktion H=! : H(J) — J, und
H(J) ist ein offenes Intervall um H(z¢) = 0. Aufgrund der Stetigkeit von G' und G(ty) = 0 gibt
es dann ein offenes Intervall I C I um t, mit G(I) € H(J). Auf diesem Intervall I definieren wir
nun z(t) := H Y(G(t)), d.h. z(t) erhilt man durch Auflésen der Gleichung H(x(t)) = G(t). Dann

gilt z(to) = H ' (G(ts)) = H*(0) = 2o und nach den Differentiationsregeln

1 ) — YAy — Ba(e)) -
- H'(H(G(t))) G'(t) = H(z(t) G'(t) = h(x(t)) - 9(t)

/() = (H)(G() - G'(t)

aufgrund von H' = 4 und G’ = g. Also ist = auf I eine Losung von (1.6) zum Anfangswert
x(to) = xo. Wir haben somit den folgenden Satz bewiesen.

Satz 1.18. Seien g: I — R und h: J — R stetige Funktionen auf offenen Intervallen I,J C R
und sei (tg,xo) € I x J vorgegeben.

o [st h(xg) = 0, dann hat (1.6) zum Anfangswert z(ty) = xo die konstante Lisung x(t) = xg
auf ganz I.

e Ist h(zo) # 0, dann besitzt (L.6) zum Anfangswert x(ty) = o auf einem hinreichend kleinen

offenen Intervall I C I um ty eine Losung x : I — R, und diese erhdlt man durch Auflésen

- / :(t) @ dy = /t: o(s) ds (1.7)

nach x(t).
Bemerkung 1.19.

o Satz garantiert nur die Ezxistenz lokaler Lisungen des Anfangswertproblems zu (|1.6]),
aber nicht die Existenz von globalen Losungen. Tatsdchlich miissen i.a. keine globalen Losun-

gen von (1.6 existieren, wie Beispiel (1.10)) zeigt.

o Aus dem Beweis von Satz[1.18 kann man desweiteren ablesen, dass Lisungen zu Anfangs-
werten xo mit h(zo) # 0 zumindest auf dem gewonnenen hinreichend kleinen Intervall I ein-
deutig sind (schliefllich existiert die Umkehrabbildung von H ). Jedoch muss dies fiir grifSere
Intervalle nicht mehr der Fall sein, wie auch Beispiel zeigt.
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o Im Nachhinein erklirt Satz warum wir im vorigen Abschnitt zur Losung der linearen

Differentialgleichung ' = a(t)x durch x geteilt und dann integriert haben, dort haben wir
ndamlich gerade Trennung der Variablen benutzt.

Beispiel 1.20.

(a)

Betrachtet man die Population einer Spezies (z.B. Bakterien in einer Nihrlésung) und sieht
man die Anzahl x(t) der Individuen zur Zeit t € I als kontinuierlich an (was nur bei sehr
grofsen Populationen Sinn macht), so kann man die zeitliche Entwicklung der Population
durch eine reelle Funktion x: I — R modellieren. Den Quotienten % bezeichnet man als
relative Anderungsrate. Diese relative Anderungsrate modelliert man héiufig durch eine allein
von der Zeit t und der Populationsgriofie x abhingige Funktion r(t,z) (die z.B. die Differenz
der Geburten- und Sterberate zur Zeit t bei Populationsgrifie x angibt). In diesem Modell

erfillt x also die Differentialgleichung
' =r(tr)x. (1.8)

Das einfachste Modell ist sicherlich durch die Wahl r(t,x) = X\ mit einer Konstanten
A € R gegeben, und wie wir schon aus Beispiel [1.8 wissen, haben die Losungen die Form
Ce*. Hier wird man nur nichtnegative Populationsgréfen zulassen, und tatsdchlich folgt aus
C > 0 auch z(t) > 0. In Abhdingigkeit von X\ wichst die Population x(t) firt — oo entweder
ins Unendliche (A > 0), bleibt konstant (A = 0) oder geht gegen Null, d.h. die Population
stirbt aus (A < 0).

Ein etwas komplexeres Modell (1.8) ist durch eine lineare relative Anderungsrate r(t,z) =

Al — :cjax) mit der maximalen Wachstumsrate A > 0 und der mazimal tragbaren Populati-

onsgrofie Tmax > 0 gegeben. Uberschreitet x die maximal tragbare Populationsgrifie Tmax, S0
wird r negativ und die Population sinkt. Neben der konstanten Lésung 0 gibt es noch eine
weitere konstante Losung, ndmlich © = xny... Diese Losung ist eine sogenannte global asym-
ptotisch stabile Ruhelage, d.h. sie hingt nicht von t ab und alle (positiven) Lisungen streben

fiirt — oo gegen Tmax. Tatsdichlich, Trennung der Variablen liefert fir ' = A1 — Ijax)x bei
x(to) = xo die Gleichung
z(t) 1 t )\
/ S N Y / s
z0 (y - CCmax)y to Lmax
Mittels der Partialbruchzerlegung (y_xfmx)y = xmlax (y_;max — i) ergibt sich
1 — “max )\
In | Lm0 — 2 (¢ — )
mmax y xmax
und somit ”’ma;(;)z(t) = xmz‘oﬂoe*’\(t*t(}) bei o € (0, Tmax) und z(t)x_(f)max = zO;imaXe*A(t*tO) bei

2o € (Tmax, 00). Die Losung zum Anfangswert x(ty) = xo > 0 ist also

/

0 o = 0
Tmax
1 + Tmax —Z0Q ef)\(tfto) 0 < Lo < LTmax
x(t) = o
Lmax Ty = Tmax
Lmax
1 _ Z0—ZTmax ef)\(tfto) Lmax < x()
\ o

und strebt fir xqg > 0 wie behauptet bei t — 00 gegen Tiax.
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1.2.3 Substitution

Manchmal kann man durch Substitution eine kompliziert aussehende Differentialgleichung in eine
schon bekannte Differentialgleichung iiberfithren. Aus einer Losung dieser bekannten Gleichung
erhélt man dann durch Riicksubstitution eine Losung der urspriinglichen Differentialgleichung. Wir
wollen diese Methode zur Losung von Differentialgleichungen anhand dreier Beispiele kennenlernen.

Lineare Substitution

Hat eine Differentialgleichung die Form
' = flax + bt + ¢) (1.9)

mit einer Funktion f : R — R und Konstanten a, b, c € R, a # 0, dann kann man zu einer Losung
x die Funktion y(t) := ax(t) + bt + ¢ betrachten. Diese erfiillt

y(t)=ar'(t) +b=af(ax+bt+c)+b=af(y)+b,

16st also die autonome Differentialgleichung ' = af(y)+b. Umgekehrt erhdlt man aus einer Losung
y von y = af(y) + b durch z(t) := L(y(t) — bt — ¢) aber auch eine Losung der urspriinglichen
Differentialgleichung . Da autonome Differentialgleichungen mittels Trennung der Variablen
oft leicht l6sbar sind, ist es uns also durch Substitution des linearen Terms ax + bt 4 ¢ gelungen, die
kompliziert aussehende Differentialgleichung in eine einfach zu l6sende Differentialgleichung
zu iiberfiihren.

Beispiel 1.21. Substituiert man in der Differentialgleichung x' = m den linearen Term
y = —x +t, dann erhdlt man fir y die Differentialgleichung

1
y*+1

/

Yy ==

+1.

y2
y2+1 )

y(t) 1 v(t) L2 4 1 t
/ 1+—2dz:/ Zt dz:/lds,
Yo < Yo < to

und daraus y(t) — ﬁ — Yo + yio = (t — to) oder

Die rechte Seite ist gleich daher erhdlt man mittels Trennung der Variablen

y(t)? — (yo—i+(t—to)) y(t) —1=0.

Yo

1
y?+1

y(t):%(yg—ijt(t—to)) i\/i (yo—£+(t—t0))2+1,

und die Losung der urspringlichen Gleichung zum Anfangswert x(ty) = xq ist

Die Léosung von y = — + 1 zum Anfangswert y(to) = yo ist also

wegen Yo = —xg + t+. Man bemerke, dass man aufgrund der quadratischen Abhdngigkeit statt
—x +t ebensogut x — t hdtte substituieren kénnen. Auflerdem hat man bei xo = tg nur scheinbar
ein Problem mit der Existenz der Losung: Die Losung der DGL fir y zum Anfangswert y(ty) =0
ist die konstante Losung y = 0, und zu dieser gehort die Losung x =t zum Anfangswert xo = tg.
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Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen

Ahnlichkeitsdifferentialgleichungen haben die Form

, ar + bt + e;
= - = 1.10
v=1 (cx + dt + 62) (1.10)
o : . f(a b : 9 : a b 10
mit einer invertierbaren Matrix e d und einem Vektor e € R*. Im Spezialfall cdl=\o 1
und e = (8) nennt man die Differentialgleichung (|1.10)) eine homogene Differentialgleichung, sie

hat dann die Form .
I _ —
x _f<t> . (1.11)

Diese Bezeichnung macht einerseits Sinn, denn die Steigung 2’ einer Losung ist bei einer homoge-
nen Differentialgleichung auf allen Ursprungsgeraden z = mt dieselbe. Insbesondere ist mit einer
Losung x auch y(t) := @ fiir jedes s # 0 eine Losung, denn

i = =1 (“50) = ()

st t

Andererseits ist die Bezeichnung ,homogen* ungiinstig gewéhlt, da bereits lineare Differentialglei-
chungen (|1.3) bei b = 0 als homogen bezeichnet werden.

Den allgemeinen Fall einer Ahnlichkeitsdifferentialgleichung kann man durch Koordinatenwechsel

immer auf den einfacheren Fall einer homogenen Differentialgleichungen zuriickfiihren. In der Tat,

da (a b) invertierbar ist, hat das lineare Gleichungssystem (a b) (%) = — (61) eine ein-
c d c d to €

deutige Losung (xo,ty), und in den verschobenen Koordinaten s :=t — tg, y(s) := x(s + to) — o,

lautet die Differentialgleichung

d B d o B a:v(s + to) + b(S + tO) + €1
gy(s) = Ea:(s—i—to) = 2'(s+1ty) = f(cx(8+to)+d(5+t0)+62>

B f(ay(8)+bs+axo+bto—l-el> LGS f(ay(s)—i—bs) B a@—i—b
B cy(s) +ds+crg+dtg+e) cy(s) +ds) WY

ist also eine homogene Differentialgleichung (wobei die neue, nur von £ abhéngige rechte Seite
von (L.11) durch f(z) = f (Zjig) gegeben ist). Die homogene Differentialgleichung (|1.11) kann

man aber durch die Substitution y := 7 l6sen, denn unter dieser Substitution geht sie in die
Differentialgleichung

o f (y) -y

Yy = i

iiber, welche man mittels Trennung der Variablen 16sen kann.

Beispiel 1.22. Homogene Differentialgleichungen treten insbesondere dann auf, wenn die Diffe-
rentialgleichung nicht von der Wahl der Mafeinheiten abhdngen soll. Modelliert beispielsweise t
den Preis von Benzin in FEuro und x(t) die Nachfrage beim Preis t in Litern, so soll sich das durch
eine Differentialgleichung gegebene Modell fiir die Preis-Nachfrage-Relation bei Umrechnung des
Preises in Dollar und der Nachfrage in Gallonen nicht dndern. Genau dies ist bei der speziellen
homogenen Differentialgleichung

2 =\T
t
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der Fall, mit x(t) ist fir a,b # 0 auch y(t) := ax(bt) eine Losung, denn

bt t
Y/ (t) = Aaba' (bt) = )\ab% _ A%) |
Die Differentialgleichung x' = A% st aber sogar linear und kann leicht maittels Trennung der

Variablen geldst werden, aus

x(t) t
In(z(t)) — In(zg) = / Loy =2 / %ds — A(In(t) — In(to))

zo to

A
ergibt sich x(t) = xg (%) fiir X\, tg # 0.

Bernoulli- und Riccati-Differentialgleichungen

Eine Differentialgleichung der Form
' +a(t)r+0b(t)z? =0 (1.12)
heiBt bei p # 1 Bernoulli-Differentialgleichung. Die Substitution y := x'™? fithrt wegen

y =1 =p) P’ = (p—1DaP(a(t)z + b(t)z") = (p — Da(t)y + (p — 1)b(t)
auf eine lineare Differentialgleichung, die i.a. inhomogen ist und nicht-konstante Koeffizienten
besitzt. Formel erlaubt einem prinzipiell, diese lineare Differentialgleichung zu l6sen, und
die Riicksubstitution = y/0~P) liefert daraus Losungen der Bernoulli-Differentialgleichung. Man
beachte, dass der geschilderte Losungsweg rigoros nur fiir positive Losungen Sinn macht. Fiir
negative Losungen sollte man Potenzen 2P als |z|? und 2'~? bzw. y*/(17P) als vorzeichenbehaftete
Potenz sign(z)|z|' P bzw. sign(y)|y|'/*~?) interpretieren, sonst kommt es zu Uneindeutigkeiten.

Ist in einer Bernoulli-Differentialgleichung p = 2 und die rechte Seite nicht Null, sondern eine von
t abhéngige Funktion ¢(¢), d.h. hat die Differentialgleichung die Form

o'+ a(t)r + b(t)z® = c(t) (1.13)

dann spricht man von einer Riccati-Differentialgleichung. Solche Differentialgleichungen kann man
elementar 16sen, falls man schon eine partikuldre Losung x, kennt (z.B. geraten hat). Dann geht

die Riccati-Differentialgleichung (1.13) durch die Substitution y = = — x,, wegen
y = -l = (c(t) —a(t)r — b(t)x2> - (c(t) —a(t)z, — b(t)x§>
= —alt)(e —2,) ~ b —22) = —a(t)(z )~ b{t)(x — 2,)((x — ) + 2,

= —(alt) +26()3,(0) ) (@ = 2) = b(t)w = 1) = = (alt) + (), (1) )y — b(E)y?

in die Bernoulli-Differentialgleichung y' + (a(t) + 2b(t)x,(t))y + b(t)y* = 0 iiber. Diese kann man
wie zuvor geschildert 16sen und erhélt durch anschliefende Riicksubstitution z = y + x,, Losungen
der Riccati-Differentialgleichung.
Beispiel 1.23. Die Riccati-Differentialgleichung x' + (1 — 2t?)x +ta? =t — t3 + 1 hat die spezielle
Losung x,(t) = t. Die Differenz y := x — x, erfillt die Bernoulli-Differentialgleichung

Y+ ((1=20) 2ty +ty' =y +y+ty" =0

Mit der Substitution z = 1/y ergibt sich die lineare Differentialgleichung 2z’ = z+1t mit allgemeiner
Lisung z(t) = Ce' — (t +1). Zweimalige Riicksubstitution ergibt insgesamt x(t) = Cet+(t+1) +t als
allgemeine Losung der obigen Riccati-Differentialgleichung.
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1.2.4 Exakte Differentialgleichungen

Ist  C R x R offen und f: 2 — R stetig, so iiberdecken die Losungen von x’ = f(¢,x) ganz
Q E[ Mit anderen Worten bilden die Losungen also eine Schar von ebenen Kurven, die ganz (2
iiberdecken. Solch eine Schar von Kurven kann man héufig besser implizit durch eine Gleichung
der Form ®(¢t,z) = C mit einer differenzierbaren Funktion ®: Q@ — R und einer frei wihlbaren
Konstanten C' angeben statt explizit in der Form x = z(¢; C) einer allgemeinen Losung,.

Ist (¢,z(t)) eine durch ¢ parametrisierte Losung von ®(¢,2) = C, dann ergibt die Differentiation
von ®(¢,z(t)) = C nach t unter Beachtung der Kettenregel die Differentialgleichung

8<I>(t )+a<1>
ot T By

Daher bezeichnet man eine Differentialgleichung der Form

(t,z)x’ =0

g(t,z) + h(t,z)z" = 0 oder symbolisch ¢(t, z) dt + h(t,z) dz =0 (1.14)

mit zwei Funktionen g, h : {2 — R als exakte Differentialgleichung, wenn es eine Funktion ® : ) —
R mit g = %—(f und h = g—‘z gibt. In diesem Fall sind die Losungen der Differentialgleichung ((1.14))
implizit durch ®(¢,z) = C gegeben. Der folgende Satz stellt ein leicht zu iiberpriifendes Kriterium
fiir die Exaktheit der Differentialgleichung (|1.14]) bereit.

Satz 1.24. Ist Q C R x R ein einfach zusammenhdingendes Gebiet (d.h. Q ist offen, zusam-

menhdngend und hat keine ,Locher®) und sind die Funktionen g, h: 0 — R stetig differenzierbar,

dann ist die Differentialgleichung (1.14 - ) genau dann exakt, wenn gg = 8h gilt.

Beweis: Gibt es eine Funktion ¢ : Q — R mit g = ‘% und h = ai, dann ist aufgrund der stetigen

Differenzierbarkeit von g und h die Funktion & zwelmal stetlg differenzierbar, also stimmen nach

25 .. . .
dem Satz von Schwarz die gemischten Ableitungen 3 99 — 22 ypq ah = 22 jiberein und die
oz Ozot otox

eine Richtung des Satzes ist gezeigt. Fiir den Beweis der anderen Rlchtung verweisen wir auf
[Konigsberger], 11.3,11.4]. O

Fiir ein einfach zusammenhingendes Gebiet {2 C R x R kann man also zur Losung von ([1.14]) die
folgenden Schritte durchfiihren:

(a) Priife, ob 3 89 = 8h gilt; wenn nicht, dann ist die Differentialgleichung nicht exakt und man
muss nach einer anderen Losungsmethode suchen (z.B. einen integrierenden Faktor finden).

(b) Wenn die Differentialgleichung exakt ist, dann bestimme man durch Integration von g nach
t (bei festgehaltenem z) eine Funktion ¥ : Q — R mit g = 7.

(¢) Setzt man danach den Ansatz ®(¢, ) := ¥(t,z) +I'(z) in die Gleichung h = 2% ein, so erhilt
man I"(z) = h(t,z) — $%(¢,z). Die Funktion auf der rechten Seite hangt dann gar nicht
von t ab (ansonsten hat man sich verrechnet), also liefert Integration nach z eine nur von x
abhingige Funktion I', und ®(¢,z) := ¥(¢,z) 4+ ['(z) ist die gesuchte Funktion mit g = 22

ot
und h = g@
X

(d) Zu einem Anfangswert (to, xo) € €2 ist die Losung von (1.14)) dann implizit durch ®(¢, z(t)) =
C' gegeben, wobei C' = ®(ty, x¢) ist.

2Denn nach dem spiter formulierten Satz von Peano existiert durch jeden Punkt (¢g,z0) € € eine nicht
weiter fortsetzbare Losung x : Iha.x — R, die sich an den endlichen Randpunkten ihres offenen Existenzintervalls
Tax dem Rand von Q beliebig niihert (oder gegen +oo geht).
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Natiirlich konnte man im zweiten und dritten Schritt auch erst h nach = (bei festgehaltenem t)

integrieren, um ein W mit & = 2% zu erhalten, und dann durch Einsetzen von ®(¢, z) = U(t,z)+I(t)
ing= B(I’ eine nur von ¢ abhéngige Funktion I' zu erhalten.

Integrierender Faktor

Ist die Differentialgleichung ([1.14)) nicht exakt, so kann man manchmal durch Multiplikation mit
einer Funktion m : Q@ — R, m # 0, aus (1.14)) eine exakte Differentialgleichung machen. In diesem
Fall nennt man m einen integrierenden Faktor (oder Eulerschen Multiplikator) der Differentialglei-

chung ([1.14)). Dazu beobachte man, dass
m(t,z)g(t,x) + m(t,x)h(t,x)z’ =0

fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet 2 C R x R genau dann exakt ist, wenn

dg Om oh  Om
m-—-+—9g=m_—

or Oz ot + ot

99 _ 0h
gilt. Hingt insbesondere 22—2- bei h # 0 nur von ¢ ab, dann kann man aus

89 _ 0h  Om

oz ot __ ot

h m

dh _ 0Og
einen nur von ¢ abhéngigen integrierenden Faktor m = m(t) bestimmen (héingt analog —2= bei

g # 0 nur von z ab, dann existiert ein nur von = abhéngiger integrierenden Faktor m = m(x)).

Beispiel 1.25. Die Differentialgleichung (2t? + 2tx? + 1)z + (322 + )2’ = 0 auf Q = R x R st
wegen

dg 9 Oh
=6ta® + 22 +1#1=
ox v ot
nicht exakt, aber
b5 _ Gt 42
h 3x2+t

om
hingt nur von t ab. Aus 2t = 2= = (log|m|)'(t) ergibt sich der nur von t abhingige integrierende

Faktor m(t) = e, und durch Multiplikation mit diesem geht die Differentialgleichung (2% + 2tx® +
1)z + (322 + t)a’ = 0 in die exakte Differentialgleichung

o (262 4 2t2? + 1)z + ¢ (32° + 1)z’ =0

iiber. Integration von €' (3z*+t) nach x liefert W(t, ) = e (x3+tx), und aus ®(t, x) = U(t, z)+I(t)
ergibt sich durch Einsetzen in g = %—f die Gleichung

e (262 + 22 + Do = 2" w(a® + ) + "z + TV (¢)

also I'(t) = 0 und daher z.B. ®(t,z) = " z(2*+t). Die Lisungen von (26242t +1)z+ (32> +t)z' =
0 sind also implizit durch et2:1:(332 +t) = C gegeben, eine Lisung zum Anfangswert x(—1) = 1 ist

t t<0
also beispielsweise implizit durch e x(x241) = 0 oder explizit durch x(t) = { £>0 gegeben.
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1.3 Elementar 16sbare Differentialgleichungen 2. Ordnung

1.3.1 Spezielle homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung
Lineare Schwingungsgleichungen mit Dampfung

Eine homogene lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
2"+ 2ux’ + wir =0 (1.15)

mit konstanten Koeffizienten 1 > 0, wy > 0, nennt man auch eine lineare Schwingungsgleichung
mit Dampfung. Der Ansatz x(t) = e fiihrt auf

(A 4 2u\ + wi)eM =0

und somit auf A = —p + y/p? — w? (wobei der Term unter der Wurzel negativ und dann A
komplex sein kann). Im Fall g # wp sind also e(#FVH =0t ynd e+ VA =0 (ja. komplexe)
linear unabhiingige Losungen, im Fall g = wy sind e ™ und te ™ linear unabhiingige Losungen,
wie man durch Einsetzen in ([1.15) und Berechnung der spiter eingefiihrten Wronski-Determinante
leicht iiberpriifen kann.

Spater werden wir solch ein System von linear unabhéngigen Losungen Fundamentalsystem nennen
und zeigen, dass sich jede Losung von ((1.15)) als Linearkombination der Losungen eines Funda-
mentalsystems schreiben 148t. Alle Losungen von ((1.15)) sind also von der Form

2(t) = crel#ty W)t 4 eyel VI 9 bei gy £ wy bzw,
z(t) = cre ™ + cote ™ bei p = wy.

Wir wollen nun noch reelle Losungen zu diesen i.a. komplexen Losungen gewinnen und ihr lang-
fristiges Verhalten diskutieren. Dazu unterscheiden wir vier Félle.

e Ungedampfte Schwingung (¢ = 0): In diesem Fall lautet die allgemeine reelle Losung x(t) =
1 cos(wopt) + co sin(wot), jede Losung ist also periodisch mit Periode i—’g

e Schwache geddmpfte Schwingung (0 < p < wp): In diesem Fall ist die allgemeine reelle
Losung durch x(t) = cie " cos(wt) + cpe # sin(wt) mit w := y/wi — p? < wy gegeben, die
Schwingungen werden im Lauf der Zeit gedampft und es gilt z(t) — 0 fiir ¢ — +o0.

e Aperiodischer Grenzfall (i = wp): In diesem Fall wechselt die allgemeine reelle Losung x(t) =
cre™ M 4 cote™ M hochstens einmal ihr Vorzeichen und geht dann fiir ¢ — 400 gegen Null.

e Stark geddmpfte Schwingung (¢ > wp): In diesem Fall ist mit £ = /p? —wi < p die
allgemeine reelle Losung durch z(t) = cie” %)t 4 cye= (9! gegeben, sie wechselt niemals
ihr Vorzeichen und konvergiert wegen £+ > 0 fiir £ — 400 exponentiell schnell gegen Null.

Differentialgleichungen fiir orthogonale Polynome

Ist p ein MaB auf einem Intervall (a,b), so heifit eine Folge (P,) von Polynomen n-ten Grades
orthogonal in L2 (a,b), falls fab P, (z)Pp(x) du(z) = 0 fiir n # m gilt. Haufig erhalt man orthogo-
nale Polynome als Losungen von parameterabhéngigen homogenen linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung.
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Legendre-Polynome Die Legendre-Polynome P, () := 5~ ((2? — 1)™)™ sind orthogonal bzgl.

2nn!

des Lebesgue-MafBles auf (—1, 1) und losen auf (—1,1) die Legendre-Differentialgleichung

(1—2?)y" —2xy +n(n+ 1)y =0, (1.16)

die man auch als —((z* — 1)y/)’ + n(n + 1)y = 0 schreiben kann.

Tatséchlich ist y(x) := ((2% — 1)")™ eine Losung von (1.16)), denn definiert man z(z) := (22 —
D((z? = 1)) = 2na(z? — 1)*, so giltf] wegen (zg)" D) = 2g™ ) + (n + 1)g™ einerseits

200 = Qna(x? — 1)) = 2nay + 2n(n+ 1)y
und wegen ((22 — 1)g) ™) = (22 — 1)g™*) + 2(n + 1)ag™ + 2("F") g~V andererseits

Z(n+1) _ ((952 -1
(2* — 1
= (2 -1

(@2 = 1ry)e
(2% — 1)”)(”+2) +2(n+ Da((2* — 1)”)("+1) + (n + )n((z* — 1)")(”)
v +2(n+Dzy +nn+ 1y .

Ein Vergleich beider Ableitungen liefert daher (1 — 2?)y” — 2zy’ + n(n + 1)y = 0.

Auflerdem sind die Polynome P, und P,, bei n # m orthogonal bzgl. des Lebesgue-Mafles auf
(—1,1), denn es gilt [' 2*P,(z)dz = 0 fiir alle k¥ < n, da man die Gleichung fjl ok ((z? —
1)) dx = 0 fiir alle k < m < n per Induktion nach m zeigen kann. Tatsichlich, es gilt f_ll 1((z*—
1)) dz = 0 im Fall m = 1, und aus der Gleichung f_ll 2F((2% = 1)) ™ da = 0 fiir k < m < n folgt

1

/ (g = 1)) d = 2 (@ = 1), — (1) [ R

1 -1
$k+1((x2 _ 1)n>(m)|£1 =0

wobei benutzt wurde, dass (2 — 1)" die n-fachen Nullstellen +1 hat, also ((z% — 1)™)™) immer

noch eine (n — m)-fache Nullstelle in +1 hat.

Die Legendre-Differentialgleichung (1.16)) bzw. ihre Umformung

2z n(n+1)
" /
Y12 N 1 — a2

y=0

besitzt auf (—1, 1) neben P, noch eine weitere von P, linear unabhéngige Losung @),,, die man mit-
tels des Ansatzes @, (z) := z(x)P,(z) erhalten kann. Setzt man diesen ndmlich in die umgeformte
Legendre-Differentialgleichung ein, so erhélt man die Differentialgleichung

2z

P2+ (2P — 22
2"+ (2P T

P)2 =0

und daraus fiir 2’ die homogene lineare Differentialgleichung erster Ordnung

P’ 2x
" 2_n _
e P, 1—2a2

)2 =0.

n

3vgl. Leibnizsche Produktregel (fg)™ = Z <n> F=F) ¢(F) fiir Produkte n-mal differenzierbarer Funktionen.

k
k=0
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Beispielsweise gilt Pj(z) = = und man muss die Differentialgleichung erster Ordnung 2" + (% —

225)z" = 0 fiir 2/ 16sen. Diese hat die Losung
Z, = e—f(%—%)d% = —1 s
x2(1 — 2?)
und mit der Partialbruchzerlegung 2’ = w% + % (ﬁ — ﬁ) ergibt sich z = —% + %ln (ﬁ—i), also
Qi(z) = 5In (}f—i) — 1. Man bemerke, dass ); im Gegensatz zu P; kein Polynom ist. Spéter

werden wir noch genauer und allgemeiner diskutieren, wie man bei Kenntnis einer Losung einer
homogenen linearen Differentialgleichung die Ordnung zu reduzieren kann.

Hermite-Polynome Die Hermite-Polynome H,(x) := (—1)"¢* (e=**)™ sind orthogonal bzgl.
des MaBes e~ dz auf R und 13sen auf R die Hermite-Differentialgleichung

y" —2xy 4+ 2ny = 0. (1.17)

Tatséchlich ist H,, ein Polynom n-ten Grades, denn die n-fache Ableitung von e~ hat wegen

2 2

(Pra()e™) = (p1 () = 2zpn_s(2))e™

2

die Form p,(z)e”
(_1)npn (33)

Um zu zeigen, dass y(z) := e**(e7*")™ eine Losung von (1.17) ist, berechne man

mit einem Polynom n-ten Grades p,. Mit dieser Bezeichnung ist H,(z) =

2

(ef:p y)// — (efx2)(n+2) — (_2x6712)(n+1) — _2x(efx2)(n+1) . 2(n + 1)(671
—2z(e ™ y) = 2(n+ 1)e "y = % (42y — 2zy/ — 2(n + 1)y)

)(n) —

und
2

(€ y) = ey + 2™ )y + () y = e (v — day’ + (427 — 2)y),

woraus durch Vergleich y”—2xy'+2ny = 0 folgt. Fiir die Orthogonalitidt muss man nur [ fooo ask(e_IQ)(") dr =
0 fiir alle £ < m < n zeigen. Tatséchlich gilt

/ 1- ()™ dg = lim (e DR, =
o R—o

im Fall m = 1, und aus [*°_2%(e=")™ dx = 0 fiir k < m < n folgt

o

/ He™)™ de = lim (Ik+1(e_x2)(”_1)|§R> —(k+ 1>/ He )" Vdr =0-0=0
. —00 — oo

nach Induktionsvoraussetzung.

Transformation auf konstante Koeffizienten

In diesem Abschnitt stellen wir uns die Frage, unter welchen Bedingungen wir die Zeit ¢ so trans-
formieren konnen, dass aus der allgemeinen homogenen linearen Differentialgleichung zweiter Ord-
nung

2" 4+ ar(t)2" + ap(t)xz =0
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eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten wird. Homogene hneare Differenti-
algleichungen mit konstanten Koeffizienten konnen wir namlich durch den Ansatz e ganz leicht
16sen, wie wir schon am Beispiel der Gleichung ([1.15]) gesehen haben.

Solch eine Transformation auf konstante Koeffizienten ist genau dann moglich, wenn %H# kon-

2
2a

stant ist. Tatsdchlich, ist s = s(¢) und y(s) = z(t), dann gilt

2'(t) = y'(s)s'(t) und 2" (t) = y/'(s)|s' (V)]” + ¢/ (5)s" (1) ,

also fiir y die Differentialgleichung

") +ai(t)s'(t) , | aot)

Y eme Y T et

Um die Koefﬁzientenfunktion vor y zu einer Konstanten by 2 machen, muss man also s(t) =
1
by 2 [ |ao(t)|2 dt wihlen. Der Koeffizient vor 3 lautet dann b2 W% und ist daher genau dann
2a4

) 42 .
konstant, wenn wie behauptet “2724% konstant ist.
2a02

Beispiel 1.26. Fir die Differentialgleichung " + 12’ + =0 auf (1,00) ist

(tln( ))?

1 1
amer ) +1) + 25 ey
2

=1

1
(tIn(2))?

konstant, also liefert die Transformation s(t) := [ mdt = In(In(t)), y(s) := =(t), die lineare
Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten y" —y'+vy = 0 fiir y. Diese Differentialgleichung
hat die allgemeine reelle Lisung

s \/g E \/3
y(s) = cye2 cos -8 + €2 sin =5

und daher lautet die allgemeine Losung der urspringlichen Differentialgleichung auf (1, 00)

x(t) = c14/In(t) cos (?hl(ln(t))) + c94/In(t) sin (?11&(111(15))) :

1.3.2 Nichtlineare Schwingungen
Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form
" =-U'(x) (1.18)

mit einer stetig differenzierbaren Funktion U : R — R treten in der Mechanik als Newtonsche
Bewegungsgleichungen fiir ein eindimensionales Punktteilchen in einem Potentialfeld auf. Offen-
sichtlich kann man jede Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

2" = f(z)
mit stetigem f : R — R durch Wahl einer Stammfunktion U von — f in die Form (1.18]) bringen.
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Ist z eine Losung von (L.18), dann ist £ := 1(2/(¢))? + U(x(t)) konstant, denn es gilt

92— 0 (0) + U (@) (1) = 2/ (0)(~U(a(1) + U (a(0)2' (1) = 0.

Physikalisch interpretiert man U als potentielle Energie, 1(2/(¢))? als kinetische Energie und E als
Gesamtenergie des Systems. Wegen 1(2/(¢))? > 0 verlduft eine Losung = fiir alle Zeiten innerhalb
der Menge {z |U(x) < E}.

Multipliziert man ([1.18]) mit 2’ und integriert auf beiden Seiten, so erhédlt man
1 N2
5(&:) =FE—-Ulx).

Also 16st z eine Differentialgleichung erster Ordnung 2’ = +4/2(E — U(x)), d.h. man hat die Dif-
ferentialgleichung zweiter Ordnung (|1 auf eine autonome Differentialgleichung erster Ordnung
zuriickgefiihrt, die man mittels Trennung der Variablen 16sen kann. Das Integral f \/ﬁ

gibt dabei die Zeit an, die das Teilchen benétigt hat, um von xy nach x zu gelangen. Beson-
ders interessant ist der im folgenden Satz diskutierte Spezialfall von ((1.18)), da dort die Losungen
(moglicherweise nichtlineare) Schwingungen sind.

Satz 1.27. Sei U: R — R stetig differenzierbar, sei (to, zo,v0) € R® und sei E := Jv§ + U(xo).
Ist (xa,xp) ein xo enthaltendes Intervall mit U(xa) = U(xp) = E, U(z) < E auf (x4,2p)
und U'(x4),U'(xg) # 0, dann besitzt zu den Anfangswerten xz(ty) = xg, '(to) = vo, ge-
nau eine Losung auf ganz R. Diese hat Werte in [xa,xp| und ist periodisch mit Periode T :=

B 1
2 f“ V2AE-U()) d

Beweis: Unter den angegebenen Voraussetzungen ist x — +/2(E — U(z)) auf (za,zp) stetig
differenzierbar und nullstellenfrei, sowie stetig in den Punkten x4, xp. Dariiberhinaus existie-

ren die uneigentlichen Integrale x"’;B m d¢ u f \/7 d¢. Das erste Integral kann

man namlich mit dem konvergenten uneigentlichen Integral fxOB \/a?
U /(l’ B) > 0 und

. VE-U© . Ulep) = U&) _ s
51}1;13 iy — € %;\/T—g— Ulxp) #0

gilt (analog fiir das zweite Integral). Also gibt es nach Satz (|1.18]) auf dem Bild [t4, t5] von [z 4, 2]
unter der Funktion

v 1
H.J]l—>t0:|:/10 Q(E_U(g))dg

eine Losung = von 2’ = £/2(E — U(z)) (wobei als Vorzeichen + bei vy > 0 bzw. — bei vy < 0
zu wihlen ist), die gerade durch die Umkehrfunktion x(t) := H'(t) gegeben ist. Diese erfiillt
x(ta) = xa, x(tp) = xp, x(t) € (xa,xp) firt € (ta,tp), 2’ (ta) =0=2'(tp) und 2’ > 0 auf (ta,tp)
bei vg > 0 (bzw. 2/ < 0 bei vy < 0). Dariiberhinaus gilt sogar 2" (tp) = —U'(z(tg)) = —U'(xp) <0
(und analog z”(t4) = —U'(x4) > 0), so dass man die gefundene Losung durch x( )= xz(2tp —t)
auf [tp,t4 + T] (man bemerke, dass [t4,tp] nach Definition von 7' die Lénge Z hat) und dann
schlieBlich durch z(t) := z(t — kT) mit dem k € N, fiir das t — kT € [ta,t4 + T] gilt, zu einer

T-periodischen Losung auf ganz T fortsetzen kann. O
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Ist xg ein isoliertes Minimum von U, dann ist die konstante Funktion x(t) := ¢ die einzige Losung
von zum Anfangswert z(ty) = xo, 2'(t9) = 0, denn einerseits gilt xy = 0 = —U’(zy), und
andererseits folgt fiir eine Losung 2 des Anfangswertproblem aus 3(z/)? + U(x) = U(zo) aufgrund
der Minimalitét von U(zo) und 3(2')* > 0 schon U(z(t)) = U(zo) und somit z(t) = z, aufgrund
der Isoliertheit.

1.3.3 Autonome Differentialgleichungen zweiter Ordnung

Eine allgemeine autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Form
2" = f(x,2'). (1.19)

Héangt f nur von z ab, so liefert die Substitution y := 2’ eine autonome Differentialgleichung erster
Ordnung fiir y, die man mit Trennung der Variablen 16sen kann, und anschlieende Riicksubsti-
tution ergibt z = [ y(t) dt + const. Hingt f nur von z ab, so geht Gleichung in Gleichung
(1.18) iiber, und durch Multiplikation mit z’ fithrt man die Gleichung auf eine autonome Differen-
tialgleichung erster Ordnung zuriick.

In der allgemeinen Situation kann man ((1.19)) immerhin noch auf eine nichtautonome Differential-
gleichung erster Ordnung zuriickfithren, indem man y(x) := 2/(¢(x)) mit der Umkehrfunktion ¢(z)
von x(t) betrachtet. Diese Funktion y erfiillt ndmlich wegen

(@) = " (@) ) = Fle(w), # (1)) e = L)

o'(t(x)) y

f(zy)
y

die Differentialgleichung erster Ordnung 3’ = . Ist y(x) eine Losung dieser Differentialglei-

chung, so kann man dann ¢(z) durch

t(x):/t’(x)dx:/mdx:/ﬁdx

zuriickgewinnen und erhélt die Losung x(t) von (1.19)) als Umkehrfunktion von ¢(z).

Beispiel 1.28. Die autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung x” = @ o den Anwangs-

werten x(0) = xg > 0, 2/(0) = yo > 0, geht bei y(x) := 2'(t(x)) in die Differentialgleichung erster

Ordnung y' = £ zum Anfangswert y(zo) = yo tber. Deren Losung ist y(x) = L2, und aus

T
1
t(x):@/ “di=m| L
Yo o € Yo X
.. Y0,
erhdlt man x(t) = xpe=o .
Alternativ hétte man die Differentialgleichung x" = # auch durch x' teilen und zu (Inl|z'|) =

(In|z|)" umschreiben kénnen. Integration hdtte In |§—;| = In|2X| und daher die Differentialgleichung
Y
erster Ordnung x’' = Z—gx zum Anfangswert x(0) = xq geliefert, aus der sich ebenso x(t) = xoeit

erqgibt.
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1.4 Der Existenz- & Eindeutigkeitssatz v. Picard-Lindel6f

Zwar haben wir in den vorigen Abschnitten einige wenige Differentialgleichungen explizit 16sen
konnen, fiir die meisten Differentialgleichungen gibt es aber keine elementaren Losungsmethoden.
Der in diesem Abschnitt prasentierte Satz von Picard-Lindel6f garantiert nun fiir eine recht all-
gemeine Klasse von Differentialgleichungen zumindest die lokale Existenz und Eindeutigkeit von
Losungen zu einem Anfangswert. Zusétzlich gibt sein Beweis ein Verfahren an, mit dessen Hilfe
man die Losung numerisch beliebig genau annéhern kann.

Dazu schreibt man fiir stetiges f: 2 C R x R® — R" das Anfangswertproblem
= f(t,x) , xz(to) =z |, (1.20)

durch Integration iiber [to,t] zunéchst in die Integralgleichung

x(t) = xo +/t f(s,z(s)),ds =: (Tx)(t) (1.21)

um und beobachtet, dass eine Funktion x : I — R" genau dann eine Losung von (|1.20)) ist, wenn
x ein Fixpunkt des in (1.21]) definierten Integraloperators 7" auf C(I,R") ist.

Aufgabe 1.29. Weisen Sie nach, dass jede Lisung x € C(I,R™) von (1.21)) auch eine Lisung

von (|1.20)) ist.

Um also die eindeutige Losbarkeit von ([1.20f) zu beweisen, miissen wir nur nachweisen, dass der
Operator T einen eindeutigen Fixpunkt besitzt, und dafiir bietet sich natiirlich der Banachsche
Fixpunktsatz an.

Satz 1.30 (Banach). Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und T: X — X eine Kontrak-
tion, d.h. es gibt ein L < 1 mit d(T(x),T(y)) < Ld(z,y). Dann gibt es einen eindeutigen Punkt
x* e X mit T(z*) = x*.

Genauer konvergiert die durch xyyq := T(xy) rekursiv definierte Folge fiir jeden Startwert xq € X
gegen den Fixpunkt x* von T.

Beweis: Zunichst einmal kann es hochstens einen Fixpunkt x* von T' geben, denn ist 2* ein
weiterer Fixpunkt, dann folgt aus «* = T'(z*) und #* = T'(Z*) wegen

d(z*,7*) = d(T(z*), T(3*)) < Ld(a*, 5"

und L < 1 schon d(z*,2*) = 0 und somit z* = Z*.

Nun wollen wir uns den gesuchten Fixpunkt konstruktiv verschaffen, indem wir beginnend mit
einem beliebigen Startwert zp € X durch xpy1 = T'(zg) rekursiv eine Folge definieren und
zeigen, dass diese eine Cauchy-Folge ist. Dann konvergiert x; aufgrund der Vollsténdigkeit von
(X, d) namlich gegen einen Punkt z*, und daher auch T'(z) gegen T'(z*) wegen d(T(xy), T(x*)) <
Ld(zy,z*) — 0. Aufgrund von

¥ = lim 2541 = lim T'(x) = T(x)
k—o0 k—o0
ist somit z* ein Fixpunkt von 7'
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Zu zeigen bleibt also nur noch, dass die durch x4 := T'(zy) rekursiv definierte Folge x) eine
Cauchy-Folge ist. Dazu bemerke man, dass wegen d(z,1,x,) = d(T(xy,), T (2p-1)) < Ld(x,, 2,—1)
bei [ > k > 0 die Ungleichung

k—1

-1 -1 I—k—
d(x, zr) < Zd(mn+1,xn) < ZL”_kd(ka,xk) < ( Z L") Lkd(l'l,{lf())
n=~k n=~k n=0

I—k—1
gilt. Nutzt man nun noch aus, dass >, L" < z L" = = wegen 0 < L < 1 gilt, so erhélt man
n=0
schlieflich
Ik
d(zy, xr) < T Ld(m,wo)

fiir alle [ > k > 0. Also ist x;, wirklich eine Cauchy-Folge, denn zu ¢ > 0 findet man wegen L* — 0
ein K € N, ab dem %d(:pl,xo) < ¢ fiir alle £ > K gilt, und mit diesem K gilt dann auch
d(x;,xy) < e fiir alle k£ > K. O
Wir wollen noch den folgenden Spezialfall festhalten, der sich direkt aus dem Banachschen Fix-

punktsatz und der Vollstandigkeit abgeschlossener Teilmengen eines Banach-Raumes ergibt.

Korollar 1.31. Ist D C X abgeschlossene Teilmenge eines Banach-Raumes (X, ||-||) und T : D C
X — X eine kontrahierende Selbstabbildung von D, d.h. es gilt T(D) C D und es gibt ein L < 1
mit || T(x) — T'(y)|| < L||z — yl||, dann gibt es einen eindeutigen Fizpunkt x* € D von T.

Dieses Korollar wenden wir nun auf den in (1.21]) definierten Integraloperator T' auf einer abge-
schlossenen Teilmenge des mit der Maximumsnorm ||z /o = max |z(t)| versechenen Banach-Raumes
te

X := C(I,R") fiir ein kompaktes Intervall I an, um den folgenden Satz von Picard-Lindel6f zu
erhalten.

Satz 1.32. Sei f: Q C R x R® — R" stetig, sei (g, x0) € Q ein innerer Punkt und geniige f
nahe (to, o) einer Lipschitzbedingung in der Variablen x, d.h. es gibt eine Umgebung U C Q von
(to, xo) und ein L < oo mit

1f(tx) = f@& D) < Lz — 2| (1.22)

fir alle (t,z),(t,z) € U, dann existiert eine positive Zahl € > 0 und eine eindeutige Ldsung
x: [to — e, to + €] = R™ des Anfangswertproblems ((1.20)).

Beweis: Da (g, zg) ein innerer Punkt von 2 ist und f nahe (to,z¢) einer lokalen Lipschitzbedin-
gung geniigt, gibt es ein abgeschlossenes Intervall I um ¢y, und eine abgeschlossene Kugel B, ()
um zo mit I X B,(xg) C Q, fiir die || f(t,x)|| < M fur alle (t,z) € I x B.(xo) mit einem M < oo
sowie auf U := I x B,.(zo) gilt. Nun wihle man € > 0 so klein, dass [ty — ¢,y + €| C I,
M—ggrundeg%gilt.

Ist T' der Operator aus ([1.21]), dann gilt fiir beliebige stetige Kurven x, % : [to — &, to +&] — B, (o)

sowohl
/ f(s,z(

max(to,t)
I(T2)(t) — 2o = < / 1 (s.a(s)ds < M|t —to| < r

min(to,t)
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fir alle ¢ € [tg — €, to + €] als auch

ma.x(to,t

) max(to,t)
[f(s,z(s)) — f(s,2(s))]| ds < /( ) Lllz(s) — (s)| ds
~~ min(tg,t
B2 Lato)-a(9)]

I(T)(t) — (TE)(@)| < /

min(to,t)

< L-|t—ty| max ||z(s) — z(s)]|
[s—to|<e
! [z(s) — Z(s)]]
) ‘srgz:ég x(s) — x(s)|| .

Also bildet T' die abgeschlossene Teilmenge C([ty — €, to + €], B (x)) des mit der Maximumsnorm

%] o := | maé |z(t)| versehenen Banach-Raumes C([to—e¢, to+¢<], R") in sich ab und ist gleichzeitig
t—to|<e

eine Kontraktion. Nach dem Korollar zum Banachschen Fixpunktsatz[1.30/gibt es daher einen
eindeutigen Fixpunkt x € C([ty — €, to + €], B.(x)) von T und somit nach unserer Voriiberlegung
eine eindeutige lokale Losung des Anfangswertproblems ([1.20)). a

Wie im Banachschen Fixpunktsatz kann man den Fixpunkt x von 7" und somit die eindeutige
lokale Losung auch konstruktiv durch Iteration annédhern. Hier lautet die Iterationsvorschrift

Tp1(t) = zo + /t f(s,zx(s))ds, (1.23)

und z konvergiert fiir den konstanten Startwert x, auf einem kleinen Intervall um ¢, gegen die
eindeutige Losung des Anfangswertproblems ((1.20)).

Man beachte, dass der Satz von Picard-Lindel6f nur die lokale Existenz von Losungen garantiert,
denn ¢ > 0 kann sehr klein sein. Im folgenden Unterabschnitt diskutieren wir, unter welchen
Umstdnden man die gewonnene Losung auf ein groseres Intervall forsetzen kann. Vorher wollen
wir aber noch ein niitzliches Kriterium angeben, mit dem man die Giiltigkeit der in Satz [1.32]
geforderten lokalen Lipschitzbedingung leicht {iberpriifen kann.

Lemma 1.33. Ist f: Q C R xR"” — R"” stetig und im Inneren von §2 stetig partiell differenzierbar
nach x, dann geniigt f nahe jedes inneren Punktes (to,xo) € §2 einer Lipschitzbedingung in der
Variablen x.

Beweis: Nach dem Mittelwertsatz im R™ gilt

1
£(6.2) = ft0)| = | [ Oaaf(ta - 5(5— ) ds
0
1
< / |0z f(t,x + s(Z —x))|ds < m[zg)l(] 05— f(t,x + s(T — x))|
0 sel0,
Die Aussage folgt dann nach Definition der Operatornorm einfach aus

|0z (£, 2 + 8( — )| < |Opn (£, 2 + s(T — 2))[|Z — z

und der Tatsache, dass fiir eine kompakten Umgebung I x K C Q von (g, zo) die stetige Funktion
(s,t,x,T) — |Orn f(t,x + s(Z — x))| auf [0,1] x I x K x K ein Maximum besitzt. O

Ist Q@ C R x R"™ offen und geniigt f nahe jedes Punktes (tg,z¢) € Q2 einer Lipschitzbedingung in
der Variablen z, dann sagt man auch, dass f auf ) einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt.
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1.4.1 Fortsetzungssatz

Wir fragen uns nun, ob man die lokalen Losungen zu einem Anfangswert, deren Existenz und
Eindeutigkeit Satz garantiert, zu einer ,maximalen Losung“fortsetzen kann.

Definition 1.34. Fine Kurve x: L. — R™ heifst mazimale Losung des Anfangswertproblems

(1.20), falls x eine Losung von (1.20)) ist und jede andere Lisung von (1.20) nur die Finschrinkung
von x auf ein kleineres Intervall I C I,y ist.

Der folgende Satz garantiert die Existenz sowie die Eindeutigkeit von maximalen Lésungen und
gibt dariiberhinaus auch noch Auskunft dariiber, was in den Randpunkten des maximalen Exi-
stenzintervalles Ip,,x passiert. Dazu sei daran erinnert, dass man fiir Kurven z : (a,b) — R" sagt,
x strebe bei t a (bzw. t \ b) gegen unendlich, wenn die Norm von z(t) fir ¢ / a (bzw. t \ b)
gegen unendlich strebt.

Satz 1.35. Set 2 C R x R™ offen, sei f : Q — R" stetig, und geniige f auf ) einer lokalen
Lipschitzbedingung. Dann gibt es zu jedem Anfangswert (to,xo) €  eine mazimale Lisung x :
Lnax — R™ des Anfangswertproblems (1.20)), Inax = (a, b) ist offen, und falls b < oo (bzw. a > —o0)
gilt, dann strebt x(t) firt /b (bzw. t \, a) entweder gegen einen Randpunkt von € oder gegen
unendlich.

Beweis: Wir zeigen zunéchst: Sind z : I — R” und 7 : I — R" zwel Losungen des Anfangswert-
problems , dann gilt * = 7 auf dem (nichtleeren) Intervall I N I. Denn angenommen, z und
Z wéren (ohne Einschrankung) rechts von t( nicht identisch, dann gébe es rechts von t, ein grofites
t € I'N 1 mit z(t) = Z(t) fiir alle ¢ € [to, 7], und £ ist nicht rechter Randpunkt des Intervalls I N 1.
Zum neuen Anfangswert (£, z(t) = (f)) existiert aber nach Satz lokal eine eindeutige Losung
auf [t — e, + €] mit einem € > 0, Aufgrund der Eindeutigkeit stimmt diese auf [t — &, + £] mit
2 und & iiberein, im Widerspruch dazu, dass € I NI die grofte Zahl mit 2(t) = (t) fiir alle
t € [to, ] war. Also war die Annahme falsch,  und & wiren rechts von ty nicht identisch (links von
to zeigt man dieses analog).

Eine Konsequenz aus dieser weitreichenden Form der Eindeutigkeit ist, dass man zu jeder beliebigen
Familie von Losungen x; : I; — R™ des Anfangswertproblems eine Losung x von auf
U, Zi erhélt, indem man z(t) := z;(t) bei t; € I; setzt. Denn fiir Punkte ¢ € I, N I; gilt ja
z;(t) = z;(t), so dass x wohldefiniert und natiirlich auch eine Losung des Anfangswertproblems
ist. Wendet man diese Ausdehnungseigenschaft auf die Familie aller Losungen an, so erhélt
man also eine maximale Losung x : I, — R", und [,,., muss offen sein, denn zu einem Randpunkt
t von I . kénnte man mittels Satz wieder ein Losung zum Anfangswert (¢, z(t)) auf [t—e, t+¢]
mit einem ¢ > 0 finden, im Widerspruch zur Definition von z.

Zu zeigen bleibt nur noch, dass bei In.x = (a,b) mit b < oo (bzw. a > —o0) der Punkt z(t)
fir ¢ /b (bzw. t N\, a) gegen einen Randpunkt von €2 oder gegen unendlich strebt. Wire dies
nédmlich nicht der Fall, dann liegt z([ty,b)) (bzw. z((a,to])) in einer kompakten Teilmenge von Q.
Auf dieser wire f als stetige Funktion aber beschrankt, d.h. 2/(t) = f(t,z(t)) wére auf [ty,b) (bzw.
(a,to]) beschrinkt, und somit wire x Lipschitz-stetig auf [tg, b) (bzw. (a, to]). Eine Lipschitz-stetige
Funktion iiberfiithrt aber Cauchy-Folgen in Cauchy-Folgen, so dass der Grenzwert lim; ~, 2(t) (bzw.
limp, 2(t)) existiert. Setzt man = mit Hilfe dieses Grenzwertes auf [to, b] (bzw. [a,to]) fort, so ist
x und damit auch t — f(¢,z(t)) stetig auf [to, b] (bzw. [a,ty]). Daher kann man in der fiir ¢t € [ty, )
(bzw. t € (a,ty]) giiltigen Gleichung

z(t) = xo —|—/t f(s,z(s))ds
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den Grenziibergang t /b (bzw. t N\ a) vollziechen und erhilt die Giiltigkeit dieser Gleichung auch
fiir t = b (bzw. t = a). Dies bedeutet aber gerade, dass z int = b (bzw. t = a) die Ableitung z/(b) =
f(b,z(b)) (bzw. 2'(a) = f(a,z(a))) hat, so dass x eine Losung des Anfangswertproblems auf
[to, b] (bzw. [a,to]) wire, im Widerspruch dazu, dass In.. = (a,b) das maximale Existenzintervall
ist. O

Eine Konsequenz dieses fundamentalen Satzes ist das folgende Korollar. Die Voraussetzung, dass
T Imax — R™ beschrankt zu sein hat, werden wir dabei mit Hilfe von Lyapunov-Funktionen
zumindest in Spezialfillen a piori nachweisen kénnen.

Korollar 1.36. Genitigt die stetige Funktion f: R x R"™ — R" einer lokalen Lipschitzbedingung
und ist die mazimale Losung x: Lna.x — R™ zum Anfangswert (to, xg) beschrinkt, dann gilt L. =
(—00,00), d.h. x ist eine globale Lisung.

Beweis: Wire I,.x = (a,b) mit b < oo (bzw. a > —o0) dann wiirde z(t) fur ¢ 7 b (bzw. t \, a)
entweder gegen einen Randpunkt von 2 oder gegen unendlich streben, beides kann aber nicht sein,
denn €2 := R x R” hat keinen Randpunkt und x ist beschréinkt. O

Aufgabe 1.37. Beweisen Sie, dass das Anfangswertproblem z' = f(t,x), x(ty) = o, eine ein-
deutige globale Losung x : I — R™ besitzt, falls f : [ x R® — R™ eine stetige Funktion ist, die
mit einer Konstanten L < oo der globalen Lipschitzbedingung |f(t,z) — f(t,%)| < Lz — Z| fir alle
tel und z,z € R" geniigt.

Reparametrisierungen

Héaufig kommt es beim Studium einer autonomen Differentialgleichung nicht darauf an, in welchen
Zeiten die Losungskurven durchlaufen werden, sondern allein die Gestalt der Losungskurven ist
wichtig. Die Gesamtheit aller (unparametrisierten) Losungskurven nennt man das Phasenportrait
der autonomen Differentialgleichung.

Definition 1.38. Ist x: I — R" eine mazimale Losung von z' = f(x), dann nennt man das Bild
x(I) die Spur der Lisung x. Die Menge aller Spuren von Lésungen der autonomen Differential-
gleichung ' = f(x) nennt man ihr Phasenportrait.

Multipliziert man das Vektorfeld f : R® — R™ einer autonomen Differentialgleichung ' = f(z) mit
einer positiven skalaren Funktion A : R™ — (0,00), so hat die Differentialgleichung 2’ = (Af)(z)
dasselbe Phasenportrait wie die urspriingliche Differentialgleichung, nur werden die Lésungskurven
in anderen Zeitintervallen durchlaufen. Tatséchlich ist die Richtung der Tangentialvektoren f(z)
und A(z)f(x) dieselbe, nur ihre Lénge ist unterschiedlich. Dies deutet schon darauf hin, dass
die Phasenportraits beider Differentialgleichungen identisch sind (fiir einen formalen Beweis siehe
[Chiconel, Proposition 1.28]). Daher sagt man auch, die Differentialgleichung ' = (\f)(x) entsteht
aus ' = f(z) durch Reparametrisierung der Zeit.

Besitzt eine autonome Differentialgleichung =’ = f(x) zu jedem Anfangswert eine globale Losung,
so nennt man das Vektorfeld f vollstdndig. Da es autonome Differentialgleichungen 2/ = f(z)
gibt, fiir die nicht alle Losungen global existieren, stellt sich die Frage, ob man nicht durch Mul-
tiplikation von f(x) mit einer positiven skalaren Funktion A(x) ein vollstdndiges Vektorfeld \f
erhalten kann, das dann nach der vorigen Beobachtung dasselbe Phasenportrait besitzt.

Proposition 1.39. Ist das Vektorfeld f : R* — R" stetig differenzierbar, so ist % emn
vollstindiges Vektorfeld.
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Beweis: Mit f ist auch (—”2 stetig differenzierbar, zu jedem Anfangswert (¢, zo) existiert also

1+ £(
eine maximale Losung x : I, — R"™ von 2/ = % mit z(ty) = zo. Aufgrund von

o f ())!

gilt |x(t)| < |x(to)] + |t — to| fiir alle t € [yax. Wére nun Iy = (a,b) mit b < oo (bzw. a > —o0)
dann wiirde x(t) fiir t b (bzw. t \, a) nach dem Fortsetzungssatz gegen unendlich streben,
da € := R" als Teilmenge des R™ keine Randpunkte hat, dies widerspricht aber der Ungleichung
lz(t)] < |z(to)| + |b — to] fiir tog < ¢t < b (bzw. |z(t)] < |x(to)| + |a — to] fir a < t < tp). Also ist

f(=) O

Inax = (—00,00), d.h. zu jedem Anfangswert existiert eine globale Losung von 2/ = TTE:

1.5 Allgemeinere Existenz- und Eindeutigkeitsresultate

1.5.1 Der Satz von Peano

Ist die rechte Seite f der Differentialgleichung =’ = f(¢,x) zwar stetig, geniigt aber nahe (tg, x¢)
keiner lokalen Lipschitzbedingung in z, so kann man mittels eines Kompaktheitsarguments im-
merhin noch die Existenz einer Losung von 2’ = f(t,z) zum Anfangswert z(ty) = xo zeigen.
Eindeutigkeit kann jedoch nicht mehr garantiert werden, wie schon Beispiel gezeigt hat. Bevor
wir zu dieser als Satz von Peano bezeichneten Existenzaussage kommen, miissen wir aber zunéchst
kldren, welche Funktionenfolgen in C'(1, R™) konvergente Teilfolgen besitzen, und dabei spielt der
folgende Begriff eine wichtige Rolle.

Definition 1.40. Eine (abzihlbare) Familie xy: I — R" (k € N) stetiger Kurven heifst gleichgradig
stetig, falls gilt:

Ve>030>0:VkeNVs,tel :(|s—t]| <= |xi(s) —ap(t)] <)

Gleichgradige Stetigkeit ist also mehr als Stetigkeit bzw. gleichméfBige Stetigkeit jedes einzelnen
x. Denn wihrend § bei Stetigkeit von e, & und t bzw. bei gleichméfiger Stetigkeit von & und
k abhéngen darf, wird bei gleichgradiger Stetigkeit zusétzlich gefordert, dass o fiir alle x; gleich
gewihlt werden kann, d.h. § unabhéngig von k ist und nur noch von ¢ abhéngt.

Beispiel 1.41. Die (iberabzihlbare) Familie aller Kurven x: I — R™, die Lipschitzstetig mit
Lipschschitzkonstante < L fiir ein feste 0 < L < oo sind, ist gleichgradig stetig, denn zu € kann
man 0 := ¢ unabhdngig von der Kurve x wdihlen.

Der Satz von Arzela-Ascoli charakterisiert fiir ein kompaktes Intervall I die kompakten Teilmengen
des Banach-Raumes C'(I,R") als die Familien von Kurven, die gleichgradig stetig und gleichméBig
beschrénkt sind. Wir brauchen nur einen etwas schwécheren Spezialfall dieser Aussage, der aber

auch noch als Satz von Arzela-Ascoli bezeichnet wird.

Satz 1.42 (Arzela-Ascoli). Ist die Folge xy: I — R", k € N, von Kurven auf einem kompakten
Intervall I gleichgeradig stetig und gleichmdpig beschrinkt[Y, dann besitzt sie eine auf I gleichmdfig
konvergente Teilfolge.

42, heift gleichmiBig beschriinkt, falls es ein M < oo mit |xx(¢)| < M fiir alle t € I und k € N gibt.
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Beweis: siche z.B. [Walter, 1.7.1V]. O

Der Satz von Arzela-Ascoli erlaubt also insbesondere, aus einer konstruierten Folge von Néhe-
rungslosungen des Anfangswertproblems ' = f(t, x), z(ty) = x¢, eine in C'(I, R™) konvergente Teil-
folge auszuwihlen, falls die Ndherungslosungen gleichgeradig stetig und gleichméfig beschréankt
sind. Im folgenden Satz von Peano wird gezeigt, dass einerseits solche Naherungslosungen existie-
ren und andererseits die Grenzkurve einer konvergenten Teilfolge von Nédherungslosungen schon
selbst eine lokale Losung des Anfangswertproblems ist.

Satz 1.43 (Peano). Ist 2 C RxR" offen und f : Q@ — R™ stetig, dann gibt es zu jedem Anfangswert
(to, zo) ein € > 0 und eine Losung x : [ty — €,to + €] = R™ von 2’ = f(t,x), x(ty) = zo.

Beweis: Da Q offen ist, gibt es eine kompakte Umgebung [ty — &,y + &] X B,.(xy) C Q von (to, zo),
und da f stetig ist, nimmt |f| auf [ty — €, to + €] x B,(zy) einen maximalen Wert M < oo an.

Sei nun ¢ := min(é, 7). Wir konstruieren zunéchst mittels des sogenannten Eulerschen Polygon-
zugverfahrens eine Folge von stetigen (stiickweise linearen) Néherungslosungen xy, : [to—e, to+¢] —
R"™ des Anfangswertproblems mit der Eigenschaft, dass

|2, (£) — f(t, 2i(2))] <

> =

fiir alle t € [tg —e,to+ €] gilt (wobei x/(t) die rechtsseitige oder linksseitige Ableitung bezeichnet).

Dazu beobachten wir, dass f auf der kompakten Teilmenge [ty — &,y + €] X B,.(xo) als stetige
Funktion sogar gleichméfig stetig ist, es also zu jedem k£ € N ein d; > 0 gibt mit

- . 1
|(8,2) = (&, 2)] < o = [f(t,2) = f(t,2)] < 1
Um die Ndherungslosung xj rechts von ty zu definieren zerteilen wir [to, t9 + €] in Teilintervalle
o<ty < - <ty_1 <ty =tg+ e der Maximallinge min(%’“, 2‘3—](“4) und setzen xy(ty) := xy sowie

rekursiv
xp(t) = xp(t;) + (8 — ;) f(ts, wp(ty)) fir ¢ € [t tigq] -

Dies liefert stiickweise lineare Kurven xj, deren Graph einerseits wegen

|2k () — wo| < |aa(t) — it |+Z|$k ) — ax(tj-1)]
<M ((t — ) + Z(tj - tj_1)> < Me<r

fir ¢ € [t;,t;41] komplett in [to, to + €] x B.(xo) verlduft und die andererseits die gewiinschte
Néherungseigenschaft

|2 (8) = f (& 2(0)] = |f (8, 2 (8:) — f(E, (1)) <

| =

fir ¢ € [t;, t;11] erfiillen wegen |t — ¢;| < %}“ und

O Ok
— O < — < —_— = —.
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Die Nédherungslosungen xj sind gleichméfiig beschriankt, da
k()] < [wol + M(t —to) < [z0| + Me < x| + 7
gilt, und gleichgeradig stetig, da wegen

[z (s) — 2 (t)] < |zn(s) — zp(t)| + - + |z (tivn) — 2a(t)]
<M({(s=tj)+- -+ ({tiz1—t) =M(s—1t)

firt; <t <ty <--- <t; <s <t alle y dieselbe Lipschitzkonstante M besitzen. Analog kann
man links von ¢y Naherungslosungen mit denselben Eigenschaften konstruieren, und zusammenge-
setzt erhélt man eine gleichgradig stetige und gleichméfig beschréankte Folge von Naherungslosun-
gen xy, : [to — €,tp + €] — R™.

Nach dem Satz von Arzela-Ascoli kann man nun eine Teilfolge der x) finden (wir bezeichnen
diese Teilfolge wiederum mit zy), die gleichmaBig auf [ty — €,t9 + €] gegen eine stetige Kurve
x: [to — €, to + €] — R™ konvergiert. Insbesondere konvergiert auch f(-,zx(-)) gleichméBig gegen
f(-,2z(+), und da z}(-) — f(-,zx(-)) aufgrund der Néherungseigenschaft gleichméBig gegen Null
konvergiert, fithrt der Grenziibergang k — co in

ri(t) = 2o —|—/ 2, (s) ds = xg —|—/t f(s,2r(s)) + (24.(s) — f(s,2x(s))) ds

to

fir alle t € [ty — ¢, ty + €] auf die Gleichung

x(t) = xo + /t f(s,x(s))ds.

Dies bedeutet aber gerade, dass x eine Losung des Anfangswertproblems ist. a

Ahnlich wie im Beweis von Satz kann man dariiberhinaus noch zeigen, dass sich eine mittels
des Satzes von Peano gefundene lokale Losung = des Anfangswertproblems z’ = f(t, z), z(tg) = w0,
mit stetiger rechte Seite f zu einer nicht weiter fortsetzbaren Losung auf einem maximalen Intervall
Inax erweitern 1aBt (siehe [Walter), 1.7.VI], allerdings ist dies aufgrund der fehlenden Eindeutigkeit
keine maximale Losung im Sinne von Definition . Die Eigenschaft, dass I.x = (a,b) offen
ist und bei b < oo sich z(t) fir t /b dem Rand von € néhert oder unendlich wird, gilt aber auch
fiir nur stetiges f.

1.5.2 Schwache Lésungen

Bisher haben wir die Existenz von Losungen nur fiir stetige rechte Seiten bewiesen. Manchmal
benétigt man aber auch Aussagen fiir Vektorfelder mit zeitabhéngigen Spriingen. Dies erfordert
einen weitergefassten Losungsbegriff als den in definierten. Dazu fiithren wir zunéchst absolut
stetige Funktionen ein.

Definition 1.44. Eine Kurve x: [a,b] — R™ heifst absolut stetig, falls es zu jedem & > 0 ein
d > 0 gibt mit Zf\il |z(b;) — xz(a;)| < € fir N paarweise disjunkte Intervalle [a;,b;] C [a,b] der
Gesamtlinge SN | |b; — a;] < 6.

Die Kurve z ist nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung fiir das Lebesgue-
Integral ([Elstrodt, VII.4.14]) genau dann absolut stetig auf jedem kompakten Teilintervall von I,
wenn es ein lokal Lebesgue-integrierbares p : I — R”™ mit

x(t) = x(to) +/ p(s)ds

to
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fiir alle t,ty € I gibt. Statt p schreibt man iiblicherweise 2’ und nennt diese 2’ die schwache

Ableitung von z. Tatséchlich ist jede stetig differenzierbare Kurve x absolut stetig und es gilt
t

a(t) = x(to) + [, 2'(s) ds.

Bemerkung 1.45. Im Beweis des Satzes von Peano haben wir schon spezielle schwache
Ableitungen verwendet (ohne sie so zu nennen), denn dort wurden mittels des Eulerschen Po-
lygonzugverfahrens stiickweise lineare Kurven definiert. Deren schwache Ableitung ist stiickweise
konstant und existiert somit in den Teilungspunkten nicht klassisch, sondern héchstens einseitig.

Eine Verallgemeinerung des klassischen Losungsbegriffs ist durch die folgende Definition schwacher
Losungen gegeben. In der Literatur werden schwache Losungen auch als Losungen im Sinne von
Carathéodory bezeichnet, siche [Walter, I1.10.XII].

Definition 1.46. Eine Kurve x: I — R™ heifst schwache Lisung der Differentialgleichung (|1.2)
zum Anfangswert xq bei ty, wenn x absolut stetig auf jedem kompakten Teilintervall von I ist, die
Differentialgleichung (1.2)) fir fast alle t € I erfillt ist und x(ty) = xq gilt.

Beispiel 1.47. Die lineare Differentialgleichung x' = sign(t)x, hat zum Anfangswert xq bei ty die
schwache Losung x(t) = xoexp(|t| — [to|). Diese Funktion x ist zwar absolut stetig, aber in t =0
nicht klassisch differenzierbar.

Wihrend man die Differentialgleichung «' = sign(t)x mdglicherweise als rein akademisches Bei-
spiel ansehen kann, ist x' = —3(1 4 sign(t))z eine hiufig in Anwendungen auftretende Differenti-
algleichung, die Schaltvorginge modelliert. Tatsdchlich haben ihre schwachen Lisungen die Form

To t<0 : :
x(t) = und modellieren einen Abschaltvorgang.
xoexp(—t) t>

Um die Existenz von schwachen Losungen zu beweisen, bendtigen wir noch einige weitere Begriffe.
Zunichst spezialisieren wir uns auf absolut stetige Kurven x, deren schwache Ableitung z’ in
LP (I,R™) fiir ein 1 < p < oo statt nur in L, .(I, R™) liegt. Den entsprechenden Raum von Kurven
bezeichnet man mit W,2”(I, R"), und den Raum von absolut stetigen Kurven z mit 2/ € LP(I, R")
bezeichnet man mit W#(I, R"). Ausgestattet mit der Norm ||z |lw1s := ([, [2()[P + |2/(¢)|? dt)l/p
ist WP(I, R™) sogar ein Banach-Raum fiir 1 < p < oo.

Als néchstes wollen wir Bedingungen an ein (der Einfachheit halber auf ganz I x R"™ definiertes)
zeitabhéngiges Vektorfeld formulieren, die garantieren, dass t — f(t,z(t)) fiir eine stetige Kurve
x € C(I,R™) messbar oder sogar LP-integrierbar ist.

Definition 1.48. Fine Abbildung f: I x R — R" heifit Carathéodory-Vektorfeld, falls

o t— f(t,x) messbar fir jedes feste x € R™ ist,
o x> f(t, x) stetig fir fast alle t € I ist.

Lemma 1.49. Ist f: [ x R" — R" ein Carathéodory-Vektorfeld und gilt mit einem 1 < p < oo
zusdatzlich die Wachstumsbedingung, dass es

o zu jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I und jedem r < oo eine Funktion v, € L*([a,b])
mit |f(t,x)] < .(t) fir alle v € R™ mit |x| < r und fast alle t € [a,b] gibt,

dann liegt t — f(t,x(t)) fir jede Kurve x € C(I,R") in L

loc

(I,R).
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Beweis: Zunichst zeigen wir, dass das durch y(t) := f(¢,z(t)) definierte y : I — R™ meBbar ist.
Dazu beobachte man, dass x stetig und daher meBbar ist, d.h. x ist fast iiberall auf I der punktweise
Limes von Treppenfunktionen xy. Da f ein Carathéodory-Vektorfeld ist, sind die Funktionen ¢ —
f(t, z(t)) meBbar und es gilt y(t) = f(¢t, z(t)) = kh_)rglof(t,xk(t)) fir fast alle ¢ € I aufgrund
der Stetigkeitsbedingung an f. Also ist y fast iiberall auf I der punktweise Limes von mef3baren
Funktionen und somit selbst mef3bar.

Desweiteren sei [a, b] ein kompaktes Teilintervall von I und r := Hl[a)b(] |z(t)|, dann gibt es aufgrund
t€la,
der Wachstumsbedingung ein v, € LP([a,b]), mit dem die Abschitzung |y(t)| < ~,.(t) fiir fast

alle t € [a,b] gilt. Also ist y nach dem Satz von Lebesgue iiber majorisierte Konvergenz selbst
LP-integrierbar iiber [a, b] und es gilt

[ woras< [oa.

Die in Lemma genannte allgemeine Wachstumsbedingung kann man natiirlich durch speziel-
lere, leichter nachpriifbare Bedingungen ersetzen, z.B. dadurch dass

O

o |f(t,z)] < C(|z])vy(t) mit einem monoton wachsenden C' : [0,00) — [0,00) und v € LP(I)
gilt.

Wiederum liegt es nahe, Existenz von schwachen Losungen durch Anwendung des Banachschen
Fixpunktsatzes zu beweisen.

Satz 1.50. Geniigt das Carathéodory-Vektorfeld f : I x R® — R™ mit einem 1 < p < oo der in
Lemma genannten LP-Wachstumsbedingung und zusdtzlich der LP-Lipschitzbedingung, dass

o zu jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I und jedem r < oo eine Funktion L, € L*([a,b])
mit |f(t,z) — f(t,2)] < L.(t)|z — Z| fir alle x,7 € R™ mit |z|,|Z| < r und fast alle t € [a,b]
existiert,

dann gibt es zu jedem Anfangswert (to, xo) € I XR™ eine > 0 und eine eindeutige schwache Ldsung
x € WhH([ty — e, to + €], R™) von ((1.20).

Beweis: Wie im Beweis des Satzes von Picard-Lindelof ist x € WHP([ty — e, to + €], R")
genau dann eine Losung von ((1.20), wenn x ein Fixpunkt des in ((1.21) definierten Operators T
auf C([ty — &,ty + €], R") ist.

Wiéhle nun zum Anfangswert (%o, zo) ein kompaktes Teilintervall [a,b] C I mit ¢y € (a,b) und ein
r < oo, dann gibt es aufgrund der Wachstumsbedingung ein v, € LP([a, b]) mit |f (¢, z)| < 7.(¢) fur
alle © € B,(z¢) und fast alle ¢ € [a, b], und aufgrund der Lipschitzbedingung ein L, € LP([a, b]) mit
|f(t,2) = f(t,Z)| < Ly (t)|z— 2| fir alle 2, 2 € B,(xo) und fast alle t € [a,b]. Sei p’ := L5 der duale

Exponenten zu p, dann wéhle e > 0 so klein, dass [t — €,ty + €] C [a, ], (f |y ()P ds) eV <
und <fa |L(s)P ds) e’ < 1 gilt.
Durch diese Wahl von ¢ gilt fiir beliebige stetige Kurven z, z: [ty — €, to + €] — B, (o) sowohl

|(Tx)(t) — xo| < /t: |f(s,2(s))] ds < (/ab|%(s)|pds> =t <7
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fir alle ¢ € [tg — €, to + €] als auch

|au»a>—<fow|st/ (5. 2(5)) — f(s,(s))] ds

to

g/ L(s)|a(s) — 3(s)| ds

to

IN

|8—t0 ‘ <e

([ 1266 ds )=t mas. [o(5) — 26
1

< g max |r(s) - 2(s)]-

Also ist T' eine Selbstabbildung auf C([ty — ¢,y + €], B,(z0)) und eine Kontraktion, so dass der
Banachsche Fixpunktsatz [I.30] einen eindeutigen Fixpunkt x von 7' und somit eine eindeutige
lokale Losung = € WP ([tg — e, to + €], R") des Anfangswertproblems (1.20) liefert. O

Analog zum Satz von Peano kann auch hier auf die LP-Lipschitzbedingung verzichtet werden, dann
erhdlt man zwar immer noch Existenz, aber nicht unbedingt Eindeutigkeit schwacher Losungen.

1.5.3 Eindeutigkeit bei monotonen Vektorfeldern

Um die Eindeutigkeit von Losungen bei Differentialgleichungen mit stetigen (oder Carathéodory-
)Vektorfeldern zu zeigen, die keiner der bisher von uns formulierten Lipschitzbedingungen gentigen,
ist die folgende Definition hilfreich, in der (-, -) das Euklidische Skalarprodukt auf dem R™ bezeich-
net.

Definition 1.51. Man sagt, ein zeitabhdngiges Vektorfeld f : I x R™ — R™ gendigt einer (globalen)
einseitigen Lipschitzbedingung, falls es ein L < co mit

(f(t,x) — f(t,%),x — %) < L|lz — 3| (1.24)
fiir alle x, & € R™ und fast alle t € I gibt.

Satz 1.52. Gendiigt die rechte Seite f der Differentialgleichung x’' = f(t,x) einer einseitigen Lip-
schitzbedingung, dann gibt es zu jedem Anfangswert vorwdirts in der Zeit hichstens eine schwache
Lésung.

Beweis: Sind z,y zwei klassische (oder schwache) Losungen auf dem Intervall I mit z(ty) = y(to)
fur to € I, dann gilt 2'(t) = f(¢t,z(t)) und y/'(t) = f(t,y(t)), also

(x—y)'(t) = f(t,2(t) = F(t, (D).

Multipliziert man diese Gleichung mit der Differenz x —y, so erhélt man die Differentialungleichung

(e =y () = (6 (0)) = F9(0), 2(0) — y(0) < 2L (5l — o)1)

Mittels des Lemmas Von Gronwall folgt 1|z — y|*(t) < $|z — y[*(to)e* (=1 <0 fiir (fast) alle
t € INty,00) wegen z(ty) = y(to), also gilt x(t) = y(t) fir (fast) alle t € I N [ty, 00). O
Esist noch das Lemma von Gronwall zu zeigen. Dieses besagt insbesondere, dass fiir eine Funktion u
aus der Giiltigkeit der Differentialungleichung v’ < u auf einem Intervall I mit linkem Randpunkt
to € I bei u(ty) = 0 oder der dquivalenten Integralungleichung u(t) < g ftto u(s) ds mit > 0 schon
u < 0 auf I gefolgert werden kann.
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Lemma 1.53. Ist u : I — R eine stetige Funktion auf einem Intervall I mit linkem Randpunkt
to € I und gilt fir alle t € I die Abschatzung

t
u(t) < a—l—ﬁ/ u(s) ds
to
mit zwei Konstanten o, B > 0, dann gilt fir alle t € I die Ungleichung
u(t) < aeft=t)

Beweis: Nur der Fall 5 > 0 ist nichttrivial. Mit v(t) := fti u(s)ds gilt nach Voraussetzung
v'(t) = u(t) < a+ fo(t). Setzt man w(t) := e FEt0)y(t), so gilt w(ty) = 0 sowie

wl(t) _ e—,é’(t—to)(v/(t) _ 5U(t)) < e flt—to)

Also ergibt sich durch Integration von ¢ bis ¢

Wegen w(t) = e #=t)y(t) folgt daraus v(t) <
chung

(eU=f) —1). Somit gilt die gewiinschte Unglei-

u(t) < a+ Bu(t) < a+ a(ePt0) — 1) = qeflt=t)
(]
Setzt man im Lemma von Gronwall stattdessen voraus, dass u auf einem Intervall I nichtnegativ

ist (wobei nun ¢, ein innerer Punkt von I sein darf) und der Ungleichung u(t) < a+ fti u(s) ds

geniigt, dann kann man daraus sogar u(t) < aellt=tl folgern.

Man kénnte die Bedingung ((1.24)) auch als eine Monotonie-Bedingung bezeichnen, denn tatséchlich
ist sie zur Monotonie von L Id —f dquivalent.

Definition 1.54. FEin zeitabhingiges Vektorfeld g: I x R" — R™ heifit monoton, falls (g(t,x) —
g(t, %),z —x) >0 fiir alle z,& € R™ und fast alle t € I gilt.

Monotone Vektorfelder spielen in den Anwendungen eine grofie Rolle. Beispielsweise sind Gradien-
tenvektorfelder g = grad V zu konvexen C!'-Funktionen V : R® — R monoton, denn die Bedingung

((grad V)(z) — (grad V)(z),z — &) > 0
fiir alle x, 2 € R™ ist dquivalent zur Konvexitéit von V.

Korollar 1.55. Ist g monoton, dann besitzt die Differentialgleichung x' + g(t,x) = 0 zu jedem
Anfangswert vorwdrts in der Zeit hochstens eine Losung.

Beweis: Das zeitabhéngige Vektorfeld f := —g geniigt offensichtlich fiir jedes L > 0 der einseitigen
Lipschitzbedingung

(f(t,x) — f(t,y),x —y) <0< Llz —y|*.
O

Beispiel 1.56. Fiirjedes 1 < p < 2 sind die Lésungen der Differentialgleichung ¥’ = — sign(z)|x|P~?
eindeutig, obwohl die rechte Seite nicht Lipschitz-stetig ist.
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1.6 Stetige Abhingigkeit

Bei (globaler) Existenz und Eindeutigkeit, also z.B. fiir global Lipschitz-stetiges f: R" — R™,
generiert eine autonome Differentialgleichung =’ = f(x) nach Satz einen Flufl ®. Ob die
Abbildungen z — ®(¢,x) aber stetig sind, ist nicht offensichtlich. Dies ist gerade dann der Fall,
wenn die Losungen der Differentialgleichung stetig von ihrem Anfangswert abhéngen.

Wir wollen in diesem Abschnitt Aussagen beweisen, die die stetige Abhéngigkeit sowohl vom
Anfangswert als auch von der rechten Seite garantieren. Eine solche Aussage wird im folgenden
Satz formuliert.

Satz 1.57. Sei Q@ C R x R" offen, sei f : Q — R™ und sei x : [a,b] — R™ Lésung des An-
fangswertproblems x' = f(t,x), x(ty) = xo. Ist f auf einer kompakten Umgebung K C [a,b] x R"
des Graphen von x stetig und geniigt f auf K einer (globalen) Lipschitzbedingung, dann hingt die
Losung x in folgendem Sinne stetig vom Anfangswert und von der rechten Seite ab:

Zu jedem € > 0 gibt es ein & > 0 mit der Figenschaft, dass bei
lto — to| <0, |xo — ol <6 und |f(t,z) — f(t,z)| <0 fir alle (t,z) € K

mit einem stetigen f : K — R", das einer (globalen) Lipschitzbedingung gendigt, die Losung T des

Anfangswertproblems ¥’ = f(t, &), Z(ty) = Zo, auf ganz [a,b] definiert ist und |z(t) — Z(t)| < e fir
alle t € [a,b] gilt.

Beweis: Aufgrund der Stetigkeit von f und der Kompaktheit von K gibt es ein M < oo mit
|f(t,z)| < M fiir alle (t,x) € K. Da f auf K einer globalen Lipschitzbedingung geniigt, gibt es
ein L < oo mit

[f(ty) = F(t,9)] < Lly — 1.
AuBerdem ist K eine Umgebung von (tg, o), also kann man § > 0 so klein wihlen, dass aus

to — to| < & und |z — Fo| < & schon (%, Zy) € K folgt. Dann verliuft # zumindest schon einmal
fiir Zeiten nahe ?, innerhalb von K.

Die Losungen x bzw. ¥ der Differentialgleichungen x’ = f(¢,z) bzw. ¥’ = f(t, %) erfillen natiirlich
auch die zugehorigen Integralgleichungen

x(t) = o —|—/t f(s,z(s))ds bzw. Z(t) = o + i f(s,2(s))ds .

Daraus ergibt sich zumindest fiir die Zeiten, innerhalb derer Z noch in K verlauft, die Abschéitzung

j2(t) — ()] < |0 — Fo| + / f(s,x(s)) ds — / F(s,5(s)) ds| <
20 — o] + / (s, x(s)) ds| + / F(s,2(s)) — (s, 5(s)) ds| <

l’o—io“i‘M“Q—a}’—i— + <

[ o) = . ats) s

[ Fssato) = .7t s

t
|20 — Fo| + Mlto — fo| + 6]t — #o] + L/ |z(s) — &(s)| ds .
to

Die ersten drei Summanden kann man durch (1 + M + max(b —#y, %y — a))d abschiitzen, und nach
der dem Lemma [1.53] von Gronwall nachfolgenden Bemerkung gilt daher

l2(t) — &(t)| < (1 + M + max(b — o, fo — a))de™l—l
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Wiihlt man & > 0 also zusétzlich so klein, dass (1-+ M +max(b—to, fo—a))de? ™2*=t0l0=0) nicht nur
kleiner als €, sondern auch kleiner als dist(0K, Graph(x)) ist, dann gilt einerseits die gewiinschte
Abschétzung |z(t) — Z(t)| < € und andererseits verlauft & fiir alle Zeiten ¢ € [a,b] innerhalb von

K, denn |z(t) — Z(t)| < dist(0K, Graph(z)). 0

Bezeichnen wir die Losung von 2/ = f(t, x) zum Anfangswert x(tg) = x¢ auf [a, b] mit x(¢; to, o, f),
dann besagt Satz nichts anderes, als dass (o, o, f) — (t — x(¢; to, 0, f)) als Abbildung von
Q x Lip(Q,R™) € Q x C(2,R™) nach C([a, b], R™) stetig ist. Dabei bezeichnet Lip(§2, R™) die einer
Lipschitzbedingung geniigenden f € C'(€2,R™) und Konvergenz in C'(€2, R™) bedeutet gleichméflige
Konvergenz auf kompakten Teilmengen (wéhrend C([a,b], R") wie iiblich mit der gleichméBigen
Konvergenz auf [a, b] versehen ist).

Definition 1.58. Man sagt, f, konvergiert gleichmdifig auf kompakten Teilmengen von §2 gegen
f, falls es fiir jedes € > 0 und jede kompakte Teilmenge K C Q ein N € N gibt mit |f — fa| < ¢
auf K fiir allen > N.

Die zu diesem Konvergenzbegriff gehorige Topologie auf C'(£2, R™) ist die kompakt-offene Topologie,
deren offene Teilmengen von {f € C(2,R") | f(K) C U} fiir kompakte K C Q und offene U C R"
erzeugt werden.

Satz ist in der Hinsicht unbefriedigend, dass die Giiltigkeit einer Lipschitzbedingung essentiell
in den Beweis eingeht und insbesondere (tg, zo, f) +— (t — x(t; to, 2o, f)) nur als Abbildung auf 2 x
Lip(€2, R™) und nicht auf ganz Q2 x C'(Q2, R™) stetig ist. Der folgende Satz behebt dieses Problem und
ist insbesondere dann anwendbar, wenn f nur stetig ist, zum Anfangswert (¢, xo) aber trotzdem
eine eindeutige Losung existiert.

Satz 1.59. Sei 2 C R x R™ offen, konvergiere f, € C(Q,R™) gleichmaf$ig auf kompakten Teil-
mengen von ) gegen f € C(2,R™) und gelte (ton, Ton) — (to, o) in Q fiir n — oo. Bezeichne des-
weiteren x,, fir jedes n € N eine nicht weiter fortsetzbare Lisung von x' = f,,(t,x), x,(ton) = Ton-
Dann gilt:

Ezistiert eine eindeutige Losung x des Anfangswertproblems x' = f(t,x), z(ty) = xo, auf dem
kompakten Intervall [a,b], dann existiert fiir geniigend groffe n auch x,, auf [a,b] und x, konvergiert
gleichmafig auf [a,b] gegen x.

Beweis: Wir zeigen 0.B.d.A. nur die gleichméflige Konvergenz von z,, gegen = auf dem Intervall
[tﬁa b] :

Da der Graph von z iiber [a, b] kompakt ist, gibt es eine kompakte Teilmenge K von €, in deren
Inneren der Graph von z iiber [a, b] verlauft. Aufgrund der Stetigkeit von f und der Kompaktheit
von K gibt es ein M < oo mit |f(t,z)| < M fiir alle (¢,2) € K. Dartiberhinaus gibt es aufgrund
der gleichmiBigen Konvergenz von f,, gegen f auf K auch ein N € N mit |fult,z)] < M fiir alle
n > N. Wihle nun ¢ > 0 so klein, dass [to, to + €] C [a,b] sowie [ty — &,ty + €] X Bspe(xo) C K
gilt, und N > N so groB, dass |to, — to| < & sowie |z, — xo| < Me fiir alle n > N gilt.

Dann gilt fiir n > N und ¢ € [to, o + €] zumindest solange, wie x,, innerhalb von [tg — &,y + €] X
Bspre(xo) verlauft, die Abschitzung

|Zn(t) — Ton| <

t
/ fr(s,2n(s)),ds| < M|t — ton|
tOn

und daher
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Somit ist x, fur n > N tatsichlich auf ganz [to,fy + €] definiert und verlduft innerhalb von
[to — &,to + €] X Bspe(xo). Insbesondere ist z,, gleichméfig beschrinkt auf [to, to + €] und wegen

’xn(t) _xn(£)| < < M|t—£|

[ st s

auch gleichgradig stetig. Nach dem Satz von Arzela-Ascoli gibt es also eine Teilfolge z,,
von x,, die gleichméBig auf [to, to + €] gegen eine stetige Kurve & konvergiert, und Limes-Bildung
k — oo in

t
£y () = Zon + / Fon (5, 0, (5)) , ds

liefert Z(t) = xo + ftz f(s,2(s)),ds. Daher 16st  das Anfangswertproblem 2’ = f(t,x), z(ty) = o,
und stimmt also aufgrund der Eindeutigkeit auf [tg,to + €] mit x {iberein. Dies gilt auch fiir den
Grenzwert jeder anderen auf [tg, ¢y + €| gleichméBig konvergenten Teilfolge von x,. Wiirde nun
nicht die gesamte Folge z,, gleichméBig auf [tg, ¢y + €] gegen « konvergieren, dann gébe es ein € > 0

und eine Teilfolge z,, von x, mit max |z, — x| > &, im Widerspruch dazu wiirde aber eine
[to,to+e]

Teilfolge dieser Teilfolge wieder gleichméBig auf [to, to + €] gegen x konvergieren. Also konvergiert
schon die gesamte Folge x,, gleichméBig auf [to, to + €] gegen .

Nun miissen wir dieses Resultat nur noch auf das gesamte Intervall [to, b] ausdehnen. Sei dazu
t :=sup{t >ty |z, — z gleichmiBig auf [to, ]},

dann miissen wir ¢ = b zeigen. Angenommen, es wire ¢ < b, dann kénnen wir immer noch ein &
finden mit [t t+ €] C [a,b] sowie [t — 2,1 + 2] X Byye(2(t)) C K. AuBerdem konnen wir ein £,
mit £ — & < ty < t finden. Setze % := 2(fy), dann gilt

|2(f) — Tl <

und daher
[1?0 — é, 1?0 + é] X B3Mg(3~70) C [to — 25, to + 25] X B4Mg(x(£)) .

Ersetze nun im ersten Teil dieses Beweises t, und tq, durch ty, zo, durch xn(fg) und ¢ durch &,
dann erhélt man die gleichméflige Konvergenz von x,, gegen x auf [to, to + £], aber nach Definition
von tg gilt ty + & > £, im Widerspruch zur Definition von £. Somit ist £ = b und x,, konvergiert auf
ganz [to, b] gleichméBig gegen . O

Als Konsequenz aus Satz ist (to, xo, f) — (t — x(t; to, xo, f)) als Abbildung von 2 x C'(£2, R™)
nach C([a,b],R") in den Punkten (to,x¢, f) stetig, fiir die auf [a,b] eine eindeutige Losung des
Anfangswertproblems 2’ = f(t,x), x(ty) = xo, existiert. Man bemerke, dass auf die Eindeutigkeit
nicht verzichtet werden kann, denn existieren verschiedene Losungen zum selben Anfangswert,
dann liegt selbstverstandlich keine stetige Abhéngigkeit vor. Das folgende Korollar garantiert ab-
schliefend die stetige Abhangigkeit von Parametern.

Korollar 1.60. Se: Q2 C R x R™ offen, A eine metrischer Raum und f : 2 x A — R"™ ein stetiges
zeil- und parameterabhdingiges Vektorfeld. Existiert auf [a,b] eine eindeutige Losung x(t;to, xg, \o)
von ' = f(t,z, \o) zum Anfangswert z(to) = xo, dann existieren fir jedes (s,&, \) nahe (to, xg, \)
Lésungen x(t; s,&, ) auf [a,b] von ' = f(t,x,\) zum Anfangswert x(s) =&, und (s,&,\) — (t —
x(t;s,&, ) ist als Abbildung von Q@ x A nach C([a,b],R™) stetig in (ty, o, Xo)-
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Beweis: Wir haben nur zu zeigen: Ist die Abbildung Q2 x A 5 (t,z,\) — f(t,z, ) € R" stetig,
dann ist auch
A3 = ((tz) = f(t,z,)\) € C(Q,R"Y)

stetig bzgl. der Topologie der gleichméfigen Konvergenz auf kompakten Teilmengen von ).

Diese Aussage ist wahr, denn ist \g € A und K eine kompakte Teilmenge von 2, dann gibt es
aufgrund der Stetigkeit von f zu e > 0 und jedem (o, ) € K Umgebungen Uy, 4,y C € von (¢, xo)
und Vi z0) C A von Ag mit [f(¢,2,A) — f(t,2,A)| < € fiir alle (t,2) € Upyuy) und A € Vigg z0)-
Nun ist K kompakt, also reichen endlich viele Umgebungen Uy, ), i = 1,..., N, aus, um K zu
iberdecken. Mit dem Durchschnitt V' := ﬂf\il Viti i) der zugehorigen Umgebungen V4, ,,) C A von
Ao gilt dann aber |f(t,z,A) — f(t, 2, \o)| < ¢ fiir alle (f,2) € K und A € V, was zu zeigen war. O

1.7 Differenzierbare Abhingigkeit

Nachdem wir die stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert und von Parametern zeigen konnten, stellt
sich als néichstes die Frage, ob die Abbildung (o, xg, o) — (t — x(t; to, xg, A\o)) nach g, o und Ag
differenzierbar ist, wobei x(¢; to, xg, Ag) die Losung der parameterabhéngigen Differentialgleichung
1 = f(t,r,\) zum Anfangswert x(ty) = xo bezeichnet, A C RF eine offene Teilmenge ist und
angenommen wird, dass f : 2 x A — R” stetig differenzierbar ist.

Zunichst wollen wir den speziellen Fall der differenzierbaren Abhéngigkeit vom Anfangswert xg
kldren. Sei dazu f = f(z) ein zeit- und parameterunabhéngiges Vektorfeld und bezeichne x(t; z)
die Losung der autonomen Differentialgleichung 2’ = f(z) zum Anfangswert z(0) = z, auf dem
Intervall [a, b]. Wiissten wir schon, dass sowohl z(¢; ) als auch 22 (¢; 29) nach zq differenzierbar ist,
dann kénnte man beide Seiten der Gleichung 2% (t; z9) = f(t,2(t; z0)) nach o ableiten und auf der
linken Seite die Differentiationsreihenfolge vertauschen. Daraus wiirde sich die Differentialgleichung

Y' = %(t,$(t;[£o))y (1.25)
fiir die Matrix-wertige Kurve Y'(t) := g—;(t; xg) ergeben Diese Differentialgleichung wird die Va-
riationsgleichung zu ' = f(z) genannt und ist ein n-dimensionales homogenes lineares System.
Uber homogene lineare Systeme von Differentialgleichungen 3’ = A(t)y weiff man durch Satz
(auf den wir hier schon einmal vorgreifen) aber sehr gut Bescheid. Insbesondere gibt es ein ausge-
zeichnetes Fundamentalsystem Y auf ganz I, das Y’ = A(¢)Y zum Anfangswert Y (0) = Id 16st,
und héngt A zusétzlich stetig von Parametern ab (wie im Fall der Variationsgleichung , WO
Aty zg) = %(t, x(t; xo)) von z stetig abhéngt), dann hidngt nach unseren Erkenntissen iiber ste-
tige Abhéngigkeit auch Y von diesen Parametern stetig ab. Dies deutet schon darauf hin, dass die
Variationsgleichung ein niitzliches Hilfsmittel beim Beweis der differenzierbaren Abhéngig-
keit der Losung x(t; zo) vom Anfangswert xg sein wird.

Satz 1.61. Sei Q2 C R" offen, set xg € 2, sei f: Q — R" stetig differenzierbar und ezistiere die
Lésung x(-;x0) von ' = f(x) zum Anfangswert x(0) = x¢ auf dem Intervall |a,b]. Dann ezistiert
die Ableitung %(t; xo) fiir alle t € [a,b] und lost die Variationsgleichung (1.25)) zum Anfangswert
Y(0) = Id.

Beweis: Zunichst einmal existieren nach unseren Erkenntnissen iiber stetige Abhéangigkeit ein-
deutige Losungen z(t; 7o) von 2’ = f(x) zum Anfangswert x(0) = &, auf ganz [a, b], falls Z, nahe

genug an g liegt, und T — z(+; To) ist stetig.
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Um fiir jedes t € [a, b] die Differenzierbarkeit von zy +— z(t; Zo) in £y = x¢ zu zeigen, betrachte die
Kurve
y(t; xo, h) == x(t;x0 + h) — x(t; 20)

und die zeit- und parameterabhingige Matrix

1
A(t; 2o, h) ::/ g—f(t,l’(t;l'g> + sy(t; xo, h)) ds.
0 x

Dann gilt nach dem Mittelwertsatz

oy, Oz, B or B
E(t,&?o, h) = E(t,xo + h) a(t,xo) =

ft,x(t; o0+ h)) — f(t, x(t;20)) = A(t; w0, h)y(t; 20, h) -

Also 16st y(t; zo, h) das homogene lineare System 3’ = A(t; g, h)y zum Anfangswert y(0; zo, h) =
o+ h —x9 = h bei t = 0. Daher kann man y mit dem ausgezeichneten und von all seinen
Parametern stetig abhédngendem Fundamentalsystem Y (¢; 2o, h) von Y' = A(t; z9, h)Y, Y(0) = Id,
als y(t; o, h) = Y (t; xo, h)h schreiben. Daraus ergibt sich

[2(t; 20 + h) — 2(t; 20) — Y (t; 20, 0)h| = |y(t; w0, h) — Y (20, 0)h| =

also wegen Y (t;x9,h) — Y (t;20,0) fiir h — 0 die Differenzierbarkeit von z(¢;xy) nach xy mit
Ableitung Y (¢; z9,0). Diese Ableitung erfiillt aber wegen A(t;x0,0) = %(t,x(t;xo)) die Variati-
onsgleichung (|1.25)). O
Insbesondere ist die Ableitung von x(t; x¢) nach zy sogar stetig und auch die Zeitableitung z’ nach

dem Anfangswert differenzierbar, denn es gilt (/) (t;x¢) = f(t,x(f,x0)) und die rechte Seite ist
nach x, differenzierbar.

Den allgemeinen Fall kann man auf den in Satz behandelten Fall der differenzierbaren Abhéangig-
keit vom Anfangswert bei einer autonomen Differentialgleichung zuriickfithren. Dazu reicht es
zu beobachten, dass analog zu das zeit- und parameterabhéngige Anfangswertproblem z’ =
f(t,m, o), x(tg) = wo, mit y(t—to) := (t,2(t), \)T, s := t—t(, zum autonomen Anfangswertproblem

/

dy ! L 7 o
=] = [fte V) = 7w, 90) = |20
A 0 Ao

dquivalent ist. Die Variationsgleichung (1.25)) lautet hier wegen t = s+tg, A = Ao und x(t; to, xg, o) =
Y2(t — to; (to, To, Ao)) gerade

d 1 0 0 0 0 0 1 0 0
Oz Oz oz | _ | Of Of Of Oz Oz Oz
E 8t0 + f 81‘0 BAO - E & 8_)\ atO + f awo 8/\0
0 0 1 0 0 0 0 0 1

Also ergibt sich aus Satz das folgende Korollar.

Korollar 1.62. Seien Q C RxR™ und A C R¥ offen, sei (ty,19) € Q und \g € A, sei f: QA x A —
R"™ ein stetig differenzierbares zeit- und parameterabhdngiges Vektorfeld, und existiere die Losung
x(+5to, To, Ao) von ' = f(t,x, Ng) zum Anfangswert x(ty) = xo auf dem Intervall |a, b].

Dann ezistieren fir alle t € [a,b] die partiellen Ableitungen von x(t;tg, xg, \o) nach to, To, Ao-
Diese sind stetig und
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%(-;to,xo,Ao) lost das homogene lineare System w' = %(t,x(t;to,%,)\o),)\o)w zum An-

fangswert w(ty) = — f(to, o, Ao)
o 2% (itg, 1o, Ng) lost Y = %(t,x(t;to,xo,)\o),/\o)Y zum Anfangswert Y (ty) = 1d

dxo

° %(';to,xo, o) lost Z' = %(t,x(t;to,xo, o), )\O)Z—F%(t,x(t;to,xo, o), Ao) zum Anfangswert
Z(ty) = 0.

Man bemerke, dass wir die stetige Differenzierbarkeit von x(¢; to, xg, Ag) in to, £ und Ag bisher nur
fiir feste ¢t € [a,b] formuliert haben. Tatséchlich ist aber sogar die Abbildung (¢g, zg, Ag) — (t —
x(t; to, xg, Ao)) in den Banachraum C'(]a, b], R") stetig differenzierbar, denn die im Beweis von Satz
[1.61] verwendete Konvergenz Y (¢; zg, h) — Y (¢; 79, 0) fiir h — 0 gilt aufgrund unserer Erkenntnisse
iiber stetige Abhéngigkeit nicht nur punktweise fiir ¢ € [a, b], sondern sogar gleichméfig auf [a, b].

43



44



Kapitel 2

Lineare Differentialgleichungen

Lineare Systeme von Differentialgleichungen und lineare Differentialgleichungen hoherer Ordnung
spielen nicht nur eine wichtige Rolle in vielen Anwendungen, sondern auch innerhalb der Mathema-
tik, da sie bei der Linearisierung von nichtlinearen Differentialgleichungen entlang von Lésungen
auftreten und qualitative Aussagen iiber deren Verhalten erméglichen.

2.1 Lineare Systeme

In Verallgemeinerung von (1.3) hat eine (explizite) lineare n-dimensionale Differentialgleichung
erster Ordnung die Form
' = A(t)x + b(t) (2.1)

mit einer zeitabhéngigen Matrix A : I — R™*"™ und einem zeitabhingigen Vektor b : I — R™ auf
einem Intervall / C R. Man nennt auch ein n-dimensionales lineares System von Differential-
gleichungen erster Ordnung. Im Fall b = 0 nennt man homogen, und ist A von ¢ unabhéngig,
dann spricht man von einem linearen System mit konstanten Koeffizienten.

Zunichst wollen wir die globale Existenz und Eindeutigkeit einer Losung des zu ([2.1) gehorigen
Anfangswertproblems zeigen.

Satz 2.1. Sei I C R ein Intervall und seien A: I — R™ "™ sowie b: I — R"™ stetig, dann gibt
es zu jedem (to,xg) € I X R™ eine eindeutige Losung x: I — R™ des Anfangswertproblems z' =
A(t)x 4+ b(t), z(ty) = 0.

Beweis: Die rechte Seite der Differentialgleichung ([2.1)) ist durch die affin-lineare Abbildung f: I x

R™ — R™, f(t,x) = A(t)x+b(t), gegeben. Diese geniigt auf jedem kompakten Teilintervall [a, b] C T

mit dem Maximum L := m[a)g] |A(t)| (wobei |A| die von der gewihlten Norm | - | auf R™ induzierte
tcla,

Matrixnorm (=Operatornorm) von A bezeichnet) der globalen Lipschitzbedingung
[f(t,2) = f(t,7)] < Lz — 2.

Daher besitzt die Differentialgleichung nach auf jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I und
somit auch auf ganz I eine eindeutige Losung x zum Anfangswert x(ty) = zo. O

Bemerkung 2.2. Ebenso existieren eindeutige globale schwache Lésungen v € WHP(I,R"™) des
Anfangswertproblems ' = A(t)x+0b(t), x(ty) = xo, wenn nur A € LP(I,R™") und b € LP(1,R"*")
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gilt. Dies folgt leicht aus unserer Diskussion schwacher Losungen, denn f(t,x) = A(t)x + b(t) ist
in diesem Fall ein Carathéodory-Vektorfeld, das einer LP-Wachstumsbedingung und der globalen
LP-Lipschitzbedingung

|f(t,.l’) - f(t"i'” < L(t)|ZL’ - :i‘|
mit L(t) := |A(t)| € LP(I,R) geniigt.

Im Gegensatz zu allgemeinen nichtlinearen Differentialgleichungssystemen besitzen lineare Syste-
me also unter sehr schwachen Voraussetzungen an die Koeffizienten eindeutige globale Losungen
zu Anfangswerten. Wir interessieren und im Folgenden fiir die genaue Struktur der Losungen von
Systemen von linearen Differentialgleichungen. Dabei ist es wie bei der Diskussion von linearen
Gleichungen in der linearen Algebra niitzlich, zuerst den homogenen und erst danach den inhomo-
genen Fall zu diskutieren.

2.1.1 Homogene lineare Systeme

Satz 2.3. Sei I C R ein Intervall und A : I — R™™™ stetig. Dann bilden die Lisungen des homo-
genen linearen Systems x' = Az einen n-dimensionalen Vektorraum, und fir Losungen x1, ..., xy
von ' = Ax sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) x1,...,zx sind linear unabhdingige Kurven.
(b) Es gibt ein tg € I, so dass die Vektoren x1(ty), ..., xx(to) linear unabhdngig sind.

(c) Fir jedes t € I sind die Vektoren x1(t), ..., xx(t) linear unabhingig.

Beweis: Sind z und & Losungen von ' = A(t)x auf I, dann ist auch Az + A\E fiir beliebige A, A
wegen

()\x + 5\i>/ =\ + )\ =
M)z + AA(1)F = A(t) </\a7 + X;z)

eine Losung, also bilden die Losungen einen Untervektorraum von C(I,R™).

Offensichtlich gilt desweiteren (iii) = (ii) = (i), so dass nur noch (i) = (iii) gezeigt werden
muss. Seien dazu die Kurven zi,...,z; linear unabhéingig. Angenommen, es gidbe ein t € I,
so dass die Vektoren xy(t),...,x(t) linear abhéingig wéren, dann gibe es (Ay,...,A\x) # 0 mit
AMzi(t) + -+ Mg (t) = 0, Nun ist die Linearkombination z := A\jxq + - - - + Az, aber auch eine
Losung und hat in ¢t den Anfangswert 0. Aufgrund der Eindeutigkeit muss also x = 0 auf ganz
I gelten (denn die konstante Kurve 0 ist eine Losung zum Anfangswert xz(¢) = 0), dies wiirde
aberAjxy + -+ 4+ Mgz, = 0 mit (A\q,..., \g) # 0 bedeuten und somit der linearen Unabhéngigkeit
von i, ...,x widersprechen.

Aus der Aquivalenz von (i),(ii) und (i) folgt auch sofort, dass der Losungsraum die Dimension
n hat. Denn wegen (ii) = (i) folgt aus der linearen Unabhéingigkeit der Anfangswerte zu einem
Zeitpunkt tg € I auch schon die lineare Unabhéngigkeit der Losungen. Nach Satz[2.1]existieren aber
eindeutige Losungen x; auf I zu den linear unabhédngingen Anfangswerten x(ty) =e€;,i=1,...,n
(wobei e; den i-ten Einheitsvektor bezeichnet), also hat der Losungsraum mindestens die Dimension
n. Andererseits miissten fiir n + 1 linear unabhéngige Losungen x1, ..., z,.1 und beliebiges t €
wegen (i) = (iii) auch schon die (n+ 1) Vektoren z(t), ..., Z,41(¢t) im R™ linear unabhéngig sein,
was unmoglich ist. O
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Definition 2.4. Fine Basis x4, ..., x, des Lisungsraumes des n-dimensionalen homogenen linea-
ren Systems x' = Ax nennt man ein Fundamentalsystem.

Hiufig fasst man solch eine Basis als Matrix-wertige Kurve X (t) := (z1(t) ... ,(t)) auf, in
deren Spalten gerade die einzelnen Losungen x4, ..., x, stehen, und nennt dann auch X ein Fun-
damentalsystem. Tatséchlich gilt die Matrix-Differentialgleichung X’ = A(¢) X (mit dem Produkt
von Matrizen auf der rechten Seite), und jede Losung von o' = Ax hat die Form z(t) = X (t)c
mit einem konstanten Vektor ¢ € R". Ein ausgezeichnetes Fundamentalsystem erhélt man durch
Losen der Matrix-Differentialgleichung X’ = A(t)X zum Anfangswert X (t5) = Id. Mit diesem
Fundamentalsystem ist ndmlich z(t) := X(t)zo die Losung von 2’ = A(t)x zum Anfangswert
l‘(t()) = Xop-

Bevor wir uns inhomogenen linearen Systemen zuwenden, wollen wir noch ein Kriterium angeben,
mit dem man die in Satz formulierten dquivalenten Aussagen iiber die lineare Unabhéngigkeit
von Losungen rechnerisch iiberpriifen kann. Dazu nennen wir eine Matrix X ein Losungssystem,
falls X’ = A(t) X gilt (verlangen aber im Gegensatz zu einem Fundamentalsystem nicht die Regu-
laritét der Matrizen X (1)).

Satz 2.5. Ist X: I — R™" ein Losungssystem der homogenen linearen Differentialgleichung
' = A(t)z, dann geniigt die Wronski-Determinante genannte Funktion y = det(X) der homoge-
nen linearen Differentialgleichung y' = Spur(A(t))y, wobei Spur(A(t)) die Spur der Matriz A(t)
bezeichnet.

Beweis: Sei X (t) = (z1(t) ... ,(t)), dann gilt
(det(X Zdet (T1y oo Ty 1, oy i1, e )

aufgrund der Linearitét der Determinante in den Spalten. Ist nun X das ausgezeichnete Funda-
mentalsystem mit X (to) = Id, dann gilt Z;(¢y) = e; (mit dem i-ten Einheitsvektor e;) und daher
wegen T, (tg) = A(to)Zi(to) = A(to)e; auch

(det Z det 61, ey €i1, A(to)ei, Citly--- ,€n) = Z aii(to) = Spur(A(tO)) .

Jedes allgemeine Losungssystem X erfiillt aber X (t) = X (t)X (o) mit dem ausgezeichneten Fun-
damentalsystem X zum Anfangswert X (to) = Id. Also gilt aufgrund der Multiplikativitdt der
Determinanten det(X (t)) = det(X (¢)) det(X (¢9)) und insbesondere

y'(t) = (det(X (1)) = (det(X(t)))" det(X (to))
was fiir t = ty gerade y'(t9) = Spur(A(to))y(to) liefert. Nun war aber ¢, beliebig, so dass man
y'(t) = Spur(A(t))y(t) fir alle ¢t € I erhalt. O
Da die Losung der Differentialgleichung ¢ = Spur(A(t))y zum Anfangswert y(ty) = yo durch
y(t) = exp ( ftto Spur(A(s)) ds) Yo gegeben ist, ergibt sich als Konsequenz aus diesem Satz, dass fiir

ein Losungssystem die Wronski-Determinante entweder fiir alle Zeiten verschwindet (dies ist bei
yo = 0 der Fall) oder fiir alle Zeiten ungleich Null ist (falls yo # 0 gilt). Man bemerke, dass diese
Aussage gleichbedeutend mit der Aquivalenz von (b) und (c) in Satz [2.3|ist.
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2.1.2 Inhomogene lineare Systeme

Satz 2.6. Sei I C R ein Intervall und seien A: I — R™" sowie b: I — R"™ stetig. Ist x, eine
Losung des inhomogenen linearen Systems (2.1)), dann hat jede weitere Losung x von ([2.1) die
Form x = x, + x, mit einer Lisung x;, des homogenen linearen Systems x' = A(t)x.

Beweis: Sind z, und = Losungen von 2’ = A(t)x + b(t), dann ist © — x, wegen

(= )" = (A(t)x +b(t)) — (A(t)z, + b(t)) = A(t)(z — zp)

eine Losung z;, des homogenen linearen Systems 2’ = A(t)x und es gilt © = x, + x),. O

Abstrakt besagt der vorige Satz, dass die Losungen des inhomogenen linearen Systems einen
affinen Unterraum von C(I,R™) bilden, dessen linearer Anteil der Losungsraum des zugehorigen
homogenen linearen Systems ist. Neben der allgemeinen Lésung des homogenen linearen Systems
muss man also nur eine einzige partikulédre Losung des inhomogenen linearen Systems kennen, dann
hat man schon eine vollstindige Kenntnis von der allgemeinen Losung des inhomogenen linearen
Systems. Wie im eindimensionalen Fall kann man eine partikuldre Losung durch Variation der
Konstanten gewinnen.

Satz 2.7. Sei I C R ein Intervall und seien A: I — R™ " sowie b: I — R" stetig. Ist X ein
Fundamentalsystem des homogenen linearen Systems «' = A(t)x, dann erhdilt man eine Losung x,,
des inhomogenen linearen Systems x' = A( )x + b( ) durch den Ansatz x,(t) = X (t)c(t), aus dem
sich bis auf einen konstanten Vektor c(t ft s)ds ergibt.

Beweis: Setzt man den Ansatz x,(t) = X (t)c(t) in 2/ = A(t)x+b(t) ein, so ergibt sich X'c+X¢' =
A(t)Xc+b( ) und daher Wegen X' = A(t)X sofort ¢(t) = X (t)7'b(t), d.h. bis auf einen konstanten
Vektor c(t ft s)ds. O

Zur Anwendung des Satzes sei allerdings angemerkt, dass es im Gegensatz zum Eindimensionalen
oft nicht ganz leicht ist, das Inverse des Fundamentalsystems X (¢) bzw. eine Losung ¢ der Gleichung
X (t)d(t) = b(t) konkret auszurechnen.

2.2 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung

In Verallgemeinerung von ([1.3)) hat eine (explizite) lineare (eindimensionale) Differentialgleichung
n-ter Ordnung die Form

2™ 4 an ()™ 4k ay (D)2 4 ag(t)z = b(t) (2.2)
mit zeitabhéngigen Koeffizienten ag,aq,...,a,_1 : I — R und einer Inhomogenitét b : I — R auf
einem Intervall I C R. Nach Satz[1.4]ist die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung (2.2)) iiber
y(t) = (x(t),2'(t),..., 2™ (t)) zum linearen n-dimensionalen System

0 1 0 e 0 0
0 0 1 . 0 0
y=\1 : : : : y+| (2.3)
0 0 0 . 1 0
—CL()(t) —aq (t) —GQ(t> e —an_l(t) b(t)

dquivalent. Insbesondere kann man die Sétze [2.1] und auf lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung iibertragen und erhélt das folgende Resultat.
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Satz 2.8. Sei I C R ein Intervall und seien ag,aq,...,a,: I — R sowie b: I — R stetig. Dann
existiert zu jedem (to,xq,...,xn_1) € I X R™ genau eine Lisung x: I — R von (2.2) zu den
Anfangswerten x(ty) = o, 2'(to) = x1, ..., 2" D (ty) = 2,_1.

Die Losungen der homogenen Gleichung 2™ + a,_1 ()2 + -+ + ay ()2’ + ao(t)x = 0 bilden
einen n-dimensionalen Vektorraum, und kennt man eine Lésung x, der inhomogenen Gleichung
, dann hat jede weitere Losung x der inhomogenen Gleichung die Form x = x, + x), mit
einer Losung xj der homogenen Gleichung.

Wieder bezeichnet man eine Basis des Losungsraumes der homogenen Gleichung als Fundamen-
talsystem. Auch die Bestimmung einer partikuléren Losung x, der inhomogenen Gleichung
mittels Variation der Konstanten {ibertrégt sich von linearen Systemen auf lineare Differenti-
algleichungen hoherer Ordnung. Die Berechnung wird dabei sogar einfacher, denn fiir n linear
unabhéngige Losungen x4, ..., x, der homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung

2™+ a, ()" 4y ()7 + ap(t)r = 0

ist das Fundamentalsystem des zugehorigen Systems (2.3]) durch

g X2 L,
/ /
T Ty L,
Y = . .
n—1 n—1 n—1
2D gD 21

gegeben, und die Inhomogenitiat des Systems hat nur in der letzten Zeile einen nicht verschwin-
denden Eintrag Wihrend also eine partikuldre Losung des Systems allgemein durch y,(t) =

ft ,0,0(s))T ds gegeben ist, hat hier die Lésung 2 von Y (s)z = (0,...,0,b(s))"
nach der Cramerschen Regel die Form z; = (—1)””‘&?—8()(3) mit den Wronski-Determinaten
W(s) := det(Y(s)) und W;(s) := det(Y;(s)), wobei Y; die ((n—1) x (n—1))-Matrix bezeichnet, bei
der man die i-te Spalte und die letzte Zeile gestrichen hat (W;(s) ist also die Wronski-Determinante
ZU X1,y ..oy Ti1, Tis1s - - -, Tp Dis zur (n — 2)-ten Ableitung). Da uns aulerdem nur die erste Zeile in-
teressiert, ist eine partikulére Losung x, der linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung gegeben
durch

TL

z,(t) = )i W (5) . (2.4)

- S
1:1

2.3 Die Reduktionsmethode von d’Alembert

Kennt man eine nichttriviale Losung eines homogenen linearen Systems der Dimension n bzw. einer
homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung, so kann man mittels eines von d’Alembert
entdeckten Verfahrens die Dimension bzw. die Ordnung um 1 reduzieren und hat nur noch ein
homogenes lineares System der Dimension n — 1 bzw. eine homogene lineare Differentialgleichung
(n — 1)-ter Ordnung zu 16sen. Diese Reduktionsmethode ist insbesondere im Fall n = 2 niitzlich,
denn eine eindimensionale lineare Differentialgleichungen erster Ordnung besitzt die explizite
Losung , also braucht man im Fall n = 2 nur eine Losung zu erraten und erhélt daraus schon
die allgemeine Losung.
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2.3.1 Reduktion der Dimension

Ist £ : I — R™ eine nichttriviale Losung des n-dimensionalen homogenen linearen Systems x’ =
A(t)z und gilt 0.B.d.A. #; # 0 auf dem Intervall I (ansonsten verkleinere man I oder benenne
Komponenten um), dann erhélt man durch den Ansatz

x(t) == ANt)z(t) + : (2.5)
Yn-1(t)

mit einer skalaren Funktion A : / — R ein (n — 1)-dimensionales homogenes lineares System fiir
y: I — R In der Tat, die durch den Ansatz definierte Kurve  : I — R ist genau dann eine
Losung von x' = Az, wenn

0 0
/
Niaxd+ | P 2aazeal ™
y;z—l ynfl

gilt. Wegen 7' = AZ ist dieses System zu den Gleichungen

n
)\/531 = E a15Y5-1 und
=2
n

)\/i’prl + y; = Za(iﬂ)jyj,l (Z = 1, e, — 1)
j=2

aquivalent. Aus der ersten Gleichung erhélt man wegen 7; # 0 die Gleichung

n

1
N=) 7, Y (2.6)

j=2
und setzt man diese in die verbleibenden Gleichungen ein, so folgt

n ~
Tit1
vi = Z <a<z‘+1)j T alj) Yj-1-

=2

Dies ist das gewiinschte (n — 1)-dimensionale homogene lineare System fiir y.

Hat man nun ein Fundamentalsystem 1, ..., y,_; dieses (n — 1)-dimensionalen Systems gewonnen
(z.B. durch Raten einer weiteren Losung und wiederholte Anwendung der Reduktionsmethode,
oder da das System zufiillig konstante Koeffizienten hatte), dann erhélt man aus jeder dieser
Losungen y; zunéchst durch Integration von (2.6]) eine skalare Funktion A\; und danach aus ({2.5)
eine Losung z; des urspriinglichen n-dimensionalen Systems. Zu zeigen bleibt noch, dass diese
(n — 1) Losungen 1, ..., 2, 1 zusammen mit =, := & ein Fundamentalsystem bilden, also linear
unabhéngig sind. Dazu sei z; = \;@ + (O‘
dieser Gleichung durch z; # 0, so erhélt man

) und 11 + - -+ 4+ ppr, = 0. Teilt man die erste Zeile

paAL + st 1 A1 + iy = 0.
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Multipliziert man diese Gleichung mit = und zieht sie von pyxy + - -+ + p,z, = 0 ab, dann erhalt
man f1yy+- -+ pn_1Yn—1 = 0. Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von v, . .., y,_1 folgt daraus
1 =+ = 1 = 0, und damit dann schlielich auch p, = 0, was die linear Unabhéngigkeit von
Tr1,...,T, beweist.

2.3.2 Reduktion der Ordnung

Ist = eine nichttriviale Losung der homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung
La = 2™ + ap 1 ()20 + -+ ay ()2 + ag(t)r = 0

mit £ # 0 auf I und wiirde man das zuvor geschilderte Reduktionsverfahren auf das zugehorige
System (2.3)) und dessen Losung (7,7, ..., 7" V) anwenden, so wiirde sich als reduziertes (n — 1)-
dimensionales System im Allgemeinen nicht wieder ein homogenes lineares System ergeben, das zu
einer homogenen linearen Differentialgleichung der Ordnung (n — 1) gehort. Daher ist es niitzlich,
den Ansatz zu x(t) = y(t)z(t) abzuindern und y so zu bestimmen, dass = ebenfalls Lz = 0 erfiillt.
Die allgemeine Produktregel ergibt mit a,, :=1

n % i S n n i i ‘
L= )Y (;) YOz =3 (Z (;) 0:(1)3 a)) o
=0 7=0 7=0 =7

Der Koeffizient vor y (d.h. bei j = 0) ist gerade Y. a;(t)Z) = L& = 0, also gilt Lz = 0 genau
dann, wenn ¢y’ die homogene lineare Differentialgleichung

j=0 \i=j+1
der Ordnung (n — 1) 16st. Hat man nun (n — 1) linear unabhéngige Losungen v, ..., y,_, dieser
Gleichung bestimmt und sind yy,...,y,_1 zugehorige Stammfunktionen, so ist w1 z,...,y,_17, 7

tatsdchlich ein Fundamentalsystem der urspriinglichen homogenen linearen Differentialgleichung
n-ter Ordnung, denn aus
T + - fip-1Yn—1T + pp =0

folgt nach Division durch Z # 0 und anschlieSende Differentiation
g+ ey = 0.

Aufgrund der linearen Unabhéngigkeit von v, ...,y,_, ergibt sich daraus py = -+ = g1 = 0
und damit auch u,, = 0, was die lineare Unabhingigkeit von 112, ..., 9,12, beweist.

2.4 Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koef-
fizienten

In diesem Abschnitt wollen wir lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten explizit
durch Angabe eines Fundamentalsystems 16sen. Fiir Systeme kann man ein Fundamentalsystem
mittels Transformation auf Jordansche Normalform bestimmen, fiir Gleichungen héherer Ordnung
muss man nur die Nullstellen des charakteristischen Polynoms berechnen.
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2.4.1 Lineare Systeme mit konstanten Koeffizienten

Ein n-dimensionales lineares System von Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten hat
die Form
¥ = Ax + b(t) (2.7)

mit einer konstanten Matrix A € R™*"™ Zunéchst interessiert uns wieder der homogene Fall b =
0, der spéter insbesondere beim Studium des Verhaltens eines nichtlinearen Systems nahe einer
Ruhelage eine grofie Rolle spielen wird.

Das ausgezeichnete Fundamentalsystem X von 2’ = Az mit X(0) = Id kann man mit Hilfe der
Exponentialabbildung auf Matrizen sofort hinschreiben, es ist ndmlich durch X (t) = exp(tA)
gegeben. Dabei ist die Exponentialabbildung auf Matrizen ganz analog zum Eindimensionalen
durch die Reihe

0 Ak
exp(A) = %
k=0
definiert, die einen unendlichen Konvergenzradius besitzt und deshalb auch fiir jede Matrix A €
R™ ™ konvergiert. Wie in der Analysis I kann man desweiteren fiir A, B € R™"™ mit AB =
BA die Funktionalgleichung exp(A + B) = exp(A)exp(B) mittels des Cauchy-Produktes von
absolut konvergenten Reihen unter Ausnutzung der Kommutativitit AB = BA beweisen, siehe

[Konigsberger], 1.6].

Satz 2.9. Ist A € R"*", so ist die eindeutige Lisung von ©’ = Ax zum Anfangswert x(0) = xg
durch x(t) = exp(tA)xy gegeben.

Beweis: Die Kurve X : ¢t — exp(tA) in R™" erfiillt die Gleichung exp((s+t)A) = exp(sA) exp(tA)
sowie exp(0A) = Id. Da fiir |h| <1 die Abschitzung

|exp(hA) — Id —hA| < WZ%
k=2

gilt, folgt desweiteren fiir die Kurve z(t) := exp(tA)z nicht nur z(0) = xy, sondern auch

() = fim SO = o)y, e+ h)A)wo — exptA)zy
h—0 h h—0 h
exp(hA) —1d

:c0> = exp(tA)Azg = Aexp(tA)zy = Az(t)

Dies zeigt, dass x(t) = exp(tA)xy wirklich die Differentialgleichung 2’ = Az zum Anfangswert
x(0) = ¢ 16st. O
Die allgemeine Formel x(t) = exp(tA)z, aus Satz fiir die Losung von 2’ = Az, 2(0) = x, ist
noch nicht vollkommen befriedigend, denn bisher wissen wir nicht, wie man den Grenzwert der
Reihe exp(tA) fiir eine konkret gegebene Matrix A explizit ausrechnen kann. Offensichtlich kann
man aber alles, was wir in diesem Abschnitt bisher fiir reelle Matrizen gemacht haben, auch fiir

komplexe Matrizen machen. Desweiteren gilt exp(S™tAS) = S~ exp(A)S fiir jede reguliire Matrix
S e C"", denn

exp(STTAS) = i (S_lkﬂ =91 (i A—k> S =S"Texp(A)S.

k=0 k=0
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Daher bietet es sich zur Berechnung von exp(tA) an, A durch Transformation mit S auf Jordansche
Normalform zu bringen.

Im einfachsten Fall ist A diagonalisierbar, so dass man A in eine Diagonalmatrix B = S71AS =
diag(Aq, ..., A,) transformieren kann, wobei die (i.a. komplexen) Zahlen \; die Eigenwerte von A
sind und S als Spalten linear unabhéngige Eigenvektoren v; zu den Eigenwerten A; enthélt. In
diesem Fall ergibt sich somit exp(tA) = Sdiag(e', ... e?")S™1 Setzt man ¢ := Sz, so haben
die Losungen von 2’ = Az also die Form

n

z(t) = S diag(exp(tA1), ..., exp(tA,))c = Z cjeMv; .

J=1

Im komplizierteren Fall ist A nicht diagonalisierbar, dann kann man A aber immerhin noch auf
Jordansche Normalform B = S~'AS transformieren, wobei

010 ..0
001 0
B = diag(A Id+Ny, ..., A, Id+N,) mit N; = :
000 1
000 0

gilt und S als Spalten linear unabhingige Eigen- und Hauptvektoren zu den Eigenwerten \; enthélt.
Dabei sind Hauptvektoren O-ter Stufe zum Eigenwert A; nichts anderes als Eigenvektoren, und w;
heifit Hauptvektor i-ter Stufe zum Eigenwert \;, wenn \;w; +w;_1 = Aw; mit einem Hauptvektor
w;_y der Stufe (i — 1) zu \; gilt. Man bemerke, dass sich die die Hauptvektoren zu A; definierende
Gleichung auch als

(U)kj, cee ,’LU())()\]' Id+N]) = A(wkj’ e ,wo)

mit der maximalen Stufe k; eines Hauptvektors (die gerade der Gréfle des Jordan-Blocks entspricht)
schreiben 148t und somit direkt aus einem Block der Gleichung B = S™'AS entspringt. Aus der
Blockgestalt von B ergibt sich

exp(tB) = diag(exp(t(A Id+Ny)), ..., exp(t(A\. Id +N,))) ,

und man kann leicht ausrechnen, wie die Exponentialabbildung auf einen einzelnen Jordan-Block
wirkt.

Lemma 2.10. Das Fundamentalsystem X des m-dimensionalen linearen Systems ' = (AId+N )z
mit X (0) = 1d st

2 m—1
t g
1t (;Zfz),
X(t):e)‘t : : ' !
00 O t
00 O 1

Beweis: Mit dem Ansatz X(t) := eMY(t) hat man wegen X’ = AX(t) + eMY’(¢) nur noch
Y’ = NY, Y(0) = Id, zu l6sen. Die Matrix N* hat aber nur noch auf der k-ten rechten oberen
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Nebendiagonalen Einsen und ist fiir £ > m die Nullmatrix, also ist

2 m—1
1t 5 .. —Jn—})‘
01 ¢ =)
Y(t) = exp(tN) = : :
0 0 0 t
00 0 1

O
Somit ist exp(tA) = Sdiag(exp(t(AId+Ny)),...,exp(t(\. Id+N,)))S™!, und setzt man ¢ :=

S~1xg, so sind die Loésungen von 2’ = Az Linearkombinationen von

| | tht :
et)"w()’j, R ,et)‘f <wkj7j + twkj,l,j + -+ mwo,j) (j =1,... ,T) ,
g '

mit den Koeffizienten aus ¢, wobei w; ; einen Hauptvektor der Stufe ¢ zu A\; bezeichnet. Die Bestim-
mung des Fundamentalsystems exp(tA) eines linearen Systems mit konstanter Koeffizientenmatrix
A € R™™ ist also nicht viel schwieriger als die Berechnung der Jordanschen Normalform von A.

Man beachte jedoch, dass die Eigenwerte und Eigenvektoren auch fiir eine reelle Matrix A komplex
sein konnen. Allerdings treten die Eigenwerte und Eigenvektoren fiir eine reelle Matrix A immer in
konjugiert komplexen Paaren auf. Aus einem komplexen Fundamentalsystem kann man daher ein
reelles Fundamentalsystem gewinnen, indem man jedes konjugiert komplexes Paar durch seinen
Real- bzw. Imaginérteil ersetzt.

Kurz erwihnt werden soll abschlieBend noch der inhomogene Fall, bei dem b # 0 in gilt.
Natiirlich kann man diesen Fall ganz allgemein mittels Variation der Konstanten handhaben,
rechentechnisch ist es fiir spezielle rechte Seiten b wie z.B. polynomiale, exponentielle oder tri-
gonometrische vektorwertige Funktionen aber h#ufig besser, mittels eines geschickten Ansatzes
eine partikuldre Losung zu suchen. Solche Ansétze haben dabei meist eine dhnliche Form wie die
Inhomogenitét b. Genauer werden wir die Wahl eines speziellen Ansatzes fiir lineare Differential-
gleichungen hoherer Ordnung mit konstanten Koeffizienten diskutieren.

2.4.2 Lineare Differentialgleichungen héherer Ordnung mit konstanten
Koeffizienten

Eine lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten hat die Form

™ 4 a2V 4 a2’ 4 agz = b(2) (2.8)
mit Konstanten ay,...,a,_1. Natiirlich kénnte man ein explizites Fundamentalsystem von ({2.8)

dadurch bestimmen, dass man zum zugehorigen System {ibergeht. Die zugehdrige Matrix hat das
charakteristische Polynom (—1)"(A" +a, 1 A" ' 4+ 4+ a1 A + ag). Die Nullstellen dieses Polynoms
sind gerade die Eigenwerte A; der zugehorigen Matrix, und aus der ersten Zeile von Lemma m
sieht man, dass jede Losung eine Linearkombination der Funktionen ¢4~ 1e?it ist, wobei ¢ von 1 bis
zur algebraischen Vielfachheit von \; lauft.

Wir wollen aber auch noch einen direkten elementaren Beweis dieser expliziten Form des Fun-
damentalsystems von (2.8) geben. Dazu bemerke man, dass man in jedes abstrakte Polynom
P € C[X] mit moglicherweise komplexen Koeffizienten, wie z.B. das Polynom

P(X)=X"+a, 1 X" '+ +a; X +ag
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mit Hochstkoeffizient a,, := 1, fiir die Variable X nicht nur reelle oder komplexe Zahlen einsetzen
kann, sondern auch Matrizen und sogar Differentialoperatoren wie z.B. den Differentialoperator
erster Ordnung D := () = 4. Potenzen D" interpretiert man dabei als k-malige Anwendung von
D. Dadurch kann man die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung einfach als P(D)x = b
mit dem Differentialoperator n-ter Ordnung P(D) schreiben. Um nun ein Fundamentalsystem von
(2.8) zu erhalten, berechnen wir, wie der Differentialoperator P(D) auf den Ansatz e wirkt.

Lemma 2.11. Fiir jedes P € C[X] und jedes \ € C gilt P(D)e™ = P()\)e.

Beweis: Aus DeM = \eM folgt DFer = MeM und damit

P(D)eM = Z DFeM = Z apAer = P(\)eM
k=0 k=0

O

Insbesondere ist also fiir jede Nullstelle A € C von P()) die Funktion z(t) := e eine Losung der
homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung P(D)x = 0.

Satz 2.12. Sei P € C[X] ein Polynom vom Grad n. Hat P genau n paarweise verschiedene Null-
stellen \; € C, j =1,...,n, so bilden die Funktionen e*' ein Fundamentalsystem von P(D)z = 0.
Beweis: Wir miissen nur noch die lineare Unabhiingigkeit der Funktionen e,
Die zugehorige Wronski-Determinante lautet an der Stelle ¢ = 0

j=1,...,n, zeigen.

I T
Mooh A

det | | 777 S [ =TI =2,
! : ! 1>7
PV Ve oS ’

da die Matrix gerade die Vandermondsche Matrix ist, deren Determinante man schon aus der linea-
ren Algebra kennt. Diese Determinante ist aber ungleich Null, da \; # A; fiir ¢ # j vorausgesetzt
wurde. O

Ist A € C eine mehrfache Nullstelle der Vielfachheit k£ von P, dann ist t9~'e fiir jedes ¢ = 1,.. .,k
eine Losung der homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung P(D)z = 0. Tatséchlich, wegen

j;l—illekt = 97 1eM gilt aufgrund der Vertauschbarkeit der Ableitungen nach ¢ und A

g—1 Xt d Gy dr! At G At
P(D)(t" e ):P(E) D iC :W(P(D)e )ZW(P()\)G ) =0,

wobei im letzten Schritt benutzt wurde, dass A (fiir festes ¢) auch eine k-fache Nullstelle von

P(M\)eM ist wegen fg:,;l_]f (A) =0 fiir alle 1 < m < k und der verallgemeinerten Produktregel

de1 At E q— 1\d"'P q—m At
TPV = (m B 1) T (e

Satz 2.13. Sei P € C[X] ein Polynom vom Gradn. Hat P die paarweise verschiedenen Nullstellen
N € C,j=1,...,r, der Vielfachheit k;, so bilden die Funktionen t9~'e*' q = 1,... k;, j =
L,...,r, ein Fundamentalsystem von P(D)x = 0.
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Beweis: Wir miissen nur noch die lineare Unabhingigkeit der Funktionen t7~teM?t ¢ =1,... k;,
j =1,...,r, zeigen. Eine beliebige Linearkombination dieser Funktionen hat offenbar die Form
25:1 p;j(t)et, wobei p; ein komplexes Polynom ist und )\; paarweise verschiedene komplexe Zahlen
sind. Wir miissen daher zeigen, dass Z;:1 pi(t)e’’ = 0 nur dann auf einem Intervall gelten kann,
wenn alle Polynome p; gleich Null sind. Fiir » = 1 ist dies klar (Induktionsanfang). Angenommen,

diese Aussage sei schon fiir » Summanden bewiesen und es gelte

r+1

ij (t)edt =0
j=1

auf einem Intervall /. Multiplikation dieser Gleichung mit e~*+1* liefert
D ps(0)e T g pr (1) = 0
j=1

auf I, und leitet man dies Gleichung (deg(p,41)+1)-mal ab, so erhélt man wegen DdeePr+1)+1p | —
0 eine Gleichung der Form

> ay()e e =0
j=1

mit Polynomen ¢;. Nach Induktionsvoraussetzung folgt daraus ¢; = 0 fiir alle j = 1,...,r, dies
impliziert aber auch p; = 0, da die Ableitung von r(t)et (u # 0) gerade (r'(t) + pr(t))e™ ist,
wobei (' + pr) denselben Grad wie r hat und insbesondere bei r # 0 auch ungleich Null ist.
SchlieBlich folgt aus p; = 0 fiir alle j = 1,...,7 aber wegen Z;:L pi(t)et’ =0 auch p,y; =0. O

Man beachte, dass das gefundene Fundamentalsystem selbst dann aus komplexwertigen Funktionen
bestehen kann, wenn P ein reelles Polynom ist, da reelle Polynome i.a. nur iiber C in Linearfaktoren
zerfallen. Jedoch treten in diesem Fall komplexe Nullstellen A\; nur in konjugierten Paaren auf, d.h.
mit \; ist auch Xj eine Nullstelle. Ein reelles Fundamentalsystem kann man gewinnen, indem man
die komplexen Losungen t7~tetit t9-teNit durch t971 Re(eti?), 971 Im(eM?) ersetzt.

Im Fall einer inhomogenen Differentialgleichung héherer Ordnung macht es fiir polynomiale, expo-
nentielle oder trigonometrische Inhomogenitéaten b # 0 in héufig Sinn, statt mittels Variation
der Konstanten durch einen speziellen Ansatz eine partikuldre Losung zu suchen. Dieser Ansatz
sollte dieselbe Form wie b haben, also auch polynomial, exponentiell oder trigonometrisch sein. Be-
vor wir ein genaueres Resultat dazu formulieren, welche Ansétze garantiert zu einer partikuldren
Losung fiihren, sei noch kurz bemerkt, dass es ausreicht, den Fall b(t) = p(¢)e* mit einem Polynom
p und einem Exponenten p € C zu diskutieren. Denn eine allgemeine polynomiale, exponentielle
oder trigonometrische Inhomogenitdt b ist eine Summe b = ). b; von solchen Funktionen b;, mit
partikuldren Losungen x; zu den einzelnen b; ist dann aber auch die Summe ) . z; eine partikulére
Losung zur Inhomogenitét b.

Satz 2.14. Sei P € C[X] ein Polynom vom Grad n, und sei b(t) = p(t)et* mit einem Polynom p
und einem Exponenten p € C.

o Ist yu keine Nullstelle von P, dann existiert eine partikuldre Losung x, von P(D)x = b die
die Form x,(t) = q(t)e* mit einem Polynom q vom gleichen Grad wie p hat.

o Ist i eine Nullstelle von P der Vielfachheit k, dann existiert eine partikulire Lésung x, von
P(D)x = b die die Form x,(t) = tkq(t)e" mit einem Polynom q vom gleichen Grad wie p
hat.
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Beweis:

e Hat p den Grad 0, d.h. p(t) = po ist konstant, dann gilt nach Lemma die Gleichung

P(D)(ce!) = cP(u)e*, also gilt mit dem konstanten Polynom ¢(t) := Py Wie behauptet
P(D)(q(t)e") = poe.
Den allgemeinen Fall beweisen wir nun per Induktion: Angenommen, die Aussage stimmt
fiir Polynome p vom Grad m. Ist nun p ein Polynom vom Grad m + 1 und ist p das durch
P(D)(x™ert) = p(t)et eindeutig bestimmte Polynom vom Grad m + 1, dann gibt es
eine Konstante ¢, so dass p — ¢p ein Polynom ist, dessen Grad hochstens m betrédgt. Nach
Induktionsvoraussetzung gibt es dann aber ein Polynom ¢ vom Hochstgrad m mit

P(D)(q(t)e") = (p(t) — cp(t))e"" .

Daraus ergibt sich aber mit dem Polynom ¢(z) := cz™™! + G(z) vom Hochstgrad (m + 1) die
Gleichung

P(D)(q(t)e") = p(t)et .

e Da p eine Nullstelle von P der Vielfachheit k ist, gibt es ein Polynom @ mit P(X) =
Q(X)(X — pu)* und Q(u) # 0. Nach dem ersten Teil gibt es ein Polynom ¢ vom Hochstgrad
m mit Q(D)(q(t)e") = p(t)et. Zu diesem ¢ gibt es wiederum ein Polynom, dessen k-te
Ableitung gerade ¢ ist, und ohne Einschrinkung hat dieses Polynom die Form t*q(t), denn
beim Ableiten fallen die Terme bis zum Grad (k — 1) weg. Nun gilt

(D — ) (a()e) = (tq(t) e = gt)er,

denn die Ableitung von r(t)e ist gerade (r’(t)+pur(t))e™, also ist (D—p)(r(t)e) = r'(t)e.
Daher gilt wie gewiinscht

P(D)(t"q(t)e") = Q(D)(D — w)*(t*q(t)e") = Q(D)(q(t)e") = p(t)e".

O
Eulersche Differentialgleichungen
Eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung der Form
"™ +q, " 2D 4 gt +agr =0 (2.9)
auf (0,00) mit Konstanten ay,...,a,_1 heifit Eulersche Differentialgleichung. Durch die Substi-

tution t = e, z(t) = y(In(t)), oder dquivalenterweise s = In(t), y(s) = z(e®), kann man eine
Eulersche Differentialgleichung auf eine homogene lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung mit
konstanten Koeffizienten zuriickfiithren, denn es gilt

(1) = y(s)
tz'(t) = i/ (s) wegen y'(s) = 2/ (¢)t
t?2"(t) = y"(s) — y/(s) wegen y"(s) = 2" (t)t* + 2/ (t)t
32" (t) = 3" (s) — 3y"(s) + 2/ (s) wegen y"'(s) = 2" (t)t> + 32" ()t* + 2/(t)t usw.
und daher

2

Y+ gy e by boy = 0

mit konstanten Koeffizienten by, by, ..., b,_1, die sich aus der Substitution und ay, . .., a,_1 berech-
nen lassen.
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Beispiel 2.15. Die Eulersche Differentialgleichung t*z" — 3tx’' + Tx = 0 auf dem Intervall (0, 00)
fihrt durch die Substitution t = e, x(t) = y(In(t)), auf die Differentialgleichung y" — 4y’ + Ty = 0
mit konstanten Koeffizienten. Diese Gleichung hat das charakteristische Polynom \* — 4\ +7 =0
mit den Nullstellen A\ o = 2 £ iv3 und somit die allgemeine reelle Lisung

y(s) = c16® cos(V/3s) + cp* sin(v/3s) .

Die allgemeine Losung der betrachteten Eulerschen Differentialgleichung auf dem Intervall (0, 00)
ist also

z(t) = 1t cos(V31In(t)) + eot? sin(v/31n(t)) .
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Kapitel 3

Qualitative Theorie

In der qualitativen Theorie von Differentialgleichungen diskutiert man autonome Systeme von Dif-
ferentialgleichungen nicht mehr im Hinblick auf Existenz, Eindeutigkeit oder lokale Abhéngigkeit
der Losungen von den gegebenen Daten, sondern man versucht, einen Eindruck vom langfristigen
Verhalten aller Losungen zu bekommen. Dazu untersucht man insbesondere spezielle Losungen wie
Ruhelagen (=Gleichgewichte, Equilibria), periodische Orbits oder allgemeinere invariante Teilmen-
gen des Phasenraumes auf Stabilitéit, denn stabile Losungen bestimmen das langfristige Verhalten
von in ihrer Ndhe gelegenen Losungen.

3.1 Grundlegende Begriffe

Da wir uns beim qualitativen Studium eines autonomen Systems von Differentialgleichungen

¥ = f(@) (3.1)

nicht so sehr fiir einzelne Losungen, sondern fiir die Gesamtheit aller Losungen und somit fiir das
Phasenportrait interessieren (siehe Deﬁnition, spielt der von generierte Losungsoperator
eine entscheidende Rolle. Wir werden {iiblicherweise voraussetzen, dass f : Q2 — R" auf einer
offenen Teilmenge 2 C R”™ stetig ist und dort einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt, dann
existiert nach Satz zu jedem Anfangswert in ) lokal eine eindeutige Losung. Wiirde man
desweiteren voraussetzen, dass alle Losungen sogar auf ganz R und damit global existieren, so wére
der Losungsoperator nach Satz bereits ein Fluss (siehe Definition . Diese Voraussetzung
ist fiir manche Anwendungen aber zu stark, daher fithren wir hier den etwas schwécheren Begriff
eines lokalen Flusses ein.

Definition 3.1. Sei Q C R x Q offen. Eine stetige Abbildung ®: Q — 2 heifit lokaler Fluss
(=kontinuierliches lokales dynamisches System) auf der Menge Q, falls {0} x Q C Q und ®(0,-) =
Idg gilt, {t € R|(t,x) € Q} fir jedes x € § ein Intervall ist, sowie fir jedes (t,z) € Q mit
(s,®(t,x)) € Q auch schon (s+t,x) € Q und ®(s+t,x) = O(s, P(¢,x)) gilt.

Satz 3.2. Ist Q C R" offen, geniigt das stetige Vektorfeld f: Q@ — R™ einer lokalen Lipschitz-
bedingung, und bezeichnet man die mazimale Lisung von ©' = f(x) zum Anfangswert z(0) = xq
mit I, ot — ®(t,z9), so ist Q = {(t,z) € Rx Q|t € I} eine offene Umgebung von {0} x Q

sowie eine Vereinigung Q = |J I, x {x} von Intervallen, und ®: QQ — 2 ist ein lokaler Fluss. Ist
€
dariberhinaus f stetig differenzierbar, so ist auch ® (in beiden Variabeln) stetig differenzierbar.
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Beweis: Der Satz fasst nur den lokalen Existenz- und Eindeutigkeitssatz|1.32} den Fortsetzungssatz

und unsere Resultate bzw. iiber stetige bzw. differenzierbare Abhéngigkeit vom
Anfangswert fiir den Fall einer autonomen Differentialgleichung zusammen. O

Natiirlich gelten die in Satz formulierten Stetigkeits- und Differenzierbarkeitseigenschaften im
Falle der globalen Existenz von Losungen auch fiir einen Fluss. Betrachtet man nur nichtnegative
Zeiten t > 0, so spricht man von einem (lokalen) Halbfluss statt von einem (lokalen) Fluss.

Die Menge €2 bezeichnet man als den Phasenraum (=Zustandsraum), auf dem der (lokale) Fluss
definiert ist. Die Spur x(I,,) = ®(I,,, o) einer maximalen Losung x von (3.1)) zu einem Anfangs-
wert xy € €2 bezeichnet man als Orbit (=Zeitorbit, Trajektorie, Phasenkurve) durch z,. Betrachtet
man nur positive Zeiten, so spricht man vom (positiven) Halborbit durch z,. Wie wir aufgrund
unserer Existenz- und Eindeutigkeitsresultate wissen, geht durch jeden Punkt des Phasenraums
genau ein Orbit.

Spezielle Orbits haben oft einen grofien Einfluss auf das langfristige Verhalten der Orbits fiir
t — 400 in einem groferen Teilbereich des Phasenraums. Solche Orbits sind oft sehr einfach,
ndmlich Ruhelagen oder periodische Orbits.

Definition 3.3. Ein Punkt xo € Q heifst Ruhelage (=Gleichgewicht, Equilibrium) der autonomen
Differentialgleichung x' = f(x), falls f(xo) = 0 oder dquivalenterweise ®(t,xq) = xo fir allet € R
qgilt.

Definition 3.4. Ist x eine T-periodische Lisung der autonomen Differentialgleichung ' = f(z)
zum Anfangswert xo oder gilt dquivalenterweise ®(T,xg) = xq, so heifit die Spur von x bzw. der
Orbit durch xq ein periodischer Orbit.

Lemma 3.5. Auf jeden Orbit x(1,,) = ®(I,,,z0) des von (3.1)) generierten lokalen Flusses ® trifft
genau eine der folgenden Aussage zu:

o Der Orbit ist ein Punkt und somit eine Ruhelage.
e Der Orbit ist eine geschlossene Kurve und somit ein periodischer Orbit.

e Der Orbit ist nicht geschlossen, und dann ist t — ®(t,zq) eine Bijektion von I, auf den
Orbit.

Beweis: Die Abbildung ¢ — ®(t, ) auf dem maximalen Existenzintervall I, der Losung durch
T ist immer eine Surjektion auf den Orbit durch zy. Tritt also nicht der letzte Fall ein, dann
muss t — D(t,x9) nicht injektiv sein, d.h. es gibt ein ¢t € [,, und ein 7" > 0 mit ¢t + T €
I, und ®(t + T,x0) = P(t, ). Dann gilt aufgrund der Eindeutigkeit aber schon I,, = R und
O(t+ T, x) = O(t,z0) fur alle ¢ € R. Kann man 7" beliebig klein wéhlen, dann ist der Orbit eine
Ruhelage, ansonsten gibt es ein minimales 7' > 0 mit dieser Eigenschaft und der Orbit gehort zu
einer periodischen Loésung mit Periode T O

Um das langfristige Verhalten eines (kontinuierlichen) dynamischen Systems erfassen zu konnen,
d.h. das Verhalten der Losungen fiir ¢ — 400, erweisen sich verschiedene Stabilitédtsbegriffe als
hilfreich. Vor deren Formulierung sei daran erinnert, dass U C R" eine Umgebung der Teilmenge
A C R” heifit, falls es eine offene Menge V- C R” mit A € V C U gibt. In den folgenden
Definitionen beziehen wir uns immer auf ein fest gewéhltes stetiges Vektorfeld f : @ — R”, das
einer lokalen Lipschitzbedingung geniigt, und den von f generierten lokalen Fluss .
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Definition 3.6. Eine Menge A C Q heifit (Lyapunov-)stabil unter dem von generierten
lokalen Fluss ®, wenn es fir jede Umgebung V von A eine Umgebung U von A gibt, fir die jede
Lésung zu einem Anfangswert x € U auf [0,4+00) definiert ist und ®(t,x) € V' fir alle t > 0 und
x e U erfillt.

Stabilitat ist in gewisser Weise eine Verschérfung der auf kompakten Zeitintervallen vorhandenen
stetigen Abhéngigkeit. Tatséchlich, ist xy eine Ruhelage, so besagt die stetige Abhéngigkeit vom
Anfangswert gerade, dass lim,_,, ®(t,z) = ®(¢, z9) = zo gleichméBig fiir alle ¢ € [0, T] gilt. Dies
bedeutet aber nichts anderes, als dass es fiir jede Umgebung V' von A := {z¢} eine Umgebung U
von A mit ®(t,z) € V fur alle t € [0,7] und z € U gibt. Die Ruhelage {x} ist somit genau dann
stabil, wenn diese Bedingung nicht nur auf [0, 7] sondern sogar auf [0, +00) gilt.

Stabilitét einer Ruhelage zy bedeutet jedoch noch nicht, dass in der Néhe von xy gestartete Losun-
gen langfristig auch gegen xy konvergieren. Beispielsweise kreisen bei den unter Punkt (d) von
Abschnitt diskutierten linearen Fliissen die Orbits um die Ruhelage 0, ohne ihr beliebig nahe
zu kommen. Eine Menge, gegen die alle in der Ndhe gestartete Losungen konvergieren, nennt man
einen Attraktor.

Definition 3.7. Fine Menge A C Q heifst ein Attraktor des von (3.1)) generierten lokalen Fluss
®, falls es eine Umgebung U von A g¢ibt, fiir die jede Losung zu einem Anfangswert x € U auf
[0, +00) definiert ist und limy_, . dist(®(¢t,z), A) = 0 erfillt.

Andererseits muss ein Attraktor A nicht stabil sein, es konnte ndmlich sein, dass sich beliebig nah
bei A gestartete Losungen zunéchst einmal bis zu einer festen Distanz von A entfernen und erst
danach die Distanz zu A wieder gegen Null konvergiert, siche [Amannl, (15.1.d)]. Ist dies nicht der
Fall, so nennen wir A asymptotisch stabil.

Definition 3.8. Ist eine Menge A C ) sowohl (Lyapunov-)stabil als auch ein Attraktor, so heifst
sie asymptotisch stabil.

Zu guter letzt wollen wir noch sagen, wann wir zwei lokale Fliisse ® auf Q und ® auf Q) als dquivalent
betrachten wollen. Dies soll der Fall sein, wenn es eine topologische Konjugation zwischen IThnen
gibt.

Definition 3.9. Zwei lokale Flisse ® auf Q (definiert auf Q) und ® auf Q (definiert auf Q) heifien
topologisch dquivalent, wenn es eine topologische Konjugation zwischen ihnen gibt, d.h. eine Zahl
a > 0 und einen Homdéomorphismus h : 2 — Q mit der Eigenschaft

V(t,z) € Q : h(®(t,x)) = d(at, h(z)).

Sind die Fliisse ® und @ topologisch dquivalent, dann sieht das Phasenportrait von ® samt zeitlicher
Orientierung der Orbits in den neuen durch h gegebenen Koordinaten ndmlich genauso aus wie
das Phasenportrait von ®.

3.2 Lineare Fliisse

In diesem Abschnitt wollen wir das qualitative Verhalten von homogenen linearen Systemen mit
konstanten Koeffizienten diskutieren, d.h. von Differentialgleichungen der Form

= Az
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mit einer konstanten Matrix A € R"*". Wie wir schon aus Abschnitt wissen, erzeugen solche
Differentialgleichungen den (globalen) Fluss exp(tA). Da jede einzelne Abbildung exp(tA) linear
ist, nennt man diesen Fluss linear.

Bezeichnet B = S™'AS die Jordansche Normalform von A, dann ist der Fluss exp(tA) zum
Fluss exp(tB) topologisch dquivalent, indem man die Zeit unverdndert 148t (¢ = 1) und als to-
pologische Konjugation die lineare Abbildung h(x) := S~'x wihlt, denn es gilt S~ exp(tA)z =
exp(tB)S ™! x. Tatsiichlich sind die Fliisse exp(tA) und exp(tB) linear dquivalent, d.h. / ist nicht
nur ein Homéomorphismus sondern sogar eine bijektive lineare Abbildung. Daher reicht es bei
einer qualitativen Diskussion linearer Fliisse aus, exp(tA) fiir eine Matrix A in Jordanscher Nor-
malformen zu untersuchen.

3.2.1 Stabilitat

Zunéchst wollen wir klaren, wann die Ruhelage 0 eines homogenen linearen Systems x’ = Az mit
konstanten Koeffizienten stabil bzw. asymptotisch stabil ist.

Satz 3.10. Der Nullpunkt von x' = Ax ist genau dann eine stabile Ruhelage, wenn fiir alle Figen-
werte A von A die Ungleichung Re(X) < 0 gilt und jeder Eigenwert A mit Re(\) = 0 halbeinfach
ist, d.h. seine algebraische und geometrische Vielfachheit stimmen tberein.

Beweis: Jede Losung x(t) = exp(tA)xy von 2’ = Az ist eine Linearkombination von Kurven der

Form t* exp(\t)w mit Eigenwerten A von A und Eigen- bzw. Hauptvektoren w von A. Sind also

die angegebenen Voraussetzungen an die Eigenwerte erfiillt, dann gilt sup |exp(tA)| < oo, denn
>0

entweder gilt Re(\) < 0 und damit t* exp(\t) — 0 fiir ¢ — oo, oder es gilt Re(\) = 0 und k = 0, so
dass t* exp(\t) auf [0, 00) beschriinkt bleibt. Wihlt man also zu € > 0 den Radius r so klein, dass

(sup | eXp(tA)|) r < e gilt, dann folgt aus zo € B,(0) schon |exp(tA)xo| < |exp(tA)||zo| < e.
>0
Dies bedeutet aber gerade, dass 0 eine stabile Ruhelage ist.

Ist umgekehrt eine der angegebenen Voraussetzungen verletzt, so gibt es ein o # 0 mit | exp(tA)xo| —
oo. Da dann auch | exp(tA)(exg)| — oo fiir jedes € > 0 gilt, ist 0 eine instabile Ruhelage. O

Korollar 3.11. Gibt es einen Eigenwert A von A mit Re(\) > 0, so ist der Nullpunkt von 2’ = Ax
eine instabile Ruhelage.

Satz 3.12. Der Nullpunkt von x' = Ax ist genau dann eine asymptotisch stabile Ruhelage, wenn
fiir alle Eigenwerte A von A die Ungleichung Re(\) < 0 gilt.

Beweis: Wie Beweis von Satz ist jede Losung z(t) = exp(tA)zg von 2’ = Az eine Li-

nearkombination von Kurven der Form t*exp(A\t)w mit Eigenwerten A von A und Eigen- bzw.

Hauptvektoren w von A. Ist also die angebene Voraussetzung an die Eigenwerte erfiillt, dann

gilt thm exp(tA)zy = 0 wegen t*exp(\t) — 0 fiir t — oo fiir A mit Re(\) < 0. Also gilt auch
— 00

exp(tA) — 0 in L(R™) und somit ist 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage.

Ist umgekehrt die angegebene Voraussetzung verletzt, so gibt es ein xg # 0 mit |exp(tA)xy| — oo
(im Fall dass einer Term t* exp(At)w mit Re(A\) > 0 oder mit Re(\) = 0 sowie k > 0 vorkommt)
oder ein zg # 0 mit | exp(tA)zo| = |zo| (im Fall dass einer Term exp(Af)w mit Re(A) = 0 vor-
kommt). O
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3.2.2 Ebene lineare Fliisse

Nachdem wir die Stabilitdt der Ruhelage 0 eines homogenen linearen Systems geklart haben,
wollen wir nun genauer wissen, wie sich die Losungskurven eines homogenen linearen Systems
qualitativ verhalten. Dazu betrachten wir zunichst ebene Systeme 2’ = Az mit A € R**2. Um die
verschiedenen Moglichkeiten der Jordanschen Normalform zu diskutieren, unterscheiden wir die
folgenden Fille.

(a) A hat reelle Eigenwerte # 0 unterschiedlichen Vorzeichens: Dann ist die Ruhelage 0 instabil
und A hat die Jordansche Normalform

_algq_ (M O
B=S AS—(O )\2>.

Nach der Koordinatentransformation mittels y = h(z) = S~'z hat die Lésung also die Form
exp(tB)y = (e™y;,e?2yy). Ist A\; < 0 < Ay, dann streben alle Losungen zu Anfangswerten
mit yo = 0 gegen 0, wihrend bei yo # 0 die Losungen gegen Unendlich laufen. Die Ruhelage
0 nennt man in diesem Fall einen Sattel.

(b) A hat nur Eigenwerte mit negativem Realteil: Dann ist die Ruhelage 0 asymptotisch stabil
und man bezeichnet sie auch als Senke. Es treten die folgenden unterschiedlichen Fille auf:

e Die Eigenwerte sind reell und halbeinfach, dann hat A wiederum die Jordansche Nor-

malform
a1 Y OSEN

nur diesmal mit Ay < Ay < 0 bzw. Ay = Ay < 0. In den neuen Koordinaten lautet
die Losung exp(tB)y = (ey;, e*2y) und man bezeichnet die Ruhelage 0 als stabilen

Knoten bzw. stabilen Fokus.

e Es gibt einen nicht halbeinfachen reellen Eigenwert, dann hat A die Jordansche Nor-

malform
Al
_ q-1 _
pesas=(} )

mit A < 0. In den neuen Koordinaten lautet die Lésung exp(tB)y = (e y; +teys, ePys)
und man bezeichnet die Ruhelage 0 als uneigentlichen stabilen Knoten.

e Die Eigenwerte sind komplex und haben somit die Form A = a +iw und A = a — iw mit
a < 0 und w > 0. In diesem Fall hat A die reelle Jordansche Normalform

B=2S"148 = (a _“’) .
w

a

Nach der Koordinatentransformation mittels y = h(x) = S~z hat die Losung also die
Form exp(tB)y = e'(cos(wt)y; — sin(wt)ys, sin(wt)y; + cos(wt)ys) und man bezeichnet
die Ruhelage 0 als stabilen Strudel.

(c) A hat nur Eigenwerte mit positivem Realteil: Dann ist die Ruhelage 0 instabil und man
bezeichnet sie auch als Quelle. Es treten analog zum vorigen Fall unterschiedliche Fille auf,
in denen man die Ruhelage 0 als instabilen (uneigentlichen) Knoten, Fokus und Strudel
bezeichnet.
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(d) A hat rein imaginire Eigenwerte: Dann haben die Eigenwerte die Form A\ = iw und A\ = —iw
mit w > 0 und A hat die reelle Jordansche Normalform

B=S"1A48 = (0 _“’) .
w 0

Alle Losungen sind periodisch mit Periode %”, und man nennt die Ruhelage 0 ein Zentrum

oder einen Wirbel. Die Ruhelage ist stabil, aber nicht asymptotisch stabil.

(e) A hat einen Nulleigenwert: Dann gibt es eine Gerade von Ruhelagen und einen Eigenwert
A # 0, jede Losung hat in den neuen Koordinaten also die Form exp(tB)y = (y1,ey2), oder
A ist die Nullmatrix und alle Losungen sind Ruhelagen.

3.2.3 Kilassifikation hyperbolischer linearer Fliisse

Im vorigen Abschnitt haben wir ebene lineare Fliisse bis auf lineare Aquivalenz klassifiziert, wir
haben namlich das Verhalten aller Losungen in Koordinaten angegeben, in denen A Jordansche
Normalform hat. In h6heren Dimensionen bereiten einem bei einer solchen Klassifikation besonders
die Analoga der letzten beiden Félle grofie Probleme, bei denen es einen Eigenwert mit Realteil 0
gibt, denn in diesem Fall mufl man sehr viele Fallunterscheidungen machen. Daher betrachtet man
in hoheren Dimensionen iiblicherweise zunéchst einmal hyperbolische lineare Fliisse.

Definition 3.13. Fin linearer Fluss exp(tA) heifit hyperbolisch, falls kein Figenwert von A einen
verschwindenden Realteil besitzt.

Fiir einen hyperbolischen Fluss ist nur 0 eine Ruhelage, denn Az = 0 fiir ein xg # 0 wiirde bedeu-
ten, dass 0 ein Eigenwert von A ist. Der Nullpunkt ist nach Satz [3.12] genau dann asymptotisch
stabil, d.h. eine Senke, wenn Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte A von A gilt, und er ist eine Quelle,
d.h. |exp(tA)xo| — oo gilt bei t — oo fiir alle zy # 0, wenn Re(A\) > 0 fur alle Eigenwerte A von
A gilt.

Mit Hilfe des folgenden Lemmas wollen wir noch einmal quantitativ festhalten, dass die Losungen
sogar exponentiell schnell gegen 0 konvergieren, falls 0 eine asymptotisch stabile Ruhelage ist.

Lemma 3.14. Gilt mit einer reellen Zahl o € R die Ungleichung Re(\) < « fiir jeden Figenwert
A von A € R™™ dann gibt es eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm || - || auf R™ mit
lexp(tA)[| < €.

Beweis: Fasst man A als komplexe Matrix auf, dann hat A bzgl. einer geeigneten Basis die Form
A = D + N mit einer Diagonalmatrix D = diag(Ay,...,\,), wobei die Eigenwerte \; von A
moglicherweise mehrfach vorkommen, und einer nilpotenten Matrix N, d.h. es gilt N® = 0. Dabei
gilt DN = ND und man kann die Basis eq,...,e, so wiahlen, dass Ne; = e;_1 oder Ne; = 0
gilt. Ersetzt man e; durch é; := d¢; mit einem § > 0, so bleibt in der Darstellung von A bzgl.
dieser neuen Basis D unverédndert, wihrend N¢; = de; oder N¢; = 0 gilt. Also hat N hochstens in
der rechten oberen Nebendiagonalen die von Null verschiedenen Eintrdge ¢. Indem man die vom
Euklidischen Skalarprodukt zu dieser Basis ¢€; induzierte Norm verwendet und ¢ geniigen klein
wihlt, erhdlt man also zu jedem € > 0 eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm || - || mit
|N|| < e. Die Norm || D|| von D ist offensichtlich das Maximum der Betrige aller Eigenwerte,
daher erhélt man fiir ¢ > 0 so klein, dass Re(\) 4+ ¢ < « gilt, die Ungleichung



Zusammen mit der Abschétzung | N|| < e gilt also die gewiinschte Ungleichung

lexp(tA)|| = [lexp(tD) exp(tN)|| < [lexp(tD)| || exp(tN)|| < @IVl < ).

Satz 3.15. Fir A € R™" sind dquivalent:

(a) Der Nullpunkt ist eine asymptotisch stabile Ruhelage (oder Senke) von x' = Ax.
(b) Es gibt Konstanten o > 0 und 3 > 1 mit |exp(tA)z| < fe~*|x| fiir alle t > 0 und z € R™.

(c) FEs gibt eine Konstante o > 0 und eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm || - || auf
R"™ mit || exp(tA)z| < e ™||x|| fir alle t > 0 und z € R™.

Beweis: Wendet man Satz und Lemma[3.14] mit einem o > 0 an, fiir das Re(\) < —a fiir alle
Eigenwerte A von A gilt, so ergibt sich die Aquivalent von (i) und (iii). Der Punkt (ii) ist aber zu
(iii) squivalent, da es aufgrund der Aquivalenz aller Normen zu der Norm |- | Konstanten ¢, C' > 0
mit c|z| < [|z]| < C|z| fiir alle z € R" gibt, man kann also 8 = £ wihlen. O
Analog ist der Nullpunkt genau dann eine Quelle von 2/ = Az, wenn |exp(tA)z| > [e™|z| mit
Konstanten o > 0, § > 1, fiir alle t > 0 und = € R" gilt. Die vorigen beiden Resultate wollen wir
nutzen, um zu zeigen, dass sich bei einem hyperbolischen linearen Flufl der Phasenraum in stabile
und instabile Richtungen zerlegen 148t, die unter dem Fluss invariant sind und auf denen der Fluss
kontrahierend bzw. expandierend ist. Dazu nennen wir einen linearen Fluss kontrahierend, wenn
der Nullpunkt eine Senke ist, und expandierend, wenn der Nullpunkt eine Quelle ist.

Satz 3.16. Ist exp(tA) ein hyperbolischer linearer Fluss, dann kann man den Phasenraum eindeu-
tig in eine direkte Summe XX, von Unterrdumen zerlegen, so dass A eine Zerlegung A = AsB A,
mit As : Xs — Xs, Ay : Xy — X, besitzt und exp(tAs) auf X kontrahierend ist, wihrend exp(tA,)
auf X, expandierend ist.

Beweis: Wir fassen wiederum A als komplexe (n x n)-Matrix auf und definieren X als die Summe
aller verallgemeinerten Eigenrdume zu Eigenwerten A mit Re(\) < 0, d.h.

X, = & Ker((A — A1d)™W)
{AeC| X ist EW von A,Re(\)<0}

mit der algebraischen Vielfachheit m(\) von A (die man auch durch k + 1 ersetzen kénnte, wenn
es hochstens einen Hauptvektor der Stufe k zu A gibt). Analog definieren wir X, als die Summe
aller verallgemeinerten Eigenrdume zu Eigenwerten A mit Re(A) > 0 und erhalten damit aufgrund
der der Hyperbolizitdt von A die Zerlegungen

C'=X,® X, sowic A=A, A,

mit den Einschrinkungen A, bzw. A, von A auf die invarianten Unterrdume X, bzw. X,. Da
A, auf X, nur Eigenwerte A mit Re(\) < 0 besitzt, ist exp(tAs) nach Satz kontrahierend,
wahrend exp(tA,) expandierend ist.

Wire C" = X; & X, eine andere Zerlegung mit dieser Eigenschaft, dann gébe es zu z € X;
Vektoren y € X, z € X, mit * = y + 2. Aufgrund von exp(tA)z — 0 fir t — 0 wiirde
daraus auch exp(tA)z — 0 folgen. Nun liegt z aber im instabilen Unterraum X, so dass aufgrund
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von |exp(tA)z| > fe'*|z| mit o« > 0, 8 > 1, nur noch z = 0 gelten kann. Daher ist X; C Xj.
Umgekehrt erhélt man auch X, C X; und daher X; = X, und analog X; = X, d.h. die Zerlegung
ist eindeutig. O

Bei hyperbolischen linearen Fliissen mit X, X,, # 0 verhélt sich die Ruhelage 0 also ganz &hnlich
wie ein Sattel bei einem ebenen linearen Fluss, nur dass innerhalb der Rdume X, bzw. X, das
Verhalten viel komplexer sein kann als im ebenen Fall, wo diese Rdume eindimensional sind. Durch
dieses Verhalten unterscheiden sich lineare Fliisse bei einer Klassifikation bis auf lineare Aquivalenz
recht stark, wie der folgende Satz besagt, bei dessen Formulierung o(A) die Menge aller Eigenwerte
der Matrix A bezeichnet, die das Spektrum von A genannt wird.

Satz 3.17. Zwei lineare Fliisse exp(tA) und exp(tB) sind genau dann linear dquivalent, wenn ein
a > 0 existiert mit 0(A) = o(aB) und die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten der
korrespondierenden Eigenwerte tibereinstimmen.

Beweis: Sind exp(tA) und exp(¢B) linear dquivalent, dann gibt es eine Zahl ¢ > 0 und eine
lineare Bijektion A : R" — R™ mit h o exp(tA) = exp(atB) o h fiir alle t € R. Also gilt mit einer h
reprasentierenden Matrix S die Gleichung

exp(tA) = S~ exp(atB)S = exp(atS~'BS)
fiir alle ¢ € R und daher A = S™!(aB)S. Daraus ergibt sich wegen
det(A — \1d) = det(S™"(aB)S — A1d) = det(aB — \1d)

die Gleichung ¢(A) = o(aB) und wegen A = S~'(aB)S auch die Ubereinstimmung der geometri-
schen und algebraischen Vielfachheiten der korrespondierenden Eigenwerte.

Gilt umgekehrt 0(A) = o(aB) und stimmen die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten
der korrespondierenden Eigenwerte iiberein, dann haben A und aB die gleiche Jordansche Nor-
malform. Somit gibt es eine invertierbare Matrix S mit A = S~'(aB)S, und mit h(z) := Sz folgt
die lineare Aquivalenz aus

exp(tA) = exp(atS~'BS) = S~ 'exp(atB)S .

O

L&Bt man in Satz C'-Diffeomorphismen h statt nur linearer Abbildungen bei der Aquivalenz
zu, so dndert sich nichts an der Aussage des Satzes. Erlaubt man aber Homomorphismen, dann
kann man beispielsweise einen stabilen Strudel in einen stabilen Knoten transformieren. Dadurch
erscheinen bei einer Klassifikation hyperbolischer linearer Fliisse bis auf topologische Aquivalenz
viele Fliisse als gleich, die bei einer Klassifikation bis auf lineare Aquivalenz noch als verschieden
angesehen wurden. Genaueres besagt der folgende Satz, bei dem X2 bzw. XP den in Satz
gefundenen stabilen Unterraum zu A bzw. B bezeichnet.

Satz 3.18. Zwei hyperbolische lineare Flisse exp(tA) und exp(tB) auf dem R"™ sind genau dann
topologisch dquivalent, wenn dim(X2) = dim(XP) gilt.

Beweis: Ist R" = X2 @ X/ eine Zerlegung fiir A = A, ® A, wie in Satz [3.16, dann sind
nach Lemma die Fliisse exp(tA,) und exp(—tIdya) topologisch &quivalent, und analog sind
exp(tA,) und exp(tIdxa) topologisch dquivalent. Sind hZ und k' die entsprechenden Homdomor-
phismen, dann ist auch h*(z, + z,,) == h'(x,) + h?(z,) ein Homdomorphismus, der eine topolo-
gische Aquivalenz zwischen exp(tA) und exp(—tId x4) @ exp(tIdxa) herstellt. Ebenso ist exp(tB)
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zu exp(—tIdxs) @ exp(tIdys) topologisch dquivalent. Aufgrund der Gleichheit der Dimensionen
dim(XZ') = dim(X?) und dim(X;') = dim(X[) sind aber auch exp(—tIdya) & exp(tIdya) und
exp(—tldys) © exp(tldxs) topologisch dquivalent, so dass man insgesamt die topologische Aqui-
valenz von exp(tA) und exp(tB) erhilt.

Ist umgekehrt @ > 0 und h ein Homéomorphismus auf R™ mit h o exp(tA) = exp(atB) o h, dann
folgt h(XA) C XB da h die Konvergenz gegen 0 fiir t — oo erhilt. Ebenso folgt h~1(XP) c X4,
also gilt h(X2) = XB d.h. h bildet den Vektorraum X homdomorph auf X7 ab. Daher miissen
aber die Dimensionen von X und X2 iibereinstimmen. O

Lemma 3.19. Gelte fir jeden Eigenwert X von A € R"™*" die Ungleichung Re(\) < 0. Dann ist
exp(tA) topologisch dquivalent zu exp(—t1d), wobei man die Zeit unverdindert lassen kann.

Beweis: Um einen Homoomorphismus h: R” — R™ mit hoexp(tA) = exp(—tId)oh zu definieren,

setze man h(0) := 0 und h(z) := t‘z)f; ifl))zl fir  # 0, wobei t die reelle Zahl mit || exp(tA)z| =1

fiir eine (fest gewéhlte) von einem Skalarprodukt induzierte Norm || - || mit ||exp(tA)| < e

(Re(N) < —a < 0) sei, siehe Satz [3.15
Tatséchlich gibt es genau ein solches ¢, denn || exp(tA)x| < e *||x|| und

]l = || exp(tA) exp(—tA)z|| < e™||exp(—tA)z|| = || exp(—tA)z|| > "]

gilt fur ¢t > 0, also schneidet jeder Orbit exp(tA)z die Einheitssphére S := {x | ||z|| = 1} bzgl. der
Norm || - || in genau einem Punkt. Aus dieser Tatsache folgt zusétzlich, dass

R xS > (t,z) — exp(tA)z € R"\ {0}

eine stetige Bijektion und aufgrund der Kompaktheit von S sogar ein Homoéomorphismus ist. Da mit
der Einheitssphére S := {x | |z| = 1} bzgl. der urspriinglichen Norm |- | auBerdem S > = a €95

ein Homéomorphismus ist, ist auch h : z et;’;i((tt‘z))z' ein Homéomorphismus von R™ \ {0} auf

sich.

Tatséchlich ist A sogar in 0 stetig und somit ein Homéomorphismus von R™ auf sich, denn zu
jeder Umgebung V' von 0 innerhalb der Einheitskugel bzgl. der Norm || - || gibt es ein t5 > 0 mit
e~ 'S C V fiir alle t > ty. Mit der offenen Umgebung

1

= e el < o)

von 0 gilt dann A(U) C V. Tatséchlich, ||exp(—toA)z|| < 1 gilt fiir x € U und daher
lexp((t — to)A)z|| < e[| exp(—toA)z] <™ <1,

also gilt fiir das eindeutige t = t(x) mit ||exp(tA)z|| = 1 die Ungleichung ¢ < —t,, aus der

h(x) = et% C e'S C V folgt.

Zuletzt muss noch gezeigt werden, dass h eine topologische Aquivalenz der Fliisse exp(tA) und
exp(—t1d) konstituiert. Gerade so war aber h definiert, denn ist 0 # = = exp(sA)y mit (s,y) €
R x S, dann gilt

ex z)) = h(ex s :e—(t+8)ﬁ:e—t o8 exp(—sA)r ot
H(exp(tA)e)) = h(exp((t + 5)A)y) G oy B )
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3.3 Linearisierung nichtlinearer Fliisse

Nachdem wir im vorigen Abschnitt lineare Fliisse diskutiert haben, wenden wir uns in diesem
Abschnitt nichlinearen lokalen Fliissen zu und beweisen Kriterien, unter denen eine Ruhelage
asymptotisch stabil bzw. instabil ist. Danach klassifizieren wir nichtlineare lokale Fliisse in der Ndhe
einer hyperbolischen Ruhelage bis auf topologische Aquivalenz. In beiden Fillen werden wir den
nichtlinearen lokalen Fluss als Storung des linearen Flusses interpretieren, der durch Linearisierung
der rechten Seite in der Ruhelage entsteht.

3.3.1 Linearisierte Stabilitdt von Ruhelagen

Zur Untersuchung der Stabilitdt von Ruhelagen bei nichtlinearen lokalen Fliissen bemerke man,
dass man jede nichtlineare autonome Differentialgleichung 2’ = f(x) mit einer stetig differen-
zierbaren rechten Seite f in der Nahe einer Ruhelage 2o mit A = %(xo) als Storung 2’ =
A(z — z9) + g(xr — x) der linearen Differentialgleichung ' = A(x — zy) auffassen kann, wobei
g(x — x9) = o(|lz — z|) fiir x — x gilt. Insbesondere ist 2’ = f(z) nahe der Ruhelage xy durch
die Transformation y := x — xy zur gestorten linearen Differentialgleichung ' = Ay + ¢(y) mit
g(y) = o(]y|) fiir y — 0 nahe der Ruhelage 0 dquivalent. Nun ist aber y genau dann eine Losung

dieser Differentialgleichung zum Anfangswert y(to) = yo, wenn y der Integralgleichung

y(t) = exp((t — to) A)yo + / exp((t — ) A)g(y(s)) ds (3.2)

to

geniigt. Aus dieser Beobachtung ergibt sich das folgende Prinzip der linearisierten Stabilitdt ge-
winnen.

Satz 3.20. Sei Q2 C R”™ offen, sei f: Q0 — R™ stetig differenzierbar und sei xq € 2 ein Punkt mit
f(zo) = 0. Gilt Re(\) < 0 fiir alle Eigenwerte A der Matrix %(:{:0) € R™™ dann ist die Ruhelage
xo asymptotisch stabil.

Beweis: Wie zuvor begriindet, reicht es aus, die Stabilitdt der Ruhelage 0 fiir die gestorte lineare
Gleichung y' = Ay + ¢(y) mit g(y) = o(]y|) fir y — 0 zu diskutieren. Nach Satz gibt es
Konstanten a > 0 und 8 > 1 mit |exp(tA)| < Be~" fiir alle t > 0. Aus der Integralgleichung
erhélt man damit fir die Losung y zum Anfangswert y(ty) = yo die Ungleichung

t
ly(t)] < Bem 0y +6/ e g(y(s))| ds
to

fiir o <t € I,,. Sei nun € > 0 beliebig, dann existiert ein 0 < § < e mit [g(y)| < 3|y|.

% gilt, dann folgt |y(t)| < ¢ fir alle

to < t € I,. Tatséchlich, andernfalls wiirde es némlich ein y, mit |yo| < % und einen ersten
Zeitpunkt to < t € I, geben mit |y(#)| = J. Fiir die Zeiten ¢ty < t < ¢ gilt aber

Wé&hlt man nun den Anfangswert yo so klein, dass |yo| <

t
e |y(t)] < defo™ + 8/ e**y(s)|ds

to

und daher nach dem Lemma [I.53] von Gronwall
eto‘|y(t)] < 5et0aea(t—t0) ’
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d.h. |y(t)]| < de~—t0)e=e) < 5 im Widerspruch zu |y(f)| = 4.
Somit entfernen sich Losungen zu Anfangswerten |yo| < % nicht weiter als um ¢ von der Ruhelage

0, d.h. die Ruhelage 0 ist stabil. Dariiberhinaus gilt die Ungleichung |y(t)| < de~(*~*0)(@=¢) ynd
aus dieser folgt, dass die Ruhelage 0 sogar asymptotisch stabil ist. O

Ahnlich kann man das folgende Prinzip der linearisierten Instabilitéit herleiten.

Satz 3.21. Sei Q) C R” offen, sei f: Q — R" stetig differenzierbar und set xoy € ) ein Punkt mit
f(zo) = 0. Gilt Re(\) > 0 fiir einen Eigenwert A der Matriz %(xo) e R™"  dann ist die Ruhelage
o instabil.

Beweis: Siche [Amann| (15.5)]. O
Beispiel 3.22. Fin allgemeines Rdauber-Beute-Modell mit beschrinktem Wachstum hat die Form
¥ =(a— By — \v)x
Yy =(6x—v— )y
mit positiven Parametern o, 8,7,0, X\, u > 0, wobei x die Population der Beute undy die Population

der Rduber modelliert. Da Populationen nicht negativ werden kénnen, ist man vorwiegend am Fluss
im positiven Quadranten Q := (0,00)% oder auf dessen Rand OS) interessiert.

Das System (3.3) hat die Ruhelagen (0,0), (0, =), (%,0) und (§,n) := <‘f\zig}, ii;;}) wobei (€,1)
der Schnittpunkt der Geraden oo — fy — Ax = 0 und dx — v — puy = 0 ist. Bezeichnet f(x,y) die

rechte Seite von (3.3), so gilt fir die Ableitung

_ (a—=pBy—2X\z —Bx
Df(x’y)_( 0y 5%—7—2/4/) '

(3.3)

Daraus ergibt sich fiir die ersten drei Ruhelagen

a 0 v a+ [ O> o (—a * )
Df(0,0) = , Df(0,——) = H und Df(—,0) = o .
roo=(5 ) oso-D= (T ) a0 = (31 5T
Da die Eigenwerte auf der Diagonalen stehen, sind (0,0) und (0, —2) instabile Ruhelagen, wihrend
(%,0) asymptotisch stabil bei § < I und instabil bei § > 1 ist. Im Grenzfall § = % kann man
mittels des Prinzips der linearisierten Stabilitit/Instabilitit keine Aussage treffen. Fir die letzte

Ruhelage (&,m) ergibt sich wegen o« — fn — A = 0 und 06 — v — pun = 0 als Ableitung

pien =5 o)

mit den Eigenwerten —% i%\/()\f + un)? — 4&n(Au + B6). Fir die Anwendung ist nur der Fall

§,m > 0 interessant, d.h. § > %, und in diesem Fall folgt aus

(A& + pm)* — d€n(hu + 80) < (A& + um)? — 4éndp = (N — pm)® < (A + pm)?
sofort, dass die Eigenwerte einen Realteil kleiner als Null haben, d.h. die Ruhelage (&,m) ist asym-
ptotisch stabil, falls sie im positiven Quadranten liegt.

Fiir spezielle Parameter jedoch kann man mittels des Prinzips der linearisierten Stabilitit/Instabilitit
héaufig gerade nichts aussagen. Ist beispielsweise X = 0 = u, so geht (3.3)) in das Lotka-Volterra-
System

o' = (o — By)x

/

Y =0z —7)y
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tiber, das die Ruhelagen (0,0) und (%, %) besitzt. Die Ableitung in der zuletzt genannten Ruhelage

v o« 0 —p2
pi(55)= (s o)

so dass die Figenwerte rein imagindr sind, weswegen sich mittels des Prinzips der linearisierten
Stabilitdt /Instabilitat nichts aussagen lisst.

15t

3.3.2 Der Satz von Hartman-Grobman

Sei f stetig differenzierbar, dann ist in der Nédhe jedes Punktes zq mit f(zq) # 0 der lokale Fluss zu
2’ = f(x) zum vom konstanten Vektorfeld 2’ = (1,0, ...,0) nahe 0 erzeugten Fluss C'-dquivalent.

Aufgabe 3.23. Beweisen Sie die vorige Behauptung.

Ist jedoch xy eine Ruhelage, dann ist eine lokale Klassifikation wesentlich schwieriger. Der folgende
Satz von Hartman-Grobman garantiert fiir hyperbolische Ruhelagen xy von ' = f(z), dass der
lokale Fluss nahe zy zum linearen Fluss exp(tA) nahe 0 mit der Matrix A := %(wo) topologisch
dquivalent ist. Dabei heifit eine Ruhelage zy von 2’ = f(z) wie zuvor hyperbolisch, falls die Matrix

A= %(xo) keine Eigenwerte A mit Re(\) = 0 besitzt.

Satz 3.24. Sei () C R"™ offen, sei f: Q0 — R" stetig differenzierbar und sei xy eine hyperbolische
Ruhelage von x' = f(x). Dann ist der von f generierte lokale Fluss nahe xqy topologisch dquivalent

zum linearen Fluss exp(tA) nahe 0, wobei A == 8L (xy).

Beweis: Fiir einen Beweis, der den Hartmanschen Linearisierungssatz fiir Abbildungen benutzt,
siche [Amannl (19.9)]. Einen Beweis, der direkt mit der Differentialgleichung arbeitet, findet man
in [Chiconel 4.3.3] oder in [Pdschel, 3-D]. O

Korollar 3.25. In einem n-dimensionalen Raum gibt es genau n + 1 topologisch verschiedene
Typen von hyperbolischen Ruhelagen einer autonomen Differentialgleichung ' = f(x) mit stetig
differenzierbarer rechter Seite f.

Beweis: Nach dem Satz von Hartman-Grobman ist der von f generierte lokale Fluss nahe
einer hyperbolischen Ruhelagen zum Fluss seiner Linearisierung A nahe 0 topologisch dquivalent,
deren topologische Aquivalenzklasse ist aber nach Satz durch die Zahl dim(X#) € {0,1,...,n}
festgelegt. O

Tatséchlich ist der Hombomorphismus h, der die topologische Aquivalenz im Satzvon Hartman-
Grobmann konstituiert, i.a. nicht Lipschitz-stetig oder gar ein C*-Diffeomorphismus fiir k¥ > 1.
Unter bestimmten Umstédnden ist der von f generierte lokale Fluss nahe einer hyperbolischen
Ruhelage aber doch C*-iquivalent zum von seiner Linearisierung in z, generierten Fluss nahe 0.
Kriterien dafiir findet man in [Pdschel, 3-E]. Insbesondere kann man in diesem Fall mittels der
Linearisierung den Typ der Ruhelage genauer bestimmen (im R?: Strudel, Knoten, 0.4.).

3.4 Lyapunov-Funktionen

Lyapunov-Funktionen dienen héufig dazu, die Stabilitdt einer Ruhelage in den Fiéllen zu iiber-
priifen, in denen man das Prinzip der linearisierten Stabilitét/Instabilitdt nicht anwenden kann.
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Tatséchlich ist die Existenz einer Lyapunov-Funktion in vielen Féllen dquivalent zur Stabilitat der
Ruhelage oder allgemeiner zur Stabilitit einer Teilmenge des Phasenraumes. Dariiberhinaus kann
man Lyapunov-Funktionen auch benutzen, um die Invarianz gewisser Teilmengen des Phasenrau-
mes zu zeigen oder w-Limesmengen zu diskutieren. Bevor wir den Begriff der Lyapunov-Funktion
definieren, wollen wir aber noch kurz positiv invariante Mengen und den Begriff der exponentiellen
Stabilitat einfithren.

Definition 3.26. Fin Menge A C Q heifit positiv invariant unter dem von x' = f(x) generierten
lokalen Fluss @, falls x € A schon ®(t,z) € A fir alle t > 0 impliziert.

Definition 3.27. Ein Menge A C  heifit exponentiell stabil unter dem von x' = f(x) generierten
lokalen Fluss ®, wenn es eine Umgebung U von A und Konstanten o > 0, B > 1, gibt, fiir die jede
Lisung zum Anfangswert © € U auf [0,+00) definiert ist und dist(®(t,z), A) < fe~* dist(z, A)
fiir alle t > 0 erfillt.

Lemma 3.28. Ist A C Q) kompakt und exponentiell stabil, dann ist A auch asymptotisch stabil.

Beweis: A ist ein Attraktor, denn fiir alle x € U gilt

: : : ot g
t£+moo dist(®(t, z), A) < t£+moo fe”* dist(z, A) =0.

Auflerdem ist A stabil, denn sei V' eine Umgebung von A, dann gibt es zur Umgebung V NU von A

ein r > 0 mit dist(z, A) < r = 2 € VNU (hier geht die Kompaktheit von A entscheidend ein), und

wegen dist(P(t, x), A) < Be * dist(x, A) gibt es ein T' > 0 mit dist(z, A) < r = dist(®(¢,z), A) < r

fiir ¢ > T. Liegt also = in der Umgebung B, (A) := {z € R"| dist(z, A) < r} von A, dann gilt

O(t,z) € V fur t > T, und dies reicht fiir die Stabilitidt von A aus. O

Nun wollen wir formulieren, welche Bedingungen wir von einer Lyapunov-Funktion verlangen. Wir
behandeln hier nur stetig differenzierbare Lyapunov-Funktionen, man kann aber auch schwichere
Differenzierbarkeitsbedingungen verlangen, siehe [Amann|, Abschnitt 18].

Definition 3.29. Fine stetig differenzierbare Funktion V : Q0 — R heifit Lyapunov-Funktion fiir
den von x' = f(x) generierten lokalen Fluf3 ® auf Q, falls

V() = lim 22 Z V(@)

t—0 t

= ((grad V)(x), f(z)) <0
fiir alle x € Q0 gilt, d.h. V ist entlang von Lisungen der Differentialgleichung monoton fallend.

Die letzte Bemerkung der Definition folgt dabei aus der Giiltigkeit von

%Wﬂm—«QMVWﬁMfw%%@%”WﬂWJ@@DSO

fiir eine Losung = von 2/ = f(z). Mittels des folgenden Satzes kann man nun die Stabilitdt von
Teilmengen des Phasenraumes mit Hilfe einer Lyapunov-Funktion nachweisen.

Satz 3.30. Sei Q2 C R”™ offen, sei f : Q0 — R" lokal Lipschitz-stetig, und sei V : 2 — R eine
Lyapunov-Funktion fir ' = f(x).

Dann gilt: Ist A := V1 ((—00,0]) C Q kompakt und nicht leer, so ist A positiv invariant und stabil.
Gilt dariberhinaus V(z) < 0 fiir alle x € Q\ A, dann ist A asymptotisch stabil.

Gilt sogar V(z) < —paV(zx) sowie cdist(z, AP < V(x) < édist(z, A fiir alle z € Q mit Kon-
stanten «, ¢, c,p > 0, dann ist A exponentiell stabil.
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Beweis: Die positive Invarianz der Teilmenge A folgt direkt aus
g€ A=>N0<tel,, : V(z(t) <V(rg) <0=V0<tel, :z(t)e A

fiir eine Losung x von 2/ = f(x) mit Anfangswert z, sowie aus der Tatsache, dass sich aufgrund
der Kompaktheit von A C §2 eine Losung in A nicht dem Rand von € ndhern kann, also fiir alle
Zeiten existiert.

Bezeichne B,(A) := {x € R"| dist(z, A) < r} fiir » > 0 die Menge aller Punkte, deren Abstand
zu A kleiner als r ist. Um die Stabilitdt von A nachzuweisen, reicht es, zu jedem geniigend kleinen
e > 0ein § > 0 zu finden, fiir das z € Bs(A) schon ®(¢,x) € B.(A) impliziert. Zunichst bemerke
man, dass es aufgrund der Kompaktheit von A := V~1((—o00,0]) ein r > 0 mit B,(A) C Q gibt. Sei
nun 0 < £ < r vorgegeben und v > 0 das Minimum der stetigen Funktion V' auf dem Rand 0B.(A).
Zu diesem v > 0 gibt es ein 0 < § < ¢ mit V(x) < fiir x € Bs(A). Nun ist V (z(t)) entlang jeder
Losung von 2’ = f(z) zu einem Anfangswert z(0) € Bs(A) monoton fallend. Insbesondere gilt
V(z(t)) < V(x(0)) <~ fiir alle t > 0, also erreicht V' (z(t)) niemals den Wert v, und somit erreicht
x(t) niemals den Rand 9B.(A). Dies bedeutet aber, dass x(0) € Bs(A) schon z(t) € B.(A) fiir alle

t > 0 impliziert, was zu zeigen war.

Dariiberhinaus existiert sogar der Grenzwert Vo, = lim;,o, V(2(t)) fiir jede Losung = von 2’ =
f(x) mit V(x(0)) < ~ fiir ein v > 0, fiir das V~!((—o0,7]) C 2 kompakt ist, denn V ist entlang von
Losungen monoton fallend und auf der kompakten Menge V~!((—oc0,7]) nach unten beschréinkt.
Gilt nun zusitzlich V(z) < 0 fiir alle 2 € Q\ A, dann folgt sogar Vs, < 0. Denn andernfalls wiirde
V auf der kompakten Teilmenge {z € B,(A) | Vo < V(x) < 7} von Q\ A ein Maximum —a < 0
besitzen, und mit diesem o wiirde 4V (z(t)) < —a gelten, im Widerspruch dazu, dass V (z(t)) nicht
unterhalb V, sinkt. Da auBerdem fiir jede Umgebung U von A ein vy > 0 mit V(z) <y=x €U
existiert, dieses 7 wegen lim; o, V(z(t)) = Vo < 0 aber im Laufe der Zeit unterschritten wird,

landet jede Losung x zu einem Anfangswert in B, (A) nach einiger Zeit in U, d.h. A ist attraktiv
und somit auch asymptotisch stabil.

Gilt sogar V() < —paV(z) sowie cdist(x, A)P < V(x) < édist(z, A)P fiir alle x € Q, dann folgt
aus LV (z(t)) = V(2(t)) < —paV (z(t)) schon

cdist(z(t), AP < V(z(t) < V((0))e ™ < de P dist (x(0), A)?

also dist(z(t), A) < e~ dist(x(0), A) fiir alle Startwerte in U und ¢ > 0, wobei f := (%)% Daher
ist A sogar exponentiell stabil. O

Hauptséchlich wendet man Satz fir den Fall an, dass A = {z*} eine Ruhelage ist, d.h. die
Lyapunov-Funktion V' in x* ein striktes Minimum annimmt. Man bemerke, dass in der Formu-
lierung von Satz dieses Minimum Null sein muss, aber man kann in Satz natiirlich A
durch A := V~!((—o0, c]) mit jeder anderen Zahl ¢ € R ersetzen. AuBerdem reicht es aus, auf einer
offenen Teilmenge Q' C () statt auf dem gesamten Phasenraum zu arbeiten. Diesen Spezialfall
formulieren wir im folgenden Korollar.

Korollar 3.31. Sei Q C R™ offen und sei f : Q2 — R™ lokal Lipschitz-stetig.

Ist V : QO — R eine Lyapunov-Funktion fir 2’ = f(x) auf einer Umgebung ¥ C Q des Punktes
x* € Q und hat 'V in x* ein striktes lokales Minimum, dann ist z* eine stabile Ruhelage von
o' = f(x).

Gilt dariiberhinaus V(x) < 0 fiir alle xg # = € ', dann ist x* asymptotisch stabil, und gilt sogar
V(z) < —paV(z) sowie clv—z*[P < V(x) < élz—a*P fir alle z € Q' mit Konstanten o, & ¢,p > 0,
dann st x* exponentiell stabil.
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Beispiel 3.32. In Beispiel[3.23 hatten wir gesehen, dass man mittels des Prinzips der linearisier-

ten Stabilitat keine Aussage tiber die Stabilitdt der Ruhelage (%, %) des Lotka-Volterra-Systems

o' = (a— Pyl

y = (6z =)y

mit Parametern o, B8,7v,9 > 0 treffen kann. Wir suchen nun mit Hilfe des Ansatzes V(x,y) :=
F(z)+G(y) nach einer Lyapunov-Funktion. Mit f := F'" und g := G’ hat man wegen (grad V')(z,y) =
(f(x),9(y)) die von eine Lyapunov-Funktion verlangte Bedingung

V(o) = {(erad Ve, ({5 200)

= (o= By)af(x) + (62 —7)yg(y) <0

zu erfillen. Wiirde man f(z) = 0 und g(y) = B wdhlen, so wiirden schon einmal die gemischten
Terme wegfallen, allerdings wiirde dann nicht V(z,y) >V (%, %) fir (x,y) # (%, %) gelten. Daher
wdhlen wir f(z) =0 — ’y% und g(y) = — 04?%, dann gilt

(o= By)zf(z) + (6 — v)yg(y) = a(éz —7) + Byy — adz —y(By —a) =0,

d.h. V ist sogar konstant entlang von Ldsungen und nicht nur monoton fallend. Im positiven
Quadranten sind F(x) = dx — vlog(z) bzw. G(y) = Py — alog(y) Stammfunktionen zu f bzw. g,

und diese nehmen in x = I bzw. y = 3 ihr striktes Minimum an. Also ist in der Tat

V(z,y) = o0z — vlog(z) + By — alog(y)

im positiven Quadranten eine Lyapunov-Funktion mit V(x,y) > V (%, %) fir (z,y) # <%, %),

so dass (%, %) eine stabile, jedoch nicht asymptotisch stabile Ruhelage ist. Man erfihrt hier sogar

mehr, ndmlich dass die Hohenlinien von V' gerade die Orbits des dynamischen Systems im positiven
Quadranten sind, und diese sind alle periodisch.

Dem Beweis von Satz kann man dariiberhinaus sogar entnehmen, dass im Fall der asympto-
tischen oder exponentiellen Stabilitdt der Einzugsbereich von A die Menge aller Punkte x € )
enthilt, fiir die V(z) <+ mit einem ~ > 0 gilt, fiir das V~((—o00,7]) C Q kompakt ist. Dabei ist
der Einzugsbereich eines Attraktors A folgendermafien definiert.

Definition 3.33. Ist A C Q) unter dem lokalen Fluss ® auf 2 attraktiv, so heifit die Menge
{z € Q] tlim dist(®(t,z), A) = 0} der Einzugsbereich von A.
—00

Die Bestimmung des Einzugsbereichs eines Attraktors spielt in vielen Anwendungen eine wichtige
Rolle. Das folgende Beispiel zeigt, dass die mittels einer Lyapunov-Funktion gefundene Teilmenge
des Einzugsbereichs iiblicherweise echt kleiner ist als der Einzugsbereich.

Beispiel 3.34. Fiir das ebene System

= —x+ 2%y
/

=Y
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sieht man bereits mit dem Prinzip der linearisierten Stabilitit, dass die einzige Ruhelage (0,0)
asymptotisch stabil ist. Wir wollen aber genauer den FEinzugsbereich von (0,0) wissen und suchen
dazu mit Hilfe des Ansatzes V (x,y) := ax® + by? nach einer Lyapunov-Funktion. Aus

V(z,y) = —2ax*(1 — xy) — 2by?

ergibt sich, dass V' fiir a,b > 0 im von der Hyperbel xy = 1 berandeten Gebiet ' := {(x,y) |zry <
1} eine strikte Lyapunov-Funktion ist. Das Einzugsgebiet von (0,0) enthdlt daher alle Punkte,
die in einer kompakt in Q' enthaltenen Ellipse V~'((—o00,v]) liegen. Dies sind alle Punkte in
{(z,y) | |xy| < 1}, daher enthdlt der Finzugsbereich von (0,0) jeden Punkt (x,y) mit |xy| < 1.

Das System st gliicklicherweise sogar so einfach, dass wir es explizit ldsen: Die zweite
Gleichung liefert y(t) = yoe™" und die erste Gleichung wird damit zu einer Bernoulli-Gleichung
' +x—ypetx? = 0 mit Lisung z(t) = (Q—xoyo)gtwjﬁxoyoe_t' Daher konvergiert (x(t),y(t)) bei t — oo
fir Anfangswerte mit |zoyo| < 2 gegen die Ruhelage (0,0), wéihrend die Losungen (z(t),y(t)) =
(e’ yoe™") zu Anfangswerten mit |xoyo| = 2 nicht gegen (0,0) konvergieren und die Lisungen zu
Anfangswerten mit |xoyo| > 2 gar nur ein endliches positives Existenzintervall besitzen. Die von
uns mit Hilfe von ellipsoiden Lyapunov-Funktionen gefundene Teilmenge {(z,y) ||zy| < 1} ist also

eine echte Teilmenge des Finzugsbereichs {(z,y)||xy| < 2} der Ruhelage (0,0).

Analog zum Stabilitdtssatz kann man mit Hilfe von Funktionen, die V > 0 erfiillen, auch
einen Instabilitdtssatz beweisen, siehe [Walter, 30.111/IX]. Dariiberhinaus kann man auch Um-
kehrungen des Stabilitétssatzes m gewinnen, die aus der (asymptotischen bzw. exponentiellen)
Stabilitiat die Existenz einer zugehorigen Lyapunov-Funktion folgern und somit beweisen, dass die
Stabilitdt einer Teilmenge dquivalent zur Existenz einer Lyapunov-Funktion fiir diese Teilmenge
ist, siehe die Referenzen in [Amannl, (18.9)]. Statt mit solch allgemeinen Resultaten wollen wir
uns zum Abschluss unserer Diskussion von Lyapunov-Funktionen mit zwei speziellen Typen von
Systemen nichtlinearer Differentiagleichungen beschéftigen, ndmlich mit Gradientensystemen und
Hamiltonschen Systemen.

3.4.1 Gradientensysteme

Negative Gradientenvektorfelder zu konvexen Funktionen haben wir schon in Abschnitt ken-
nengelernt. Hier wollen wir uns mit allgemeinen Gradientensystemen beschéftigen, die die Form

' = —(grad V)(z) (3.5)

mit dem Gradientenvektorfeld gradV : Q — R™ einer (nicht notwendig konvexen) C?-Funktion

V' : Q@ — R auf einer offenen Menge € C R™ besitzen. Wie wir schon in Satz [1.24] mit Verweis auf

[Konigsberger], 11.3,11.4] bemerkt haben, ist ein System 2’ = f(x) fiir ein stetig differenzierbares

Vektorfeld f szlcuf eig;ar einfach zusammenhéngenden Menge (2 C R™ genau dann ein Gradientensy-
i 9

stem, wenn D, = ous fir alle 7,7 =1,...,n gilt.

Geometrisch bewegt sich jede Losung eines Gradientensystems im Punkt z(¢) in Richtung
des steilsten Abstiegs —(grad V')(z(t)) der Funktion V in z(t). Deswegen schneidet der Orbit
durch einen reguldren Punkt = von V', d.h. einen Punkt x mit (grad V')(z) # 0, die Niveaumenge
V~1({z}) senkrecht, und man wird erwarten, dass jede Losung von fiir ¢ — oo gegen ein
lokales Minimum oder zumindest gegen einen kritischen Punkt von V' strebt. Bevor wir dies aber
beweisen, wollen wir den Begriff der w-Limesmenge eines Orbits einfiihren.
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Definition 3.35. Fiir einen lokalen Fluss ® auf 2 ist die w-Limesmenge w(z) des Orbits durch
x € Q die Menge aller Punkte y € Q, fir die es eine Folge ti, — oo mit ®(ty, ) — y gibt.

Mit anderen Worten ist w(z) die Menge aller Haufungspunkte von ®(¢,z) fiir ¢ — oo, und man
kann w(z) alternativ durch
w(z) =) ([t, 00), ) (3.6)
>0
definieren. Entsprechend kann man die a-Limesmenge «(x) des Orbits durch z € € als die Menge
aller Haufungspunkte von ®(t, x) fiir t — —oo definieren. Wir konzentrieren uns im folgenden Satz
auf w-Limesmengen, fiir a-Limesmengen existieren aber ganz analoge Resultate.

Satz 3.36. Sei Q0 C R" offen und ® ein lokaler Fluss auf Q2. Ist der positive Halborbit durch x
relativ kompakt in Q, so ist die w-Limesmenge w(z) nicht leer, kompakt, zusammenhingend und
(positiv) invariant.

Ist dariiberhinaus V' eine Lyapunov-Funktion auf einer Umgebung €Y des positiven Halborbits durch
z, dann gibt es einen Wert v von V. mit w(x) C V7'({7}), und insbesondere gilt w(x) C {z €
| V(x)=0}.

Beweis: Aufgrund der relativen Kompaktheit des positiven Halborbits durch x existiert die Losung
durch x fiir alle Zeiten ¢ > 0. Nach (3.6]) ist w(z) der Durchschnitt der ineinander geschachtelten

nicht leeren und kompakten Mengen ®([¢,00), x), also ist w(x) selbst nicht leer und kompakt.

Die positive Invarianz der Halborbits ®([¢,00),x) impliziert die positive Invarianz des Abschlus-
ses ®([t,00), ), und w(z) ist als Durchschnitt dieser positiv invarianten Mengen selbst positiv
invariant. Man kann sogar die Invarianz von w(x) zeigen, darauf verzichten wir aber hier.

SchlieBlich ist w(z) zusammenhéngend, denn wire w(z) = w; U wy die Vereinigung zweier nicht
leerer, abgeschlossener und disjunkter Mengen, so wiren mit w(z) auch wy, wo kompakt. Daher gébe
es disjunkte offene Umgebungen U; von w;, ¢ = 1,2, und weil w(z) die Menge der Haufungspunkte
des positiven Halborbits durch z ist, wiirde ®([t, 00)) C Uy UUy und ®([t, 00))NU; # 0 fiir i = 1,2
mit einem geniigend grofen ¢t > 0 gelten, im Widerspruch dazu, dass ®([t, 00)) zusammenhingend
ist.

Ist zu guter Letzt V' eine Lyapunov-Funktion auf einer Umgebung €2’ von ®([0,00),z), dann ist
t — V(®(t,z)) monoton fallend und konvergiert fiir ¢ — oo gegen V., := inf{V(®(t,z)) |t > 0}.
Aufgrund der Stetigkeit von V' und der Definition von w(z) folgt Voo = V(y) fiir alle y € w(x),
und da w(z) # 0 gilt, ist V., insbesondere endlich. Mit v := V. folgt dann die Behauptung. O

Nach diesen allgemeinen Aussagen iiber w-Limesmengen wollen wir uns nun speziell Gradientensy-
stemen zuwenden. Fiir ein Gradientensystem 2’ = —(grad V')(z) ist offensichtlich V' selbst eine
Lyapunov-Funktion, denn V(z) = —|(grad V)(z)|? < 0 gilt fiir alle z. Desweiteren gilt V() = 0
nur in den Punkten z mit (grad V)(z) = 0, d.h. nur in den kritischen Punkten von V. Aus der
letzten Aussage w(z) C {z € Q| V(x) = 0} von Satz ergibt sich daher die folgende Aussage.

Korollar 3.37. Sei 2 C R™ offen und V : 2 — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist jeder
w-Limespunkt eines Orbits des Gradientensystems x' = —(grad V')(x) ein kritischer Punkt von V.

Jedoch muss nicht jeder w-Limespunkt eines Orbits auch ein lokales Minimum sein, z.B. konnte der
Orbit aus einer stabilen Richtung in einen Sattel hineinlaufen. Liegt aber in z* ein striktes lokales
Minimum von V, dann ist #* wegen V(z) = —|(grad V)(z)> < 0 fiir  # z* in einer Umgebung
von z* sogar asymptotisch stabil.
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Korollar 3.38. Sei Q) C R"™ offen und V' : 2 — R zweimal stetig differenzierbar. Dann sind strikte
lokale Minima von V' asymptotisch stabile Ruhelagen des Gradientensystems ' = —(grad V') (z).

Eine weitere Konsequenz aus diesen Beobachtungen ist, dass es in Gradientensystemen keine pe-
riodischen Orbits geben kann. Solche hétten nédmlich sich selbst als w-Limesmengen, aber wie wir
zuvor gesehen haben, besteht die w-Limesmenge jedes Orbits nur aus Ruhelagen. Daher ist das
Langzeitverhalten eines Gradientensystems nicht so komplex wie das Langzeitverhalten eines all-
gemeinen Systems. Es kénnte jedoch beispielsweise passieren, dass die w-Limesmenge eines Orbits
ein Kreis von Ruhelagen ist und nicht nur eine einzelne Ruhelage.

3.4.2 Hamiltonsche Systeme

Hamiltonsche Systeme sind Systeme von 2n Differentialgleichungen der Form

. OH
T =——

dy
,om (3.7)
y= oz

mit einer C2-Funktion H : Q — R auf einer offenen Teilmenge Q0 C R?", wobei x und y jeweils
Kurven in R" sind. In der Physik interpretiert man z(¢) als Konfiguration, y(¢) als Impuls und
H(xz(t),y(t)) als Gesamtenergie eines mechanischen Systems zum Zeitpunkt ¢. Die grundlegendste
Eigeschaft eines Hamiltonschen Systems ist die Erhaltung der Funktion H, die die Gesamtenergie
modelliert, denn tatséchlich gilt

dt by = oz 8y " Oz oy Oy or

Insbesondere ist H eine Lyapunov-Funktion mit H (x,y) = 0, d.h. jeder Orbit verlduft innerhalb
einer Niveaumenge von H. Fiir strikte lokale Minima von H ergibt sich aus unseren Erkenntnissen
iiber Lyapunov-Funktionen das folgende Resultat.

Korollar 3.39. Sei Q C R?" offen und H : Q — R zweimal stetig differenzierbar. Dann sind
strikte lokale Minima von H stabile Ruhelagen des Hamiltonschen Systems (3.7)).

Jedoch gibt es in Hamiltonschen Systemen keine asymptotisch stabilen Ruhelagen oder periodi-
schen Orbits. Denn wie wir im folgenden zeigen werden, ist der Fluss eines Hamiltonschen Systems
volumenerhaltend. Dies aber widerspricht der Existenz asymptotisch stabiler Ruhelagen oder peri-
odischer Orbits, denn aufgrund der asymptotischen Stabilitéit wiirde es eine (kompakte) Umgebung
U C Q der Ruhelage bzw. des periodischen Orbits geben, die sich unter dem Fluss fiir ¢ — 0 auf
die 0-dimensionale Ruhelage bzw. den 1-dimensionalen periodischen Orbit zusammenzieht, d.h. im
Widerspruch zur Volumenerhaltung wiirde Vol(U) > 0 und limy_,, Vol(®(¢,U)) = 0 gelten.

Um nun zu beweisen, dass der Fluss eines Hamiltonschen Systems das Volumen jeder (kompakten)
Teilmenge U C  erhlt, bemerke man zunchst, dass das Vektorfeld f(z,y) := (2 (z,y), — 2L (z,y))

dy Bz
auf der rechten Seite von (3.7) divergenzfrei ist, denn es gilt
—~ 0’H -~ 0*H
d _
wif Z Ox;0y; ; dyidx;

Damit folgt die behauptete Volumenerhaltung Hamiltonscher Fliisse
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Satz 3.40. Ist 0 C R™ offen und ist f : Q2 — R"™ ein stetig differenzierbares und divergenzfreies
Vektorfeld, dann ist der von o' = f(x) erzeugte lokale Fluss ® volumenerhaltend, d.h. fir jede
kompakte Teilmenge U C € und jedes t (im Durchschnitt aller Existenzintervalle zu Anfangswerten
in U) gilt Vol(®(t,U)) = Vol(U).

Beweis: Nach Satz iiber die differenzierbare Abhéngigkeit vom Anfangswert 16st Y (¢, x) :=

92 (¢, z) fiir festes 2 € Q die homogene lineare Variationsgleichung Y’ = %(Cb(t, x))Y . Insbesondere
gilt nach Satz [2.5] fiir die Wronski-Determinante

det(Y) = Spur(%(@(t,x))) det(Y) = div(f)(P(¢, z)) det(Y)

Also ergibt sich mittels des Transformationssatzes

d d d
%Vol((b(t, U)) = 7 [Mm 1dVol(y) = E/Udet(Y(t;x)) d Vol(x)

- / div(f)(®(t, 2)) det(Y (¢, 2)) d Vol (x) = / div(f)(y) duty) .

B(t,U)

Fiir das divergenzfreie Vektorfeld f gilt also £ Vol(®(t,U)) = 0, d.h. die Funktion ¢ — Vol(®(t, U))
ist konstant. O
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Kapitel 4

Rand- und Eigenwertprobleme

Bisher haben wir hauptséchlich Anfangswertprobleme betrachtet, d.h. wir haben nach Losungen
einer Differentialgleichung erster Ordnung zu einem vorgegebenen Anfangswert an einer Stelle
gesucht (siehe Definition . Fiir eine Differentialgleichung n-ter Ordnung musste man sich dabei
Anfangswerte fiir die ersten (n — 1) Ableitungen an einer Stelle vorgeben. In diesem Abschnitt
wollen wir nun speziell fiir Differentialgleichungen zweiter Ordnung (d.h. n = 2) diskutieren,
was passiert, wenn man sich statt Werten fiir die Losung und ihre Ableitung an einer Stelle
beispielsweise den Wert der Losung an zwei verschiedenen Stellen vorgibt. Sucht man eine solche
Losung, so spricht man von einem Randwertproblem. Das folgende Beispiel zeigt, dass selbst im
einfachsten Fall einer linearen Differentialgleichung zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten
die Losbarkeit von Randwertproblemen nicht allgemein garantiert werden kann.

Beispiel 4.1. Es gibt keine Losung der homogenen linearen Differentialgleichung mit konstanten
Koeffizienten y" + y = 0, die den Randbedingungen y(0) = 0 und y(w) = 1 geniigt. Denn jede
Lésung y von y" +y = 0 hat die Form y(z) = ¢;sin(z) + co cos(x) mit ¢1,¢c2 € R, aus y(0) = 0
folgt aber co =0, und es gibt kein ¢; € R mit ¢y sin(m) = 1 wegen sin(w) = 0.

Ziel dieses Kapitels wird es daher sein, notwendige und hinreichende Kriterien zu formulieren, die
fiir lineare Differentialgleichungen zweiter Ordnung die eindeutige Losbarkeit von Randwertproble-
men garantieren, und Methoden anzugeben, mit denen man die Losung explizit ausrechnen kann.
Danach werden wir noch kurz Eigenwertprobleme diskutieren, die mit Randwertproblemen eng
verwandt sind.

4.1 Sturm-Liouvillesche Randwertprobleme

Jede lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung
y' +ai(z)y + ax(z)y = b(x)

mit stetigen Koeffizientenfunktionen a;, as und einer stetigen Inhomogenitét b auf einem Intervall
[a, b] kann man in die selbstadjungierte Form

Ly = (p(x)y') +q(x)y =g (4.1)

mit stetigen Funktionen p, ¢, g auf [a, b] umschreiben, wobei p stetig differenzierbar ist und p > 0
auf [a, b] erfiillt.
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Aufgabe 4.2. Zeigen Sie, dass y" + a1(z)y’ + az(x)y = b(x) durch Multiplikation mit p(z) =
el @ dr > 0 in die Form ([&.1)) dbergeht.

Wir wollen nun (4.1)) unter Randbedingungen diskutieren. Statt nur den Wert der Losung an den
beiden Stellen a,b vorzugeben, betrachten wir dabei gleich allgemeinere Randbedingungen der
Form

Ry = ayy(a) + asp(a)y'(a) =
Ryy := Bry(b) + Bap(b)y'(b)

mit 0 # «,3 € R? und beliebigem 7 € R2. die auch die Werte der Ableitung an den Stellen
a, b einbeziehen konnen. Sucht man unter den zuvor genannten Bedingungen an die Koeffizienten
nach einer Lésung y von , die den Randbedingungen geniigt, so spricht man von einem
Sturm-Liouvilleschen Randwertproblem.

n (4.2)
2

Bemerkung 4.3. Gelten die zuvor genannten Bedingungen an die Funktionen p,q, g nur auf dem
offenen Intervall (a,b), so spricht man bei p(x) — +oo fir x — a,b von einem singuldren bzw. bei
p(z) = 0 fir x — a,b von einem degenerierten Problem. Solche Probleme sind i.a. viel schwieriger
zu behandeln als der von uns diskutierte requldre Fall.

Auflerdem sei angemerkt, dass es neben Randbedingungen der Form (4.2) auch noch andere sinn-
volle Randbedingungen gibt, wie z.B. die periodischen Randbedingungen y(a) = y(b), y'(a) = y'(b).

Der folgende fundamentale Satz formuliert das wichtigste Kriterium fiir die Losbarkeit Sturm-
Liouvillescher Randwertprobleme.

Satz 4.4. Fiir p € C'([a,b]) mit p > 0 auf [a,b], ¢ € C([a,b]), 0 # a, B € R?, ist das inhomogene
Randwertproblem (A1), [4.2)), genau dann fir jedes g € C([a,b]) und n € R? eindeutig ldsbar,
falls das homogene Randwertproblem Ly = 0, Ry = 0, nur die triviale Losung y = 0 besitzt, oder
Ry Rayo

0 fiir ein Fundamentalsystem vy,, vy, von Ly = 0 gilt.
R Rm) # 0 fi ystem yu, yo y=0g

dquivalenterweise det <

Beweis: Aufgrund der Voraussetzungen an p,q ist zu einer linearen Differentialgleichung
zweiter Ordnung in der iiblichen Form &quivalent, daher besitzt Ly = g fiir jede Wahl von ¢ €
C([a,b]) einen zweidimensionalen affinen Losungsraum, und jede Losung y von Ly = ¢ hat die
Form

Yy =cyr+ Y2 +yp

mit einem Fundamentalsystem y;,y, von Ly = 0, einer partikuléren Losung y, von Ly = g und
Konstanten c;, co € R. Die Randbedingung Ry = n liefert das lineare Gleichungssystem

Ry Ruye\ (e _ (= Rayp

Royr Roya ) \c2 12 — Rayp
fiir die Konstanten ¢y, co, und dieses lineare Gleichungssystem ist genau dann fiir jede Wahl von n €
R? eindeutig 16sbar, falls die Matrix auf der linken Seite eine nichtverschwindende Determinante
besitzt. Dies ist aber offenbar auch dquivalent dazu, dass bei y, = 0 und n = 0 nur (¢;, ¢2) = 0 eine

Losung ist, d.h. dass das homogene Randwertproblem Ly = 0, Ry = 0, nur die triviale Losung
y = 0 besitzt. O

Der Beweis von Satz [4.4] besagt insbesondere, dass man zur Losung des inhomogenen Randwert-
problems (4.1), (4.2)), nur ein lineares (2 x 2)-System losen muss, falls man schon ein Fundamen-
talsystem von Ly = 0 und eine partikuldre Losung von Ly = g gefunden hat.
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4.1.1 Greensche Funktion

Die ganze Schwierigkeit des vollen Randwertproblems (4.1)), (4.2)), ist bereits im (halb) homogenen
Randwertproblem
Ly=g, Ry=0, (4.3)

versteckt. Tatséchlich, man findet leicht eine Funktion y, € C?([a,b]) mit Ry, = 7, und ist y; eine
Losung von Ly, = g — Ly,, Ry, = 0, dann ist y := y;, + y, die Lésung von Ly = g, Ry = n.

Unter Voraussetzung der Giiltigkeit des in Satz genannten Kriteriums fiir die eindeutige Losbar-
keit wollen wir nun das (halb)homogene Randwertproblem nicht nur fiir eine rechte Seite
g € C([a,b]) 16sen (dies kénnte man leicht wie im Beweis von Satz [4.4)), sondern wir suchen eine
allgemeine Formel, die fiir beliebige rechte Seiten g € C([a,b]) die Losung von (4.3]) angibt.

Dazu bestimmen wir zwei nichttriviale Losungen 1,y der homogenen Gleichung Ly = 0, wobei
yy zusétzlich die Gleichung Riy; = 0 zu erfiillen hat, wihrend y, der Gleichung Roys = 0 geniigen
soll. Dies ist nicht schwierig, denn gilt fiir (A, 1) # (0,0) etwa ay A + ap = 0, so kann man y; als
Losung von Ly = 0 zu den Anfangswerten y;(a) = A, p(a)y](a) = p, wihlen, und ganz analog fiir y,
im Randpunkt b. Die Funktionen y;, y» sind dann linear unabhéngig, denn ansonsten wiirde s ein
Vielfaches von y; sein und somit auch Ryy; = 0 gelten, d.h. y; wére eine nichttriviale Losung von
Ly =0, Ry = 0 = Ryy, im Widerspruch zu unserer Voraussetzung. Daher bilden die Losungen
Y1, Y2 ein Fundamentalsystem.

Um die inhomogene Gleichung Ly = ¢ unter den Randbedingungen Ry = 0 = Ryy zu losen
beobachte man zunichst, dass Ly = g dquivalent ist zu " + 2% ((;))y + quiy = i Nach ist
eine partikulidre Losung dieser Gleichung durch

“ () 9(§) “ () 9(&)

= dE + ya () —= dg

o W) p() o W) p(&)

mit der Wronskideterminanten W := y,y5 — y2y] gegeben, und nach Satz gilt W' = —%W,
d.h. (pW)" =0, so dass pWW konstant ist. Also gilt

Yp(x) = —y1()

z)

_ n) ‘ Ya ’
(o) = — s [ m(@a©de+ 22 [ @t de,

und man berechnet leicht Ry, = 0, Ryy, = fﬁj’} f y2(£)g(&) d€. Die allgemeine Losung
von Ly = g hat nun die Form y = y, + c1y1 + cgyg Damlt Y auch noch den Randbedingungen
Riy = 0 = Ry geniigt, muss wegen Rjy, # 0 offensichtlich ¢ = 0 gelten und daher ¢; =

m ff y2(£)g(€) d€. Somit ist die Losung y von Ly = g, Ryy = 0 = Ryy, durch

o) =20 [ @@ de+ - B0 [t

p(a)W( p(a)W

gegeben. Definiert man abschlieBend die Greensche Funktion zum Operator L unter den Randbe-
dingungen R,y = 0 = Ryy durch

n@w@ o <p<e<p’

y2(fr)y1(§)

LS < E< g <Db

P(2.€) = { Wiy @SESesS
p(a)W(a)

dann erhélt man den folgenden Satz.
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Satz 4.5. Ist das (halb)homogene Randwertproblem (4.3)) eindeutig losbar, dann ist die Losung y
von (4.3|) mittels der Greenschen Funktion T' zum Operator L unter den Randbedingungen Ryy =
0 = Ryy gegeben durch

y(z) = / D(r, €)g(€) de

Das wichtige an diesem Satz ist, dass es gelungen ist, den Losungsoperator von als Integral-
operator g f;F(,f)g(f) d¢ mit einer stetigen Funktion I' darzustellen. Uber solche Integral-
operatoren kann man nun weitreichende funktionalanalytische Aussagen machen und insbesondere
die Kompaktheit des Losungsoperators folgern, was wiederum weitreichende Konsequenzen fiir die
Eigenwerte des Operators —L unter den Randbedingungen Ry = 0 = Ryy hat. Wir wollen dies
hier aber nicht vertiefen, sondern beschéftigen uns im Folgenden mit dem Maximumprinzip.

4.1.2 Maximum- und Minimumprinzipien

Das starke Minimumprinzip besagt, dass bei g < 0 eine Losung y von Ly = g auf (a,b) unter den
homogenen Randbedingungen y(a) = 0 = y(b) entweder konstant gleich Null oder auf ganz (a, b)
positiv ist. Bevor wir aber diese Form des Minimumprinzips beweisen, zeigen wir zunéchst eine
schwichere Version.

Satz 4.6. Gelte p > 0 und q < 0 in (a,b). Liegen y und py' in C*((a,b)), gilt Ly < 0 und besitzt
y auf (a,b) ein negatives lokales Minimum, dann ist y konstant.

Beweis: Vorbemerkung: Bekanntermafien gelten in einem lokalen Minimum x* von y auf einem
offenen Intervall I die Gleichungen y'(z*) = 0 und 3”(z*) > 0, nicht notwendig aber y"(z*) > 0
und somit auch nicht unbedingt (py’)’(z*) > 0. Nehmen wir aber an, dass y links von z* nicht
konstant ist, dann gibt es zumindest einen Punkt « € I mit (py’)’(z) > 0. Denn wihle & € I mit
T < z* so, dass y(Z) > y(x*) gilt, dann gibt es zwischen # und z* zumindest einen Punkt & mit
y'(z) < 0. Aus (py')(2) < 0 = (py')(z*) folgt dann aber, dass es zwischen & und z* zumindest
einen Punkt x € I mit (py’)’(z) > 0 gibt. Analog behandelt man den Fall, dass y rechts von z*
nicht konstant ist.

Nun kommen wir zum Beweis des Satzes: Sei 2* € (a,b) eine lokale Minimalstelle mit y(z*) < 0.
Nehmen wir an, dass y auf (a,b) nicht konstant ist, dann kann man ein offenes Intervall I mit
x* € I C (a,b) finden, auf dem y negativ und nicht konstant ist. Dann wiirde wegen qy > 0 auf [
aber auch (py')’ < Ly < 0 auf [ gelten, d.h. im Widerspruch zur Vorbemerkung wiirde kein Punkt
x € I mit (py')(x) > 0 existieren. Daher war die Annahme, y sei nicht konstant auf (a,b), falsch.

([

Analog kann man natiirlich auch ein schwaches Maximumprinzip beweisen.

Korollar 4.7. Gelte p > 0 und q¢ < 0 in (a,b). Liegen y und py' in C'((a,b)), gilt Ly > 0 und
besitzt y auf (a,b) ein positives lokales Mazimum, dann ist y konstant.

Nun kommen wir zum angekiindigten starken Minimumprinzip.

Satz 4.8. Gelte p € C([a,b]), p > 0 auf [a,b], und es gebe eine Konstante K > 0 mit —K < ¢ <0
in [a, b]. Liegen y und py' in C'([a,b]), gilt Ly < 0 und ist y(a),y(b) > 0, dann gilt entweder y =0
auf ganz [a,b], oder es gilt y > 0 auf (a,b) und bei y(a) = 0 bzw. y(b) = 0 folgt y'(a) > 0 bzw.
y'(b) < 0.
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Beweis: Nach Satz besitzt y kein negatives lokales Minimum in (a, b). Aber y besitzt natiirlich
ein Minimum auf [a, b], d.h. y > 0 muss gelten.

Angenommen, es gilt weder y = 0 auf ganz (a,b) noch y > 0 auf (a,b), dann gibt es ein Intervall
(e, B) C (a,b) mit y > 0 auf («, 5) und y(«) = 0 oder y(5) = 0. Ohne Einschriankung betrachten
wir nur den ersten Fall und nehmen an, es gelte p > § > 0 sowie ¢ > —K auf [, ]. Aus y(a) =0
folgt y(z) = [ 4/(€) d€, und da wegen y > 0 auch y/(a) = 0 gilt, folgt aus (py')’ < Ky auf [o, ]
die Ungleichung

py(z) < / Ky(€) de < K(x — o) [yl b= oa]) -

Kombiniert mit y(x) = [ y/(£) d€ erhélt man wegen p > § die Ungleichung

K
y(@) < 5@ = 0 lyllieqas

Es gibt aber beliebig nahe bei av Punkte x > o mit y(z) = [|y||~(as)), und dies widerspricht
der vorigen Ungleichung. Daher gilt entweder y = 0 auf ganz (a,b) oder y > 0 auf (a,b). Im
Sonderfall o = a fithrt der Beweis zudem die Annahme y(a) = 0 = ¢'(a) und w > 0 auf (a,b) zum
Widerspruch, so dass wegen y > 0 schon y'(a) > 0 gelten muss. O

4.2 Sturm-Liouvillesche Eigenwertprobleme

Wie wir in Satz gesehen haben, ist fiir eine Konstante A\ das inhomogene Randwertproblem
Ly+Ay=g unter Ryy=mn, Ryy=nmn,

genau dann fiir jedes g € C([a,b]) und n € R? eindeutig l6sbar, falls das homogene Randwert-
problem Ly + Ay = 0 unter den Randbedingungen R,y = 0, Roy = 0, nur die triviale Losung
y = 0 besitzt. In diesem Abschnitt interessieren wir uns genau fiir den gegenteiligen Fall, d.h.
wir suchen nach Konstanten A, fiir die dieses homogene Randwertproblem nicht nur die triviale
Losung besitzt. Solch ein Problem nennt man ein Eigenwertproblem.

Definition 4.9. Bei einem Eigenwertproblem fiir das Negative des in definierten Operators
L sucht man Werte A, fiir die Ly + Ay = 0 unter den Randbedingungen Ry = 0, Roy = 0, eine
nichttriviale Losung y # 0 besitzt. Ist dies der Fall, so nennt man \ einen Eigenwert und y eine
FEigenfunktion von —L.

Man lasse sich dabei nicht durch die Vorzeichenwahl verwirren, diese macht erst nach einer in-
tensiveren Beschéftigung mit Eigenwertproblemen Sinn. Der folgende Satz besagt, dass es unter
den iiblichen Voraussetzungen eine ganze Folge von reellen Eigenwerten \; des Operators —L mit
lim \; = oo gibt.

k—o00

Satz 4.10. Fir p € C'([a,b]) mit p > 0 auf [a,b], ¢ € C([a,b]), 0 # «, B € R?, gibt es mit den
in [(1.1), [@.2), definierten Operatoren L, Ry, Ry zum Eigenwertproblem Ly + Ay = 0 unter den
Randbedingungen Riy = 0, Roy = 0, eine (unendliche) Folge \y < Ag < -+ < A\ < ... von reellen
Eigenwerten mit A\, — oo fiir k — oo.

Fiir diese Aussage kann man einen eleganten funktionalanalytischen Beweis angeben, der auf der
Kompaktheit des in Satz erwiahnten Integraloperators zur Greenschen Funktion I beruht (sie-
he [Walter, Paragraph 28]), oder einen elementaren Beweis, der auf der Priifer-Transformation
basiert (siche [Walter, Paragraph 27]). Wir verzichten hier aber auf einen Beweis und diskutieren
stattdessen ein Beispiel.
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Beispiel 4.11. Wir suchen die Eigenwerte A\ von —L fiir den Differentialoperator Ly := y" — 2y
unter den Randbedingungen y'(0) = 0 = ¢/(w), d.h. die Werte A, fir die Ly + Ay = 0 unter den
Randbedingungen y'(0) = 0 = /(7)) eine nichttriviale Lisung besitzt. Dabei arbeiten wir direkt mit

L, obwohl L nicht die Form (4.1) hat.

Die Nullstellen des charakteristischen Polynoms zu Ly+ A y = y" —2y + Xy sind pn2 = 1E£v1 — A,
also hat Ly + \y = 0 die allgemeine Lisung y(x) = c1ef% 4+ coet2® (bzw. y(z) = c1e” + coxe® bei
A =1). Unter den Randbedingungen y'(0) = 0 = ¢/ (m) gibt es genau dann eine nichttriviale Lisung

y' =2y + Ay =0, wenn
i 2 ca)_ (0
Mle:u‘lﬂ' /‘LQGIUQW 62 0

: : . " : 1 1 c (O o
eine nichttriviale Lisung besitzt (bzw. (e’T (m+ 1)eﬂ) (02> = (O)) Dies ist genau dann der

Fall, wenn die Determinante der Matriz verschwindet, d.h. pps(et2™ —et1™) =0 gilt oder dquiva-

lenterweise
)\e(l—\/l—)\)w(l . e27r 1—)\) — 07

also X = 0 gilt oder \/1 — X eine ganzzahliges Vielfaches von i ist, d.h. X\ = k* +1 mit einem k € N
gilt (im Fall N = 1 ist die Matriz reguldr, also liegt kein Eigenwert vor). In diesem Fall hat das
obige Gleichungssystem wegen ji1o = 1 £ ik die Losung ¢; = 1 — ik, co = —(1 + ik), und somit
sind die zum Eigenwert \, := k? + 1 gehérigen Figenfunktionen gerade Vielfache von

(1 —ik)e"™ — cy(1 + ik)er2® = e®(e™ — e™ ™ — k(e + e ")) = 2ie*(sin(kx) — k cos(kx)).

Die Eigenfunktionen zum Eigenwert k* + 1 von —L sind also Vielfache der reellen Funktion
exp(x)(sin(kz) — kcos(kx)), wihrend die zum Eigenwert 0 gehirigen Eigenfunktionen konstant
sind.

Abschlielend sei noch bemerkt, dass man Eigenwerte von — L natiirlich auch fiir Randbedingungen
untersuchen kann, die nicht die Form (4.2)) haben, z.B. periodische Randbedingungen.

Beispiel 4.12. Das Eigenwertproblem y" + Ay = 0 hat unter den periodischen Randbedingungen
y(—m) = y(r), v (—m) = ¢/ (7), die reellen Eigenwerte N\, = n*, n € Ny. Tatsichlich, ist X < 0,
dann ist die allgemeine Losung von y” + \y = 0 durch

y(x) = c1eV 4 gV

gegeben, aber y ist fir keine Wahl (¢1,c2) # (0,0) eine 2m-periodische Funktion. Fir A = 0 ist
die allgemeine Lisung y(x) = ¢1 + cax, und bei co = 0 erhdlt man Konstanten als 2m-periodische
Figenfunktionen. Ist dagegen A > 0, so lautet die allgemeine Lisung

y(z) = ¢ sin(VAx) + ¢ cos(VAx)

und diese Funktionen sind 2m-periodisch genau dann, wenn X = n? mit einem n € N gilt, egal wie
c1,co € R gewdhlt wurden.
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Kapitel 5

Elementare Losungsmethoden fiir
partielle Differentialgleichungen

Partielle Differentialgleichungen sind Gleichungen, in die nicht nur die Werte sondern auch die par-
tiellen Ableitungen einer von mehreren Variablen abhéngigen Funktion eingehen. Der Unterschied
zu gewohnlichen Differentialgleichungen ist also, dass Ableitungen nach verschiedenen Variablen
vorkommen statt nur Ableitungen nach einer Variablen. Genauer hat eine vollstdndig nichtlineare
m-~dimensionale partielle Differentialgleichung k-ter Ordnung fiir eine Funktion u: Q — R™ auf
einem Gebiet 2 C R" die Form

f(z,u,Du,...,D"u) =0

mit einer Funktion f : 2 x R™ x R™ x R R™, Allerdings kann man iiber vollstindig
nichtlineare partielle Differentialgleichungen so gut wie keine allgemein giiltigen Aussagen treffen.
Daher konzentriert man sich iiblicherweise auf spezielle Typen von (héufig linearen) partiellen Dif-
ferentialgleichungen. Aber auch deren Theorie ist so weitlaufig und komplex, dass es anmaflend und
hoffnungslos wire, dariiber in diesem Kapitel einen Uberblick geben zu wollen. Deshalb sprechen
wir in diesem Kapitel nahezu keine Theorie an, sondern wir ermitteln stattdessen spezielle Losun-
gen von gewissen partiellen Differentialgleichungen, indem wir in die partielle Differentialgleichung
Ansétze einsetzen, die auf gewohnliche Differentialgleichungen fiihren.

5.1 Die Laplace-Gleichung

Eine partielle Differentialgleichung zweiter Ordnung ist die Laplace-Gleichung
Au=0 (5.1)

fiir eine Funktion u: 2 — R auf einem Gebiet ) C R", wobei der Laplace-Operator A fiir zweimal

n
stetig differenzierbares u durch Aw := div(gradu) = > % definiert ist.
i=1 7%

Definition 5.1. Eine Lisung u von (5.1) in Q nennt man eine harmonische Funktion auf ).
Beispiel 5.2. Die Funktionen uy(x,y) := xy und uy(z,y) := x> — y* sind harmonisch in jedem
Gebiet  C R?. Auch uz(xz,y) := 2 In(z? + y?) ist harmonisch, aber nur in Gebieten Q C R?, die

nicht den Ursprung enthalten, denn u kann nicht stetig in den Punkt (0,0) fortgesetzt werden und
ist somit insbesondere keine Losung von (5.1) in einem Gebiet, das den Ursprung enthilt.
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Da der Laplace-Operator linear ist, bilden die harmonischen Funktionen auf €2 einen Vektorraum.
Insbesondere ist eine Funktion u auf ) nicht allein durch die Giiltigkeit von eindeutig fest-
gelegt, sondern wie schon bei gewohnlichen Differentialgleichungen muss man zusétzliche Bedin-
gungen verlangen, um eine eindeutige Losung von ([5.1)) zu bekommen. Wiahrend bei gewohnlichen
Differentialgleichungen iiblicherweise die Anfangswerte eine Losung eindeutig festgelegt haben, ist
eine Losung von schon eindeutig durch ihre Werte auf dem Rand 0f) bestimmt. Dies ist
nach unserer Diskussion von Randwertproblemen in auch nicht weiter verwunderlich, denn ist
Q := (a,b) ein Intervall (n = 1), so ist gerade die gewohnliche Differentialgleichung zweiter
Ordnung u” = 0, und deren Losung ist eindeutig durch die Werte u(a) und u(b) festgelegt. Als
weiteres Beispiel dafiir, dass harmonische Funktionen in 2 durch ihre Werte auf dem Rand 0f)
eindeutig festgelegt sind, werden wir harmonische Funktionen auf dem Kreis Q := B;(0) C R?
diskutieren. Dazu ist es niitzlich, in Polarkoordinaten zu arbeiten.

5.1.1 Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten

Wir werden haufig nach Losungen von ({5.1)) (oder von anderen partiellen Differentialgleichungen,
die den Laplace-Operator enthalten) suchen, die rotationssymmetrisch sind.

Definition 5.3. Eine Funktion u: £ — R auf einem Gebiet Q) C R"™ heifit rotationssymmetrisch,
falls es eine Funktion y: ]0,00[— R mit u(z) = y(||z|]) fir alle 0 # x € Q gibt.

Fiir rotationssymmetrische Funktionen u kann man Awu besonders leicht ausrechnen.

Lemma 5.4. Ist die Funktion u auf Q\{0} zweimal stetig differenzierbar und rotationssymmetrisch
mit u(z) = y(|z|) fir alle 0 # x € Q, dann gilt

(D) (x) = " (ja]) + ”|7‘|1y'<|x|> |

Beweis: Da u auf 2\ {0} zweimal stetig differenzierbar ist, ist auch y auf (0, 00) zweimal stetig
differenzierbar. Wegen (grad u)(z) =y (|:1:|) gilt

(Bu)(z) = divly/(J=)) 1) = "= <Z| |2)+y 2] (Z—'“" |+|_')

n
also wegen |z|? = Z x? und Z % = 73 die zu beweisende Formel. O

Ist die Funktion « mcht rotatlonssymmetrisch, so vereinfachen sich manche Rechnungen trotzdem
noch, wenn man von kartesischen Koordinaten (z1,...,x,) zu Polarkoordinaten (r,p1,..., ¢, 1)
ibergeht. In zwei Dimensionen (d.h. n = 2) erhélt man mit x = rcos(y), y = rsin(yp), fiir eine
Funktion u = u(r, p) wegen r = |(z,y)|, ¢ = arctan(¥) fiir x > 0, die Gleichung

Jux Ou(—y) Juy Oucw
(8r7’+8g0 r2 8rr+8g0r2)

(grad u)(z,y) =

und damit
Pux® Ouy* Puy® Oulxy  O*uy® Our® Puzr?  Ou(—2xy)
A _Jur oduy  oJuy  ousty  ouy | dur | JurT | U
(Au)(z,y) 8r2r2+8rr3+89027"4+8g0 r4 +8r27“2+87“r3+3g027“4 dp 1t
_u 100100
o ror  r20¢?’
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5.1.2 Harmonische Funktionen auf dem Kreis

Wir wollen in diesem Abschnitt mittels Trennung der Variablen nach harmonischen Funktionen
auf dem Kreis B;(0) C R? suchen. Trennung der Variablen bedeutet dabei, dass wir fiir die Lésung
u von Au = 0 in Polarkoordinaten (r, ) den Ansatz u(r, ) = R(r)®(yp) machen und nach einer
Funktion R : [0,1) — R sowie einer 2m-periodischen Funktion ® : R — R suchen, fiir die u eine
Losung der Laplace-Gleichung Au = 0 in By (0) ist. Setzt man diesen Ansatz in die zuvor ermittelte
Formel

Au:@—kl@#—iﬁzo
or?2  rdr  r2op?
ein, so erhélt man
R"® + 1R’<I> + %Rcb” =0.
r r

Bringt man alle von r bzw. ¢ abhéngigen Terme auf eine Seite, so ergibt sich daraus

TZR// + T‘RI (b//

R @
Da die Gleichung fiir beliebige r € [0,79) und ¢ € R gelten soll, jedoch auf der linken Seite nur r

und auf der rechten Seite nur ¢ vorkommt, miissen beide Seiten gleich einer Konstanten sein, d.h.
es muss ein A € R geben mit

"+ \p=0 und r*R'+rR —AR=0.

Weil @ periodisch sein soll, ist die erste Gleichung ®” + A® = 0 nichts anderes als das in [4.12]
behandelte Eigenwertproblem unter periodischen Randbedingungen. Somit mu A = n? fiir ein
n € Ny gelten, und als zugehorige Losungen erhélt man ® := % bei A = 0 bzw. ®,(p) =
an cos(ny) + bysin(ng) bei A = n? > 0. Setzt man den gefundenen Eigenwert in die zweite
Gleichung ein, so ergibt sich
R+ rR —n’R=0.

Fiir n = 0 hat diese Gleichung die allgemeine Losung Ro(r) = ¢y + doln(r), die aber nur bei
do = 0 auch in 7 = 0 definiert ist. Fiir n > 0 ergibt sich aus dem Ansatz R(r) = r* die Gleichung
k(k—1)+k—n? = 0 und somit als allgemeine Losung R,(r) = ¢,r" + d,r~", wobei wieder d,, = 0
gelten muss, damit R, auch in » = 0 definiert ist. Versteckt man nun noch im Produkt R,®,, die
Konstante ¢, in den Konstanten a,, b, so erhélt man in Polarkoordinaten u(r, ¢) = % bzw.

un(r, ) = (an cos(ng) + b, sin(np))r"™  fir neN

als Losungen von Au = 0 in B;(0). Da der Operator A aber linear ist, sind auch beliebige Summen
von u, Losungen, d.h. allgemeiner ist

u(r, p) = % + Z(an cos(ny) + by, sin(nep))r"
n=1

eine harmonische Funktion auf dem Kreis B;(0), falls die Koeffizienten a,,, b, € R so gewéhlt sind,
dass die Reihe in B;(0) in einem geeigneten Sinne konvergiert.

Man bemerke, dass die gefundene Losung durch ihre Werte auf dem Rand 9B;(0) eindeutig fest-
gelegt ist. Denn u = ¢ auf 0f2 ist in Polarkoordinaten gleichbedeutend mit

50 Z a, cos(ny) + b, sin(ny)) ,
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also muss die rechte Seite gerade die Fourier-Reihe von ¢ sein, und diese ist eindeutig durch g
bestimmt. Das Problem, Loésungen u einer partiellen Differentialgleichung in 2 zu suchen, die
u = g auf dem Rand 0f) erfiillen, bezeichnet man iiblicherweise als Dirichlet-Problem. Macht man
sich noch genauere Gedanken iiber die Konvergenz der Reihen, so erhélt man den folgenden Satz.

Satz 5.5. Das Dirichlet-Problem Au = 0 in B1(0) C R?, u = g auf 0B (0), besitzt in Polarkoor-
dinaten die eindeutige Losung

u(r, @) = EO 2:: a, cos(ny) + by, sin(nep))r"

falls g = g(p) eine quadratintegrierbare 2mw-periodische Funktion ist und ay,b, ihre Fourier-
Koeffizienten sind.

Ahnlich kann man harmonische Funktionen auf dem Kreis finden, die einer Neumannschen Randbe-
dingung d,u = g auf 02 geniigen, wobei v das duflere Einheitsnormalenvektorfeld an 02 bezeichnet
und im Falle = By(0) durch v(z) = 7 gegeben ist.

5.2 Die Diffusionsgleichung

Die lineare partielle Differentialgleichung

ou
% = Au (5.2)

fir eine zeitabhéngige Funktion u : (0,00) x € — R auf einem Gebiet 2 C R" heiit Diffusions-
gleichung, da die zeitliche Entwicklung der Dichte bei einem Diffusionsprozess mit Hilfe von (5.2))
modelliert werden kann. Andere Anwendungen interpretieren u als Temperatur, und in diesem
Kontext wird auch Warmeleitungsgleichung genannt.

Wir suchen zunéchst nach selbstédhnlichen Losungen von (5.2) auf €2 := R”, d.h. nach Losungen

der Form u(t,z) = t*y(t’x) mit einer Funktion y : R® — R. Dazu bemerke man, dass mit
u: (0,00) x R® = R auch u(a?t, ax) fiir a > 0 eine Losung von (5.2)) ist, denn es gilt

,0u

o
315(( a‘t,ar)) =a T

Diese Invarianz unter Skalierungen deutet schon darauf hin, dass es moglicherweise eine selbstahn-
liche Losung von ((5.2)) gibt, denn kénnte man a = \/% setzen (was man aber nicht darf, da a in der

—(a*t, az) = a*(Au)(a’t, ax) = A(u(a®t, ax)).

obigen Rechnung als konstant angenommen wurde), so wiirde man nach der Skalierung die nur
vom Quotlenten - abhéngige Funktion u(1, \[) erhalten.

Lemma 5.6. Jede rotationssymmetrische selbstihnliche Lisung u der Diffusionsgleichung ((5.2)
auf R™ ist ein Vielfaches von

1 =?
O(t,x) == (47rt)%e 1€,

Beweis: Da wir nach einer rotationssymmetrischen und selbstédhnlichen Losung von (j5.2]) suchen,
betrachten wir den Ansatz u(t,z) = t*y(t?|z|). Setzt man diesen in (5.2) ein, so erhilt man mit
Hilfe von die Gleichung

n—1
ytﬁ

tay/ﬁtﬁ 1|$C|—|—tha 1y_tay//t26+ta
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Um t aus dieser Gleichung zu eliminieren, muss man o — 1 = a + 2 verlangen, dann folgt mit
€ = t9|z| und y = y(&) die Gleichung

n—1
ﬁéy’+ay=y"+Ty’-

Damit man beide Seiten als Ableitung darstellen kann, muss man o = n3 verlangen und mit £"~*
multiplizieren, dann erhélt man

BE"y) = (&)
Nimmt man an, dass £"y(£) sowie £"1y/(€) fiir € — oo gegen Null konvergieren, so erhilt man
2

daraus y' = [€y und somit y(§) = Ce mit einer Konstanten C € R. Aus den Gleichungen

_ \xl

a—1=a+28 und a = np folgt zudem o = —4 und 8 = —3, so dass €2 = Bl und
u(t,z) = —e_%
1) = .

O

Die Funktion ® wird héufig Fundamentallosung von ([5.2]) genannt. Der folgende Satz rechtfertigt
diese Bezeichnung und auch die Wahl der Konstanten.

Aufgabe 5.7. Zeigen Sie, dass [,, ®(t,x)dx =1 fir alle t > 0 gilt.

Satz 5.8. Ist ug: R™ — R integrierbar, dann lést u(t,x) fRn uo(y) dy die Diffusions-
gleichung (5.2)) in (0, 00) x R™.

Ist wy dariberhinaus stetig, so gilt 1{% u(t, ) = uo(z) fir alle v € R".

Beweis: Da x — ®(t,z) fir jedes t > 0 integrierbar ist, existiert das Faltungsintegral u(t,z) :=
Jan @(t, & — y)uo(y) dy. AuBerdem ist die Funktion ® auf (0,00) x R" beliebig oft differenzierbar
und alle ihre Ableitungen sind fiir jedes € > 0 auf [e, 00) x R gleichmé&Big beschrinkt, also ist auch
u auf (0,00) x R™ beliebig oft differenzierbar und man darf bei der Berechnung der Ableitungen
von u nach t bzw. z; Differentiation und Integration vertauschen. Daher erhélt man

Gt = [ St —puldy = [ (BB -y dy = Bu)(t.0),

d.h. u lost die Diffusionsgleichung auf R".

Ist nun ug zusétzlich noch stetig (und daher als integrierbare und stetige Funktion insbesondere
beschrénkt), dann gibt es zu xy € R” und ¢ > 0 ein § > 0, fiir das |y — x| < 0 die Ungleichung
luo(y) — uo(zo)| < e impliziert. Ist nun |z — 2p| < §, dann gilt wegen [,, ®(t,z)dz = 1 die

2
Ungleichung

jult, x) — uo(wo)| =

[ @t = )ants) = ol ay
= /35( CID(t,x B y)!uo(y) B uo(xo)\ dy +/R <P(t,x - y)\uo(y) - Uo(l’o)’ dy .

o) ™\ Bs(z0)

Das erste Integral ist kleiner als [ Bj (o) O(t,x — y)edy < e. Fiir das zweite Integral ergibt sich
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wegen |y — x| > 1y — x| fiir 2,y mit |x — x| < &, |y — x| > 6, die Konvergenz

/ &(t,x — y)luoly) — wolzo)ldy < 2uolluc / O(t,x —y) dy
R™\ Bs(xo) R\ B;(xo)

_ 2ol / =2 4
(47Tt)2 R\ By (o)

ZHUUHio/ o 20— u\2 dy
(47Tt)2 R\ Bs (o)

2 o [ _2
= HuOHn / e " Ldr — 0
(4mt)z

fiir ¢ ™\ 0. Insbesondere unterschreitet der Wert des zweiten Integrals die Zahl € > 0 fiir geniigend

kleines t > 0, also gilt fiir |x — o] < g und geniigend kleines ¢ > 0 die Ungleichung |u(t,z) —

uo(zo)| < 2¢, die zu zeigen war. 0

IN

Aufgrund dieses Satzes bezeichnet man u(t,z) = fRn (t,x — y)up(y) dy als Losung der Diffusi-
onsgleichung (5.2) auf R™ unter der Anfangsbedingung u(O x) = up(z), und dies aufgrund des in
der folgenden Aufgabe formulierten Resultats sogar auch dann noch, falls uy nur integrierbar und
nicht stetig ist.

Aufgabe 5.9. Zeigen Sie, dass u(t,-) — ug in LY(R™) fiirt \, 0 gilt.

Bevor wir im folgenden Abschnitt nach wandernden Wellen in einer nichtlinearen Reaktions-
Diffusionsgleichung suchen, wollen wir noch die Eindeutigkeit von Losungen von ((5.2) sowie die
stetige Abhiingigkeit fiir Anfangswerte aus L*(R™) zeigen.

Satz 5.10. Sind u,@: (0,00) X R™ — R Ldsungen der Diffusionsgleichung (5.2) zu den Anfangs-
werten ug, iy € L*(R™), dann gilt ||u(t) — a(t)||z2 < ||uo — tol|z2-

Insbesondere gibt es zu jedem Anfangswert aus L?(R™) héchstens eine Lisung von (5.2)).

Beweis: Die Differenz v := u — @ 16st aufgrund der Linearitéit auch die Diffusionsgleichung (5.2)).
Daher gilt nach partieller Integration

d ov
EHUH%Q = (v, E>L2 = (v, Av)2 = —(grad v, grad v) > < 0.
Also gilt ||v(t)[]72 < [Jv(0)])7, fiir fast alle ¢ > 0 und somit die Behauptung. O

Abschliefend wollen wir noch kurz anmerken, dass man fiir spezielle Gebiete 2 # R™ natiirlich
auch mittels Trennung der Variablen nach speziellen Losungen suchen kann, &hnlich wie wir dies
in Abschnitt fiir die Laplace-Gleichung getan haben und in Abschnitt fiir die Wellen-
gleichung tun werden.

5.2.1 Reaktions-Diffusionsgleichungen

Eine partielle Differentialgleichung der Form

ou
i = Au+ f(u) (5.3)

fir eine zeitabhéngige Funktion u : (0,7") x @ — R auf einem Gebiet 2 C R™ heifit Reaktions-
Diffusionsgleichung, wobei die vorgegebene (nichtlineare) Funktion f : R — R der Reaktionsterm
genannt wird. Rdumlich konstante Losungen von ([5.3)) entsprechen offensichtlich gerade den Lésun-
gen der gewohnlichen Differentialgleichung v’ = f(u).
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Beispiel 5.11. Gleichungen von der Form treten beispielsweise in Populationsmodellen auf,
wenn man zusdtzlich annimmt, dass sich die Population rdumlich im Gebiet Q0 durch Diffusion
verteilt. Geht man wie in Beispiel [1.20] von einer maximal tragbaren Populationsgrifie tuma, aus
und nimmt man Umax = 1 an, so ergibt sich f(u) = AN(1 — w)u als Reaktionsterm und daher als
Reaktions-Diffusionsgleichung die sogenannte Fishersche Gleichung

ou
—=A 1—u)u.
5 u+ A1 —u)u

Wir suchen hier nach speziellen Losungen von (j5.3)), die die Form
u(t,z) = y(x + ct)

mit einer Funktion y : R® — R und 0 # ¢ € R” besitzen. Solche Lésungen werden wandernde
Wellen (engl.: traveling waves) genannt, und c ist die Geschwindigkeit der Welle. Setzt man diesen
Ansatz im Fall n = 1, Q = R, in die Gleichung ein, so erhilt man fiir y die gewdhnliche
Differentialgleichung

ey =y"+ f(y)

oder dquivalenterweise das ebene System

y' ==z

d=cz— [f(y). oY

Setzt man voraus, dass f(0) = 0 = f(1) gilt, so sind (0,0) und (1,0) Ruhelagen dieses Systems.
In diesem Fall sind besonders Wellenfronten interessant, von denen man zusétzlich £lim y(&) =0,
——00

§lim y(€§) = 1 und 0 < y < 1 verlangt. Wellenfronten entsprechen daher gerade heteroklinen Orbits
—00
des ebenen Systems von (0,0) nach (1,0) in [0,1] x R.

Definition 5.12. Sind z* und £* Ruhelagen eines lokalen Flusses, so nennt man den Orbit durch
einen Punkt x einen heteroklinen Orbit von x* nach T*, wenn o(z) = {x*} und w(x) = {Z*} gilt.

Bezeichnet F' eine Stammfunktion von f, so ist das ebene System im Spezialfall ¢ = 0 ein
Hamiltonsches System mit H (y, z) := 32?4 F(y). Da H in diesem Fall konstant entlang von Orbits
ist, verlaufen die Orbits innerhalb der Hohenlinien von H und man hat einen genauen Uberblick
iber das Phasenportrait. Ist ¢ < 0, dann ist H immerhin noch eine Lyapunov-Funktion fiir ([5.4)),
denn

H(y,z) = f(y)z + z(cz — f(y)) = ¢|z* < 0.

Zwar ist H'((—00,0]) i.a. nicht kompakt, jedoch ist bei f(0) = 0 und f’(0) > 0 der Punkt 0 ein
striktes lokales Minimum von F und daher H~*((—o0,0]) N Q' = {0} fiir eine Umgebung Q' von
(0,0). Somit ist (0,0) stabil fiir ¢ < 0, d.h. es kann im Fall ¢ < 0 keine der von uns gesuchten
Wellenfronten geben. Das folgende Lemma gibt Auskunft {iber den Fall ¢ > 0.

Lemma 5.13. Gilt f(0) = 0 = f(1) und ist f' in [0,1] streng monoton fallend mit f'(0) > 0,
f'(1) <0, dann sind (0,0) und (1,0) die einzigen Ruhelagen von (5.4) in [0,1] x R. Die Ruhelage
(0,0) st ein instabiler Strudel fir 0 < ¢ < 24/ f(0) und ein instabiler Knoten fir ¢ > 24/ f'(0),
wdhrend (1,0) fir alle ¢ > 0 ein Sattel ist.
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Beweis: Da f’ streng monoton falllend ist, ist f streng konkav auf [0, 1], also sind 0 und 1 die
einzigen Nullstellen von f in [0, 1] und somit (0, 0) und (1, 0) die einzigen Ruhelagen von (/5.4)). Die

Linearisierung der rechten Seite von (5.4]) im Punkt (y, 2) ist ( L .und hat die Eigenwerte

0
—f'(y)
A=<t 1/ —4f(y). Wegen f'(0) > 0ist (0,0) fiir 0 < ¢ < 24/f7(0) ein instabiler Strudel des
linearisierten Systems, fiir ¢ = 24/ f’(0) ein uneigentlicher instabiler Knoten und fir ¢ > 24/ f(0)
ein instabiler Knoten, wiahrend (1,0) wegen f/(1) < 0 fiir alle ¢ > 0 ein Sattel ist. Abschlieflend
muss man noch zeigen, dass nahe der hyperbolischen Ruhelagen (0,0) und (1,0) nicht nur eine
topologische Aquivalenz, sondern sogar eine C''-Aquivalenz zur Linearisierung vorliegt, auf diesen
Teil des Beweises gehen wir hier aber nicht ein. O

Aufgrund von Lemma kann auch im Fall 0 < ¢ < 24/f/(0) keine der von uns gesuchten
Wellenfronten existieren, denn wenn (0, 0) ein instabiler Strudel ist, dann verldfit jede Losung nahe
(0,0) den Bereich [0, 1] xR und wird zwischendurch auch einmal negativ in der ersten Komponente.
Um die Existenz von Wellenfronten fiir ¢ > 24/ f'(0) zu zeigen, miissen wir nachweisen, dass die
stabile Mannigfaltigkeit von (1,0) eine negativ invariante Teilmenge des AbstoBungsbereiches von

(0,0) schneidet.

Definition 5.14. Ist z* Ruhelage eines lokalen Flusses ®, so heifit die Teilmenge Wi(z*) =
{z] tlim O(t,x) = a*} die stabile und W, (z*) := {x| tlim O(t,z) = a*} die instabile Mannigfal-
—00 ——00

tigkeit von x*.

Zur Erinnerung: Fiir hyperbolische lineare Fliisse haben wir in Satz bewiesen, dass die stabile
und die instabile Mannigfaltigkeit des Ursprungs lineare Unterrdume sind und sie mit X und X,
bezeichnet. Fiir von einer nichtlinearen Differentialgleichung mit einem C*-Vektorfeld als rechter
Seite erzeugte lokale Fliisse kann man allgemeiner zeigen, dass fiir hyperbolische Ruhelagen z* die
Mengen Wy (z*) und W, (x*) immersierte C*-Untermannigfaltigkeiten sind, deren Tangentialraum
in z* der stabile bzw. instabile Unterraum der Linearisierung ist, sieche [Amannl|, (19.11), (19.12¢)].

Dieses Resultat wenden wir nun unter den Voraussetzungen von Lemma [5.13| an. Der stabile

Unterraum der Linearisierung in (1,0) wird durch den Eigenvektor (—1,—A_) von (_ f(’)(l) 1)

c
zum FEigenwert A = £ —

¢ — 1,/ —4f(1) < 0 aufgespannt, und wir bezeichnen mit I'y € W((1,0))
den Orbit, der fiir ¢ — oo aus der Richtung (—1, —A_) in (1,0) hineinlduft. Fir ¢ > 24/ f/(0) wird
der am stérksten abstofiende Unterraum der Linearisierung in (0, 0) durch den Eigenvektor (1, ;)

von (_ f(?(O) zum Eigenwert A\, = § + % 2 —4f'(0) > 0 aufgespannt, und wir bezeichnen

mit 'y € W, ((0,0)) den Orbit, der fiir ¢t — —oo aus der Richtung (1, ;) in (0,0) hineinlduft.
Aufgrund der Voraussetzungen von Lemma hat f in [0, 1] eine eindeutige Maximalstelle a €
(0,1). Desweiteren gilt 2/ = 0 auf dem Graphen {(y, z) |z = @} von 1 f gilt. Daher hat die zweite
Komponente jeder Losung von ((5.4)) eine Extremalstelle, wenn Sie den Graphen von % f schneidet,
und zwar wegen 2" = ¢z’ — f'(y)y’ = —f'(y)z eine Minimalstelle, falls der Schnitt in (y, z) mit
y € (0, a) stattfindet, bzw. eine Maximalstelle, wenn der Schnitt in (y, z) mit y € (a, 1) erfolgt.

Nun betrachten wir den Orbit I'y, der von (0,0) aus in den positiven Quadranten hineinlauft.
Der Orbit I's kann den positiven Quadranten nicht durch die positive z-Achse verlassen, denn
(=1,0),(z,cz — f(y))) = —z < 0 gilt fiir z > 0. Da I'y nahe (0,0) oberhalb des Graphen von
% f liegt, kann I'y aber auch den Graphen von % f micht schneiden, solange I'y in (0,a) x (0,00)
verldauft, denn ansonsten hétte die zweite Komponente des Orbits im Schnittpunkt als von der
Zeit t abhédngige Funktion ein lokales Minimum. Dariiberhinaus gilt ¢y = z > 0, solange I's den
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positiven Quadranten nicht verlafit, und daher verldsst I'y den Bereich (0,a) x (0,00) durch die

Gerade y = a in einem Punkt (a,b) mit b > @

Fiir den Orbit I'y liegt riickwérts in der Zeit gerade die umgekehrte Situation vor: I'y lduft aus
(0,1) x (0,00) kommend nach (1,0) hinein, und I'; kann wegen ((0, —1), (z,cz— f(y))) = f(y) >0
fir z = 0, y € (0, 1), nicht durch die positive y-Achse in das Gebiet (0, 1) x (0, c0) hineingekommen
sein. Da I'; nahe (1,0) unterhalb des Graphen von % f verlduft, kann I'; aber auch den Graphen
von * f nicht schneiden, solange I'y in (a, 1) x (0, c0) verlduft.

Das von [0,1] x {0}, {(y,2)|a <y <1, z= @}, {(y,2) |y =a, f < b} und I'y berandete
Gebiet ist nun negativ invariant, denn es gilt ((—f'(y),¢), (z,cz — (y))) = —f'(y)z > 0 fiir
a<y<l,z= @ > 0, sowie ((1,0),(z,cz — f(y))) =2 >0 fir y = a, f(a) <z <b, und I'y kann
als Orbit nicht von einem anderen Orbit geschnitten werden. Auflerdem hegt dieses Gebiet wegen
b<af(a)/cund

Hia,b) = %bQ 1 F(a) < OF L gy

2c?
unter der zusétzlichen Voraussetzung ——=L%2— < ¢innerhalb von {(y,2) |y < 1, 2 >0, H(y, z)
V2(F(1)=F(a)) ’ ’ ’ ’

F(1)}. und gehort somit wegen H(y,z) > 0 fiir z > 0 zum AbstoBungsbereich von (0,0). Daher
muss [ fiir ¢ = —oo von (0, 0) her gekommen sein, d.h. I'; ist der gesuchte heterokline Orbit. Da
die stabile Untermannigfaltigkeit von (1, 0) auflerdem eindimensional ist, kann es zu einem festen ¢
nicht noch weitere heterokline Orbits von (0, 0) nach (1,0) geben, und dies beweist den folgenden
Satz.

Satz 5.15. Gilt f(0) =0 = f(1), ist f in [0,1] streng monoton fallend mit f'(0) > 0, f'(a) =0
fir a € (0,1) und f'(1) < 0, und bezeichnet F eine Stammfunktion von f, so existiert fiir jedes

¢ > max(24/f'(0), \/L) genau eine Wellenfront von ((5.3).

Abschlieflend sei darauf hingewiesen, dass die oben benutzte Beweis-Methode, mit der wir den
heteroklinen Orbit I'; gefunden haben, allgemein unter dem Namen Wazewski-Prinzip in der Li-
teratur bekannt ist.

5.3 Die Wellengleichung

Im letzten Abschnitt haben wir gesehen, dass in Reaktions-Diffusionsgleichungen wandernde Wel-
len als Losungen auftreten kénnen. In diesem Abschnitt wollen wir uns mit einer weiteren partiellen
Differentialgleichung zweiter Ordnung beschéftigen, deren Losungen sogar naturgeméafl Wellen sind,
ndmlich mit der Wellengleichung

0%u

Ex
fir eine zeitabhédngige Funktion u: (0,00) x © — R auf einem Gebiet Q@ C R", wobei die Zahl
c € (0,00) die Geschwindigkeit der Wellen angibt.

= c*Au (5.5)

Im Fall © = R kann man leicht sehen, dass jede Losung eine Uberlagerung von Wellen ist. Denn
der Differentialoperator aus ({5.5)) besitzt in diesem Fall die Zerlegung

P L0 (0 ON(O_ ON_(0_ 0N(o0 O
oz “or2 \ot "%z ) \at T “ox ot o) \ot Tz )
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Nun kann man aber leicht nachrechnen, dass auf R die lineare partielle Differentialgleichung erster

Ordnung % + c% = 0, die auch lineare Transportgleichung genannt wird, Losungen von der Form

u(t, ) = y(z F ct) mit einer beliebigen stetig differenzierbaren Funktion y: R — R besitzt. Somit
ist u auch eine Losung der Wellengleichung (5.5)), und aufgrund der Linearitét ist daher

u(t,xz) = yi(x + ct) + yo(z — ct)

fiir beliebige zweimal stetig differenzierbare Funktionen yi, y» : R — R eine Losung der Wellenglei-
chung (5.5)) auf Q = R. Die Losung besteht also aus der Uberlagerung einer nach links und einer
nach rechts wandernden Welle.

Gibt man sich eine Anfangsauslenkung u(0, ) = uo(z) und eine Anfangsgeschwindigkeit 2%(0, ) =
uy(z) der Welle vor, so kann man die Funktionen y;, yo eindeutig aus

(@) +y2(2) = uo(z)  und  eyi(z) — cyh(z) = w (z)

bestimmen. Tatséchlich ist die Losung zu vorgegebenen Anfangdaten auch im Mehrdimensionalen
eindeutig, wie der folgende Satz besagt.

Satz 5.16. Ist Q) C R" ein beschrinktes Gebiet, so gibt es zu ug, uy: 0 — R hdochstens eine Losung
u von (5.5) mit u(0,z) = ug(z) und 24(0,z) = uy(z).

Beweis: Sind u,u zwei Losungen zu denselben Anfangsdaten, so 16st die Differenz v = u —
@ aufgrund der Linearitdt die Wellengleichung (5.2) zu den Nullfunktionen als Anfangsdaten.

Definiere die Energie
1
E(t) = -
=3

dann gilt mittels partieller Integration

d ov 0%v ov ov (0%
—F = - — = — [ —=—=A =
o (t) Ot o + <grad v, grad 8t> dx /Q T (8152 v) dr =0,

d.h. die Energie ist konstant entlang von Losungen. Aufgrund von v(0,-) = 0 = (gradv)(0,-) =0
und 4¢(0,-) = 0 gilt £(0) = 0, also auch E(t) = 0 fiir fast alle ¢ > 0. Dies impliziert 2% = 0 und
gradv = 0 in (0, 00) x §2, wegen v(0,-) = 0 also auch v = 0 in (0, c0) x 2, was zu beweisen war. O

2

@(t, x)| + |(gradv)(t, a:)|2 dz

ot

5.3.1 Eine Wellengleichung mit Transportterm

In den Anwendungen treten in partiellen Differentialgleichungen mit einem Differentialoperator
zweiter Ordnung in den Raumvariablen wie A h#ufig zusétzlich noch Terme mit Ableitungen er-
ster Ordnung in den Raumvariablen auf, beispielsweise Transportterme der Form div(f(u)) mit
einer Funktion f: R — R". Wir wollen anhand der speziellen Wellengleichung mit linearem Trans-
portterm

Pu  Pu  _Ou

2 a2 oz
auf dem Intervall  := (0,7) unter den Neumannschen Randbedingungen 24(0) = 0 = 2%(n)
zeigen, dass auch in diesem Fall Trennung der Variablen zum Ziel fiihren kann.
Dazu setzen wir den Ansatz u(t,z) = T'(t) X (z) in die Gleichung ein und erhalten 77X = X"T —
2X'T, d.h.

X"=2X"+2XX =0 und T"+ T =0
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mit einer Konstanten A. Die erste Gleichung ist gerade das in behandelte Eigenwertproblem.
Daher kommt fiir A nur der Wert )y = 0 oder \;, = k?>+1 mit k¥ € N infrage, und fiir die zugehéorige
Eigenfunktion X gilt Xy = ¢g bzw.

X, = ce” (sin(kz) — k cos(kx))
mit einer Konstanten c. Die zweite Gleichung hat mit A = k? + 1 die allgemeine Lésung
Ty, (t) = ag cos(VE? + 1t) + by sin(V k2 + 1t)

bzw. bei A = 0 die Losung T'(t) = ao+bot. Versteckt man nun noch im Produkt T, X}, die Konstante
¢, in den Konstanten ayg, by, so ergibt sich

u(t,x) = €* (sin(kx) — k cos(kx)) (ak cos(Vk? + 1t) + by sin(Vk? + 1t)>

fiir jedes k € N als Losung bzw. ug(t, x) = ag + bot. Aufgrund der Linearitdt der Gleichung ist also
auch

u(t,x) = ag + bt + €” i (sin(kx) — k cos(kz)) <ak cos(Vk? + 1t) + by sin(Vk? + 1t)>

k=1

eine Losung, falls die Koeffizienten ay, by, € R so gewéhlt sind, dass die Reihe in R x (0, 7) in einem
geeigneten Sinne konvergiert. Sucht man beispielsweise nach einer Losung, bei der die Anfangs-
auslenkung durch u(0,z) = ¢*(2sin(3z) — 6 cos(3z)) gegeben und keine Anfangsgeschwindigkeit
vorhanden ist, d.h. %—7;(0, x) = 0 gilt, dann ergibt sich durch Koeffizientenvergleich b, = 0, a3 = 2
sowie ap = 0 fiir k # 3, also als Losung

u(t, z) = cos(V10t) exp(z) (2sin(3z) — 6 cos(3z)) .

95



96



Literaturverzeichnis

[Amann| H. AMANN, Gewdhnliche Differentialgleichungen, de Gruyter, 1983.

[Barbu| V. BARBU, Nonlinear semigroups and differential equations in Banach spaces, Editura
Academiei, 1976.

[Chicone] C.C. CHICONE, Ordinary Differential Equations with Applications, Texts in applied
Mathematics 34, Springer, 2006.

[Coddington,Levinson] E. CODDINGTON, N. LEVINSON, Theory of Ordinary Differential Equa-
tions, McGraw-Hill, 1955.

[Elstrodt] J. ELSTRODT, Mafs- und Integrationstheorie, Springer, 1999.

[Engel,Nagel] K.-J. ENGEL, R. NAGEL, One-Parameter Semigroups for Linear Evolution Equa-
tions, Graduate Texts in Mathematics, 2000.

[Evans| L.C. EVANS, Partial Differential Equations, Graduate Studies in Mathematics 19, AMS,
1998.

[Forster] O. FORSTER, Analysis II, Vieweg, 2008.
[Konigsberger] K. KONIGSBERGER, Analysis 1, Springer, 1990.
[Konigsberger] K. KONIGSBERGER, Analysis 2, Springer, 1993.

[Poschel] J. POSCHEL, Dynamische Systeme, Skript, http://www.poeschle.de/ds-09/pdf/ds-
skript.pdf, 2009.

[Strauss] W.A. STRAUSS, Partielle Differentialgleichungen, Vieweg, 1992.

[Walter] W. WALTER, Gewdhnliche Differentialgleichungen, Springer, 2000.

97



98



Sporadisches Sachwortverzeichnis

dynamisches System Methode

kontinuierliches lokales, Trennung der Variablen,
Fluss Variation der Konstanten,

lokaler, . .
Fundamentalsystem, rotationssymmetrisch,
Glelg;mllfce_ Variation

P ’ der Konstanten,

Losung Vektorfeld

globale, [9] zeitabhéingiges, [9)

99



	Elementare Lösungsmethoden und allgemeine Existenzsätze
	Lösungen gewöhnlicher Differentialgleichungen
	Elementar lösbare Differentialgleichungen 1. Ordnung
	Elementar lösbare Differentialgleichungen 2. Ordnung
	Der Existenz- & Eindeutigkeitssatz v. Picard-Lindelöf
	Allgemeinere Existenz- und Eindeutigkeitsresultate
	Stetige Abhängigkeit
	Differenzierbare Abhängigkeit

	Lineare Differentialgleichungen
	Lineare Systeme
	Lineare Differentialgleichungen höherer Ordnung
	Die Reduktionsmethode von d'Alembert
	Lineare Differentialgleichungen mit konstanten Koeffizienten

	Qualitative Theorie
	Grundlegende Begriffe
	Lineare Flüsse
	Linearisierung nichtlinearer Flüsse
	Lyapunov-Funktionen

	Rand- und Eigenwertprobleme
	Sturm-Liouvillesche Randwertprobleme
	Sturm-Liouvillesche Eigenwertprobleme

	Elementare Lösungsmethoden für partielle Differentialgleichungen
	Die Laplace-Gleichung
	Die Diffusionsgleichung
	Die Wellengleichung

	Sporadisches Sachwortverzeichnis

