Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock

Serie 0 Abgabetermin: spéitestens 07.04.2017, 11:15 Uhr
ProOF. DRr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 0.1: (3+3+6+3 P)

(a) Zeigen Sie, dass die fir = (21,22) € R? durch ||z| := 2|21| + }|x| definierte Abbildung

|.|I: R = R eine Norm auf dem R? ist und skizzieren Sie die Menge M := {z € R?: ||z| < 1}.

(b) Seinun ||.||z die Euklidische Norm und ||.|| die Norm aus (a). Bestimmen Sie Konstanten a,b > 0,
so dass Vr € R?: a [|z||s < ||z|| < b ||z]|2 gilt. Sind ||.]|2 und ||.|| &quivalent ?

(c) Sei b € R? gegeben und f: R* — R? definiert durch f(z) := Az + b mit

Zeigen Sie mit dem Banachschen Fixpunktsatz, dass die Iterationsfolge z,, := f(z,_1) fiir belie-
biges 7y € R? gegen einen eindeutig bestimmten Fixpunkt in R? konvergiert.

(d) Bestimmen Sie den Fixpunkt aus (c) in Abhéngigkeit von A und b.
Aufgabe 0.2: (245 P)

(a) Beweisen Sie: Ist f: R™ — R differenzierbar in a € R™, dann ist f auch stetig in a.

.TQy

fii 0,0
(b) Die Funktion f: R? — R sei definiert durch flz,y) = < a+y? ir (z,y) 7 (0,0),
0 fir (z,y) = (0,0).

Zeigen Sie, dass fiir jede Nullfolge (z,)neny und jedes ¢ € R die Folge f(x,,c- x,) konvergiert,
d.h. dass im Nullpunkt der Grenzwert der Funktion entlang einer beliebigen Geraden existiert.
Existiert lim f(x,,y,) fiir jede beliebige Nullfolge (z,, yn)nen ? Ist f in (0,0) stetig?

n—o0

Aufgabe 0.3: (4+3+3 P)
(a) Bestimmen Sie zu ay,...,a; € R" den Vektor z € R", fiir den die Summe der Quadrate der
Abweichungen ||z —aq||2, . . ., ||z —ak||2 minimal ist (wobei ||| die Euklidische Norm bezeichnet).

(b) Bestimmen Sie fiir die folgenden Kurven jeweils den Tangentialvektor und die Bogenléinge:

(i) c: [0,1] = R* t — (1 —t)v + tw fiir v,w € R* fest gewiihlt.
x + 1 cos(t)

(ii) c: [0,27] = R? t (y—l—rsin(t)

) fiir (z,y) € R? und r > 0.

Welche Gebilde beschreiben die oben genannten Kurven?
Aufgabe 0.4: (3+2+4+3 P)

(a) Zeigen Sie, dass das Gleichungssystem PR S

2?2 —2zy+1—2 = 0
in einer Umgebung des Punktes (zq, v, 20) = (—1, 3, 8) lokal nach (z,y) auflosbar ist.

(b) Die nach (a) existierende auflosende Funktion g¢(z) = (x(2),y(z)) parametrisiert eine Kur-
ve 7(z) = (z(2),y(z),2). Berechnen Sie den Tangentialvektor 7/(z) an die Kurve im Punkt

(%0, Yo, 20) = (—1,3,8). e
(c) Berechnen Sie das Integral / / e~ Wt gy dy per Anwendung des Transformationssatzes auf
o Jo
den Diffeomorphismus ®: ]0, co[ x |0, 1] — |0, 00[ x ]0, 00], ®: (g) s (U) :: (17(1 — y))

v Ty



Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock

Serie 1 Abgabetermin: spétestens 21.04.2017, 11:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 1.1: (6 P)

Klassifizieren Sie die folgenden eindimensionalen gewhnlichen Differentialgleichungen
(Ordnung, explizit/implizit, autonom/nichtautonom, linear/nichtlinear):

(@)  y"(z) = ylz) y'(z) (d)  y'(x) = y'(a)(@®+1)
(b) w'(t) = (£ + Tu(t) +¢* (e) (z"(t))* = a(t)-sin(z(t))
(c) 2*y"(z)+zy(z)+2y(z)—sin(z) = 0 ) y(@) = 2* y()
Aufgabe 1.2: (242 P)

Schreiben Sie die folgenden Differentialgleichungen héherer Ordnung in Systeme von Differenti-
algleichungen erster Ordnung um.

(a) 2" =2’ +sin(z - o)

(b) 2" =t-7" +x- (.73,)2

Aufgabe 1.3: (242 P)

Bestimmen Sie zunéchst alle Losungen der folgenden Differentialgleichungen:

4
() ¢ = Vry () ¢ = 2ey+de
Losen Sie anschliefilend das jeweilige Anfangswertproblem mit y(1) = 3e.

Bonus: (+1 ZP)
Begriinden Sie, warum das folgende Anfangswertproblem zur gegebenen impliziten Differential-
gleichung zweiter Ordnung keine Losungen besitzen kann:

(1+2)@")? + (sin(@*+3)” +1 =0, y@) =3, y4) =13,
Aufgabe 1.4: (343 P)
(a) Losen Sie die Differentialgleichung y +cos(x)y = (cos(x))’.

(b) Losen Sie mittels geeigneter Substitution die Differentialgleichung Yy =x + 5y.
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Serie 2 Abgabetermin: spéitestens 28.04.2017, 11:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER
Aufgabe 2.1: (4 P)

Zu einer vorgegebenen Kurve b: R — R? sind diejenigen Kurven o gesucht, deren Tangenti-
alvektor zum Zeitpunkt ¢ die Summe aus den Ortsvektoren x(t) und b(t) ist. Stellen Sie eine
Differentialgleichung fiir z auf und losen Sie diese.

Aufgabe 2.2: Losen Sie jeweils mittels geeigneter Substitution (2+4 P)
(a) die Differentialgleichung 2%y — xy — 5 = y? fiir x > 0,
3
(b) das Anfangswertproblem ¥y = (In(z))? + 1 y( ) zum Anfangswert y(e) = —3.
n(x
Aufgabe 2.3: Finden Sie die allgemeinen Losungen der Differentialgleichungen (24344 P)

(a) ¥ +y—axy* =0,
(b) ¥ — 2ty — 2ty =0,

(c) ¥ —y —e"y? = —3e™® mit der speziellen Losung e™.

Aufgabe 2.4: (3+4+4 P)

(a) Zeigen Sie, dass die Differentialgleichung (2y? + 6xy — 2%) + (y* + 4xy + 322)y’ = 0 exakt ist und
geben Sie die Losung implizit in der Form ®(z,y) = C an.

(b) Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen, indem Sie sie mittels eines integrierenden Faktors
in eine exakte Differentialgleichung iiberfiihren.

(i) (*+y)—xy' =0 (i) zy® dz + (1+22%*) dy = 0



Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock

Serie 3 Abgabetermin: spétestens 05.05.2017, 11:15 Uhr

Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER

Aufgabe 3.1: Bestimmen Sie alle Losungen der Differentialgleichungen (3+3 P)
y v y y

(a) v ==+ - (b) ¥ == +exp (——) Tipp: Substitution und Trennung der Variablen.
x x x

Aufgabe 3.2: (4+4+4 P)

(a) Losen Sie das Anfangswertproblem (xy? + 423y) + (2 +2%y) -y = 0, y(1) = 4.

(b) Losen Sie das Anfangswertproblem (y* +42%y) + (*+azy) -y = 0, y(l) = —2.

(¢) Welche Losung erhalten wir fiir das Anfangswertproblem aus (a), wenn wir die Anfangsbedingung
zu y(1) = 0 abédndern? Was passiert, wenn wir stattdessen nur y(0) = 0 fordern?

Aufgabe 3.3: (6+9 P)

(a) Untersuchen Sie, welche der folgenden Funktionen f(¢,z) auf dem jeweils angegebenen Rechteck
R eine Lipschitz-Bedingung erfiillen:

(i) f(t,z) = e**cos(tz), R=1[0,1] x [-m 7] ;
(i) f(t,x) = V14+t+22, R=[l00 x R;
(iii) f(t,z) = t\/|z], R=1[0,00] x R.

(b) Betrachten Sie zu den Funktionen aus (a) die Anfangswertprobleme & = f(t,2) mit den
Anfangswerten (i) =(0) = 0; (i) z(1) =1; (iii) xz(0) =0 und entscheiden
Sie, ob diese Probleme eindeutige Losungen besitzen. Wie grofl konnen die Losungsintervalle
gegebenenfalls gewéhlt werden? (Satz von PICARD-LINDELOF)

Aufgabe 3.4: (3+24+2 P)
(a) Bestimmen Sie eine Losung der Differentialgleichung ¢’ 434 </y? = 0 zum Anfangswert y(0) = 1.
(b) Zeigen Sie, dass die Losung auf dem Intervall 0 < ¢ < 31In(2) eindeutig ist (Satz von P.L.).

(c) Zeigen Sie durch Angabe einer zweiten Losung, dass die Losung der obigen Anfangswertaufgabe
auf jedem Intervall 0 < ¢ < b mit b > 31In(2) nicht mehr eindeutig ist.



Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock

Serie 4 Abgabetermin: spétestens 12.05.2017, 11:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER
Aufgabe 4.1: (6 P)

Zeigen Sie: Beziiglich des Mafles e dz auf ]0, oo| sind die Laguerre-Polynome

Ln(x):zzfg(e—rx”yn> (4.1)

orthogonal. Desweiteren 16sen sie die Laguerre-Differentialgleichung

zy"+(1—2)y' +ny=0. (4.2)
Bonus: Zeigen Sie: Die Laguerre-Polynome erfiillen fiir alle n € N die Gleichungen: (+6 ZP)
(i) L () = nLy,(x) — nL, () (ii) LI (x) — L, _y(z) + Lyp—1(x) = 07

Zeigen Sie nun mittels (i) und (ii), dass L,(z) die Laguerre-Gleichung erfiillt.

Aufgabe 4.2: (9 P)
Die Hohe z(t) einer senkrecht gestarteten Rakete iiber der Erdoberfliche kann (bis auf Konstan-
1
ten) durch die Differentialgleichung 2" = —— beschrieben werden.
x

(a) Ermitteln Sie x(t) fiir eine Rakete, deren Triebwerk in der Hohe z(0) = 2 bei Geschwindig-
keit 2/(0) = 1 abgeschaltet wird, und zeigen Sie z(¢) — +oo fiir t — +oc.

(b) Beweisen Sie, dass z(t) bei 2/(0) < 1 beschrankt bleibt.

(c) Miissten nach unseren Resultaten iiber nichtlineare Schwingungen die Losungen nicht ei-
gentlich periodisch sein?

Aufgabe 4.3: (5+5 P)

Bestimmen Sie die Losungen z(t) der folgenden autonomen nichtlinearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung zu den gegebenen Anfangswerten mit Hilfe der Substitution y(z) := 2/(t(x)),
wobei t(x) die Umkehrfunktion zu z(t) bezeichnet.

12
(a) 2" = % zu den Anfangswerten z(0) = 1, 2/(0) = 2,

(b) 2" = (2')%x zu den Anfangswerten x(0) = /2, 2/(0) = e.

Aufgabe 4.4: (3+2 P)
(a) Seien die Funktionen A(t), B(t),x(t) (bei ty) differenzierbar. Bestimmen Sie

6) <(AMB() () 7 (A(1)(1) (i) 4 (et A(1)

(b) Uberfithren Sie ein komplexes System z(t) = B(t)z(t) + b(t) von n Differentialgleichungen
mit Aufspaltung in Real- und Imaginérteil der Gestalt

2(t) = x(t) +iy(t),  b(t)=c(t)+id(t),  B(t)=C(t) +iD(t) ,

in ein reelles System von 2n Differentialgleichungen.
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Serie 5 Abgabetermin: spétestens 19.05.2017, 11:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER
Aufgabe 5.1: (4 P)

Beweisen Sie: Fiir A € C\R folgt aus der linearen Unabhéingigkeit der Funktionen t4~1e, t4-1eM,
q=1,...,k, auch die lineare Unabhingigkeit der Funktionen

197 1eReM cog(Tm(A)E), 197 eV gin(Im(\)t), ¢ =1,.. ., k.

Aufgabe 5.2: Uberpriifen Sie, ob die Funktionen (3+3 P)
(a) yi(z) = 22, y(z) = z, ys(x) = 2* — 22
(b) yi(x) = z, ya(x) = 2% —z, y3(x) = " —x

jeweils ein Fundamentalsystem fiir die Differentialgleichung

2
T y 2z , 2

_ ‘=0
x2—2x—|—2y x2—2x—|—2y

y/// _ y
2 — 20 + 2

bilden. Geben Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung an.
Aufgabe 5.3: (6+6 P)

Reduzieren Sie die Ordnung der folgenden homogenen linearen Differentialgleichungen mit Hilfe
der angegebenen nichttrivialen Losung und geben Sie die allgemeine Losung an.

(a) (z+1)y" + (x — 1)y’ — 2y = 0 mit der nichttrivialen Losung g(x) = e

3 1 1
(b) y" + Ey" +y + Y= 0 mit der nichttrivialen Losung g(z) = .

Aufgabe 5.4: (8 P)

Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem des homogenen linearen Systems

y (1 1)?/
- t+1
1 &5

auf dem Intervall (1,00), indem Sie nachpriifen, dass y(t) = < ) eine Losung ist, und

t
1—¢
anschliefend die Dimension reduzieren.
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Serie 6 Abgabetermin: spétestens 26.05.2017, 11:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER

Aufgabe 6.1: Finden Sie die allgemeine Losung der folgenden Differentialgleichungen (3+3+3 P)

(a) y" —6y" + 11y — 6y = 0; (b) ¥ + v + 4y = 2sinh(¢); (c) ¥y +9y =12+ ¥ + 6.

Aufgabe 6.2: Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme (343 P)
(a) 8y" 4+ 6y +y = 2x+ 5 zu den Anfangswerten y(0) = ¢ (0) = 0.
(b) " —y" — 4y’ + 4y = 0 zu den Anfangswerten y(0) =1, /'(0) =¢"(0) = 0.

Aufgabe 6.3: (5 P)

Losen Sie die Euler-Differentialgleichung —6t2x(t) + 432 (t) — t13(t) = t+ 1.

Aufgabe 6.4: (446 P)

(a) Fir A € R™" sind sin(A) und cos(A) definiert durch

sin(A) := Z (_—1)!A2k+1 und cos(A) = Z (

2@k +1) 2 (2%)!

Zeigen Sie, dass cos(tA) (bzw. sin(tA)) die Matrix-Differentialgleichung X” = —A?X zum An-
fangswert X (0) = Id, X’(0) =0 (bzw. X(0) =0, X'(0) = A) lost.

5 =2 \/%
(b) (i) Losen Sie die Differentialgleichung y(t) = -2 5 % y(t) .
0 0 3

2
(ii) Welche Losung erfiillt y(0) = 0|7
V2



Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock

Serie 7 Abgabetermin: spéitestens 02.06.2017, 11:15 Uhr
ProOF. DRr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 7.1: Losen Sie fiir > 0 die Euler-Differentialgleichungen (3+3 P)

(a) 2%y" —3zy' +4y =10, (b) z%y” + 5xy + 4y =0 .
Aufgabe 7.2: Gegeben sei die inhomogene Differentialgleichung (34643 P)
y" — 3y +2y = cos(t) . (7.1)

(a) Bestimmen Sie das charakteristische Polynom und seine Nullstellen. Leiten Sie daraus ein Fun-
damentalsystem der zugehorigen homogenen Differentialgleichung her.

(b) Berechnen Sie sowohl einmal mit Satz 2.14 als auch einmal mit Satz 2.7 eine Partikulérlosung
und finden Sie mit ihrer Hilfe eine Darstellung fiir die allgemeine Losung von ([7.1]).

(c) Bestimmen Sie die Lésung von ([7.1]) zu den Anfangswerten (y(0),'(0),y”(0)) = (0,1, 2).

Aufgabe 7.3: (444 P)
(a) Bestimmen Sie die optimalen Lipschitz-Konstanten des Differentialgleichungssystems
(t) = x(t)+ 2(t)

y@t) = x(t) +y()
) = 2(t) — ()

beziiglich der Euklidischen Metrik, der Manhattan-Metrik und der Maximumsmetrik, indem Sie
die entsprechenden Operatornormen ermitteln.

(b) Bestimmen Sie auf D := {(t,z,y) : 2>+ y* <1} C R? bzgl. || - ||2 eine Lipschitz-Konstante fiir

das System . )
w(t) = x(t) - (y(1))
y(t) = sin(z(t) - y(t))
Hinweis: Verwenden Sie den Schrankensatz und [[A|ls < ||Al|r = > aj.
k=1
Aufgabe 7.4: (4 P)
Sei (X, || - ||) ein normierter Raum und D C X abgeschlossen und beschrénkt.

Weiter sei T: D — X ein in D stetiger und kompakter Operator, fiir den zu jedem £ > 0 ein
x € D existiert, so dass ||z — Tz|| < e gilt. Zeigen Sie, dass T einen Fixpunkt in D besitzt.
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Serie 8 Abgabetermin: spéitestens 09.06.2017, 11:15 Uhr
ProOF. DRr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 8.1: (5+3 P)
2 2 =3
(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung vony’ = [ 1 3 —3 |y + b im Fall b= 0.
1 2 =2

(b) Bestimmen Sie in (a) eine partikuliire Losung fiir b = (3,2, 1)7.

Aufgabe 8.2: (10 P)
Bestimmen Sie die allgemeine Losung der Differentialgleichung /() = 1 — (y(x))?, sowie die
speziellen Losungen zu den fiinf Anfangswerten y(0) = —3,—1,0, 1, 3.

Fiir welche x € R existieren die speziellen Losungen 7

Aufgabe 8.3: (4 P)

(a) Ermitteln Sie fiir festes n € N zum Anfangswert y,,(0) = tan(% — 1 — 1) die Losung y,,(¢) der
Differentialgleichung

y'(t) = (1+ (y(t)?*) cos(t) .

(b) Zeigen Sie, dass jede der Losungen y, aus (a) auf ganz R existiert, dass aber die Losung zum
Anfangswert y(0) = tan(§ — 1) maximal bis zur Zeit t = 7 existiert.

Bonus: Widerspricht (b) nicht der Aussage, dass die Losungen stetig vom Anfangswert abhéingen?

Aufgabe 8.4: (4 P)

(a) Ermitteln Sie fiir festes n € N die Losung y,(t) der Differentialgleichung /() = e¥sin(t) zum
Anfangswert y,(0) = —In(2) — &.

(b) Zeigen Sie, dass jede der Losungen vy, aus Teil (a) auf ganz R existiert, dass aber die Losung
zum Anfangswert y(0) = —In(2) nur auf | — 7, 7] existiert.

Bonus: Warum widerspricht dies nicht dem Satz iiber die stetige Abhédngigkeit vom Anfangswert?

Aufgabe 8.5: (4 P)

2

(a) Beweisen Sie, dass jede Losung y der Differentialgleichung 3’ = 2zy von der Form y(z) = Ce®
mit einer Konstanten C' € R ist.

(b) Zeigen Sie, dass zwei Losungen y, 3 der Differentialgleichung aus (a) zu (beliebig nahe beieinander
gelegenen) Anfangswerten yo # 4o in © = 0 die Eigenschaft hrf ly(x) — g(z)| = oo haben.
T—>T00

Bonus: Warum widerspricht dies nicht dem Satz iber die stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert?
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Serie 9 Abgabetermin: spétestens 16.06.2017, 11:15 Uhr
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER
Aufgabe 9.1: (6 P)

Finden Sie die Ruhelagen und untersuchen Sie deren Typus sowie Stabilitét fiir das System

s = (3 21)v0

und lésen Sie das System. Bestimmen Sie weiterhin et fiir A = (i’ :11)
Aufgabe 9.2: (242 P)

(a) Uberfithren Sie die lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung " = ay’ + by fiir Konstanten
a,b > 0 in ein System linearer Differentialgleichungen erster Ordnung.

Zeigen Sie, dass der Ursprung fiir das System ein instabiler Sattelpunkt ist.

(b) Beweisen Sie, dass das zu " = ay’ + by + f(y) gehorige System fiir Konstanten a,b > 0 und eine
differenzierbare Funktion f im Ursprung einen instabilen Sattel besitzt, falls f(0) = 0 = f/(0)
gilt.

Aufgabe 9.3: (2+2 P)

(a) Uberfithren Sie die Gleichung zweiter Ordnung 3’ = —' —y —sinh(y) in das zugehérige System
erster Ordnung, und ermitteln Sie die Linearisierung dieses Systems im Nullpunkt.

(b) Ist die Nulllésung aus (a) asymptotisch stabil?

Aufgabe 9.4: (44+2 P)

(a) Bestimmen Sie die Ruhelagen des Systems

(5) == (72) 9.1

und zeigen Sie, dass man das Prinzip der linearisierten Stabilitédt nicht anwenden kann.

(b) Finden Sie fiir das System (9.1)) eine Lyapunov-Funktion der Form V(z,y) := ax?® + by* mit
a,b > 0 und zeigen Sie mit Hilfe von V' die asymptotische Stabilitdt der gefundenen Ruhelagen.
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Serie 10 Abgabetermin: spéitestens 23.06.2017, 11:15 Uhr
Pror. DR. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 10.1: (2+3 P)
(a) Berechnen Sie F(a) = / ud)\l(a:), a > 0, durch Differentiation von F' nach a, a > 0.
10,00] t
ta” falls (¢, z) # (0,0)

————, falls (t,x
(b) Sei g: R? — R die Funktion u(t,x) == { (22 +¢2)2’ ’ T
0, falls (t,x) = (0,0) .

1 1
Zeigen Sie, dass die Integrale f(z) := / u(t, z)dt und g(x) := / agu(t x)dt fiir jedes v € R
0 x

0
wohldefiniert sind, die Funktion f: R — R differenzierbar ist, jedoch f’(0) # ¢(0) gilt.

Aufgabe 10.2: ((2+242)+(2+3+4) P)

(a) Gegeben seien u,v € C?(R?). Bestimmen Sie jeweils die Differentialgleichung zweiter Ordnung,
die den folgenden Systemen von Differentialgleichungen erster Ordnung entspricht:

(1) {uﬁvy =0 (2) {“ﬁ”y =0 3) {ux+vy - 0

vy +uy, = 0 Vg — Uy = 0 v,+u = 0

(b) Losen Sie die folgenden linearen Differentialgleichungen erster Ordnung.

(i) 2uy+3u, =0 (i) yuy —auy, =0 (i) uy +uy =2y

Aufgabe 10.3: (Formel von d’Alembert & Co.) (1+4 P)
(a) Losen Sie mittels Formel von D’ALEMBERT auf R die Wellengleichung
Uy = dUyy (10.1)
zu den Anfangsbedingungen u(0,z) = e* und u(0, z) = sin(z).

(b) Losen Sie tyz; + gz — 20uy = 0 zu den Anfangsbedingungen u(0, z) = ¢(z), u(0,2) = (x).

Aufgabe 10.4: (Laplace-Gleichung in kartesischen Koordinaten) (2+3 P)

(a) Zeigen Sie, dass das Randwertproblem

y'(z) +wiy(z) = 0,
y(0) = 0, (10.2)
y(1) = 0,

fur alle w € [0,00) \ N7 nur die triviale Losung besitzt.

(b) Losen Sie die Laplace-Gleichung u,, + u,, = 0 auf dem Quadrat [0, 1] x [0, 1] unter den Rand-
bedingungen u(0,y) = 0 = u(1,y), u(x,0) = 0 und u(z,1) = sin(27z) mit Hilfe des Ansatzes
u(z, y) = X(2)Y (y).
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Serie 11 Abgabetermin: spéitestens 30.06.2017, 11:15 Uhr
ProOF. DRr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 11.1: (Laplace-Gleichung in Polarkoordinaten) (244 P)

(a) Zeigen Sie, dass das Randwertproblem y”(x)+w?y(z) = 0, y(0) = 0 = y(7), fiir allew € [0, 00)\N
nur die triviale Losung besitzt.

(b) Losen Sie die Laplace-Gleichung Au = 0 im Halbkreis Q := {(x,y) € R*|y > 0, 22 + ¢y* < 1}
unter den Randbedingungen u = 0 bei y = 0 und u = sin(3¢) auf dem durch die Winkelvariable
¢ € (0, ) parametrisierten Halbkreis {(z,y) € R*|y >0, 2* + y* = 1}.

Aufgabe 11.2: (2434342 P)

Seien u,v € C*([a,b],R), p € C*([a,b],R) mit p > 0 und ¢, g € C%([a, b], R). Weiterhin betrach-
ten wir das Sturm-Liouvillesche Randwertproblem.

Lu(z) = (p(x)u'(z)) +gq(x)u(z) = g(z)
Riu(z) = aqu(a)+ asp(a)u/(a) = m (11.1)
Ryu(z) = Bru(b) + Bap(b)u'(b) = 2
(a) Zeigen Sie die Lagrange-Identitéit
(vLu — ulw)(z) = (p(x) [ (z)v(z) —U/(ZE)U(I)}),. (11.2)

(b) Zeigen Sie: Erfiillen u, v die homogenen Randbedingungen Rju = Ryv =0, k = 1,2, dann
gilt

/b(vLu —ulw)(zx)dx = 0. (11.3)

(c) Fiir welche p € C'([a, b], R) gilt (11.3) im Falle periodischer Randbedingungen an u und v?

b
(d) Driicken Sie die Beziehung (11.3) mit Hilfe des Innenproduktes |(f, g) = / f(z)g(z)dx

aus.

Aufgabe 11.3: (4 P)

Seien a, my, 19 € R. Auf dem Intervall [0, 1] sei die folgende Randwertaufgabe gegeben:

u'(x) + 20 (x) +u(r) = g()
u(0) —u(l) = m

au'(0) +2u(l) = n

Fiir welche Werte von « ist die Randwertaufgabe fiir beliebige 7;, 72 € R und beliebige auf dem
Intervall [0, 1] stetige Funktionen g(z) eindeutig 16sbar?
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Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 12.1: (Eigenwertprobleme) (444 P)

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von Lu(z) = —u”(z) auf dem Raum

D = {ue C*]0,n]): u(0) =u(r) =0},

(b) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von Lu(x) = —u”(z) 4+ 2u/(z) auf dem
Raum D = {u € C%([0,7]): u(0) = u(w) = 0}.

Aufgabe 12.2: (Separationsansatz fiir partielle Differentialgleichungen) (4+4 P)

(a) Losen Sie mittels Ansatz u(t,z) = T(t) X (x) die Wellengleichung u;; = u,, unter den Randbe-
dingungen u(t,0) = «/(¢,7) = 0 zu den Anfangsdaten u(0,z) = 3sin (5z) und w(0,z) = 0.

(b) Losen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes u(t,x) = T(t)X(z) die Wéarmeleitungsgleichung
Up = Ugy — 2u, unter den Randbedingungen u(t,0) = 0 und u(t,7) = 0 zu den Anfangsdaten
u(0,x) = e” (3sin(5x) — 5sin(3z)).

Aufgabe 12.3: (Separationsansatz fiir die Laplace-Gleichung auf dem Kreis) (4 P)

Bestimmen Sie mit Hilfe des Separationsansatzes u(r, ¢) = R(r)®(y) die Losungen der Laplace-
Gleichung
Lu=Au=0

auf dem Kreis mit Radius 1 unter der Randbedingung (1, ¢) = 7cos(3p) — 5sin(11¢) + 13.

Hinweis: Es ist der Operator in Polarkoordinaten zu verwenden (siche Gl. (11.1) im ZM).
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Aufgabe 13.1: (3+3 P)

Beweisen Sie fiir eine integrierbare Funktion ug: R™ — R die folgenden Eigenschaften der Lésung
ltia) = [ @t~ yusty)dy (13.1)

0
der Diffusionsgleichung 8—1; = Au in (0,00) x R™:

(a) Gilt 0 < wp(x) < M fiir alle z € R™ mit einer Konstanten M < oo, dann gilt auch
0 <u(t,z) < M fir allet > 0, x € R".

(b) Fiir jedes t > 0 gilt / u(t,z)dr = / uo(z) dz.

Aufgabe 13.2: (8+2 P)

(a) Losen Sie die Diffusionsgleichung u; = ku,, unter der Anfangsbedingung u(0,x) = z* mittels
folgender Methode:

(i) Zeigen Sie zunichst, dass g, eine Losung der Diffusionsgleichung mit homogener An-
fangsbedingung ist.
(ii) Nach dem Eindeutigkeitssatz muss dann wu,,, = 0 gelten.
(iii) Dreimalige Integration liefert u(t,z) = A(t)z* + B(t)z + C(t).
(iv) Bestimmen Sie anschlieBend A, B und C.

(b) Bestimmen Sie mit Hilfe der Ergebnisse aus (a) das Integral / pre P dp.
1 <
Aufgabe 13.3: Zeigen Sie die Giiltigkeit von 7/ e Pdp = 1} (6 P)
™ —0o
Hinweis:
Berechnen Sie das Integral / (/ ye~(1+a)y? d)q(y)) dAi(x).
[0,00) [0,00)
: : - . a2 NS
Zeigen Sie dann mit Hilfe des Satzes von Fubini e " d\(z) = 5
[0,00)
Aufgabe 13.4: (4 P)

Sei u(t, r) die Losung des Anfangswertproblems fiir die Wellengleichung uy = c*u,, mit An-
fangsbedingungen u(0,z) = ¢(z) und u:(0,z) = ¥ (x). Zeigen Sie, dass u(t, x) fiir jedes ¢ eine
gerade Funktion in z ist, wenn sowohl ¢ als auch v gerade Funktionen sind.

Aufgabe 13.5: Losen Sie auf der gesamten reellen Achse (4 P)

Uy = CPUyy + cos(T) u(0,x) = sin(z) , w(0,2) = 1+ .



