Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 1
Losungen gewdhnlicher Differentialgleichungen (Abbschnitt 1.1)
e Definition 1.1: Ist 2 C R x (R")™ und f: Q — R", so heifit die Gleichung

2™ = f(t,z,2,... ™Y (1.1)

eine explizite n-dimensionale Differentialgleichung m-ter Ordnung, wiahrend die Gleichung

ft,z, 2, ... 2m=D My = (1.2)
als implizite n-dimensionale Differentialgleichung m-ter Ordnung bezeichnet wird /]

e Definition 1.2: Eine Kurve z: I — R" heifit eine (klassische) Losung der Differentialglei-
chung (1.1)), falls o eine m-mal differenzierbare Kurve mit (¢, z(t),2'(t), ..., 2™ Y(t)) € Q und
2™ () = f(t,z(t),2'(t),. ..,V (t)) fiir alle ¢ € I ist.

e Definition 1.3:
o Ist die Funktion f auf der rechten Seite von (|1.1)) unabhéngig von ¢, so spricht man von
einer autonomen Differentialgleichung.
o Ist Q =1 x (R™)™ mit einem Intervall I C R und (y1,...,ym) — f(t,y1,...,ym) fir jedes
t € I linear, dann nennt man (1.1)) eine (homogene) lineare Differentialgleichung.

e Satz 1.4 [Aquivalenz zu Systemen]: Zu einer durch f: Q@ C R x (R")™ — R" gegebenen
Differentialgleichung m-ter Ordnung definiere man f: 2 — (R™)™ durch

f(t’yby%”'aym) = (y27y37"'7ym7f(tay17"'7ym))'

Dann ist  genau dann eine Losung von 2™ = f(t,x,2',... am=), wenn die durch y(t) :=
(z(t),2'(t),..., 2" V(1)) definierte Kurve im (R™)™ eine Losung von 3/ = f(t,y) ist.

e Definition 1.5: Ist Q C R x R” und f: Q — R", so heifit die Gleichung

¥ = f(t, ) (1.3)

eine (explizite) n-dimensionale Differentialgleichung erster Ordnung oder auch ein n-dimensionales
System von Differentialgleichungen erster Ordnung.

Bemerkung: Die Abbildung f in (|1.3) bezeichnet man auch als zeitabhéngiges Vektorfeld auf
R™. Tatséchlich gibt f(t,z) gerade den Tangentialvektor an, den eine Losungskurve haben soll,
wenn sie zum Zeitpunkt ¢ durch den Punkt x lauft.

e Definition 1.7 [Lésung des Anfangswertproblems]:
Man sagt, eine Kurve z 16st die Differentialgleichung (1.3|) zum Anfangswert xo bei ¢y, wenn z
eine Losung von ((1.3]) ist und zusétzlich z(ty) = xo gilt.

Man nennt eine Losung x einer Differentialgleichung global, falls sie auf ganz R definiert ist.

e Definition 1.11: Eine Abbildung ®: R xQ — € heifit Fluss auf der Menge €, falls ®(0, -) = Idg
und @(s, ®(t,z)) = (s + t, ) fiir alle s,t € R und = € 2 gilt.

e Lemma 1.12: Ist 2 Losung einer autonomen Differentialgleichung 2’ = f(z), dann ist fiir jedes
t € R auch s+ x(s + t) eine Losung der Differentialgleichung.

mplizite Differentialgleichungen lassen sich nur dann in die Gestalt (1.1)) umschreiben, wenn man nach (™) auflssen
kann. Wir werden uns in dieser Vorlesung nahezu ausschliefilich mit expliziten Differentialgleichungen beschéftigen.



e Satz 1.13: Besitzt die autonome Differentialgleichung erster Ordnung ' = f(z) mit der auf der
Teilmenge €2 C R™ definierten rechten Seite f: 2 — R" zu jedem Anfangswert xy € {2 beit =0
eine eindeutige globale Losung und bezeichnet man diese mit ¢ — ®(¢, ), so ist ® ein Fluss.

Elementar 16sbare Differentialgleichungen 1. Ordnung (Abschnitt 1.2)
e Bezeichnung: Eine (eindimensionale) lineare Differentialgleichung erster Ordnung hat die Form
¥ =a(t)r + b(t) (1.4)

mit vorgegebenen Funktionen a,b: I — R auf einem Intervall I, d.h. die rechte Seite ist durch die
affin-lineare Funktion f: IxR — R, f(t,z) = a(t)x+b(t), gegeben. Im Fall b = 0 nennt man
homogen, und ist a von ¢ unabhéngig, dann spricht man von einer linearen Differentialgleichung
mit konstanten Koeffizienten.

e Satz 1.16 [allgemeine L6sung der inhomogenen linearen DGL erster Ordnung]:
Sind a,b: I — R stetige Funktionen auf einem Intervall I, ist ¢, € I und zy € R, so hat ([1.4))
unter der Anfangsbedingung x(tg) = x¢ genau eine Losung z: I — R, ndmlich

2(t) = (:1:'0 + /t exp(—A(s))b(s) d8> exp(A(t)) (1.5)

to
t
mit C(ty) = zo und A(t) := / a(s) ds fiir die Stammfunktion von a mit A(ty) = 0.
to

Bemerkung: Eine Losung der inhomogenen DGL erhélt man mittels der Methode ,, Variation
der Konstanten® iiber den Ansatz x(t) = C(t) exp(A(t)).

e Bezeichnung: Hat eine (eindimensionale) lineare Differentialgleichung erster Ordnung die Form
7' = g(t)h(z) (L.6)

mit vorgegebenen Funktionen g: I — R und h: J — R auf (offenen) Intervallen I, J C R, so
spricht man von einer Differentialgleichung mit getrennten Variablen.

e Satz 1.18 [Trennung der Variablen]: Seien g: I — R und h: J — R stetige Funktionen auf
offenen Intervallen I, J C R und sei (tg,z9) € I x J vorgegeben.

o Ist h(zg) = 0, dann hat (1.6) zum Anfangswert z(ty) = xo die konstante Losung x(t) = xg
auf ganz I.

o Ist h(wp) # 0, dann besitzt (1.6) zum Anfangswert z(ty) = o auf einem hinreichend kleinen
offenen Intervall I C I um ¢, eine Losung x : I — R, und diese erhélt man durch Auflésen

[ [ o

e Substitutionsmethoden: (a) Lineare Substitution: Hat eine Differentialgleichung die Form

nach xz(t).

' = f(ax + bt + ¢) (1.8)

mit einer Funktion f: R — R und Konstanten a,b,c € R, a # 0, dann kann man zu einer
Losung = die Funktion y(t) := ax(t) 4+ bt + ¢ betrachten. Diese erfiillt

y(t)=ax't)+b=af(axr+bt+c)+b=af(y)+0b,

l6st also die autonome Differentialgleichung ¢’ = af(y) + b. Umgekehrt erhélt man aus einer
Losung y von y' = af(y)+ b durch z(t) := %(y(t) — bt — ¢) aber auch eine Losung der urspriing-
lichen Differentialgleichung (/1.8]).



Zusatzaufgabe 1.1: Losen folgende Kurvenscharen fiir ¢ € R\ {0} lineare Differentialgleichungen?
(a) 4 = >+ ¢y (b) 4 = 2%+ ¢y?

Wenn ja, dann geben Sie eine solche Differentialgleichung an. Was passiert bei ¢ = 07

Losung zu Zusatzaufgabe 1.1:

(a) Mit y = y(z) erhalten wir aus x* + cy = 4 durch Differentiation beider Seiten die Gleichung

20 +cy = 0.
Ersetzen wir ¢ = =2 (was sich aus der Gleichung fiir die Kurvenschar ergibt), dann folgt
2
y = — 1 fny oder (4—a%)y +2ry = 0.

Fiir ¢ = 0 sind die Kurvenscharen genau {(z,y) € R? : x =2} und {(z,y) € R?* : z = -2},
welche als Parallele zur y-Achse nicht als Funktionen y(z), sondern nur als Funktionen z(y)
dargestellt werden koénnen. Daher leiten wir nun bei 4 = 22 beide Seiten nach y ab und erhalten

0=27"-2 ,
so dass wegen 12 # 0 (also auch z # 0) die Differentialgleichung 2’(y) = 0 erfiillt wird.
(b) Differenzieren wir wiederum beide Seiten nach x, so erhalten wir

0 =2x+c-2y-9

Wegen ¢ = 4;52 (was sich aus der Gleichung fiir die Kurvenschar ergibt) folgt nun

y'(x) = — 1 iyxz oder (4—a%y +ay = 0.

Fiir ¢ = 0 erhalten wir wie bei (a) die Differentialgleichung 2’'(y) = 0.

Zusatzaufgabe 1.2:

(a) Zeigen Sie, dass autonome und nichtautonome Differentialgleichungen im folgenden Sinne dqui-
valent sind: Definiert man zu f: Q € R x R® — R” das zeitunabhingige Vektorfeld f (t,z) =
(1, f(t,z)) auf dem R""! dann ist x genau dann eine Losung von ' = f(t,z), wenn y(t) :=
(t,z(t)) eine Losung von i’ = f(y) mit y(0) = 0 ist.

(b) Sei R > f(t,z) # 0 fur alle (t,z) € R x R. Zeigen Sie: Lost x die DGL 2’ = f(t,2) und 16st y
die DGL ¢ = —m, dann stehen die Tangentialvektoren der Kurven (¢, z(¢)) und (¢,y(t)) in
Schnittpunkten senkrecht aufeinander.

(c) Losen Sie die inhomogene lineare Differentialgleichung ay +y=2> (a,b € R).
Unter welchen Bedingungen an a konvergiert y(x) fiir # — oo bzw. divergiert y(x) fiir z — oo
bestimmt und gegen welchen Wert?

Losung zu Zusatzaufgabe 1.2:

(a) Ist = Losung von o' = f(t,z), so gilt y/(t) = (t,z(t)) = (1,2'(t)) = (1, f(t,z(t))) = f(y(t)).
Lost umgekehrt y die DGL 3/ = f(y) und gilt 4;(0) = 0, dann gilt aufgrund der Definition der
ersten Komponente von f die Gleichung 3/} = 1 und somit y; (t) = t +4;(0) = t. Desweiteren gilt
aufgrund der Definition der letzten n Komponenten von f mit  := (ya, . . ., Yn+1) die Gleichung
= f(y1,- -, Yns1) = f(t,x), d.h. x 16st die urspriingliche DGL.



(b) s gilt (t,2() = (1,#/(t)) = (1, £(t,2(5)) wnd (6y(8)) = (L,y(#) = (1, — k), in cinem
Schnittpunkt (¢, ( )) (t,y(t)) gilt also
(6o 1

ty))) =1-1+ f(t, x(t)) (—m) —1-1=0.

(c) Die homogene lineare Differentialgleichung lautet hier ay’ + y = 0 und besitzt fir a = 0 die
Losung y, = 0 und y,(x) = ¢-e~a fiir a # 0. Eine partikulire Losung erhalten wir hierbei sofort
durch den Ansatz y,(x) = const, der auf die Losung y,(x) = b fithrt. Somit ist die allgemeine

Li
osung b, 0=0,

y(@) = yp(x) +yn(x) = {b+c.e‘§ (ceR), a#0.

b, a>0odera<0Ac=0,
, a<0Ac>0,
—00, a<0Ac<O.

Somit erhalten wir fiir das Konvergenzverhalten lim y(z) = < oo
T—00

Zusatzaufgabe 1.3:

(a) Losen Sie die lineare Differentialgleichung 53’ + 2%y = 0 mittels Trennung der Variablen.

2

(b) Losen Sie die Differentialgleichung 3’ = % mittels Trennung der Variablen. Auf welchem
Y x
Intervall existiert die Losung? Fiir welches zy besitzt das Anfangswertproblem keine Losung?

(c) Losen Sie die Differentialgleichung v/(2? + 1) = zy + 2u.

(d) Untersuchen Sie jeweils fiir die Differentialgleichungen aus (a),(b) und (c) das Anfangsproblem
mit y(0) = —1 und geben Sie das entsprechende Intervall an, auf dem die Losung existiert.

Losung zu Zusatzaufgabe 1.3:

2

(a) Ausy = —% ergibt sich neben der singuliren Losung y = 0 mittels Trennung der Variablen
y(x) 1 Substitutions— x ./ r .2 1
In|y(z)| — In|y(zo)| = / —dt 3 / 4 <x)da: = s = — — (z° — 27)
y(xO) t xo y(x) ) 5 15
1 ~ ~ 3
alsoIn|y(z)] = — 1—5x3 +C mit einem C' € R und somit y(z) = Ce™ 15 fiir ein C' € R. Beachten

Sie, dass diese Kurvenschar fiir C' = 0 die singulédre Losung bereits enthélt.

(b) Es gilt mit Trennung der Variablen

x? y? In|l+23 - \/
= — = — 4+ C — = 4+
yy T > g y(x)

2In |1 4 23|
3

+C

Da die Quadratwurzgl nur fiir nichtnegative Zahlen definiert ist, muss die Variable x die Unglei-
chung |1 4 23| > e~ % erfiillen, also in einem der Intervalle

}—oo, —Ve ¥ +1 } oder [sign (e’% - 1) ’

liegen. Da fiir kein C' € R die Exponentialfunktion verschwindet, besitzt das Anfangswertpro-
blem fiir xy = —1 keine Losung, d.h., keine Losung existiert auf einem —1 enthaltenden Intervall.

3C
e 2 —1|,00




(c) Es handelt sich um eine Differentialgleichung mit getrennten Variablen y'(z) = g(x)h(y) mit

g(x) = 233 1 und h(y) = y + 2, wonach y(z) = —2 die entsprechende singuldre Losung ist und
T

im Fall h # 0 somit
y(z)+2 1 x / x 1 211
In |y(z)+2|—1In|y(xo)+2| :/ dt :/ Mdm —/ ° ds = ~In (x i ),
xo o

saoyi2 t yx)+2 2+ 1 2 \a22+1

also In |y(z) +2| = 1 In(2?+ 1) +C fiir ein C' € R und somit y(z) = Cv/x% + 1 —2 fiir ein C' € R.
Beachten Sie wiederum, dass hier die singuldre Losung schon dabei ist.

z3
(d) Fiir die allgemeine Losung y(x) = Ce™ 15 aus (a) ergibt
sich mit der Anfangsbedingung

1= y0) = Ce = C1 — = -1

23
und somit y(z) = —e~ 15 als Losung (vgl. blaue
Kurve) des Anfangswertproblems zu (a).

Fiir die allgemeine Losung

2In |1 3

aus (b) ergibt sich mit der Anfangsbedingung

2In|1+03
-1 = y(0) = —\/%—FC = —\C

somit C' = 1, also y(z) = —1/ M + 1 auf dem
Intervall [— V1-— e*%, oo[ als Losung (vgl. mangen-

tafarbene Kurve) des Anfangswertproblems zu (b).

Fiir die allgemeine Losung y(x) = Cva?2+ 1 — 2 aus
(c) ergibt sich mit der Anfangsbedingung

1 =y(0) = CV2F1-2=C-2 = C =1

und somit y(z) = Va2 + 1—2 auf R als Losung (vgl. ey
griine Kurve) des AWPs zu (c). s

Zusatzaufgabe 1.4:

(a) Losen Sie die folgenden Differentialgleichungen zum Anfangswert x(0) = 1.
(i) 2/ =—(t*+1) -2 (ii) 2’ = cos(t) - = + cos(t) (iii) 2’ =t - z(z — 1)
Losen Sie (iii) auch fiir den Anfangswert 2(0) = 3.
(b) Losen Sie die gewhnlichen Differentialgleichungen (i) ¢/ = (z +y)? und (ii) ¢/ = 3z + .

Losung zu Zusatzaufgabe 1.4:

! 1 1
(a) (i) Die DGL ist linear und homogen, und wegen —/ (s +1)ds = —§t3 —t= _§t(t2 + 3)
0
hat sie die Losungen

() = Cexp <—%t(t2 + 3)> |

Aus der Anfangsbedingung liest man C' =1 ab.



(i)

(i)

(i)

Die Differentialgleichung ist linear, aber inhomogen. ‘
Wegen /t cos(s) ds = sin(t) und /t e 1) cos(s) ds = /Sm(t) e *dz = (1—e *1®) ergeben
sich die ﬂé’)sungen ’ ’
z(t) = (C + (1 — e~ sm®Y))esn® — (O 4 1)esm® — 1,
Aus der Anfangsbedingung liest man C' =1 ab.

Die Differentialgleichung hat getrennte Variablen mit g(¢) = ¢ und h(z) = z(z — 1). Zu
den Anfangsbedingungen z(0) = 0 bzw. x(0) = 1 losen die beiden konstanten Funktionen
x(t) = 0 bzw. z(t) = 1 das entsprechende Anfangswertproblem.

1 1 1
Im Fall h(z) # 0 fiir alle Zeiten liefert die Partialbruchzerlegung = — — 80
z(x—1) z—-1 =z

%':[m(t)mdy:/otsds:%t27

t)—1 1—x(t
z(t) ‘ = 2" und wegen z(0) < 1 somit (f)( )
T

dann
z(t) — 1

()
" | .
Fiir 2(0) = 5 erhélt man somit

und daher

In

‘—ln

t2

1
:e§

1

z(t) = ——.
() ]_—f—e%tQ

Es handelt sich um eine Differentialgleichung der Form ¢ = f(az + by + ¢), so dass sich
nach der Substitution u(x) = z + y(z) aus ¥ = (x + y)?* die Differentialgleichung
u o= 1+u?,

welche autonom und ohne singulédre Losung ist. Demnach erhalten wir

arctan(u(x)) — arctan(u(xg)) = / dv = / lds = z—xg,
u(zo) v+ 1 xo

also
y(r) = u(z) —z = tan(x — xy + arctan(zg + u(zg))) — z .

Alternativ finden wir (Integration und Umstellen oder man sieht es einfach) die allgemeine
Losung u(x) = tan(z + C') von v/ = 1+ u?, also liefert uns Riicksubstitution nun

y(x) = tan(x +C) —x (CeR).

Die Differentialgleichung ist vom Typ v’ = f(az + by + ¢). Wir substituieren also

/

z2(z) = z: = 3x+y, 72 =34y .,y =2 -3.

Somit lasst sich die Differentialgleichung auf die Form z’—3 = z bringen. Nach der Ableitung
von z umgestellt, erhalten wir 2/ = (2 +3)-1 = h(2) - g(x) mit h(z) = 2+ 3, g(x) = 1.

(1) Im Fall A(z) = 0 folgt aus 2’ = 0, dass z konstant, und andererseits aus z + 3 = 0 die

einzige singulédre Losung 2z = —3 ist.
(2) Im Fall h(z) # 0 liefert die Methode ,, Trennung der Variablen* :

In |2(z) + 3| /Z/(g”)d /1d +C0 = 2(z) = Cyexp(z) —3

n|z(z = ————dx = r =z z(z) = Cyexp(z) —

2(z)+3 1 2 €Xp

mit Cy = +exp(Cy) und C; € R.

Aus (1) und (2) erhalten wir fiir z insgesamt
2(x) = c-e" =3 (c € R, einschlieBlich z = —3 fiir ¢ = 0).
Die Riicksubstitution z(x) = 3z + y(z) liefert schlieBlich die allgemeine Losung
y(x) = c-e" —3(x+1) ceR.
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 2

e Substitutionsmethoden [Fortsetzung]:

(b) Ahnlichkeitsdifferentialgleichung: Ist <CCL
heifit

Z) € L(R? R?) invertierbar und e € R?, so

, ar + bt + e;
=fl— 2.1
v f(cx+dt+62) (2.1)

Ahnlichkeitsdifferentialgleichung. Der Koordinatenwechsel s := t —to, y(s) := 2(s+to) — o,
wobei (zg,tp) die eindeutige Losung des linearen Gleichungssystems

a b\ (zo) _ G
(¢ o) () --(2) =
bezeichne, iiberfiithrt (2.1) in die Differentialgleichung

d d f(ax(s+t0)+b

= S to) = (s +ty) =
dsy(s) dsx(s+ 0) (s +t) cx(s+ty) +d(s+tg) + e

(
(
_ ay(s) + bs + axg + btg + € ay(s) +bs\ a@ +b
B f(cy(s)+ds+cx0+dt0+eg) N f<cy(3)+d5> =/ m ’

oo /) = (1) wit ) = 1 (27

S+t0)+€1)

cr+d

(c) Homogene Differentialgleichung: Im Fall <a Z) = <(1) (1)) und e = (8) nennt man

die Differentialgleichung ([2.1)) eine homogene Differentialgleichung, sie hat dann die Form

P =f (%) . (2.3)

Unter der Substitution y := % geht (2.3) iiber in die Differentialgleichung

) = f(y)t—y ‘

(d) Bernoulli-Differentialgleichung: Eine Differentialgleichung der Form
' +a(t)xr +b(t)z? =0 (2.4)
heiBt bei p # 1 Bernoulli-Differentialgleichung. Die Substitution y := 2'~? fiihrt wegen

y' =1 —paPa" = (p—1z7P(alt)r +bt)a?) = (p — Da(t)y + (p — 1)b(t)

auf eine lineare Differentialgleichung, die i.A. inhomogen mit nicht-konstanten Koeffizien-
ten ist und Losung (1.5) besitzt. Per Riicksubstitution z = y'/(!=?) erhalten wir daraus
Losungen von ([2.4).

(e) Ricatti-Differentialgleichung: Differentialgleichungen der Form
o'+ a(t)x + b(t)2x* = c(t) (2.5)

heiflen Riccati-Differentialgleichungen, welche elementar allgemein gelést werden konnen,
sofern schon eine partikuldre Losung x, bekannt ist (z.B. geraten hat).



Dann geht die Riccati-Differentialgleichung ({2.5)) durch die Substitution y = x — x,, wegen

y = o —a = (c(t) —a(t)z — b(t)a:Q) - (c(t) —a(t)z, - b(t)xi)

= —at)(w — 1) ~ bGP —22) = —alt)(z — z,) — b — 1) (& = 2,) + 20,

= —(al®) + 260w, (1) ) (w = 3,) = b(t) @ = 3,)* = = (alt) + 260wy (1) )y = b(t)y?

in die Bernoulli-Differentialgleichung v’ + (a(t) + 2b(¢)z,(t))y + b(t)y* = 0 iiber.
Exakte Differentialgleichungen — Unterabschnitt 1.2.4:

o Ist 2 C R x R offen und f: 2 — R stetig, so bilden die Losungen von ' = f(¢,x) eine Schar
von ebenen Kurven, die ganz (2 iiberdecken (Satz v. Peano). Eine Schar von Kurven lésst sich
i.A. implizit durch eine Gleichung der Form ®(¢,2) = C mit einer differenzierbaren Funktion

®: 2 — R und einer frei wiahlbaren Konstanten C' beschreiben.

Ist (¢, z(t)) eine durch ¢ parametrisierte Losung von ®(t,z) = C, dann liefert Differentiation von
C = ®(t,z(t)) nach t (also der fiir alle ¢ giiltigen Gleichung C' = (® o H)(t) mit H(t) = (t,x(t)))

nach Kettenregel die Differentialgleichung

d o
0 = d(®oH)(t) = (dPoH)(t)-dH(t) = (L(t,z) 22(t,x)) (;,) = %—t(t, z) + Z—x(t,x)x’
Daher bezeichnet man eine Differentialgleichung der Form
g(t,z) + h(t,x)z’ =0 oder symbolisch  g¢(¢t,x)dt + h(t,z)dx =0 (2.6)

mit zwei Funktionen g,h: 2 — R als exakte Differentialgleichung, wenn es ein ®: 2 — R mit

g:%—fundh:g—fgibt.

e Satz 1.24 [Test auf Exaktheit]: Ist 2 C R x R ein einfach zusammenhéngendes Gebiet

(d.h.

Q ist offen, zusammenhéngend ohne ,Locher) und sind die Funktionen g,h : Q@ — R stetig

differenzierbar, dann ist die Differentialgleichung (2.6) genau dann exakt, wenn % = %—? gilt.
o Ist (2.6) nicht exakt, existiert jedoch ein m: Q — R, m # 0, mit
dg Om oh  Om 0 0
—+—9 = m—+ —h | — = —(mh 2.7
Mo Tz T Mo Tart M0 gpme) = g(mh) 27)

so ist nach Satz 1.24 immerhin noch die Differentialgleichung

m(t,x)g(t,x) + m(t,z)h(t, z)z’ =0

fiir ein einfach zusammenhéngendes Gebiet 2 C R x R exakt, und wir nennen m dann einen
integrierenden Faktor (oder Eulerschen Multiplikator) der Differentialgleichung ([2.6)).

Oh _ Og

o Insbesondere existiert ein nur von x abhédngiges m, d.h., es gilt m = m(x), wenn %

eine nur von x abhingige Funktion ist, da sich dann (2.7) zu

oh  Og
m'(x) _ ot o
m(x) 9
vereinfacht, was eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir m liefert.
99 _dh

o Insbesondere existiert ein nur von ¢ abhéngiges m, d.h., es gilt m = m(t), wenn 2=-2-
nur von ¢ abhéngige Funktion ist, da sich dann (2.7)) zu

99 _oh
w() e o

m(t) h

vereinfacht, was eine homogene lineare Differentialgleichung 1. Ordnung fiir m liefert.

(2.8)

eine

(2.9)



Spezielle homogene lineare Differentialgleichungen 2. Ordnung — Abschnitt 1.3.1:

e Die Legendre-Differentialgleichung

(1—2%)y" —2xy +n(n+1)y=0, oderauch —((z>—1)y) +n(n+1)y=0 (2.10)

bzw. ihre Umformung
2z n(n+1)
"o ! _
o1 * 1—a2 Y 0

besitzt auf (—1, 1) neben dem n-ten Legendre-Polynom P, (x) := 5 ‘((1’2 —1)")™ noch eine
"n

weitere von P, linear unabhiingige Losung @,, die man mit dem Ansatz Q,(x) := z(x)P,(x)
erhalten kann.

Zusatzaufgabe 2.1:

(a)

(b)

(c)

Welche konstante Zerfallsrate in Mol pro Tag hat Jod-131, von dem innerhalb von 8 Tagen die
Hilfte zerfallen ist?

Angenommen, nach einem Unfall in einem Atomkraftwerk gelangt zum Zeitpunkt ¢t = 0 ra-
dioaktives Jod-131 mit der hohen relativen Rate b; fiir einen Tag in die Umwelt. Durch die
nachfolgenden Reparaturen kann die relative Rate ab dem zweiten Tag auf die Hélfte des er-
laubten Grenzwertes by gesenkt werden, eine weitere Absenkung gelingt aber nicht. Ab welchem
Zeitpunkt liegt die Menge des sich in der Umwelt befindlichen Jod-131 wieder unter dem Grenz-
wert by?

Finden Sie alle Kurven ¢t — (¢,2(t)) in der Ebene mit der Eigenschaft, dass der Schnittpunkt
der Tangente in (¢, z(t)) mit der t-Achse vom Ursprung denselben Abstand hat wie vom Punkt

(t,x(t)).

Losung zu Zusatzaufgabe 2.1:

(a)

Es gilt ' = —ax, also x(t) = Cexp(—at). Somit gilt z(0) = C, und gefragt ist, wie groff a sein

muss, damit z(¢) = £ fiir ¢t = 8d gilt. Aufgrund der Formel fiir z(¢) ergibt sich exp(—at) = 1

oder a = ™2 ~ 0.08664338757

by 0<t<1
by 1<t
geben (da die Raten relativ zur Zerfallsrate a betrachtet werden). Die Losung der inhomogenen
DGL 2’ = —a(xz — b(t)) = —ax + ab(t) ist unter der Anfangsbedingung x(0) = 0 durch

x(t) = (/Ot ae®b(s) ds> e

z(t) = ((e™ — 1)by) e

Nach der Aufgabenstellung ist die Inhomogenitéit mit b(t) = durch ab(t) ge-

gegeben, also gilt
fir 0 <t <1und

t 1 1
z(t) = ((ea —1)by + / ae“sibz ds) e = ((e“ —1)by + 5(6“('5’1) — 1)6“62) e

1

fiir t > 1. Es ist somit die Losung ¢ > 1 von
1

(e“ — ]-)bl + §(ea(t—1) — l)e"bg = bge"t

gesucht, oder dquivalenterweise die Losung von
1 1
(e“ — 1)b1 — §e“bg = §bgeat.

9



a

Wenn die linke Seite positiv ist, d.h. b; > % by gilt, dann wird der Grenzwert bei

e?—1
1 e® — 1)by — e
t=—-1In (2< )b Pt
a bg
wieder unterschritten. Ist b; < %%bg, wird der Grenzwert gar nicht erst iiberschritten.

(c¢) Der Schnittpunkt (¢g,0) der Tangente mit der t-Achse ist durch die Gleichung

(t,z(t)) — s(1,2'(t)) = (to,0)

bestimmt, aus der die beiden Gleichungen s = t —to und sa/(t) = x(t) folgen. Die Gleichheit des
Abstandes von (tg,0) zum Ursprung (0,0) und zum Punkt (¢, z(¢)) liefert die dritte Gleichung
(t — to)? + (z(t))* = ¢3. Eliminieren wir in den drei Gleichungen die Variablen s und ¢, (z.B.

folgt aus der dritten Gleichung t? — 2ty + (z(t))* = 0, also ¢ty = % bei ¢ # 0 und somit
2tx(t)

s=t—1ty) = W), so bleibt noch eine Gleichung iibrig, ndmlich z/(t) = 7y Diese
Differentialgleichung kann man umschreiben zur Ahnlichkeitsdifferentialgleichung
9z
= . o
T2
I 1 2
Substitution y(t) := ¥ liefert y = S y(l+y >, und Trennung der Variablen ergibt mit

t t(1—y?)

1 —y? 1 2
der Partialbruchzerlegung -y ___ 4
y(1+y?) vy y*+1

y 1—y? /1
] — | —7 _dy= | Z=mlt|+C.
n|y2+1| /y(1+y2) Y t ntl+

Also gilt %5 = £Ct und somit nach Riicksubstitution z(t) = +C((x(t))? +%). Mit C = &
sieht man ¢ + ((z(t))? & 2rz(t)) = 0 oder ¢* + (z(t) £ 7)? = r?, d.h. die Kurven sind Kreise mit
Mittelpunkt (0, r) auf der z-Achse, deren Radius gerade der zweiten Koordinate des Mittelpunkts

entspricht.

Zusatzaufgabe 2.2: Losen Sie folgende Differentialgleichungen mittels geeigneter Substitution.
(a) ' = (32 — 6t +2)* +6

(b) t*x’ —tx —t* = 2® fiir t # 0 (c) tz' = z(In(x) — In(t)) fir £,z >0

Losung zu Zusatzaufgabe 2.2:

(a) Die Substitution y(t) := 3z(t) — 6t +2 liefert ¢ = 32’ —6 = 3((3x—6t+2)?+6) —6 = 3(y(t)*>+4).
Trennung der Variablen liefert

1 Y 1
éarctan<§> = /y2+4dy:3t+0

und somit
y(t) = 2tan(6t + C) .
Riicksubstitution ergibt z(t) = 2(tan(6t 4+ C) + 1) + 2t.
(b) Die Gleichung t*2" — tz — t> = 22 hat fiir ¢ # 0 die explizite Form

2
, T T

==+ 41
TR
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Die Substitution y(t) := ¥ liefert 3y’ = wlt_y = y2+y:1_y und daher y' = # Trennung der
Variablen ergibt

1 1
arctan(y) /y2+1 Y /s s=1Inlt| +

und somit y(t) = tan(In |¢|4-C'). SchlieBlich folgt aus der Riicksubstitution z(t) = ¢ tan(ln [¢t|+C').
Man beachte, dass zum Anfangswert ¢ = 0 keine Losungen existieren, dort ist die Gleichung echt
implizit.

Die Gleichung kann man in die Anhnlichkeitsdifferentialgleichung 2’ = T in (%) umschreiben.

' —y _y(n(y) —1)
t t

1 1
/mdy:/gds:ln|t|+6'.

auszurechnen, substituiere man z = In(y) — 1, dann gilt

x
Die Substitution y(t) := n liefert y' = . Trennung der Variablen ergibt

Um eine Stammfunktion von ———+—— —
y(In(y)—1)
=e"™ und dy = ydz. Also ist

1 1

und somit y(t) = e!*°. Riicksubstitution liefert z(¢) = te!*“t,

Zusatzaufgabe 2.3:

()
(b)

Losen Sie die Bernoulli-Differentialgleichung ry +y—1y° = 0.

Losen Sie die Riccati-Differentialgleichung 4+ (1=2r+t?=t—-t3+1
mit spezieller Losung x,(t) = t.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.3:

(a)

Einerseits gibt es die triviale Lésung y = 0. Andernfalls substituieren wir u(z) = (y(x))™* und
erhalten zusammen mit der urspriinglichen Differentialgleichung
y'(x) 4

u'(x) = _4(y(:v))5 = —W((y(fﬂ)) —y(x)) =

also fiir u(z) eine DGL mit getrennten Verdnderlichen, welche (inklusive der singuldren Losung
u = 1) die allgemeine Losung u(z) = c¢-2* +1 (c € R) besitzt. Demnach besitzt die obige
Bernoulli-Differentialgleichung die allgemeine Losung

1

y(z) = Joail (ceR)

(u(z) =1) ,

SHESS

wobei die Losung fiir ¢ < 0 nur auf dem Intervall ] — 4/ ‘%, N ﬁ [ existiert.

Die Riccati-Differentialgleichung 2’ + (1 — 2t?)x + t2?> = t — t* + 1 hat die spezielle Losung
xp(t) = t. Die Differenz y := x — x,, erfiillt die Bernoulli-Differentialgleichung

Y+ ((1—=2t)+2t -y +ty =y +y+ty* =0

/

1
Mit der Substitution y = — ergibt sich iiber ¢’ = —2—2 und Einsetzen der obigen DGL fiir y nach
z z

Umstellen die lineare Differentialgleichung 2’ = 2+t mit allgemeiner Losung z(t) = Ce' — (t+1).
Zweimalige Riicksubstitution ergibt insgesamt x(t) = Cet+(t+1) + t als allgemeine Losung der
obigen Riccati-Differentialgleichung.

11



Zusatzaufgabe 2.4: (exakte Differentialgleichungen/integrierender Faktor)

(a)
(b)

Lésen Sie die exakte Differentialgleichung zdz 4+ ydy = 0.

Losen Sie die Differentialgleichung ydz — (z + y?)dy = 0, indem Sie sie mittels integrierendem
Faktor auf eine exakte Differentialgleichung iiberfithren und diese dann losen.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.4:

(a)

Die Gleichung erfiillt wegen a—x =0 = 8_y die Integrabilitdtsbedingung, so dass sich einerseits
x
)

aus der Gleichung F,(x,y) = P(z,y) = x durch Integration nach = die Gleichung

$2

Fz,y) = 5 +C) (2.11)
ergibt und durch anschlieBende Differentiation nach y und unter Beriicksichtigung der Bedingung
Fy(z,y) = Q(z,y) = y somit C'(y) = y = F,(x,y) ergibt. Integration nach y liefert zunéchst
. 2_ ¢
Cy) = Y 5 Einsetzen in (2.11)) ergibt schielich

2+ -C
F(z,y) = —

bzw. mit F(x,y) = 0 als Losung die Kurvenschar 2% + ¢* = C.

Wegen g(z,y) = y und h(z,y) = —(z + 3?) erhalten wir fiir einen méoglichen nur von einer
Variablen abhéngigen integrierenden Faktor

Ha o Gy = <2) bzw. Py _ ZFhe )
2
wobei die zweite Bedingung auf die homogene lineare gewthnliche Differentialgleichung p, = =
)
fithrt, welche wegen
20 2 ~ ¢
==L =l = e = ) = 5 (c£0)

einen integrierenden Faktor liefert. Multiplikation der Ausgangsdifferentialgleichung mit p(y) =
y% fithrt dann auf die exakte Differentialgleichung

2

1 1

cdr =Ty = 0wt g(ey) = Buley) = und hay) = Byly) = —

Yy Y Y Yy
Integrieren wir nun h(z,y) = @,(z,y) = —-5 — 1 nach y, erhalten wir

B(z,y) = §—y+é<x>

Differenzieren wir nun nach = und beachten ®,(x,y) = %, so ergibt sich C'(z) = 0, also die

gesuchte Funktion
x
O(z,y) = ,v-¢

bzw. mit ®(x,y) = 0 als Losung die implizit gegebene Kurvenschar T y = C oder in diesem

Fall lokal explizit y1»(z) = — <+ 1/%2 + .

12



Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 3

Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen

e Satz 1.30 [Banach]: Sei (X, d) ein vollstindiger metrischer Raum und 7: X — X eine Kon-
traktion, d.h. es gibt ein L < 1 mit d(T'(x),T(y)) < Ld(x,y). Dann gibt es einen eindeutigen
Punkt 2* € X mit T'(z*) = 2*. Insbesondere konvergiert fiir jeden Startwert xy € X die durch
Tpe1 = T(xy) rekursiv definierte Folge gegen den Fixpunkt x* von T

e Korollar 1.31: Sei (X, ||.||) ein Banach-Raum. Ist D C X abgeschlossen und 7: D € X — X
eine kontrahierende Selbstabbildung von D, d.h., gilt T(D) C D und existiert ein L < 1 mit
|T(x) — T(y)|| < L||z — yl||, dann gibt es einen eindeutigen Fixpunkt z* € D von T

e Satz 1.32 [Picard-Lindelsf]f] Sei f: Q@ C R x R® — R" stetig, sei (¢, z9) €  ein innerer
Punkt und geniige f nahe (¢, zo) einer Lipschitzbedingung in der Variablen z, d.h. es gibt eine
Umgebung U C €2 von (g, p) und ein L < oo mit

Lt x) = f@&,2)| < Lz — 2| (3-2)

fir alle (¢,2),(¢t,Z) € U, dann existiert eine positive Zahl ¢ > 0 und eine eindeutige Losung
x: [to — e, to + €] — R™ des Anfangswertproblems

w1 = f(ta(D)
e Bemerkungen:

(a) Im Fall eines stetigen f: Q@ C R x R®* — R™ geht das Anfangswertproblem (3.3)) durch
Integration iiber [ty,t] in die Fixpunktgleichung

o) = (T2)(t) = 20 + /t f(s,2(s)) , ds (3.4)

iiber. Insbesondere ist eine Funktion = : I — R™ genau dann eine Losung von ({3.3), wenn
z ein Fixpunkt des in (3.4]) definierten Integraloperators 7" auf C(I,R") ist.

(b) Wie im Banachschen Fixpunktsatz kann man den Fixpunkt 2 von T aus (3.4) und somit
die eindeutige lokale Losung auch konstruktiv durch Iteration annédhern. Hier lautet die
[terationsvorschrift

T (t) = xo —|—/t f(s,z(s))ds, (3.5)

und x;, konvergiert fiir den konstanten Startwert zy auf einem kleinen Intervall um ¢, gegen
die eindeutige Losung des Anfangswertproblems (i3.3))

2Weitere Formulierungen von Existenz- und Eindeutigkeitsaussagen:
(1) Auf dem Streifen S := {(t,z) € R?: 7 <t < 7+ a} (a > 0) geniige die stetige Funktion F': S — R einer Lipschitz-
Bedingung im zweiten Argument. Dann existiert auf I := [7, 7 + a] genau eine Losung x(t) des Anfangswertproblems

z = F(t,z), z(r)=¢. (3.1)

(2) Auf dem Rechteck R := {(t,z) e R?: 7 <t < 7 +a, |v—¢ <b} (a,b > 0) geniige die stetige Funktion F: R — R
einer Lipschitz-Bedingung in = mit einer Konstanten L > 0. Dann besitzt das Anfangswertproblem (3.1) genau eine
Losung (t), welche (mindestens) im Intervall I := [r, T + «] existiert, wobei

b
a::min{a,A} mit A := (£?§R|F(t,x)|

ist. Entsprechendes gilt auch fiir R := {(t,z) e R2: 7 —a <t <7, |z —&| < b} (a,b > 0).

(3) Sei G C R x R™ offen, F: G — R", (t,z) — F(t,x), stetig sowie in = lokal einer Lipschitz-Bedingung geniigend.
Dann existiert zu jedem (7,€) € G ein € > 0 und ein z: [1 —e,7 +&] = R", ¢t — x(t), welches (3.1)) 15st.
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e Lemma 1.33: Ist f: 0 C RxR” — R" stetig und im Inneren von € stetig partiell differenzierbar
nach z, dann gentigt f nahe jedes inneren Punktes (tg, zo) € €2 einer Lipschitzbedingung in der
Variablen x.

e Definition 1.34: Eine Kurve z: I, — R" heifft maximale Losung des Anfangswertproblems
(3.3), falls  eine Losung von ({3.3) ist und jede andere Losung von ([3.3)) nur die Einschrinkung
von z auf ein kleineres Intervall I C [, iSt.

e Satz 1.35 [Existenz der maximalen Fortsetzung einer Losung]: Sei 2 C R x R" offen,
sei f: Q — R" stetig, und geniige f auf Q) einer lokalen Lipschitzbedingung. Dann gibt es zu
jedem Anfangswert (o, o) € €2 eine maximale Losung x: I,c — R" des Anfangswertproblems
(B-3), Imax = (a,b) ist offen, und falls b < co (bzw. a > —oco) gilt, dann strebt z(¢) fiir ¢t 7 b
(bzw. t N\ a) entweder gegen einen Randpunkt von 2 oder gegen unendlich.

e Korollar 1.36: Geniigt die stetige Funktion f: R x R™ — R" einer lokalen Lipschitzbedingung
und ist die maximale Losung x: I, — R™ zum Anfangswert (o, o) beschréankt, dann gilt
Inax = (—00,00), d.h. z ist eine globale Losung.

e Definition 1.38 Ist x: I — R" eine maximale Losung von ' = f(x), dann nennt man das Bild
x(I) die Spur der Losung z. Die Menge aller Spuren von Losungen der autonomen Differential-
gleichung ' = f(x) nennt man ihr Phasenportrait.

e Bezeichnung: Besitzt eine autonome Differentialgleichung ' = f(z) zu jedem Anfangswert
eine globale Lésung, so nennt man das Vektorfeld f vollstidndig.

e Proposition 1.39: Ist das Vektorfeld f: R®" — R" stetig differenzierbar, so ist % ein
vollstandiges Vektorfeld.

e Definition 1.40: Eine (abzéhlbare) Familie x: I — R"™ (k € N) stetiger Kurven heifit gleich-
gradig stetig, falls gilt:

Ve>030>0:VkeNVs,tel :(|s—t| <d= |zi(s) —ax(t)| < ¢) (3.6)

e Satz 1.42 [Arzela-Ascoli]: Ist die Folge x; : I — R", k € N, von Kurven auf einem kom-
pakten Intervall I gleichgradig stetig und gleichmiBig beschriinkt [] dann besitzt sie eine auf I
gleichméBig konvergente Teilfolge.

e Satz 1.43 [Peano|: Ist 2 C R x R" offen und f: Q@ — R™ stetig, dann gibt es zu jedem
Anfangswert (ty,zo) ein € > 0 und eine Losung x : [to — €, to + ] — R™ von (3.3)).

Zusatzaufgabe 3.1: (Lipschitz & Co)

(a) Zeigen Sie, dass eine Lipschitz-stetige Funktion auch stetig ist.

1
(b) Sei 0 < a < b < oco. Zeigen Sie: Die Funktion F': [a,b] — R mit F(x) = — ist Lipschitz-stetig.
x

Losung zu Zusatzaufgabe 3.1:

(a) Sei F': D — R Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L € [0,00[ und a € D sowie € > 0

beliebig. Mit ¢ := ;= folgt dann

L
Ve e D: (]a:—a|<5 = \F(x)—F(a)|SL-\x—a\§L~5:L+1-£<8> ,

also die Stetigkeit von F' in a. Da a € D beliebig war, folgt somit die Stetigkeit von F' auf D.

31, heiBt gleichmiBig beschrinkt, falls es ein M < oo mit |z (t)| < M fiir alle t € I und k € N gibt.
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(b) Wegen 0 < a < b folgt

Vr,y € [a,b]: [F(z) — Fy)| =

1 1‘ _ ly—=

—_Z o

< |y =
i = ly—al,

also dass F' auf [a,b] Lipschitz-stetig mit Lipschitz-Konstanten L = J; ist.

Alternative: Da F' sogar stetig differenzierbar ist, ist |.|o F” als Komposition stetiger Funktionen
selber stetig und nimmt auf dem abgeschlossenen und beschrinkten Intervall [a,b] C ]R nach

dem Satz vom Minimum/Maximum ihr Maximum an. Mit L := m[ax] |F'(n)| = m[ax]
ne€la,b €la,b

und dem Mittelwertsatz folgt somit

F(x):F(y)‘

v,y € [o,8) (m%y:»\ ~IFel <L),

und damit die Lipschitz-Stetigkeit von F'.

Zusatzaufgabe 3.2: (Gleichgradige Stetigkeit)

(a) Ist die Menge der Funktionen f,(x) := 2", n € N, gleichgradig stetig auf dem Intervall [0, b],
b<17?

(b) Gilt dasselbe auch fiir das Intervall [0, 1] ?

Losung zu Zusatzaufgabe 3.2:

(a) Gleichgradig stetig heit, dass zu jedem ¢ ein § mit |z —y"| < ¢ fiir alle [r—y| < dund allen € N
existiert. Dies ist der Fall, denn |z —y"*| = |z —y| |[2" + 2"ty +- 2y T +9y"| < 5 (n+1)0"
gilt, und somit lasst sich fir f,.; mit n+1> 2 zue > 0 der Wert ¢ := m bzw. ¢ := ¢ fiir
f1 wéhlen. Dieser ist aber noch nicht unabhéngig von n, jedoch gibt es wegen b < 1 ein N, ab
dem (n + 1)b" < 1 fiir alle n > N gilt[| Ein nun von n € N unabhéingiges ¢ ist daher etwa

5 = mi . £
= min E,n:ITEI}{l’N (n-|—1)bn .

(b) Im Intervall [0, 1] hat man keine gleichgradige Stetigkeit mehr, nicht nur, weil das vorige Ar-
gument wegen b = 1 nicht mehr funktioniert, sondern weil die Folge 2" auf [0, 1] nur gegen
die unstetige Funktion f(z) = 0 fiir z < 1 und f(1) = 1 punktweise konvergiert, eine unsteti-
ge Funktion aber nicht der gleichmésige Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen sein kann,
obwohl sie dies nach dem Satz von Arzela-Ascoli sein miisste.

Zusatzaufgabe 3.3: (Picard-Iterationen)

(a) Fiihren Sie jeweils die ersten n Schritte des PICARD-LINDELOFschen Iterationsverfahrens zur
Gewinnung einer Naherungslosung fiir die nachfolgenden Anfangswertprobleme durch:

(i) 2/(t) = *+ (:c(t))Q, z(0)=0,n=3; (ii) ¢'(¢t) = sin(t) + (y(t))2, y(0) =0, n = 2.

Hinweis: Verwenden Sie fiir die Integrale I,, := / (sin(z))"dx die Rekursionsformel

cos(z) - (sin(z))"! n-—1
I, = — (z) - (sin(z)) + I, o, Iy = x, I = —cos(z)
n n
: 1 1 b*
4Mit L’Hospital folgt etwa mlgngo (x+1)0° = Ili)rrgo xbj—x LH Ilg?(()lo W = J,ILH;O T(b) = 0 wegen

0<b< 1.
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(b) Auf dem Intervall I = [0,a], a > 0, betrachten wir das Anfangswertproblem
r(t) = —2tx(t) x(0)=1. (3.7)

(i) Berechnen Sie die Picard-Iterierten x(t), ..., x4(%).

(ii) Sei Ty, das Taylor-Polynom der Ordnung 2n der Losung von (3.7) zum Entwicklungspunkt
to = 0. Zeigen Sie per Induktion fiir die Picard-Iterierten die Beziehung

o (t) = Tou(t) , tel, (n € N).

Lésung zu Zusatzaufgabe 3.3:

(a) (i) Mit (to,zo) = (0,0) und f(¢,z) = t* + 2% sowie mit der Rekursion (3.5)) zu z¢(t) = 7o = 0
ergeben sich die PICARD-Iterierten

t2 ) 13 t ) S32 3 47
t) = 0%)ds = — t) = - |ds = 5+
) = [@aens = 5w = [ (24 (F) e = Fag.
(t) /ﬁ S A T R
x = s —+ = s = —= .
° 0 363 3 7.3 7.33.11  72.3.5

(ii) Da hier f(t,y(t)) = sin(t) + (y(¢))* und (tyo) = (0,0) ist, lauten mit yo(t) = yo = 0 die
entsprechenden PICARD-LINDELOF-Iterationen

yr(t) = /Of(s,yk_l(s))ds = /O(sin(s)+(yk_1(s))2)ds.
Somit ergeben sich
yi(t) = /O(Sin(s)+02)ds = 1—cos(t) ,

ya(t) = /0 (sin(s) +(1- COS(S))2) ds = /0 (Sin(s) +2—2cos(s) — (Sin(s))2) ds

t — sin(t) cos(t)
2

= 1—cos(t) + 2t — 2sin(t) —
(b) (i) Mit zo(t) = 1 ergeben sich die Picard-Iterierten

t
1 (t) =1+/k4@¢ds:1—ﬁ,
0

t t4
zo(t) = 1+/(—23)-(1—32)d5 = 1—t2+§,
0

t 84 t4 t6
z3(t) = 1—1—/(—23)-(1—32—1—3) ds = 1—1*+ - — =
0

2 6’
t 84 86 t4 t6 t8
) =1 —2s) - [1—-§*+=——")ds = 1 -t 4+ — — —+ — .
w4(t) —I—/O( s)( S+ 5 3) s to e T

(ii) Mittels Trennung der Variablen ergibt sich z(t) = e~** als Losung von (3.7). Diese besitzt
die Potenzreihenentwicklung (die mit der Taylor-Entwicklung um 0 iibereinstimmt)

oD , t1 0
I(t)— kz il t = 1—t +§—g+ﬂ:{:
=0
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Wir zeigen nun (Induktionsanfang steht bereits oben) per Induktion, dass

n

xgw_.E:ﬁ%lﬂ% (3.8)

k=0
Angenommen, (3.8]) gelte. Dann ergibt sich mit (3.5) wie behauptet

' ~ (=1 4 " DM
T (t) = 1+/0 (—QS)ZTS ds = 1+2/OZTS thds
k=0 ' k=0 '

(=DM S (=DM e (1)
= 142 L S A— =1 t =1 —t
! ;’f!%“?) +k§% >

&+ 1) 2
n+1
Z (_l)kt%
k! '

k=0

Zusatzaufgabe 3.4:
(a) Finden Sie eine Losung der Differentialgleichung 4’ + 3y + /y? = 0 zum Anfangswert y(0) = 1.

(b) Zeigen Sie:

(i) Die Losung aus (a) ist auf dem Intervall 0 < x < In(4) eindeutig (Satz von Picard-Lindelof).

(ii) Die Losung der Anfangswertaufgabe aus (a) ist auf jedem Intervall 0 < x < b mit b > In(4)
nicht mehr eindeutig. Geben Sie insbesondere eine zweite Losung an.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.4:

(a) Die Gleichung ist eine Bernoulli-Differentialgleichung, so dass die Substitution z := y% fiir 2z
wegen 2/ = Sy—% iiber 3222 + 32% + 22 = 0 die inhomogene lineare Differentialgleichung
y
1
/ e p— —_—
d=-z-3

liefert, deren Losung z(z) = Ce™®—3 mittels Riicksubstitution schlielich auf y(z) = (Ce " —1)3
fithrt. Die Probe

1\? 1\* 1\?
Y +3y+ oy = -3 <C’e_$—§) Ce_x+3(C’e_x—§) +(Ce‘x—§)

2
= (Cex - 1) (=3Ce™™ +3Ce™—=1+1) =0,

3
bestétigt, dass die obigen Funktionen wirklich die Differentialgleichung losen.
Eine Losung zum Anfangswert y(0) = 1 ist also y;(z) = (3¢ — 3)%.

(b) (i) Die Differentialgleichung ¢’ + 3y + /4> = 0 hat die Gestalt ¢y = f(y) mit der rechten Seite
fly) = =3y(z) — /y?, deren Ableitung f'(y) = —3 — 3?{2}"—4 lautet. Somit ist f auf jedem
Y

Intervall |e, 0o, € > 0, Lipschitz-stetig mit der Lipschitzkonstanten

2
L= max|f(y)| = fe) = 3+ 3
Dabher ist die Losung zum Anfangswert y(0) = 1 eindeutig, solange y; > 0 ist, und dies ist
aufgrund der Monotonie der Losung und wegen fe* — £ = 0 <= 2 = In(4) nur auf dem

Intervall 0 < 2 < In(4) der Fall.

(ii) Eine offensichtliche Losung der Gleichung, die nicht in der obigen Losungsschar enthalten
ist, ist die konstante Funktion 3y = 0. Somit hat man neben der Losung y; noch die zusam-
mengesetzte Losung, die bis zu ¢t = In(4) mit y; iibereinstimmt und danach konstant 0 ist.
Bemerkenswert ist, dass diese Losung ebenso stetig differenzierbar (aber nicht analytisch)
ist.
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Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 4
Nichtlineare Schwingungen

e Differentialgleichungen zweiter Ordnung der Form
#(t) = —U'(x(t)) (4.1)

mit einer stetig differenzierbaren Funktion U: R — R treten in der Mechanik als Newtonsche
Bewegungsgleichungen fiir ein eindimensionales Punktteilchen in einem Potentialfeld auf.

e Offensichtlich kann man jede Differentialgleichung zweiter Ordnung der Form

& = f(z) (4.2)
mit stetigem f: R — R durch Wahl einer Stammfunktion U von —f in die Form (4.1]) bringen.

e Multipliziert man (4.1) mit # und integriert auf beiden Seiten beziiglich ¢, so erhélt man

1
(@) =E—=U(x). (4.3)
Also erfiillt x eine autonome Differentialgleichung erster Ordnung & = £4/2(F — U(z)), die man

mittels Trennung der Variablen l6sen kann.

e Satz 1.27 (Existenz und Eindeutigkeit periodischer Lésungen): Sei U: R — R stetig
differenzierbar, sei (to, zo,vo) € R* und sei £ := Jv3 + U(xo). Ist (z4,2p) ein xo enthaltendes
Intervall mit U(z4) = U(zp) = FE, U(x) < E auf (x4, 2p) und U'(x4), U'(zp) # 0, dann besitzt
(4.1) zu den Anfangswerten z(tg) = xo, 2'(ty) = vo, genau eine Losung auf ganz R. Diese hat

zp
Werte in [z 4, 2] und ist periodisch mit Periode T" := 2 ! dg.
wa V2AE-U())

Autonome Differentialgleichungen zweiter Ordnung
e Eine allgemeine autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung hat die Form
¥ = f(z,2). (4.4)
e Hingt f nur von & ab, so liefert die Substitution y(¢) := @(t) eine autonome Differentialglei-

chung erster Ordnung fiir y, die man mit Trennung der Variablen losen kann. AnschlieBende

Riicksubstitution ergibt x = / y(t) dt + const.

e Hingt f nur von x ab, so geht Gleichung (4.4]) in Gleichung (4.1)) iiber, und durch Multiplikation
mit 2 fithrt man die Gleichung auf eine autonome Differentialgleichung erster Ordnung zuriick.

e Im allgemeinen Fall kann man (4.4)) nur auf eine nichtautonome Differentialgleichung erster Ord-
nung zuriickfithren, indem man p(z) := @(¢(x)) mit der Umkehrfunktion ¢(x) von z(t) betrachtet.
Da mittels Kettenregel und der Regel fiir die Ableitung der Umkehrfunktion

folgt, erfiillt p die Differentialgleichung erster Ordnung p'(x) = . Ist p(x) eine solche

p(x)

Losung, so kann man dann ¢(x) durch
Hz) = /t’(:c) dr — /# dr — /L da (4.5)
(t(x)) p(x)
zuriickgewinnen und erhélt die Losung x(t) von als Umkehrfunktion von ¢(x).
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Zusatzaufgabe 4.1:

(a) Sei f: I — R eine Funktion auf einem beliebigen Intervall /.
Beweisen oder widerlegen Sie die folgenden Aussagen:

(i) Ist I kompakt und f stetig differenzierbar, so ist f auch Lipschitz-stetig.
(i) Ist I kompakt und f gleichméfig stetig, so ist f auch Lipschitz-stetig.
(iii) Ist f stetig differenzierbar, so ist f auch Lipschitz-stetig.

(b) Diskutieren Sie die Losbarkeit der folgenden autonomen nichtlinearen Differentialgleichungen
zweiter Ordnung.

(i) ¢ = v1+ () (i) y" = —y°

(c) Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme fiir Differentialgleichungen 2. Ordnung:
t+

Bt) =—, B(t) ==(t)+1, B(t) = a(t) (2(t)",
0 {a0) =5 (i) { 2(0) — -2, (i) { 2(0) =2,
2(0) =-2. 2(0) =1. #(0) =-3.
Losung zu Zusatzaufgabe 4.1:
(a) (i) Diese Aussage ist stets richtig, da |f’| = |.|o f" als Komposition stetiger Funktionen ebenso

eine stetige Funktion ist und somit nach dem Satz vom Minimum/Maximum auf jedem
Kompaktum [ ihr globales Maximum annimmt und somit L := max |f'(x)] eine Lipschitz-
TE

konstante ist. Nach dem Mittelwertsatz folgt ndmlich dann fiir beliebige z,y € I mit x <y
die Existenz eines £ = £(x,y) € |z, y[ mit

|f(x) = f(y)] _ ‘f(xiii(y)’ = (9| < max|f(z)] = L,

|z —y| wel
also wie behauptet Vo, y € I: |f(z) — f(y)| < Llz — y|.
(ii) Diese Aussage ist im Allgemeinen falsch, denn beispielsweise ist /|z| auf I = [—1, 1] als

stetige Funktion auf einem Kompaktum gleichméBig stetig, aber wegen der Unbeschréankt-
heit der Ableitung nahe Null nicht Lipschitz-stetig (vgl. auch Argumentation von (i)).
Ein anderes Beispiel etwa wire die stetige Fortsetzung von z* auf [0, 1], deren einseitiger
Differenzenquotient bei Null gegen —oo strebt, so dass auch hier keine Lipschitz-Stetigkeit
vorliegen kann.

(iii) Diese Aussage ist auf nichtkompaktem I im Allgemeinen falsch, denn beispielsweise exi-
stiert fiir f(z) = 2* wegen |f'(z)| = 2|z| das Supremum von |f’(z)| iiber I = R nicht, so
dass wir ebenfalls keine Lipschitz-Konstante finden kénnen (vgl. Argumentation von (ii)).

1

Ein weiteres Beispiel wére f(z) =  auf 0, 1].

(b) (i) Es handelt sich um eine autonome Differentialgleichung der Gestalt y” = f(y'). Durch die
Substitution z := gy’ geht die Differentialgleichung zweiter Ordnung " = /1 + (3/)? in die
autonome Differentialgleichung erster Ordnung z’ = /1 + 22 iiber. Trennung der Variablen
liefert mit der Substitutionsregel und z = sinh(y) die Beziehung

arsinh(z(p)) +C = /&dw = /16190 =

V14 (2(9))?

und daher z(¢) = sinh(¢ + C'). Somit ergibt sich y(¢) = cosh(¢ + C) + D mit beliebigen
Konstanten C, D € R.
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(i)

Es handelt sich um eine autonome Differentialgleichung zweiter Ordnung der Gestalt (4.2]),
also um eine nichtlineare Schwingung mit U(t) = % Durch Multiplikation mit der Ablei-

tung y’ erhalten wir
1 ! 1.\’
(5(1/)2) =y = —yy = — (1y4) (4.6)

und somit nach Integration die implizite Differentialgleichung (3/)? = 2(F — 1y*), welche

2
lokal nach
1
y = £4/2 (E—Zy‘*) (4.7)

aufgelost werden kann. Prinzipiell kann diese Differentialgleichung fiir £ > 0 mittels Tren-
nung der Variablen gelost werden, jedoch ist die Stammfunktion

o 1
Hi(y) —/—\/m dy

nicht in geschlossener Form darstellbar.
Aus unseren Erkenntnissen iiber nichtlineare Schwingungen wissen wir jedoch nach Satz
1.27, dass es zu Anfangswerten y(0) = yo, ¥/'(0) = vy # 0, genau eine Losung y auf ganz R

(4.8)

gibt, welche Werte zwischen y, := —v/24/ %U% + %yf‘j und yp = V24 %U% + %yf‘j annimmt

(Beachte, dass einerseits wegen vy # 0 und

1, 1 1 1 1, 1
—V2y/ S+ v < V24 i = — vl < lwl < V2y/ w8 < V24506 + qu

schon yy € Jya, yp| gilt und andererseits

4
1 1 1 1
U(ya) = Uly) = 1 (jF\/54 §U§+13/61> = §U§+U(yo) = FE

sowie in der Tat fiir alle y € Jya,yp| auch U(y) < E erfiillt ist. ) und T-periodisch mit der
Periode
YB 1
T = / -y (4.9)
Y 1

ist, wobei
1 1
E = §vg + Zlyé : (4.10)
Ausrechnen kann man die Losung prinzipiell (jedoch nicht explizit) mit Hilfe der Umkehr-
funktion von Hg: [ya,yp] — -3, %] aus He(y(t)) =t.

Die zugrunde liegende Differentialgleichung ist nicht von = abhéngig, sondern hat die Ge-
stalt & = f(t,4), so dass die Substitution v(¢) := @(¢) demnach
t+ t+2 Tdy

b= i = = = () =20 = 2t+2) = (t+2?*+0)

sowie nach Integrieren v? = (t+2)*+ C liefert. Aus der Anfangsbedingung v(0) = (0) =
—2 ergibt sich zuniichst C' = 0, also v? = (¢ + 2)? und wegen v(0) = #(0) < 0 schlieBlich
(t) = v(t) = — (t+ 2), sowie nach Integrieren dieser Gleichung

(t+2)2+D
i )
Aus der Anfangsbedingung z(0) = 5 ergibt sich nun D = —14 und somit am Ende

B (t+2)?  10—4t—¢
x(t) = 7 5 = 5 :

x(t) =
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(ii) Die zugrunde liegende Differentialgleichung ist autonom zweiter Ordnung der Gestalt (4.2)),
(z+1)?

es handelt sich also um eine nichtlineare Schwingung mit U(z) = —*5*. Aufgrund der
Anfangsbedingung x(0) = —2 entfillt die singuldre Losung = = —1. Multiplikation mit 22
liefert

(#))" = 208 = 2i(z+1) = ((z+1)*+0)

und nach Integrieren somit (#)> = (x4 1)2+C. Aus den Anfangsbedingungen z(0) = —2
sowie #(0) = 1 ergibt sich nun C' = 0 und wegen () = (z + 1) weiter

i(t)
| t 1| = dt = &+ [1dt = L£t+In(D
sowie nach Umstellen

x(t) = — 1+ De*!

Mit der Anfangsbedingung z(0) = —2 ergibt sich zunéchst z(t) = —1 — e und wegen der

Anfangsbedingung 4(0) = 1 somit insgesamt x(t) = —1—e".

(iii) Die zugrunde liegende Differentialgleichung ist autonom und hat die allgemeine Gestalt
(£.4), Aufgrund der Anfangsbedingungen wissen wir, dass @ # 0 ist, also keine Gera-
denstiicke in Frage kommen. Setzen wir nun p(z) = 4(¢(x)) mit der Umkehrfunktion #(x)
von x(t), so ergibt sich mit der Differentialgleichung in x sowie mittels Regel fiir die Ablei-
tung der Umkehrfunktion

welche eine Differentialgleichung in p ist. Trennung der Variablen sowie Integrieren liefert

_L: —p'(x) r = xx:$2+c —2 = (22 T
p(x) /(p(m))2d /d 5 — 2 = (27 +O)p(x) .

Aus den Anfangsbedingungen z(0) = 2 sowie p(z(0)) = #(0) = —% folgt wegen

1 4+C C
(2°+0) ( 2) 2 2
zunéichst C' = 0 sowie nach Riicksubstitution von —2 = (22+0)p(z) in = anschlieend die
Differentialgleichung erster Ordnung —2 = z2i. Dies fithrt nach Integration auf
(x(t))* + D

-2t =
3

Die Anfangsbedingung z(0) = 2 liefert nun D = —8, also z(t) = sign(8 — 6t)+/|8 — 6.

Zusatzaufgabe 4.2: Sei A € R"*" beliebig.
Zeigen Sie folgende Eigenschaften der matrixwertigen Exponentialfunktion

(a) AB = BA = oMP = %P (b) detC£0 = & 49 = ¢ leAC

(C) ediag(r1,..., Kn) _ diag(e’“,. N ’enn) (d) (eA)*l — oA (e) plsthA _ gsA | tA

Losung zu Zusatzaufgabe 4.2:

(a) Zunéchst erinnern wir uns, dass der Raum L(X, X) der stetigen linearen Endomorphismen
A: X — X eines Banach-Raumes (X, |.||x) mit der Operatornorm

N Ve
= p

Al Lex,x
X7 cvdoxy Nzllx
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und beziiglich der Hintereinanderausfithrung eine Banach-Algebra ist (Lemma 1.53, J. Merker,
Analysis 2), also insbesondere (L(X,X),||.]lL(x,x)) ein Banach-Raum ist, in dem jede absolut
konvergente Reihe konvergiert (Lemma 1.54, J. Merker, Analysis 2). Aufgrund der absoluten
Konvergenz der Reihen

A = 1 m B = 1 m

et = —A" P = Y —B (4.11)

m! m)!
m=0 m=0

kénnen wir die Reihen beliebig umordnen. Dementsprechend folgt die behauptete Funktionalglei-
chung aus der Kommutativitéit von A und B (vgl. Cauchy-Produkt von Reihen und Binomischer
Lehrsatz sowie Koeffizientenvergleich nach Ausmultiplizieren) wegen

(A+B)" P I Amk Bk
— = ATTEPBY = —_— .
m! m! Z Z (m—Fk)! k!

k=0

ewells iiber Induktion erhalten wir die Aussagen € N: B = " sowle
b) Jeweils iiber Induktion erhalten wir die A Vk € N: (C1AC)" = C1ARC sowi

VYm € N: iC‘lAkC’ = C_lzm:AkC

k=0

und somit auch 7 1AC 1 [ = AF
Y € N: Z ¢ (ZE)O,
k=0
woraus fiir m — oo die Behauptung folgt.

(¢) Wiederum mittels Induktion erhalten wir die Aussagen

Vk e N: (diag(ky, ... k)" = diag(s¥, ... k")

sowie - -
Vm € N: Z diag(k1,..., K deg T = diag(Zm’f,...,Zmﬁ)

und damit auch

k i Kk Kk LKk LRk
Vm € N: Z (diag(k1, ..., kn))" = Zdl&g(H,...,E) = diag Z—',,ZF ,
k=0 k=0 k=0
woraus fiir m — oo erneut die Behauptung folgt.
(d) Fassen wir die Nullmatrix als spezielle Diagonalmatrix diag(k1, ..., k,) mit kK1 = ... =k, = 0

auf, so folgt aus (a) und (¢) demnach

A —aA (@  A_a 0-In _  diag(0,...,0) (;)

efe”? = e = e diag(e’,...,e%) = diag(1,...,1) = I,

und aufgrund der Eindeutigkeit der multiplikativen Inverse im Matritzenring somit (e”) o e

(e) Dies folgt sofort aus (a) mit A = sA und B = tA, die als Vielfache derselben Matrix offenbar
kommutieren.

Zusatzaufgabe 4.3: 0
(a) Bestimmen Sie e/ fiir A € R™" mit (i) A2 =1, (i) A2=A4 (i) A=[1
1

—_ O O
o O O

(b) Zeigen Sie, dass fiir die Matrizen A := ((1) 8) und B := (8 é) wirklich die Ungleichheit
exp(A + B) # exp(A) exp(B) gilt.
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A1 00
(c) Wie sieht die Matrix e/ zu einem Jordan-Block J = 8 ?)\ i\ (i aus?
0 0 0 A
Losung zu Zusatzaufgabe 4.3:
(a) (i) Fiir selbstinverse Matrizen A (also A? = I,,) erhalten wir
o e _ 2o thoa s 7
¢ = ]; g A 2'4« 3!¢+4vf(+5|<4/+6v<4(+7|¢
2ttt A
— (1+2'+4,+6,+ )In+(t+3'+5|+7l+ )A

. 2k g2kl .
= (% ®> I, + (% m) A = cosh(t)I, + sinh(t)A .

(ii) Fiir idempotente Matrizen A (also A% = A) erhalten wir

o0 t 4 5 t6
=1, +tA+—A2 +—A +—A +—A +— A5 4+ ..
! ~~ Slv 4'\/ 5'\/ 6!52’

etA —

23t > S =tk .
= Lt (ttgtgtptatagt )A:In+ kz:—!A:]+(e—1)A
=1
000\ /000 00 0 000\ /000
(i) DaR-R2=[1 0 0] (0o 0 0)]=0 0 0)=(00o0][1 0 0]=RRgit
010/ \1 00 00 0 100/ \0 10
erhalten wir wegen A = R? + R demnach

0
ot — PR — (I 1 tR?) (13 iR+ §R2) — o 1
0

wrmsae (5 0) (5 8) # (5 6) (b 0) mamesen (§ 3) -
oo (p )= (5 72 (5 5) =em >exp(o )

(c) Ahnlich wie zuvor erhalten wir

~+

e}

ol — LR _ (IMs (R (AR ot <I4+R+%R2—l—iR3>

3!
01 00
: . . 0010
mit der nilpotenten Matrix R =t 000 1] d.h.

0000

1 ¢ % % oA et % et % et

ot — o 01 ¢ % _10 et teth Leth

00 1 ¢ 0 0 e te

00 0 1 0 0 0 et
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 5
Lineare Systeme 1. Ordnung versus Lineare Differentialgleichungen n.-ter Ordnung

e In Verallgemeinerung von (1.4)) hat eine (explizite) lineare n-dimensionale Differentialgleichung
erster Ordnung die Form
' = A(t)x + b(t) (5.1)

mit einer zeitabhéngigen Matrix A : I — R™"™ und einem zeitabhéngigen Vektor b : I — R"
auf einem Intervall I C R. Man nennt auch ein n-dimensionales lineares System von
Differentialgleichungen erster Ordnung. Im Fall b = 0 nennt man ([5.1)) homogen, und ist A von
t unabhéngig, dann spricht man von einem linearen System mit konstanten Koeffizienten.

e Satz 2.1 (Existenz & Eindeutigkeit der Losung des AWP): Sei I C R ein Intervall
und seien A: I — R™ " sowie b: [ — R" stetig, dann gibt es zu jedem (o, x¢) € I x R™ eine
eindeutige Losung x: I — R™ des Anfangswertproblems ' = A(t)x + b(t), z(ty) = xo.

e Satz 2.3 (Losungsraum im homogenen Fall): Sei / C R ein Intervall und A: I — R™*" ste-
tig. Dann bilden die Losungen des homogenen linearen Systems 2’ = Ax einen n-dimensionalen
Vektorraum, und fiir Lésungen z1, ..., z; von 2’ = Ax sind die folgenden Aussagen dquivalent:

(a) x1,..., 2 sind linear unabhéngige Kurven.
(b) Es gibt ein ty € I, so dass die Vektoren z;(tg), ..., zx(to) linear unabhéngig sind.
(c) Fiir jedes t € I sind die Vektoren z;(),...,z,(t) linear unabhéngig.

e Definition 2.4: Eine Basis zy,...,x, des Losungsraumes des n-dimensionalen homogenen li-
nearen Systems &’ = Az nennt man ein Fundamentalsystem.

e Satz 2.5: Ist X: I — R™" ein Losungssystem der homogenen linearen Differentialgleichung
2’ = A(t)x, dann geniigt die Wronski-Determinante genannte Funktion y := det(X) der
homogenen linearen Differentialgleichung y' = tr(A(t))y, wobei tr(A(t)) die Spur der Matrix

A(t) bezeichnet.

e Bemerkung: Da die Differentialgleichung 3’ = tr(A(t))y zum Anfangswert y(ty) = yo durch

oo = oo | t tr(A)ds ) 1 (52)

to

gelost wird, folgt aus Satz 2.5, dass fiir ein Losungssystem die Wronski-Determinante entweder
fiir alle Zeiten verschwindet (dies ist bei yo = 0 der Fall) oder fiir alle Zeiten ungleich Null ist (falls
yo # 0 gilt). Diese Aussage ist mit der Aquivalenz von (b) und (c) aus Satz 2.3 gleichbedeutend.

e Satz 2.6: Sei I C R ein Intervall und seien A: I — R"*" sowie b: I — R" stetig. Ist z, eine
Losung des inhomogenen linearen Systems ([5.1), dann hat jede weitere Losung 2 von (5.1)) die
Form = = x, + x;, mit einer Losung x), des homogenen linearen Systems 2z’ = A(t)z.

e Satz 2.7 (Variation der Konstanten): Sei I C R ein Intervall, A: I — R™*" sowie b: [ — R"
stetig. Ist X ein Fundamentalsystem des homogenen linearen Systems x’ = A(t)z, so erhilt
man eine Losung z, des inhomogenen linearen Systems 2’ = A(t)x + b(f) durch den Ansatz
xp(t) = X(t)c(t), aus dem sich bis auf einen konstanten Vektor

o(t) = /t X (5)""b(s) ds (5.3)
ergibt.
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e In Verallgemeinerung von (|1.4) hat eine (explizite) lineare (eindimensionale) Differentialglei-
chung n-ter Ordnung die Form

2™ 4 a1 ()™ 4k ay ()2 4 ag(t)z = b(t) (5.4)

mit zeitabhédngigen Koeffizienten ag,aq,...,a,-1 : I — R und einer Inhomogenitiat b: I — R
auf einem Intervall I C R.

e Nach Satz 1.4 ist die lineare Differentialgleichung n-ter Ordnung (/5.4)) iiber

y(t) = (x(t),2'(1), ..., 2"V (1))

zum linearen n-dimensionalen System

0 1 0 0 0
0 0 1 . 0 0
y = : : z : : y+ | (5.5)
0 0 0 . 1 0
—ao(t) —a (t) —ag(t) c. —an_l(t) b(t)

dquivalent. Insbesondere kann man die Sétze 2.1, 2.3 und 2.6 auf lineare Differentialgleichungen
n-ter Ordnung iibertragen:

e Satz 2.8 (AWP, Lésungsraum): Sei I C R ein Intervall und seien ag, ay, . .., a,: I — R sowie
b: I — R stetig. Dann existiert zu jedem (tg, xg, ..., %,_1) € I X R"™ genau eine Losung x: [ — R
von (5.4) zu den Anfangswerten x(ty) = xo, 2'(to) = 1, ..., 2V (tg) = z,_1.

Die Losungen der homogenen Gleichung

2™ 4 a1 ()™ 4 pay (D)2 + ag(t)z =0 (5.6)

2™ +a, 1 ()x™Y + ... 4 a;(t)2’ + ao(t)r = 0 bilden einen n-dimensionalen Vektorraum, und
kennt man eine Losung z, der inhomogenen Gleichung ({5.4), dann hat jede weitere Losung x
der inhomogenen Gleichung ([5.4) die Form = = x, + x), mit einer Losung z; der homogenen
Gleichung.

e Bemerkungen:

(a) Eine Basis des Losungsraumes der homogenen linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung
(5.6)) wird ebenfalls als Fundamentalsystem bezeichnet.

(b) Fiir n linear unabhéngige Losungen xq,...,x, von (5.6) ist das Fundamentalsystem des
zugehorigen Systems ([5.5) durch

T i) Ce T
] xy ...
Y= :1 :2 : : (5.7)
mgn—l) :Lén—l) o x%n—l)

gegeben, wobei die Inhomogenitéit bei (5.5) nur in der letzten Zeile einen nicht verschwin-
denden Eintrag besitzt. Mit den Bezeichnungen

W(s) = det(Y(s)) und Wi(s) = det(Yi(s)), (5.8)

wobei Y;(s) diejenige Matrix ist, welche aus Y'(s) durch Streichen der i-ten Spalte und n-ten
Zeile hervorgehtf] liefert die Cramersche Regel sowie Satz 2.7 (Variation der Konstanten)
als eine partikuldre Losung x, von (5.4]) somit

n

alt) = S0 e) [ ) as. (5.9

=1 S>

SW;(s) ist also die Wronski-Determinante zu 1, ..., %;_1,Zit1,- - -, Ty bis zur (n — 2)-ten Ableitung
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Die Reduktionsmethode von d’Alembert

e Reduktion der Dimension:
Kennen wir zum n-dimensionalen homogenen linearen Systems #(t) = A(t)z(t) bereits eine

nichttriviald’| Losung ¢: I — R”, so liefert der Ansatd| ()

o(t) = MDD +2(6)  mit () = (y?t)) un (5.11)

Yn— 1
mit einem skalaren A: I — R wegen der Ubereinstimmung von

A)(t) = MOAREE) + A(t)=(2)

die Gleichung

. — &) < &i(t)
2(t) = A(t)z(t) — AMt)E(t) = . (5.12)
o = > (071000 - @55)%%@)) B )
also das (n — 1)-dimensionale homogene lineare System g(t) = B(t)y(t) fiir y: I — R""! mit
n—1
B(6) i= (arenrna(t) - fgég)al,m(t))m | (5.13)
Ist nun Yo(t),..., T,(t) ein Fundamentalsystem zu ¢(t) = B(t)y(t), so kann man zu jedem

T, durch Integration der ersten Gleichung in (5.12]) zunéchst eine skalare Funktion Ax(¢) und
danach mittels (5.11)) eine Losung & (), k = 2,...,n von &(t) = A(t)x(t) gewinnen.

¢ Reduktion der Ordnung:
Kennen wir auf I eine nichttriviale Losung & (also & (t) # 0 fiir alle ¢ € ) der homogenen
linearen Differentialgleichung n-ter Ordnung (5.6)), also von Lz = 0 mit

n

Lz = Zak(t)x(k) = 2™ 4 an_l(t):c(”_l) + -t ar () + ap(t)x (mit a, = 1),
k=0

so 1ost z(t) = y(t)&1(t) die DGL Lx = 0 wegen (Produktregel/Summationsreihenfolgenwechsel)

Lo(t) = Zaka)Z(’;)y%’f—”(w:Z(Z (§>ak<t>5§‘“‘”<t>> y0

=0 j=0 \k=j
n n n—1 n
L&1=0 k —; , k i .
= <Z ( .)ak@)fi’“ ”(t)) =3 ( 2. <-+ 1)ak<t>g§’“ : ”<t>> W),
Jj=1 \k=j J j=0 \k=j+1 J
n—1 n
wenn y' Losung von Liv := ij(t)v(j) = 0 mit b;(¢) := Z (j f_ 1) ak(t)ék_j_l)(t) ist.
=0 k=j+1

60.B.d.A. gelte & (t) # 0 auf dem Intervall I (anderenfalls verkleinere man I oder benenne Komponenten um)

" Alternativ findet man im Fall &, () # 0 in (5.11)) oftmals auch den Ansatz z(t) := (yg)>, der in dquivalenter Weise

zum Ziel fithrt, wobei sich das resultierende Gleichungssystem ([5.12)) hier schreibt als

. L an(t = ank , = &(t)
Alt) = zp(t) = (t) () = ajk(t) — ank(t) | yx(t) (5.10)
> a0 = X i ; z( (0 - 200 u
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Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Uberfithren Sie y"(t) — v"(t) — 3/'(t) + y(t) = f(t) in ein System von Differentialgleichungen
erster Ordnung (in Matrix—Vektor—Schreibweise).

(b) Zeigen Sie, dass
Y(t) = [e (14t —e? (5.14)
el (2+1t)et et
ein Fundamentalsystem fiir das in (a) ermittelte lineare System bei f = 0 ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 5.1:

(a) Die lineare Differentialgleichung dritter Ordnung v (t) — y"(t) — v/ (t) + y(t) = f(t) lasst sich
in folgender Weise als ein System von gewohnlichen DGLen 1. Ordnung darstellen:

Y1 =y o
o = Yy = o= Y2
Wir setzen: y2 =y = y’l und erhalten Yy = Y3
S y/// — yz yi/’) = —Un + Y2 + Ys + f(t)
In Matrix—Vektor—Schreibweise ergibt sich daher
Y 0 + ywo + 0 0 0 10 U 0
yy | = 0 + 0 + y3]+(0]=(0 01 ]+ 0] , also
Ys Y1+ Y+ Y3 f -1 11 Ys f
0 10 Y1 0
y = Ay+b mit A = 0 01, y= [|w], b= [(0].
-1 11 Ys f
e’ et (14 t)ef te! —e™! e !
(b) Esgilt [e' | =A[e ], |2+t | =A|(1+t)e" | und [ e? | = A| —e" |, also sind
e! el (3+1)e (241)e —e ™t et
alle drei Kurven Losungen. Desweiteren ist (5.14]) sogar ein Fundamentalsystem, da die Wronski-
Determinante
e te e !
W(t) == detY(t) = det el (1+t)e! —et| = 4¢

el (2+1t)e! et

nirgends verschwindet, also sind die Spalten insbesondere linear unabhéngig.

Bemerkung: Nach Satz 2.3 hiitte es auch ausgereicht, die lineare Unabhéangigkeit der Spalten
von (5.14]) fiir ein spezielles ¢ nachzuweisen. So folgte die Behauptung auch, da beispielsweise fiir

1 0 1
t =0 die Vektoren | 1], | 1] und [ —1 | linear unabhéngig sind (die Wronski-Determinante
1 2 1

ist 4 in t = 0).
Zusatzaufgabe 5.2:
(a) Gegeben seien p,q € R mit p; — ¢ = 0 und die Differentialgleichung
y'+py +qy = 0. (5.15)

Bestimmen Sie mit Hilfe der Methode von d’Alembert die allgemeine Losung von ((5.15)).
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(b) Gegeben seien die Funktionen p(t), ¢(t). Weiter sei y; eine (L.u.) Losung der Differentialgleichung

y' +pt)y +qt)y = 0. (5.16)

Bestimmen Sie die allgemeine Losung von ([5.16)).

Losung zu Zusatzaufgabe 5.2:

(a) Nach Voraussetzung ist ¢ = %2 und demnach muss y; = e mit A\ = —£ eine Losung der

Differentialgleichung (5.15) sein. Mit dem Ansatz

y(t) = c(t)-e™2
gehen wir in die Differentialgleichung ([5.15)) hinein und erhalten

2

0 = qu(t) +py'(t) +9"(t) = pz : (c(t) : e—%t> tp- (c(t) .e—§t>’ " <C<t) ,e_gt>”

= (54 (- ecw) + (0 -p )+ ) ) = e
also (wegen der Positivitidt der Exponentialfunktion) fiir ¢(¢) die Differentialgleichung
0 = (¢ — co = c(t) — c1+ et = cft) .
Somit ergibt sich die allgemeine Losung
y(t) = (c1 4 cot) e 2t (c1,02 € R).

(Uber die Wronski-Determinante kénnen wir zeigen, dass y;(t) = e~ 2 und y, = te” 2" linear

unabhingig sind, da speziell fiir dieses Fundamentalsystem W (t) = e~ 2! > 0 gilt.)

(b) Angenommen, y;(t) sei eine Lésung von (5.16). Mit dem Ansatz y(t) = ¢(t) - y1(¢) folgt
0 = q(t)-y(t) +pt) -y (t) +y"(t)
= () (et () + o) (cOm®) + (cm®)

= qt) - et (t) +p(t) - (<O (1) + c@pi(t)) + () + 2¢O (8) + (O (1))

"

= ot)(g®yi ) + PO 1) + y{1) ) + O (PO (1) +264(8)) + O (D)

-~

=0

also fiir u(t) := ¢/(t) die lineare homogene Differentialgleichung erster Ordnung

W Oy(t) = = (O (0) + 201 (1) Ju(t)
Demnach ergibt sich (unter zeitweiliger Vernachldssigung singuldrer Losungen)

yi(t)
y1(t)

= —p(t)—2 — u(t) = ¢ - () e~/ p)ds (inklusive sing. Losung u = 0)
— et = [woyis = e [ ()P T ds ey
— o) = e ) = (e [ () Fe Y ds k) o)

mit Konstanten ¢, ¢y € R.
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Zusatzaufgabe 5.3:
Losen Sie die LEGENDRE-Differentialgleichung
(1 —tHa(t) — 2ta(t) +2z(t) = 0 (5.17)

auf I =] —1, 1], indem Sie sie in ein System 1. Ordnung iiberfithren und anschlieBend mittels der
Reduktionsmethode von D’ ALEMBERT u(t) = (¢,1)7 zu einem Fundamentalsystem auffiillen.

Losung zu Zusatzaufgabe 5.3:

Mit der Substitution y(t) = z(t), y2(t) = @(t) gelangen wir zum System

0= (G A = w0 () (Ll A0 ( A)w

Unter der Annahme, dass die gewédhlte Ansatzfunktion

1
obiges Differentialgleichungssystem v(t) = (_OL ot ) v(t) erfiillt, gelangen wir zu

0 1 21 (¢
a) + (L% 2 ) ()
1—-t2 1—2
und nach Substraktion von ¢(¢)a(t) somit zu

o(t) G) + (zlét)) = ¢(Hu(t) + (Zlét)) = (_IO_QtQ 1313) <Zl(§t)> B <—é21(t)) '

st + w0a0 + (2)) = w0 (%

Aus der letzten Zeile erhalten wir g4 (t) = ¢(t). Damit bleibt nun fiir die erste Zeile
@(t) + 21(t) 1_t221()+21() 21 (1) 1—¢2 1—t 14t¢

also nach Integration und Umstellen 2, (t) = Somit ist fiir die skalare Funktion ¢(t) das

1—t%

p(t) = —/0t1_282z1(3)d3 = —/Otﬁds

zu berechnen. Mittels Partialbruchzerlegung erhalten wir

Integral

2 o a n b n c n d
(1-s22 1-s (1—-5)2 1+s (1+s)?
it b = li 2 L d=li 2 L Set i jeweil 0 und 3
mit b =lim — = - = lim ——— = =. Setzen wir nu = =
ey 5 Jm G 5 n jeweils s und s
erhalten wir fiir  und ¢ noch das Gleichungssystem
2 = a + 53 + ¢+ 3 1 = a + c a = 1
1 1 1 — 1
ED) = —% —+ 3 —+ Zi —+ ED) —4 = —16a + 8c c = )
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und somit ergibt sich

0 1/t 1 N 1 N 1 N 1 y

— S

7 2 )y \1—s  (1—52 "1+s  (1+s)2
1 1 177 1. |1—¢ t
2{“’ it gy bl +1} 2“‘1+t’ T E

Demzufolge ist eine zu u(t) linear unabhéngige Losung durch

v(t) = p(t)u(t) + (Zlét))

1 t | 1—-1 1
1 |1—t¢ ¢ ¢ 5 2 M1
2 |1+t t2—1)\1 0 llnl_tjt t
1+t t2—1
gegeben, denn fir alle t €] — 1, 1] verschwindet zur Matrix
t, ’1 —t
2 |1+1¢
V(1) = (u(t), v(t)) = e
5 1 +t‘ 2—1
die Wronski-Determinante
t 1—-t
W(t) := detY(t) = det 1 11l . =21
1 —In
2 |1+ t2—1

nicht. Die allgemeine Losung der LEGENDRE-Differentialgleichung ist somit

1-1
141

t
.T(t) = Clt + Co <§ In

’+1) (Cl,CQER).

Bemerkung: Die Funktion ¢ +— £ In |1 — |+ 1ist jeweils in |—1, 0[ und ]0, 1] (mindestens zweimal)
stetig differenzierbar und eine Losung der LEGENDRE-Differentialgleichung, jedoch kann sie im

Nullpunkt stetig differenzierbar fortgesetzt werden.

Zusatzaufgabe 5.4:

(a) Bestimmen Sie ein Fundamentalsystem der homogenen linearen Differentialgleichung zweiter
Ordnung y” — cos(z)y’ + sin(z)y = 0, indem Sie nachpriifen, dass §(z) = @) eine Losung ist,

und anschliefend die Ordnung reduzieren.

(b) Ermitteln Sie mittels Variation der Konstanten eine partikuldre Losung der inhomogenen linea-

ren Differentialgleichung zweiter Ordnung y” — cos(z)y’ + sin(z)y = sin(z).

Losung zu Zusatzaufgabe 5.4:

(a) Es gilt §'(z) = cos(x)e™@) §"(z) = (cos?(z) — sin(z))e’™®) und daher §” — cos(x)§’ + sin(z)j =
0. Also ist y eine Losung, und eine davon linear unabhéngige Losung suchen wir mittels des
Ansatzes y(x) = z(z)g(z). Dieser liefert §2"” + (29 — cos(z)7)z’ = 0 und daher 2" + cos(z)z’ = 0.
Als Lésung dieser homogenen linearen DGL erster Ordung fiir 2’ ergibt sich 2/ = Ce™s™(®)
ist y(z ( f e~ sin ) sin(@) eine von 7 linear unabhingige Losung. Die Losungen § und y

bilden somlt ein Fundamentalsystem.
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(b) Um mittels Variation der Konstanten eine partikuldre Losung von y” — cos(z)y’ + sin(x)y
sin(z) zu finden, wihlen wir das in (a) gefundene Fundamentalsystem y;(z) = e¥"(®) yy(z) =
(fy e™5@ dz) en®) Fiir dieses lautet die Wronski-Determinate

B esin(z) (f()z —sin(z d:L‘) sin(x) __ _sin(z)
W(t) = det ((COS(IE)eSin(I 1+ (fo — sin( d:z:) COS(:E) sin(x))) =e€ .

Daher ergibt sich aus der allgemeinen Formel

im hier behandelten Fall (n = 2)

@) = —u) ”(j)b()dsm( ) [ )

0o W(s) 0o Wi(s
e—sm(m ~> sm(:p)/ Sil’l(S) ds
0 0

(s)
= —eSin(‘”)/ (/ e sin@ dx> sin(s) ds + (
0 0
_ _esin(a:)/ e—sin(a}) (/ SlIl ) A7 (/ — sin(Z) dx) Sm(ic)(COS(.l’) . 1)
0 z
= esm(w)/ e 0@ (cos(z) — cos(F ( e~ sin(@) di) @) (cos(x) — 1)
0
_ _esin(x)/ e sin(&) COS(iZ) d7 + (/ e sin(&) d$) sin(x)
0 0
- 11— esin(:r:) + </ e sin(&) dfi) esin(x) ]
0

Insbesondere ist auch die konstante Funktion 1 eine partikuldre Losung, und diese hétte man
vermutlich auch direkt raten kénnen.
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Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 6

Lineare Systeme 1. Ordnung mit konstanter Koeffizientenmatrix

Satz 2.9: Ist A € R"™" so ist die eindeutige Losung von 2’ = Az zum Anfangswert z(0) = xg
durch z(t) = exp(tA)xy gegeben.

Lemma 2.10: Fiir das m-dimensionale lineare System #(t) = (AId +N)x(¢) ist das Fundamen-
talsystem X (¢) mit X (0) = Id gegeben durch

e B ™
2 (m —1)! 010 0
01 ¢ .. 001 0
X(t) =eM (m-=2)!' . Dabei bezeichne N = :
P : 00 0 1
00 0 / 000 0
00 0

Lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten

Bemerkung: In jedes abstrakte Polynom P € C[X] mit moglicherweise komplexen Koeffizien-
ten, wie z.B. das Polynom

PX)=X"+a, 1 X" '+ +a; X +ag (6.1)

mit Hochstkoeffizient a,, := 1, konnen fiir die Variable X nicht nur reelle oder komplexe Zahlen
eingesetzt werden, sondern auch Matrizen und sogar Differentialoperatoren wie z.B. den Diffe-
rentialoperator erster Ordnung D := (-) = Ci. Potenzen D* interpretiert man dabei als k-malige

T dt
Anwendung von D.
Lemma 2.11: Fiir jedes P € C[X] und jedes A € C gilt P(D)eM = P(\)e.

Korollar: Fiir jede Nullstelle A € C von P()) ist die Funktion x(t) := e* eine Losung der
homogenen Differentialgleichung n-ter Ordnung

P(D)z = 0. (6.2)

Bemerkung: Im Falle konstanter Koeffizienten kénnen wir somit den | Ansatz y(t) = e | withlen.

Satz 2.12: Sei P € C[X] ein Polynom vom Grad n. Hat P genau n paarweise verschiedene
Nullstellen \; € C, j =1,...,n, so ist {e)‘jt ‘ j=1,... ,n} ein Fundamentalsystem von (6.2)).

Satz 2.13: Sei P € C[X] ein Polynom vom Grad n. Hat P die paarweise verschiedenen Null-
stellen \; € C, j =1,...,r, der Vielfachheit k;, so bilden die Funktionen ¢t~ 'e%’ ¢=1,... k;,
j=1,...,r, ein Fundamentalsystem von (6.2)).

Satz 2.14: Sei P € C[X] ein Polynom vom Grad n und b(t) = p(t)e* mit einem Polynom p vom
Grad n, > 1 sowie einem Exponenten ; € C. Dann besitzt die inhomogene Differentialgleichung

P(D)x = b (6.3)

(a) eine partikuldre Losung x,(t) = ¢(t)e" mit einem Polynom ¢ mit deg ¢ = n,, falls P(p) # 0.

(b) eine partikuldre Losung ,(t) = t*q(t)e** mit einem Polynom ¢ mit degq = n,, falls u eine
Nullstelle von P der Vielfachheit £ ist.

32



Euler-Differentialgleichungen

e Fuler-Differentialgleichungen sind lineare Differentialgleichungen n-ter Ordnung der Gestalt
antny(n) (t) + an—ltn_ly(n_l) <t> + -+ alty,<t> + aOy(t) = f(t) ’ (64)

also lineare Differentialgleichungen, deren n-ter Koeffizient ein Vielfaches des Monoms n-ten
Grades ist. Durch die Substitution

t=¢", y(e) =u(z) = z=1In(t), y(t)=u(ln(t)) (6.5)

kénnen wir sie in eine lineare Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten iiberfithren
(welche wir bereits l6sen konnen), denn nach Kettenregel folgen

W(z) = (yoexp)(z) exp(z) = y'(t)-t
u"(z) = (¥ oexp)(z)-exp(2z) + (y oexp)(2)-exp(z) = o'(t)-t* + o/ (t)-t
u"(z) = (y" oexp)(2) - exp(32) + 3(y" oexp)(2) - exp(22) + (y oexp)(2) - exp(z)

')+ 3y + () -t

also nach Umstellen t-y'(t) = u(z)
t-y'(t) = u'(z) —u/(2)
t3 . y///(t) u///(z) o 3u”(z) + 2ul<z> (66)

und somit erhalten wir fiir u(z) eine lineare DGL n-ter Ordnung mit konstanten Koeffizienten.

e Bemerkung: Fiir Euler-Differentialgleichungen kénnen wir somit den | Ansatz y(t) = t* |wiihlen.

Zusatzaufgabe 6.1: Gegeben sei die konstante Matrix A.

(a) Geben Sie mit Hilfe der Exponentialfunktion fir Matrizen ein Fundamentalsystem X (¢) mit
X (0) = I, fiir das System y(t) = Ay(t) an.

(b) Wie sieht das Fundamentalsystem aus (a) konkret aus, wenn A diagonalisierbar ist, also falls
eine regulire Matrix C existiert mit C"'AC' = diag (A1,...,\,)?

(c) Wie sieht das Fundamentalsystem aus (a) konkret aus, wenn A nicht diagonalisierbar ist, also
falls lediglich eine regulire Matrix C' mit C~'AC' = J mit einer Matrix in (nichttrivialer)
Jordan-Normalform existiert?

3 01 2
(d) Losen Sie das Anfangswertproblem y(t) = (0 5 0| y(¢), y(0) = |5
10 2 6
2 8
(e) Losen Sie das Differentialgleichungssystem y(t) = <3 —8) y(t).
Losung zu Zusatzaufgabe 6.1:
(a) Die matrixwertige Funktion f(t) = e'4 besitzt — wie man anhand der Reihe ablesen kann — die

Ableitung f(t) = Ae'“. Wegen der nach ZA 4.2 (c) giiltigen Beziehung

Q04 OIn

und da mit y(t) = f(t)c = e*c dann auch y(t) = f(t)c = Aelc = Af(t)c = Ay(t)
gilt, haben wir mit X (¢) = e ein Fundamentalsystem wie gefordert gefunden.
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(b) Mit der vorangegangenen Zusatzaufgabe sowie ZA 4.2(b) folgt dann

X(t) = oA = tCdiag\,e An)C ™ (O diag(th,.thn) O

Cediag(t)q ..... t)\n)Cfl — C dlag (ez‘)\l7 o ’et)\n) Cfl

(c) Seien Ji, k = 1,...,r die entsprechenden Jordan-Késtchen von J. Wiederum mit den Zusatz-

aufgaben 4.2 (b) und 4.2 (¢) sowie analog zur vorangegangenen Aufgabe folgt
X(t) _ etA _ etCJC*l _ Cethfl _ Oediag(tJ1 ..... tJT)Cfl _ Cdlag (etJ1, o ,etJT) C*l ’

T

wobei sich die Blocke e'’* der Grofie ny, mit an = n analog wie in Zusatzaufgabe 4.3 (c)

k=1
ergeben. Also folgt
tnk—Q tnk—l
tA the 12 tA tA (2%
etk teth Seltk (nk—Z)!e F (nk—l)!e .
O et)\k tet)\k tnk_g et>\k tnk_2 etAk
r (nk—i%)! (ng — 2)!
ng— nE—3
X(t) = C @ O 0 et/\k o L et)\k 1"k et)\k O_l 5
k=1 (ng — 4)! (ng — 3)!
b 0 O . et'kk tei’\k
0 0 0 e 0 etk
Ay
. A
wobei @ Ay = ? ) bezeichnet.
k=1 B
Ay
Da die konstante Matrix
3 01
A= (050
10 3

symmetrisch und reellwertig ist, existiert demzufolge eine orthogonale Matrix C' = (uy, us, us)
(dh. CTC = E) von Eigenvektoren uj,us,us, und eine Diagonalmatrix D = diag(\;, A2, A3)
mit den zugehodrigen Eigenwerten A, Ao, A3 , so dass

D = cTAC bzw. CDCT = A.
= Ay erfiillt dann auch
y' = CDC"y bzw. z' =Dz mit z =Cly.

Eine Losung y von y’

Wegen D = diag(\, Ao, A3) ist 2z = (c1eM%, 2% c3e%)T die allgemeine Lésung von
z' = D z . Weiterhin folgt aus z = CTy und CTC = CCT = E demnach
creM®
Yy = Cz = (111, U, 113> C26>\2$ = cle’\””ul + CQGA%EUQ + 036)\3xU3 .
A3
Cc3e
fiir die allgemeine Losung von y ' = Ay . Also geniigt es, die Eigenwerte und anschliefend
die zugehorigen Eigenvektoren der Matrix A zu bestimmen:
Die Eigenwerte der Matrix sind aufgrund von
3—X 0 1
det(A — AF) = det 0 5—-X 0 = B-N06-MNE-XN-06-2X)



(wegen Agjy = 244/28 — W) genau A\; =5, Ay = 2, A3 = 5, sodasssichz = (¢e°, ce’®, c5e’)T
ergibt. Mit den in der orthogonalen Matrix C' zusammengefassten zugehorigen (normierten!!!)

Eigenvektoren

L _2 9
Vi VB
C = (ul,ug,ug) = 0 0 1
2 L 9
VA
erhalten wir die daraus resultierende allgemeine Losung:
y = Cz = c1e®u; + cme?uy + cse®™uy (o1, e, € R)
1 _2
v Y v 0
= ™| 0 + coe2 0 + 397 | 1
2 1 0
V5 V5
1 2 1 2
sovs O\ (5 A 301
Probe: CDC" = |0 0 1 2 % 0 %] = 1050 =4
2 1 9
Aus der Anfangsbedingung
2
y(0) = |5
6
erhalten wir fiir die drei Unbekannten cy, co, c3 die drei Bedingungen
2 \/Lgcl — \%cz
5 = C3 ,
6 = \%cl + \/LECQ
welche genau von (cp,¢g,c3) = <\1/#45, \%, 5) erfiillt werden. Demzufolge ist die Losung des
Anfangswertproblems
1 _2 0
4 . [V 2 s [ V5 5
y = —e* 1 0 + —=e2 0 + 5e |1
V5 2 i) 1 0
V5 V5
14 _4 0 1 4
5 5e 5 5 50 5
= "0 +ez | 0] +e[5] =5 +ez| 0
28 2 0 2 2
5 5 5 5
(e) Die konstante Systemmatrix besitzt die reellen Eigenwerte \; = 4 und Ay = —10 mit den
zugehorigen (nichtorthogonalen !!! — die Matrix ist nicht!!! symmetrisch) Eigenvektoren

o) e ()

Entsprechend ZA 6.1 (b) ist mit D = C~'AC = diag(4, —10) und

(42 . L 1(3 2
C = (1 _3) sowie c = ﬁ(l _4)

ein Fundamentalsystem X (t) mit X (0) = Id bzw. die allgemeine Losung gegeben durch

y(t) = X(b) (2) — Cdiag (e*, e 1) ! (2)

(4 2 e 0\ 1/3 2 e\ _ 1 [2(6e" +e71) 8! — 1Y) 1
a 1 -3 0 e %) 14\1 —4 ) 14 3(e4t_e—10t) 2(e4t+6e_10t) ¢
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Zusatzaufgabe 6.2: (Homogene Differentialgleichungen)

(a)

(b)
(c)

(d)

Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem von z(t) — %az(t) + 1—1613(4) (t) =0.
Bestimmen Sie ein reelles Fundamentalsystem von w(t) = 2O (t) + 2 (1) — @(t).
Wie lauten die allgemeinen Losungen der folgenden Differentialgleichungen?

(i) 3y" — 24y +48y =0, (ii) y¥W —y =0
Wie lauten die allgemeinen Losungen der folgenden Differentialgleichungen?

(i) 2y" — 16y + 32y =0, (i) y" +y =0, (i) " +y =10.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a)

(c)

Das zugehorige charakteristische Polynom lautet
PO\ = M =8 +16 = (A2 —4)? = \A+2)*(\—2)*,

so dass sich nach Satz 15.2 (O. Forster, Analysis 2) aufgrund der mehrfachen Nullstellen als
allgemeine Losung dieser homogenen Differentialgleichung

z(t) = (cl + 02t> et 4 <03 + c4t> e % (c1,c9,c3,c4 € R)

ergibt. Durch | {e*, te** e™% te™?'} | ist somit ein Fundamentalsystem gegeben.

Das zugehorige charakteristische Polynom lautet
PO = X4+XN=2—1 = A+ =1) = A+ DN =D(N+1) = A+1)* A =1\ +1)

und besitzt die zweifache Nullstelle A\; » = —1, die einfache Nullstelle A3 = 1 und das komplexe
Nullstellenpaar Ay 5 = £i. Nach Satz 15.2 (O. Forster, Analysis 2) bzw. nach Aufgabe 5.2 ist die
allgemeine Losung demnach

x(t) = <01 + cﬂ) e + cze’ + ¢y sin(t) + c5 cos(t) (€1, €9, €3, 4,05 € R).

Durch [{e7?, te™", €', sin(t), cos(t) } | ist somit ein Fundamentalsystem gegeben.

(i) Mit dem Ansatz y(t) = e erhalten wir zuniichst 3 (A2 — 8\ +16)eM = 0 und somit
die charakteristische Gleichung A\ — 8\ + 16 = (A —4)? = 0 mit der zweifachen reellen
Nullstelle A = 4. Somit sind y;(t) = e* und y(t) = te* nach Satz 15.2 (O. Forster, Analysis
2) zwei linear unabhéngige Losungen. Also ergibt sich die allgemeine Losung zu

y(t) = (01 -+ Ogt) e4t (Cl, 02 € R) .

(ii) Wiederum mit dem Ansatz y(t) = e erhalten wir (A\* — 1)e* = 0 und somit die biqua-
dratische Gleichung \* — 1 = 0 als Charakteristikum. Wir substituieren zunichst \? = p
und erhalten wegen > —1 = (u+1)(p —1) = 0 die zwei Losungen pu;0 = +1.
Demzufolge besitzt die charakteristische Gleichung A* —1 = 0 die vier Losungen

Al = £1, A3y = *i,

so dass sich fiir die Differentialgleichung nach Satz 15.1 (O. Forster, Analysis 2) sowie mit
Aufgabe 5.2 die vier linear unabhéingigen Losungen

y(t) = e, ya(t) = e ", ys(t) = cos(t) ys(t) = sin(?)
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ergeben. Damit ist die allgemeine Losung der Differentialgleichung
y(t) = Cre’ + Che™" + O3 cos(t) + Oy sin(t) (Ch, Cy, C5, Cy € R)
bzw. mit Hilfe der hyperbolischen Funktionen ausgedriickt
y(t) = Cjcosh(t) + Cysinh(t) + Cs cos(t) + Cy sin(t) (Cy, Cy, Cs, Cy €R) .

(d) (i) Gehen wir mit dem Ansatz y(t) = e in die Differentialgleichung 2y” — 16y’ + 32y = 0
hinein, so erhalten wir (2A? — 16\ + 32)e™ = 0. Aufgrund der charakteristischen Gleichung
0 =2(\? — 8\ + 16) = 2(\ — 4) ist nun analog zu (c.i) die allgemeine Lsung

y(t) = (Cl + Cgt) e4t (Cl, 02 € R) .

Beachte: Die DGL aus (c.i) ist ein Vielfachen der DGL aus (d.i).

(i) Gehen wir mit dem Ansatz y(t) = e* in die Differentialgleichung y"” + ¢ = 0, so erhalten
wir analog zuvor als charakteristische Gleichung 0 = A3 + A = A(A\? + 1). Nach Satz 15.1
(O. Forster, Analysis 2) sowie mit Aufgabe 5.2 ergibt sich nun als allgemeine Losung

y(t) = Cl + CQ COS(t) + Cg Sln(t) (Cl, CQ, Cg € R) .

(iii) Wegen P(D) = D3+ 1= (D+1)(D*~D+1) = (D +1) <D - %) (D - Hﬁ) ergibt

sich hier als allgemeine Losung

y(t) = Cre™t+ <C’2 cos(V/3t) 4+ C sin(\/gt)> ez (Ch, Cy, C5 €R).

Zusatzaufgabe 6.3: (Inhomogene Differentialgleichungen)
(a) Bestimmen Sie die allgemeine Losung von Z(t) = @(t) 4+ 22(t) + cos(t) + sin(t).
(b) Losen Sie die Differentialgleichungen

(i) v +2y" + ' = 2sin(t), (i) 8y" + 6y +y =2t + 3, (iil) y" + 4y’ = 4t — 8.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Das zugehorige charakteristische Polynom ist P(\) = A2 — X — 2 = (A — 2)(\ + 1). Demzufolge
wird die entsprechende homogene Gleichung von

Tp(t) = ¢ e dcy-et (c1,¢0 € R)

gelost. Mit dem Ansatz |z,(t) = ay sin(t) + aq cos(?) | fiir eine partikulidre Losung folgt

cos(t) + sin(t) = ( —aysin(t) — ay Cos(t)> - <a1 cos(t) — az sin(t)) — 2(a1 sin(t) + asg cos(t))

: 2 1
= <a2 - 3a1> sin(t) + ( —ay — 3a2> cos(t) = a = 5 @2 =%
und somit fiir die allgemeine Losung
2sin(t t
o) = wn(t) - 0plt) = 1% oyt — 2SSO ),

5

(b) (i) Die zu y"” + 2y" + v = 2sin(t) gehorige homogene Differentialgleichung besitzt wegen
A3+ 202+ X = A(A+1)? das Fundamentalsystem {1,e~*,te™*} und demnach die allgemeine
Losung y,(t) = ¢1 + (ca + cst)e™ . Da =+i keine Nullstellen des charakteristischen Polynoms
sind, fithrt fiir die Inhomogenitét 2sin(¢) der Ansatz y,(t) = asin(t) + bsin(¢) zum Ziel.
Einsetzen in die Differentialgleichung und anschlielender Koeffizientenvergleich liefert nun
die allgemeine Losung

y(t) = yn(t) +y,(t) = c1 + (ca + c3t)e™ —sin(t) .
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(ii) Die zu 8y” + 6y’ + y = 2t 4+ 3 gehorige homogene Differentialgleichung besitzt das charak-
teristische Polynom P(A) =8 (A2 4+ 32X + 1) =8 (A + 3) (A + 1) und somit als allgemeine
Losung

yh(t) = cle_% + 026_i (61702 c R)

Da die Inhomogenitéit von der Gestalt ¢(t)e** mit degq = 1 und p = 0 ist sowie P(u) # 0
gilt (0 ist keine Nullstelle des charakteristischen Polynoms), fithrt der Ansatz

pt)=at+b = yt)=a = y,(t)=0

zum Ziel. Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung und anschliefender Koeffizi-
entenvergleich in 2t + 3 = 8y + 6y, +y, = 8- 0+ 6a + at + b = at + (6a + b) liefert a = 2
und b = —9. Somit ist die allgemeine Lésung

y(t) = yn(t) + (1) = cre T+ i +26—9  (c1,¢5 €R).

(iii) Die zu y" 4 4y’ = 4t — 8 gehorige homogene Differentialgleichung besitzt das charakteristi-
sche Polynom P(\) = A3 +4X = A(A?2+4) = A(A+2i)(\ —2i), also das Fundamentalsystem

{1, cos(2t),sin(2t)} .

Da die Inhomogenitéit von der Gestalt ¢(t)e** mit degq = 1 und p = 0 ist sowie P(u) =0
gilt (0 ist einfache Nullstelle des charakteristischen Polynoms), fithrt der Ansatz

ypt)=at?+bt+c = y)=2at+b = yt)=20a = y (t)=0
zum Ziel. Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung und anschlieSender Koeffizi-

entenvergleich in 4t — 8 = y'(t) + 4y, (t) = 0+4- (2at 4 b) liefert a = 3 und b = —2 sowie ¢

beliebig. Konstanten sind jedoch bereits im homogenen Losungsraum enthalten. Somit ist
die allgemeine Losung

y(t) = c1 + cacos(2t) + c3 cos(2t) + %t2 — 2t (¢1,c2,c5 € R).
Zusatzaufgabe 6.4: (Euler-Differentialgleichungen)
(a) Losen Sie die Euler-Differentialgleichung B3O () — 323 (t) + 6ta(t) — 6z(t) = 0.
(b) Losen Sie die folgenden homogenen EULERschen Differentialgleichungen:

(i) 2%y —2y=0, (z>0), (i) 23y + 3z%y" —2zy' — 2y =0, (x>0).

Losung zu Zusatzaufgabe 6.4:

(a) Eshandelt sich um eine Euler-Differentialgleichung. Fiihren wir nun die Substitution durch,
so erhalten wir entsprechend nach Einsetzen in die urspriingliche Differentialgleichung
B3O (t) — 323 (t) + 6ti(t) — 62(t) = 0 somit die inhomogene lineare Differentialgleichung mit
konstanten Koeffizienten

0 = (u”'(z) —3u(2) + 2u'(z)> - 3<u”(z) - u'(z)) +6u'(2) — 6u(z)
= u"(z) — 6u"(2) + 11u/(2) — 6u(z) .
Da wir drei einfache Nullstellen fiir das zugehorige charakteristische Polynom
PA) = ¥ =6 N +11A—6 = A=1)(AN =514+6) = A=1)(A—=2)(A—3)

finden, ergibt sich fiir u(z) die allgemeine Losung u(z) = c1e* + cpe?* + ¢33 mit ¢y, ¢y, ¢35 € R.

Riicksubstitution liefert nun ) 5
z(t) = u(ln(t)) = et + cot® + cst (c1,¢0 €ER) .

(b) (i) Mit dem Ansatz
ya) = 20 = Y@) = Ay @) = A1)t

geht die Differentialgleichung iiber in
0 =2" AA=-12"?=22" = 22 (N =A-2) = 2*(A-2)(A+1).
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Da 2* # 0, kénnen wir kiirzen und erhalten daraus die zwei linear unabhéingigen Losungen
y1(x) =2 und ys(z) = 27! und somit die allgemeine Losung

y(z) = Ciz* + G (Ch, Cy €R) .
(i) Wiederum mit dem Ansatz v
yz) = 20 = y@) = A,y (@) = AA-12"7 Y (@) = AA-1)(A-2)a?
geht die Differentialgleichung iiber in
22 A= 1D)A=2)222 #3227 AN —1Da2* 2 =20 A =200 = 0.
Da wiederum z* # 0, kénnen wir kiirzen und erhalten
0= MA=DA=2)+3xA=1)=22=2 = (A2 =22 +30)A—=1)—2(A+1)
= MA+1)A=1)=2(A+1)
= A=2)A+1)7 = W =A=-2)(\+1).
Da —1 eine zweifache Nullstelle ist, erhalten wir (vgl. Satz 2.13 oder alternativ auch Satz

15.2 (O. Forster, Analysis 1) und (6.5])) die drei linear unabhéngigen Losungen

n@) =27, ) =2 @), ) = 2

und somit als allgemeine Losung der Differentialgleichung
¢, C
y(x) = —+ (@) + Ca® (G, Co, C3€R).

Zusatzaufgabe 6.5: Losen Sie die folgenden Anfangswertprobleme

(a)
(b)

2@ () — 67 (t) + 124(t) — 8x(t) =0  zu den Anfangswerten z(1) =0, 2(1) =1, #(1) = 2.
Z(t) + 8% +17x(t) — 51 =0 zu den Anfangswerten z(0) =0, ©(0) = 1.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.5:

(a)

Aufgrund des zugehorigen charakteristischen Polynoms
POA) =X -6 2+120 -8 = A —=2)(A\2 =4 +4) = (A —2)

ergibt sich als allgemeine Losung | z(t) = (c; + cot + c3t?)e® | mit ¢y, ¢, c3 € R. Aus den Anfangs-

bedingungen erhalten wir

0 = 2(1) = (¢ +co+c3)e? 0 = cp+cytcs

1 = (1) = 2(c; +co+c3)e* + (e + 2c3)€? = {1 = (cg+ 2c3)e?

2 = (1) = 4(c1+ 2+ c3)e* +4(ca + 2c3)e? + 2c3€? 2 = 4+ 2c3e?
und damit nacheinander |c3 = —e~2| |cy = 3e 2|, |¢; = —2e¢~2 | Demzufolge ist die Losung des
Anfangswertproblems

x(t) = (3t —t* —2)e2t

Das zugehérige charakteristische Polynom ist P(X\) = A> + 8\ + 17 = (A + 4)? + 1, so dass sich
hier aufgrund des komplexen Nullstellenpaares \; o = —4 £1 als allgemeine reelle Losung der
entsprechenden homogenen Gleichung

rp(t) = e ¥ (cl cos(t) + co sin(t)) (c1,¢0 € R)

ergibt. Mit dem Ansatz x,(t) = A ergibt sich 0+ 0+ 174 — 51 = 0, also | z,(t) = 3| und somit
die allgemeine Losung

z(t) = p(t) +3,(t) = e ¥ <01 cos(t) + ¢o sin(t)> +3 (c1,c0 € R).
Mit dem Anfangswert z(0) = 0 ergibt sich ¢; = —3, mit der zweiten Anfangsbedingung
1 = #(0) = —4(—3+0>+(0+62> 124 =  =-11

und somit als Losung des Anfangswertproblems |z(t) = 3 — e <3 cos(t) + 11 sin(t)) :
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 7
Existenz & Eindeutigkeit:

e Fixpunktsatz von Banach Sei (M, d),) ein vollstdndiger metrischer Raum und f: M — M
eine Kontraktion, d.h., es existiere ein L < 1, so dass

Yo,y € M:dy(f(x), f(y) < L-du(z,y) - (7.1)

Dann existiert genau ein x € M mit f(z) = z. Insbesondere konvergiert fiir jeden Startwert
xg € M die durch x4y := f(xy) rekursiv definierte Folge gegen diesen Fixpunkt = von f.

e Satz 2.32 [Mittelwertsatz in Integralform — Analysis II]: Seien X, Y Banach-Réume, sei
U C X eine offene Teilmenge und seien x, & € U Punkte, fiir die die Strecke C' := {z+t(Z—x) |t €
[0,1]} in U enthalten ist. Ist die Abbildung f: U — Y in jedem Punkt der Strecke C' partiell
differenzierbar in Richtung # — x und ist ¢ — 0z, f(z + t(Z — x)) stetig auf [0, 1], dann gilt

ﬂ@—f@%iéaﬁﬁw+di—@ﬂt

e Satz 2.36 [Schrankensatz — Analysis II|: Unter den Voraussetzungen von Satz 2.32 gilt

1f(Z) = f(@)lly < sup [0z f(z + t(Z — x))lly
tel0,1]
Ist dariiberhinaus f: U — Y sogar stetig differenzierbar, so gilt

nﬂ@—f@mys<mwuﬁm+¢@—x»may0nf—ﬂu

te(0,1]

e Definition: Seien (X, ||.||x) und (Y, ||.|]y) normierte Rdume. Eine Abbildung f: X — Y heifit
kompakt, falls f beschrinkte Mengen auf relativ kompakte Mengen (d.h., Mengen, deren Ab-
schluss kompakt ist) abbildet.

Schwache Lésungen
e Definition 1.44: Eine Kurve z: [a,b] — R™ heifit absolut stetig, falls es zu jedem € > 0 ein

N
d > 0 gibt mit > |z(b;) — x(a;)| < € fiir N paarweise disjunkte Intervalle [a;, b;] C [a,b] der
i=1

N
Gesamtlinge > |b; — a;| < 6.
i=1
e Definition 1.46: Eine Kurve x: I — R” heif3t schwache Losung der Differentialgleichung
(1.3) zum Anfangswert xy bei t5, wenn z absolut stetig auf jedem kompakten Teilintervall von
I ist, die Differentialgleichung (|1.3)) fiir fast alle ¢ € I erfiillt ist und x(to) = zo gilt.

e Beispiel 1.47: Die lineare Differentialgleichung 2’ = sign(¢)x, hat zum Anfangswert xy bei t,
die schwache Losung x(t) = xgexp(|t| — |to]). Diese Funktion x ist zwar absolut stetig, aber in
= ( nicht klassisch differenzierbar.

Wiéhrend man die Differentialgleichung x’ = sign(¢)x moglicherweise als rein akademisches Bei-
spiel ansehen kann, ist @’ = —3(1 + sign(t))z eine héufig in Anwendungen auftretende Diffe-
rentialgleichung, die Schaltvorginge modelliert. Tatséchlich haben ihre schwachen Losungen die

Form
t <
o) = 170 =0 (7.2)
xoexp(—t) t>0

und modellieren einen Abschaltvorgang (siehe Schaltungstechnik).
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Zusatzaufgabe 7.1: (a) Zeigen Sie den Fixpunktsatz von Banach (siehe oben).

(b) Zeigen Sie: Fiir v > 0 gilt die Abschétzung

min(t,to) Y

max(t,to) 1
/ els=tol g < Zgnlt=tol (7.3)

Losung zu Zusatzaufgabe 7.1:

(a)

e Zunichst halten wir fest, dass die Voraussetzung (7.1)) aufgrund der Nichtnegativitéit von

Metriken L > 0 impliziert. Desweiteren ist der Fall L = 0 trivial, dann dann folgte aus der
Definitheit der Metrik die Konstanz von f, also gébe es wegen f(M) C M in diesem Fall
ein z* € M, so dass Vo € M: f(x) = z*, also auch f(z*) = 2* gilt. Somit kénnen wir im
Folgenden 0.B.d.A. annehmen, dass L > 0 gilt.

Die Eindeutigkeit des Fixpunktes erhalten wir aus der Kontraktionseigenschaft. Angenom-
men, es existierten z,& € M mit z = f(x) und Z = f(Z), dann folgt wegen

du(z, %) = dp(f(2), f(2)) < Ldp(, 7)

und L < 1 schon dy(x,%) = 0, also muss nach der Definitheit einer Metrik bereits x = &
gelten.

Die Existenz des Fixpunktes erhalten wir nun aus der Vollstdndigkeit des Raumes, indem
wir — wiederum mit Hilfe der Kontraktionseigenschaft — zeigen, dass die zu einem (sogar
beliebigen) Startwert xq € M durch xpy; := f(x) rekursiv definierte Folge die Cauchy-
Eigenschaft besitzt, also — aufgrund der Vollstdndigkeit des metrischen Raumes —in (M, dyy)
auch einen Grenzwert x* hat. Fiir diesen gilt dann — da die Kontraktionseigenschaft von f
die Lipschitz-Stetigkeit, also auch die Stetigkeit von f impliziert — schliefllich

" = lim xpy = lm f(zg) = f(lim xk) = f(z"). (7.4)
k—o00 k—o00 k—o00
Nun zur Cauchy-Eigenschaft der oben zu einem Startwert xy € M durch zy1 := f(xy)

rekursiv definierte Folge. Wegen d(x,,11, z,,) = d(f(zn), f(zn-1)) < Ld(x,, x,—1) folgt fur
¢ > k > 0 auch unter mehrfacher Anwendung der Dreiecksungleichung

- — —k—1
d(xg, z) Z Tpil, Tn) < Z xkﬂ,xk) < ( Z L") Lkd(xl,xo) )
n=k

n=0

Aufgrund der (im ersten Punkt begriindeten) Positivitdt von L erhalten wir unter Kenntnis
der geometrischen Reihe die Abschéitzung

l—k—1 o)
<> Lt=——
n=0 n=0

so dass wegen 0 < L < 1 fiir alle £ > k£ > 0 schliefllich

k

dy (g, ) < T 1

dM($1, 900)

folgt. Also finden wir aufgrund der Konvergenz L¥ — 0 zu jedem ¢ > 0 ein K € N, so dass
fir alle ¢ > k > K wie behauptet dy(xy, xy) < € gilt.

(b) Die folgt sofort mit Hilfe einer Fallunterscheidung in ¢t < ¢y und in ¢ > ¢, und elementarer

Integration.
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Zusatzaufgabe 7.2:

(a) Sei f:[0,7] x [0,T] x R — R stetig und erfiille eine globale Lipschitzbedingung im dritten
Argument, d.h., es gébe ein L < co mit

|f(t,s,u) — f(t,s,v)] < Llu—w| firallet,se€[0,T],u,v €R . (7.5)

(i) Zeigen Sie: Ist g stetig, r > 0 und ist 7" > 0 klein genug, so besitzt die (nichtlineare)
Volterra-Integralgleichung

o) = /0 Fts,2(s)ds + g(t) (¢ €[0,T)) (7.6)
eine eindeutige Losung x in
K(9) = A{z € C([0,T]): [lz = gllec <7}, (7.7)
wobei
lzlloo = max |z(2)]. (7.8)

Fiir Anwendungen ist wichtig, dass man fiir den Beweis die Lipschitzbedingung tatséchlich
nur fiir diejenigen (¢, s, w,v) mit |u — g(¢t)| < r, |[v — g(¢t)| < r braucht.

Bemerkung: Ein Spezialfall der Volterra-Gleichung ist das Anfangswertproblem
Z'(s) = f(s,z(s)), z(0) = zo . (7.9)

Hinweis: Verwenden Sie den Fixpunktsatz von Banach im Raum X = K, (g).

(ii) Zeigen Sie: Falls die Lipschitzbedingung tatséchlich global ist, kann man r = oo setzen,
und die Voraussetzung, dass T' > 0 klein genug ist, ist iiberfliissig.

Hinweis: Verwenden Sie den Fixpunktsatz von Banach im Raum X := C([0,TY), wobei die
Maximumsnorm ||.|[o mit der Funktion w,(¢) := e (7 > 0 geeignet gewéhlt) gewichtet
wird, d.h., versehen mit der Norm

el o= -l = max o720, (7.10)

(b) Zeigen Sie, dass X := C([0,T]) mit (7.10) vollsténdig ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.2:

(a) (i) Wir uberpriifen die Giiltigkeit der Voraussetzungen des Fixpunktsatzes von Banach:

e Im Fall LT < 1 ist der Operator
t
A: C([0,T]) = C([0,T]) , x(t) — Azx(t) := / f(t,s,x(s))ds + g(t) (7.11)
0
eine Kontraktion, denn fiir beliebige x,z € C([0,T]) gilt

vVt e [0,T]: |Ax(t) — AZ(t)| = /0 f(t,s,a:(s))ds—/o f(t, s, &(s))ds

t
< [ Ut ale) ~ £t 5, (s)lds
0
t
< L[ o dlads < L7 o~ 3l
0
und somit auch ||Azr — AZ||w < LT - ||z — Z||co-
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o Esist (K,(9),d|k,(g) vollstandig, da K, (g) eine abgeschlossene Teilmenge des vollstandi-
gen metrischen Raumes (C([0,7T]),d)..) ist.

e Da g stetig auf einem Kompaktum ist, ist ¢ und somit auch jedes x € K,.(g) wegen
|x(s)—g(s)| < r beschriankt. Somit existiert ein M < oo, so dass garantiert (¢, s, z(s)) €
[0,1] x [0,1] x [-M, M]. Auf letzterem ist in Folge der Stetigkeit insbesondere ebenso
f durch eine Konstante K < oo beschréankt. Ist 7" > 0 nun geniigend klein gewé&hlt,
d.h., gilt TK < r, so ist der Operator A aus wegen

r e K.(9) = Vtel[0,T]: |Ax(t) — g(t)] < /0 |f(t,s,z(s))|ds < TK < r

<K

und somit = € K,(g) = Az € K,(g) eine Selbstabbildung.

Demnach besitzt der Operator A aus (7.11)) nach dem Fixpunktsatz von Banach einen
eindeutigen Fixpunkt, also die Integralgleichung (7.6 auf K,.(g) eine eindeutige Losung.

(ii) Da wir den ganzen Raum betrachten, haben wir die Selbstabbildung geschenkt, dariiber
hinaus ist der ganze Raum vollstdndig. Somit bleibt nur die Kontraktion zu iiberpriifen.
Fiir beliebige z, z € C([0, 0o[) gilt jedoch

Vt € [0,00[: |Az(t) — AZ(t)|e™" < /0 L-|z(s)) — Z(s)|ds - e

.. 2L
und nach Ubergang zum Supremum somit ||Az — Az|, < — - |z — Z||,, so dass fiir ein

beliebiges v > 2L eine Kontraktion vorliegt. Demnach ist wiederum der Fixpunktsatz von
Banach anwendbar.

(b) Dies ergibt sich aufgrund der Aquivalenz von zu —denn mit C' = 1 und ¢ = e 7 gilt
fir alle x € C([0,T], R) die Ungleichungskette c||z||s < ||z|, < C||z| s — und der Vollsténdigkeit
von (C([0,T],R), ||-|lcc) — denn der gleichméBige Grenzwert einer Folge stetiger Funktionen ist
wieder stetig.

Zusatzaufgabe 7.3:

(a) Bestimmen Sie die allgemeine reelle Losung von vy +y” + 4 +y = f im homogenen Fall f := 0.

(b) Wie lautet die allgemeine Losung der in (a) gegebenen Differentialgleichung im inhomogenen
Fall f(t) :=4e' +4e™" 7

(c) Gegeben seien die Funktionen y;,y2: R? — R?, y;(z) := (;2> . o) = <x§ew) :
Zeigen Sie, dass fiir jedes x € R die Vektoren y; (z) und ys(x) linear abhéingig sind, wahrend die
Funktionen ¥, y» linear unabhéngig sind.

(d) Kann eine stetige Funktion A: R — R?*? existieren, so dass 3; und y» aus (c) beides Losungen
von y'(z) = A(x)y(x) sind ?

(e) Wie lautet die allgemeine Losung von y’ = <:53 :i) y+ [ bei(i) f:= (8) und (ii) f := (g)’?
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Losung zu Zusatzaufgabe 7.3:

(a)

(e)

Das zugehorige charakteristische Polynom lautet
PA=XN+X+A+1=0+D)N+D=A—)A+9)AN+1)

und besitzt somit die Nullstellen —1 und 4. Somit erhalten wir als komplexes Fundamentalsy-

stem {e~!, e e~} und als allgemeine reelle homogene Losung folglich

yn(t) = cre™" + ey sin(t) + c3 cos(t) (c1,c9,c3 €ER) .

Einsetzen des Ansatzes y(t) = ae’ in die DGL mit f(t) = €' liefert die Gleichung 4ae’ = 4e',
also a = 1. Desweiteren liefert Einsetzen des Ansatzes bte™" in die DGL mit f(t) = 4e™" die
Gleichung 2be" = 4e', also b = 2. Somit ist y,(t) = e’ + 2te™" eine partikuldre Losung, und als
allgemeine Losung ergibt sich y = y, + yp.

Sei z € R beliebig, fest. Fiir A = e* folgt dann Ay;(z) — y2(x) = 0. Daher sind die Vektoren
y1(x) und yo(x) fiir jedes feste z € R als Elemente des R? linear abhingig.

Sind dagegen A1, Ay € R, dass
Vo € R: My (2) + Aoyp(z) = 0 € R?

gilt, dann liefert dies fiir x = 0 einerseits die Bedingung A+ = 0 und fiir x = In(2) andererseits
die Bedingung A; + 2)\,, so dass A\ = Ay = 0 folgt. Demnach sind die Funktionen y; und ys als
Elemente des Vektorraumes C'(R, R?) linear unabhéngig.

Angenommen, es gibe ein stetiges A: R — R**2 5o dass die Funktionen y; und y, beide das
Differentialgleichungssystem y'(z) = A(x)y(x) 16sen. Dann miissten sie aufgrund ihrer linearen
Unabhéngigkeit ein Fundamentalsystem zu y'(x) = A(x)y(z) bilden. In diesem Fall diirfte die
Wronski-Determinante W (z) = det(yi(x), y2(x)) an keinem Punkt verschwinden. Nach (c) tut
sie dies jedoch sogar fiir alle z.

(i) Die Matrix hat das charakteristische Polynom (3 — A\)(—4 — A) + 10 = A2 + X — 2 =
(I = A)(—=2 — A) und daher die Eigenwerte 1 und —2. Den Eigenvektor zum Eigenwert 1
bestimmt man als Losung von

(g :g)vzo zuv:(}) .

Zum Eigenwert —2 ergibt sich analog der Eigenvektor v = (2) aus (5 _2) v = 0.

Die allgemeine Losung des homogenen Systems ist also

h(t) = Cae G) o @

(ii) Da (2 :i) y + (2) = 0 die Losung y = — G) besitzt, ist die Konstante y = — G)

eine partikuldre Losung, und somit lautet die allgemeine Losung

= () ¢ o) )
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Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 8
Schwache Losungen & Monotone Vektorfelder
e Definition 1.48: Eine Abbildung f: I x R” — R" heiffit Carathéodory-Vektorfeld, falls

o t+ f(t,z) messbar fiir jedes feste xz € R™ ist,
o x> f(t,x) stetig fiir fast alle ¢ € [ ist.

e Lemma 1.49 [Wachstumsbedingung]: Ist f: I x R™ — R" ein Carathéodory-Vektorfeld und
gilt mit einem 1 < p < oo zusétzlich die Wachstumsbedingung, dass es

o zu jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I und jedem r < oo eine Funktion v, € L*([a, b])
mit |f(t,z)| < v,.(¢) fir alle x € R™ mit |z| < r und fast alle t € [a, b] gibt,

dann liegt ¢t — f (¢, z(t)) fir jede Kurve x € C(I,R™) in L} (I,R™).

loc

e Satz 1.50 [Wachstums- und Lipschitz-Bedingung]: Geniigt das Carathéodory-Vektorfeld
f: I xR"— R"™ mit einem 1 < p < oo der in Lemma 1.49 genannten LP-Wachstumsbedingung
und zusatzlich der LP-Lipschitzbedingung, dass

o zu jedem kompakten Teilintervall [a,b] C I und jedem r < oo eine Funktion L, € LP([a, b))
mit |f(t,x) — f(t,2)| < L.(t)|z — Z| fur alle z, & € R™ mit |z|,|Z| < r und fast alle ¢ € [a, b]
existiert,

dann gibt es zu jedem Anfangswert (to,xo) € I X R™ ein € > 0 und eine eindeutige schwache
Losung x € WP ([tg — &, to + €|, R™) von (3.3)).

e Definition 1.51: Man sagt, ein zeitabhéngiges Vektorfeld f: I x R™ — R™ geniigt einer (glo-
balen) einseitigen Lipschitzbedingung, falls es ein L < oo mit

fiir alle x, 2 € R™ und fast alle t € I gibt.

e Satz 1.52: Geniigt die rechte Seite f der Differentialgleichung 2’ = f(t,z) einer einseitigen
Lipschitzbedingung, dann gibt es zu jedem Anfangswert vorwirts in der Zeit hochstens eine
schwache Losung.

e Lemma 1.53 [Gronwall]: Ist u: I — R eine stetige Funktion auf einem Intervall I mit linkem
Randpunkt ¢y € I und gilt fiir alle ¢t € I die Abschitzung

t
u(t) <a+ B/ u(s) ds (8.2)

to
mit zwei Konstanten «, 5 > 0, dann gilt fiir alle ¢t € I die Ungleichung u(t) < aeft=to)

e Bem.: Aufgrund der bei u(ty) = 0 und 8 > 0 vorliegenden Aquivalenz der Integralungleichung
u(t) < B f;; u(s) ds zur Differentialungleichung v < fu auf einem Intervall I mit linkem Rand-
punkt ¢y € I, wird das Lemma von Gronwall haufig auch mit letzterer Voraussetzung formuliert,
d.h.,

o Falls ' < fu auf einem Intervall I mit linkem Randpunkt ¢y € I und u(ty) = 0 gilt, folgt
auch schon v < 0 auf /.

e Definition 1.54 [monotones Vektorfeld]: Ein zeitabhidngiges Vektorfeld g: I x R" — R"
heifft monoton, falls

(9lt,2) = g(t,3),2—7) > 0 (8.3)
fiir alle x, 2 € R™ und fast alle t € I gilt.

45



e Korollar 1.55: Ist ¢ monoton, dann besitzt die Differentialgleichung 2’ + ¢g(¢,z) = 0 zu jedem
Anfangswert vorwérts in der Zeit hochstens eine Losung.

Stetige Abhingigkeit

e Bezeichnung: Ist yy die zu einem Anfangswert x, gehorige eindeutige Losung des Anfangs-
wertproblems z’ = f(t,x), x(ty) = o mit maximalem Losungsintervall I := I, , so spricht
man von stetiger Abhéngigkeit vom Anfangswert, falls die zu einer gegen x( konvergenten Folge

von zuldssigen Anfangwerten (z,,),en gehorige Folge von Losungen y,, auf I existieren und dort
n—oo

gleichmiBig gegen 1 konvergieren, d.h., falls <|xn —xo| = 0= |lyn — wollcar e 0) gilt.

e Satz 1.57 [Stetige Abhingigkeit von den Daten]: Sei 2 C R x R™ offen, sei f: Q@ — R"
und sei x: [a,b] — R™ Losung des Anfangswertproblems 2’ = f(t,z), x(tg) = zo. Ist f auf
einer kompakten Umgebung K C [a,b] x R™ des Graphen von x stetig und geniigt f auf K
einer (globalen) Lipschitzbedingung, dann héngt die Losung z in folgendem Sinne stetig vom
Anfangswert und von der rechten Seite ab:

Zu jedem € > 0 gibt es ein 6 > 0 mit der Eigenschaft, dass bei
lto —to| <0, ||lzo — Fol| <& und ||f(t,z) — f(t,2)| < 6 fiir alle (t,2) € K

mit einem stetigen f: K — R", das einer (globalen) Lipschitzbedingung geniigt, die Losung &
des Anfangswertproblems &' = f(t, %), Z(ty) = %o, auf ganz [a, b] definiert ist und |2 (t)—Z(t)| <
fir alle ¢ € [a, b] gilt.

Andere Formulierung — Satz 12.VI [Satz iiber stetige Abhéngigkeit] ]

In einem kompakten Intervall J mit £ € J 16se y = yo(t) das Anfangswertproblem

y(t) = f(y,t) inJ, y()=n. (8.4)

Weiter sei f(y,t) in S, == {(y,t): t € JA|ly —yo(t)| < a} fiir ein a > 0 stetig und geniige
fiir ein L < oo der Lipschitz-Bedingung

1f(y1,t) = f(y2, D)l < Llly1 — 2l - (8.5)

Dann existiert zu jedem € > 0 ein § > 0, so dass mit einem in S, stetigen g und

lg(y,t) —f(y,t)]| < § inS,, IC—nl < 6

jede Losung z(t) des ,gestorten Anfangswertproblems

a(t) = glz,t) inJ, y()=¢, (8.6)
in ganz J existiert und der Ungleichung ||z(t) — yo(t)|| < ¢ geniigt.

e Definition 1.58 [gleichmifBlig konvergent auf komapkten Teilmengen]: Man sagt, f,
konvergiert gleichméfig auf kompakten Teilmengen von €2 gegen f, falls es fiir jedes € > 0 und
jede kompakte Teilmenge K C Q ein N € N gibt mit || f — fullcox < € auf K fiir alle n > N.

e Satz 1.59 [Stetige Abhingigkeit fiir nur stetige rechte Seite]: Sei @ C R x R" offen,
konvergiere f,, € C(Q,R") gleichmiBig auf kompakten Teilmengen von 2 gegen f € C(,R™)
und gelte (ton, on) — (to, o) in Q fiir n — oco. Bezeichne desweiteren z,, fiir jedes n € N eine
nicht weiter fortsetzbare Losung von ' = f,. (¢, z), x,(ton) = To,. Dann gilt:

Existiert eine eindeutige Losung = des Anfangswertproblems x’' = f(t,x), z(ty) = x¢, auf dem
kompakten Intervall [a, b], dann existiert fiir geniigend grofie n auch x,, auf [a, b] und z,, konver-
giert gleichméafig auf [a, b] gegen z.

8vgl. Wolfgang Walter, Gewohnliche Differentialgleichungen, 7. Auflage, Springer, 2000
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e Bemerkung: Als Konsequenz aus Satz 1.59 ist (o, o, f) — (t — x(t; to, 20, f)) als Abbildung

von  x C(Q,R™) nach C([a,b],R") in den Punkten (ty,zo, f) stetig, fur die auf [a,b] eine
eindeutige Losung des Anfangswertproblems 2’ = f(t,z), x(ty) = xo, existiert. Man bemerke,
dass auf die Eindeutigkeit nicht verzichtet werden kann, denn existieren verschiedene Losungen
zum selben Anfangswert, dann liegt selbstversténdlich keine stetige Abhéngigkeit vor.

Korollar 1.60 [Stetige Abhingigkeit von Parametern|: Sei Q@ C R x R" offen, A eine
metrischer Raum und f : 2 x A — R"” ein stetiges zeit- und parameterabhingiges Vektorfeld.
Existiert auf [a,b] eine eindeutige Losung x(t;tg, o, Ag) von =’ = f(t,z, \g) zum Anfangswert
x(tg) = o, dann existieren fiir jedes (s, &, A) nahe (tg, zg, A) Losungen x(t; s,&, A) auf [a,b] von
' = f(t,z,\) zum Anfangswert z(s) = &, und (s,&,A) — (t — x(t;5,£,\)) ist als Abbildung
von  x A nach C([a, b], R™) stetig in (tg, zo, Ao).

Zusatzaufgabe 8.1:

(a)

(b)

Sei f: R? — R stetig. Warum ist eine stetige Funktion y: R — R mit

o =+ | fls,yls)) ds (8.7

fiir alle ¢ € R automatisch stetig differenzierbar?

Begriinden Sie, warum die Losung einer Differentialgleichung ¢ = f(y) zu einem Anfangswert
y(0) = yo auf [0,00) eindeutig ist, falls es zu f: R — R ein L < oo mit

(f(y) = fF@)y —9) < Ly — 9)° (8.8)
fiir alle y,y € R gibt.

Hinweis: Welcher Differentialungleichung geniigt das Quadrat der Differenz zweier Losungen?

Bem.: Die Ungleichung ({8.8) ist ein Spezialfall der in Definition 1.51 eingefiihrten einseitigen
Lipschitz-Bedingung.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.1:

(a)

t

Nach dem Hauptsatz der Differentialrechnung ist ¢ — 3o + / f(s,y(s))ds aufgrund der Ste-
0
tigkeit von s +— f(s,y(s)) differenzierbar mit Ableitung f(¢,y(t)) an der Stelle ¢. Nun gilt aber
t

y(t) = o +/ f(s,y(s))ds, also ist auch y(t) differenzierbar mit Ableitung y'(t) = f(t,y(t)),
0
und da t — f(¢,y(t)) stetig ist, ist y sogar stetig differenzierbar.

Angenommen, y und y seien Losungen des Anfangswertproblems. Dann gilt einerseits wegen

y — 7 = fly) — f(g) fir u(t) = 5(y(t) — 4(t))* offenbar die Differentialungleichung

w) = (00 - 50?) = Feo)-raonuo-i0) = YOI an,

t
welche durch Integration iiber dem Intervall [t, t] auf beiden Seiten zu u(t)—u(ty) < 2L / u(s)ds
t
wird, was dquivalent zur Integralungleichung (8.2)) mit o = u(tp) > 0 und g = 2L > 0 ist, so

dass andererseits wegen y(ty) = 7(to) und somit u(ty) = 0 sowie mit ¢, = 0 nach dem Lemma
von Gronwall fiir alle t € I = [0, oo[ die Ungleichung

1 Lemma 1.53

0 < =(y(t) —g(t)?* = u(t) < - P — yy(ty) -2 — 0.2t =

= 2
folgt. Also gilt y(t) = g(t) fiir alle t € [0, 00), fiir welche die Losung definiert ist.
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1 -1
Zusatzaufgabe 8.2: Finden Sie die allgemeine Losung von ¢/ (x) = Ay(x) fir A := ( 21 _%)

Losung zu Zusatzaufgabe 8.2:
Die Matrix A besitzt das charakteristische Polynom
charpol4(\) = det(A\o —A) = A+1)(A+3)+1 = (A+2)?,

hat also nur den Eigenwert A\ = —2, der wegen

wiaean) = e ) = v {(3)}

geometrisch einfach ist. Somit gibt es nur einen Jordanblock, so dass A die Jordan-Normalform

()

besitzt. Da die Matrix A zweidimensional ist, muss der verallgemeinerte Eigenraum-Raum
Ker(A + 215)% schon der ganze Raum sein (wegen (A + 2[5)*> = 0, was man gar nicht nach-
rechnen muss). Somit starten wir mit einem beliebigen Element aus dem Raum, welches nicht
in Ker(A + 215) liegt, beispielsweise mit

(o) = et - ()

Die zugehorige Transformationsmatrix 7' = (cg, ¢1) erfiillt in der Tat

1/0 1\ /-1 =i\ /3 3 1/0 1 -6 -3 -2 1
-1 _ - 2 _ = _
TAT_6<2 —1)(2 —3><6 0> 6(2 —1)(—12 6) (o —2)'
Somit ist wegen A = TJT~! die allgemeine Losung

y(r) = exp(Ax)é = Texp(Jx)T '¢ = Texp(Jz)c = Y(x)c

mit einem ¢ € R? und dem Fundamentalsystem (vgl. auch Lemma 2.10)

3 3\ (1l = o (1 xz+1
Y(z) = Texp(Jz) = (6 0>62 (0 1) = 3e7? (2 2x>'

Also erhalten wir y(z) = ™% (a (;) +b <x2—; 1)) mit a,b € R als allgemeine Losung.

Zusatzaufgabe 8.3:

(a) Ermitteln Sie fiir festes n € N die maximale Losung y,(t) der Differentialgleichung /() =

e¥® cos(t) zum Anfangswert y,,(0) = —1.

(b) Zeigen Sie, dass jede der Losungen vy, aus Teil (a) auf ganz R existiert, dass aber die Losung

zum Anfangswert y(0) = 0 nur auf | — 2%, 2| existiert.

(c) Warum widerspricht (b) nicht dem Satz tiber die stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert?

Losung zu Zusatzaufgabe 8.3:

(a) Trennung der Variablen liefert
¢ t
sin(t) = / cos(s)ds = / e ¥yl (s)ds = —e v 4 en
0 0
und nach Umstellen daher y,(t) = —1In (e% - sin(t)).
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(b) Aufgrund der strengen Monotonie der n-ten Wurzel gilt offenbar en > 1n = 1 > sin(t). Somit
existiert jede der Losungen y,(t) fiir alle Zeiten ¢ € R.

Jedoch existiert die Losung y(t) = —In(1 —sin(¢)) zum Anfangswert y(0) = 0 nur noch auf dem

Intervall 5
T m
= |—— =] . 8.9
|-5.5 (89)
Diese starke qualitative Eigenschaftsdnderung kann man durchaus als eine ,intuitive Unstetig-
keit* in Bezug auf die Anderung des Anfangswertes interpretieren.

(c) Der Satz iiber die stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert erfordert zu einer festen Losung y(t),
dass die rechte Seite auf einer Umgebung des Graphen G := {(t,y(t)) |t € I} Lipschitz-stetig
ist (dabei wird I héufig als kompakt, zumindest aber als abgeschlossen vorausgesetzt).

Somit kénnen wir

(i) den Satz fiir y(t) auf ein kleineres abgeschlossenes (und damit kompaktes) Intervall I C I
anwenden, da aufgrund der Stetigkeit dann auch y(¢) sein Maximum und sein Minimum
annehmen muss und somit insbesondere auch eine kompakte Umgebung des Graphen G :=
{(t,y(t)) |t € I} existiert, auf der die geforderte Lipschitz-Bedingung aufgrund der stetigen
Differenzierbarkeit der rechten Seite e¥ cos(t), des Schrankensatzes und des Satzes vom
Minimum/Maximum erfiillt werden kann.

(ii) den Satz fiir jedes y,(t) auf ein beliebiges kompaktes Intervall I,, mit der gleichen Argumen-
tation (Existenz kompakter Umgebungen des Graphen G, := {(¢,y,(t)) |t € I,}, stetige
Differenzierbarkeit der rechten Seite e¥ cos(t), Schrankensatz, Satz v. Minimum /Maximum)
anwenden. Allerdings muss das ¢ > 0, dessen Existenz vom Satz {iber die stetige Abhéngig-
keit zu beliebigem ¢ > 0 garantiert wird, im Fall 7, O I offensichtlich echt kleiner als
[9(0) =y (0)| = 5 sein.

(iii) den Satz nicht fiir y(¢) auf I aus anwenden, da einerseits I noch nicht einmal abge-
schlossen ist und andererseits aufgrund der Unbeschranktheit von y(t) auf I keine kompakte
Umgebung des Graphen G := {(¢,y(t)) |t € I} existiert. Insbesondere ist die rechte Seite
e¥ cos(t) auf jeder beliebigen Umgebung von G nicht Lipschitz-stetig (denn schon e¥ ist
auf R nicht Lipschitz-stetig).

Zusatzaufgabe 8.4:

a) Bestimmen Sie die Losung y(t;yo) der Differentialgleichung iy = —t?y? zu einem beliebigen
Besti Sie die Losung y(t; yo) der Differentialgleichung y' = —¢2y? zu einem beliebig
Anfangswert y(0) = yo € R.

(b) Geben Sie in Abhéngigkeit von y, das maximale Existenzintervall der Losung y(t; yo) an.
(c) Warum gibt es in (a) zu jedem Anfangswert 3y € R nur eine Losung?

(d) Zeigen Sie lim y(t;yo) = —oo fiir die Losung y(t;yo) aus (a) zum Anfangswert yo < 0.
E 3

t 3/ 9
lyol

(e) Héngen die Losungen y(t;yo) stetig vom Anfangswert y ab?

Losung zu Zusatzaufgabe 8.4:

(a) Neben y(t,0) = 0 liefert im Fall yy # 0 Trennung der Variablen
1 1 t o t 1
- = / Y (8)2 ds = / s2ds = ~t3
Yy Yo o (y(s)) 0 3

und (inkl. der singulédren Losung) daher y(; yo) =

3
Yo als Losung des Anfangswertproblems.
3+ t?’yo
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(b) (i) Im Fall yy < 0 ist das maximale Existenzintervall } —00, ¢ ﬁ[ :

(ii) Im Fall yo = 0 ist das maximale Existenzintervall ganz R.
(iii) Im Fall yy > 0 ist das maximale Existenzintervall }— 3 %, 00 [

(c) Aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit von f : (¢,y) — —t%y? geniigt f einer lokalen Lipschitz-
Bedingung, wonach Losungen eindeutig sind (Picard-Lindelof).

(d) Fiir yo < 0 gilt
3Yo

lim  y(t;y0) = lim =—
Y £33/l 3+ 1Yo

(e) Intuitiv konnte man meinen, dass die Losungen nicht stetig vom Anfangswert abhingen, denn
fiir yo < 0 existiert die Losung nur fiir eine endliche Zeit, wihrend die Losung zum Anfangswert
yo = 0 fiir alle Zeiten existiert.

Der Satz iiber die stetige Abhéngigkeit vom Anfangswert erfordert zu einer festen Losung y(t),
dass die rechte Seite auf einer Umgebung des Graphen G := {(¢,y(t)) |t € I} Lipschitz-stetig
ist (dabei wird I héufig als kompakt, zumindest aber als abgeschlossen vorausgesetzt).

Somit kénnen wir den Satz fiir y(¢,0) auf beliebige kompakte Intervalle I := [a, b] anwenden, da
mit der Kompaktheit von I auch eine kompakte Umgebung des Graphen G := {(¢,y(¢,0)) |t € I}
existiert, auf der die geforderte Lipschitz-Bedingung aufgrund der stetigen Differenzierbarkeit
der rechten Seite —t*y?, des Schrankensatzes und des Satzes vom Minimum/Maximum erfiillt
werden kann.

Allerdings muss das 0 > 0, dessen Existenz vom Satz iiber die stetige Abhéngigkeit zu beliebigem

€ > 0 garantiert wird, im Fall Wﬁ € I, oder —3 ﬁ € I, offensichtlich echt kleiner als
3

|y(0,0) — y(0,y0)| = |yo| sein. Dies ist keine echte Einschrankung, da {/ 7o — o fiir lyo| — 0.

Zusatzaufgabe 8.5: Besitzt die Bernoulli-Differentialgleichung v'(z) = z+/y(z) — y(z) zum An-
fangswert y(0) = 4 eine eindeutige Losung? Ist auf das obige Anfangswertproblem der Satz von
Picard-Lindel6f anwendbar?

Losung zu Zusatzaufgabe 8.5:

Die Differentialgleichung v'(z) = z+/y(x) — y(x) kann aufgrund des Definitionsbereiches der
Wurzel nur nichtnegative Losungen besitzen. Da die singuldre Lésung y = 0 nicht die obige
Anfangsbedingung erfiillt, kann sie vernachléssigt werden.

Die Substitution z(z) := y/y(z) > 0 (da y in 0 nicht differenzierbar) in der vorliegenden
Bernoulli-Differentialgleichung ¢/(x) = z+/y(x) — y(z) liefert nach Kettenregel die lineare Diffe-
rentialgleichung

’x:;’x—;x x) —y(x zlx—zx
/) = 5= e) = g (VA —3(a)) = 5= s(a)

deren homogene Gleichung die allgemeine Losung z,(z) = Ce 2% mit einem C € R besitzt. Eine
Partikulérlosung ist offenbar z,(z) = £—2. Somit hat die Differentialgleichung 2'(z) = (z—=z(x))
die allgemeine Losung

2(z) = zp(zx) +2p(x) = Ce 2 o -2
Mit der Anfangsbedingung 2(0) = /y(0) = v/4 = 2 erhalten wir somit aus 2 = C — 2 die

cindeutige Konstante C' = 4 und (da z(z) = 42" + 2 — 2 > 0 in der Umgebung von z = 0
aufgrund der Stetigkeit von z(z) und z(0) > 0) nach Riicksubstitution

y(z) = (de 2% + 2 — 2)?

als (zumindest lokal eindeutige) Losung des urspriinglichen Anfangswertproblems.
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Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 9

Stabile und asymptotisch stabile Ruhelagen

e Definition 3.1: Sei @ C R x () offen. Eine stetige Abbildung ®: ) — 2 heifit lokaler Fluss
(oder auch kontinuierliches lokales dynamisches System) auf der Menge (2, falls {0} x 2 C
Q und ®(0,-) = Idg gilt, {t € R|(t,z) € @} fiir jedes z € Q ein Intervall ist, sowie fir jedes
(t,x) € Q mit (s,®(t,x)) € Q auch schon (s +t,z) € Q und ®(s+t,x) = D(s, (¢, x)) gilt.

e Satz 3.2: Ist (2 C R” offen, geniigt das stetige Vektorfeld f: {2 — R" einer lokalen Lipschitz-
bedingung, und bezeichnet man die maximale Losung von

M (9.1)
zum Anfangswert z(0) = zo mit I, > t — D(t,20), so ist Q := {(t,z) € R x Q|t € I,} eine
offene Umgebung von {0} x € sowie eine Vereinigung @@ = |J I, X {«} von Intervallen, und

e

d: () — Q) ist lokaler Fluss.
Ist dariiberhinaus f stetig differenzierbar, so ist auch ® stetig differenzierbar.

e Weitere Bezeichnungen/Bemerkungen:
(a) Betrachtet man nur nichtnegative Zeiten ¢ > 0, so spricht man von einem (lokalen) Halb-
fluss statt von einem (lokalen) Fluss.
(b) Die Menge Q bezeichnet man als den Phasenraum (=Zustandsraum)

(c) Die Spur z(I,,) = ®(Iy,, o) einer maximalen Losung x von (9.1)) zu einem Anfangswert
zo € 2 bezeichnet man als Orbit (=Zeitorbit, Trajektorie, Phasenkurve) durch .
(d) Betrachtet man nur positive Zeiten, so spricht man vom (positiven) Halborbit durch z.

(e) Wie wir aufgrund unserer Existenz- und Eindeutigkeitsresultate wissen, geht durch jeden
Punkt des Phasenraums genau ein Orbit.

e Definition 3.3: Ein Punkt zy € Q heit Ruhelage (=Gleichgewicht, Equilibrium) der
autonomen Differentialgleichung (9.1)), falls f(zo) = 0 oder dquivalenterweise ®(t,zo) = zo fir
alle t € R gilt.

e Definition 3.4: Ist x eine T-periodische Losung der autonomen Differentialgleichung (9.1)) zum
Anfangswert xy oder gilt &quivalenterweise ®(T', z¢) = xo, so heifit die Spur von z bzw. der Orbit
durch xg ein periodischer Orbit.

e Lemma 3.5: Auf jeden Orbit z(1I,,) = ®(I,,, o) des von (9.1 generierten lokalen Flusses ®
trifft genau eine der folgenden Aussage zu:
o Der Orbit ist ein Punkt und somit eine Ruhelage.
o Der Orbit ist eine geschlossene Kurve und somit ein periodischer Orbit.
o Der Orbit ist nicht geschlossen. Dann ist ¢ — (¢, z¢) eine Bijektion von I,, auf den Orbit.
e Definition 3.6: Eine Menge A C Q heifit (Lyapunov-)stabil unter dem von (9.1)) generierten
lokalen Fluss @, wenn es fiir jede Umgebung V' von A eine Umgebung U von A gibt, fiir die jede

Losung zu einem Anfangswert « € U auf [0, +00) definiert ist und ®(¢, ) € V fiir alle ¢ > 0 und
x € U erfiillt.

e Definition 3.7: Eine Menge A C  heifit ein Attraktor des von (9.1)) generierten lokalen Fluss
®, falls es eine Umgebung U von A gibt, fiir die jede Losung zu einem Anfangswert z € U auf
[0, +00) definiert ist und tlir+n dist(®(t, ), A) = 0 erfiillt.

—+00
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Definition 3.8: Ist eine Menge A C Q sowohl (Lyapunov-)stabil als auch ein Attraktor, so heifit
sie asymptotisch stabil.

Definition 3.9: Zwei lokale Fliisse ® auf Q (definiert auf Q) und ® auf Q (definiert auf Q)
heiflen topologisch &quivalent, wenn es eine topologische Konjugation zwischen ihnen gibt,
d.h. eine Zahl a > 0 und einen Homéomorphismus A : {2 — Q mit der Eigenschaft

V(t,z) € Q : h(®(t,x)) = d(at, h(z)).
Bem.: Sind die Fliisse ® und ® topologisch dquivalent, dann sieht das Phasenportrait von ®

samt zeitlicher Orientierung der Orbits in den neuen durch i gegebenen Koordinaten qualitativ
genauso aus wie das Phasenportrait von .

Lineare Fliisse

Satz 3.10 [stabile Ruhelage im Fall einer konstanten Systemmatrix]:

Der Nullpunkt von 2’ = Az ist genau dann eine stabile Ruhelage, wenn fiir alle Eigenwerte \
von A die Ungleichung Re(\) < 0 gilt und jeder Eigenwert A mit Re(A\) = 0 halbeinfach ist, d.h.
seine algebraische und geometrische Vielfachheit stimmen iiberein.

Korollar 3.11 [Hinreichendes Kriterium fiir instabile Ruhelage]: Gibt es einen Eigenwert
A von A mit Re(\) > 0, so ist der Nullpunkt von 2’ = Az eine instabile Ruhelage.

Satz 3.12 [asymptotisch stabile Ruhelage bei konstanter Systemmatrix]:
Der Nullpunkt von 2/ = Az ist genau dann eine asymptotisch stabile Ruhelage, wenn fiir alle
Eigenwerte A von A die Ungleichung Re(\) < 0 gilt.

Definition 3.13: Ein linearer Fluss exp(tA) heifit hyperbolisch, falls kein Eigenwert von A
einen verschwindenden Realteil besitzt.

Lemma 3.14 [Exponentielles Streben in Richtung asymptotisch stabiler Ruhelagen]:
Gilt mit einer reellen Zahl o € R die Ungleichung Re(\) < « fiir jeden Eigenwert A von A € R"*",
dann gibt es eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm ||.|| auf R™ mit || exp(tA)]] < e'.

Satz 3.15: Fiir A € R™*” sind adquivalent:

(a) Der Nullpunkt ist eine asymptotisch stabile Ruhelage (oder Senke) von 2’ = Ax.

(b) Es gibt Konstanten a > 0 und 8 > 1 mit || exp(tA)z|z < Be ||z, fiir alle ¢ > 0 und
r € R"™

(c) Es gibt eine Konstante a > 0 und eine von einem Skalarprodukt induzierte Norm ||.|| auf
R”™ mit ||exp(tA)z| < e ™||x| fir alle t > 0 und = € R™.

Satz 3.16 [Zerlegung in stabilen und instabilen Anteil]:

Ist exp(tA) ein hyperbolischer linearer Fluss, dann kann man den Phasenraum eindeutig in eine
direkte Summe X, & X, von Unterrdumen zerlegen, so dass A eine Zerlegung A = A, & A, mit
Ag: Xy — X, Au: Xy — X, besitzt und exp(tAs) auf X kontrahierend (und somit stabil) ist,
wéhrend exp(tA,) auf X, expandierend (und somit instabil) ist.

Bezeichnungen:

(a) Die Menge aller Eigenwerte einer Matrix A nennen wir das Spektrum von A, welches
tiblicherweise mit o(A) abgekiirzt wird.

(b) Zwei Fiisse exp(tA) und exp(tB) heiflen linear dquivalent, falls eine Zahl a > 0 und eine
lineare Bijektion h: R™ — R™ mit h o exp(tA) = exp(atB) o h fiir alle ¢ € R existieren.

Satz 3.17: Zwei lineare Fliisse exp(tA) und exp(¢B) sind genau dann linear dquivalent, wenn
ein a > 0 existiert mit 0(A) = o(aB) und die geometrischen und algebraischen Vielfachheiten
der korrespondierenden Eigenwerte {ibereinstimmen.
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e Satz 3.18: Zwei hyperbolische lineare Fliisse exp(tA) und exp(¢B) auf dem R” sind genau dann
topologisch dquivalent, wenn dim(X2) = dim(X7?) giltf]

e Lemma 3.19: Gelte fiir jeden Eigenwert A von A € R"*" die Ungleichung Re(\) < 0. Dann ist
exp(tA) topologisch dquivalent zu exp(—tId), wobei man die Zeit unveréndert lassen kann.

Prinzip der linearisierten Stabilitidt & Satz von Hartman-Grobman

¢ Bemerkungen:

(a) Jede nichtlineare Differentialgleichung (9.1) mit f stetig differenzierbar konnen wir in der
Nahe einer Ruhelage zp mit A := g—i(xo) als Storung @’ = A(x —xo) +g(x — ) der linearen

Differentialgleichung 2’ = A(x — x) auffassen, wobei lim lo@ = zo)ll =0

gilt.
oo ||z — o

(b) Durch die Transformation y := x — ¢ ist nahe der Ruhelage zy zur gestorten linearen
lg(y)ll
[yl
(¢) Genau dann 16st y die Differentialgleichung ¢ = Ay + ¢g(y) zum Anfangswert y(to) = yo,

wenn y der folgenden Integralgleichung geniigt:

Differentialgleichung ¢ = Ay + g(y) mit lir% = 0 nahe der Ruhelage 0 dquivalent.
y—

y(t) = exp((t — to) A)yo + / exp((t — 5)A)g(y(s)) ds . 9.2)

to

e Satz 3.20/3.21 [Prinzip der linearisierten Stabilitéit/Instabilitéit]
Sei 2 C R” offen, sei f: 2 — R™ stetig differenzierbar und sei zy € Q ein Punkt mit f(xy) = 0.
Weiter bezeichne o(A) das Spektrum der Matrix A := 2L(zy) € R

o Gilt Re(\) < 0 fiir alle A € 0(A), dann ist die Ruhelage xy asymptotisch stabil.
o Gilt Re(\) > 0 fiir ein A € 0(A), dann ist die Ruhelage x, instabil.
e Satz 3.24 [Grobman-Hartman]: Sei Q C R" offen, f: Q@ — R” stetig differenzierbar, x, eine

hyperbolische Ruhelage von (9.1)), d.h., mit A := %(wo) gelte VA € 0(A): Re(A) # 0. Dann ist
der von f generierte lokale Fluss nahe x( topologisch dquivalent zu exp(tA) nahe 0.

e Korollar 3.25: In einem n-dimensionalen Raum gibt es genau n + 1 topologisch verschiedene
Typen von hyperbolischen Ruhelagen einer autonomen Differentialgleichung (9.1]) mit f stetig
differenzierbar.

Lyapunov-Funktionen & Gradientensysteme
e Motivation:

(a) Lyapunov-Funktionen dienen oft dazu, die Stabilitét einer Ruhelage in den Féllen zu iiber-
priifen, in denen das Prinzip der linearisierten Stabilitéat/Instabilitét nicht anwendbar ist.

(b) Lyapunov-Funktionen werden auch verwendet, um die Invarianz gewisser Teilmengen des
Phasenraumes zu zeigen oder sogenannte w-Limesmengen zu diskutieren.

e Definition 3.26: Ein Menge A C Q heifit positiv invariant unter dem von ({9.1)) generierten
lokalen Fluss @, falls z € A schon ®(t,z) € A fiir alle ¢ > 0 impliziert]|

e Definition 3.27: Ein Menge A C Q) heifit exponentiell stabil unter dem von generierten
lokalen Fluss ®, wenn es eine Umgebung U von A und Konstanten a > 0, § > 1, gibt, fiir die jede
Losung zum Anfangswert x € U auf [0, +o00[ definiert ist und dist(®(¢, z), A) < Se** dist(x, A)
fir alle t > 0 erfiillt.

9Zu den Bezeichnungen siehe Satz 3.16.
Insbesondere muss die Losung zu jedem Anfangswert z € A fiir alle Zeiten existieren.

23



e Lemma 3.28: Ist A C 2 kompakt und exponentiell stabil, dann ist A auch asymptotisch stabil.

e Definition 3.29: Eine stetig differenzierbare Funktion V':  — R heifit Lyapunov-Funktion
fiir den von ({9.1) generierten lokalen Fluss ¢ auf €2, falls

V(®(t,z)) — V(x)

V(zx) :=lim

t—0

= ((grad V)(z), f(z)) <0

fiir alle x € Q gilt, d.h. V ist entlang von Losungen der Differentialgleichung monoton fallendEE

e Satz 3.30 [Lyapunov]: Sei 2 C R" offen, f: Q2 — R" lokal Lipschitz-stetig, V': 2 — R eine
Lyapunov-Funktion fiir (9.1), A := V~!(] — 00,0]) C Q kompakt und nicht leer. Dann gelten:

(a) Es ist A positiv invariant und stabil.
(b) Im Fall V(z) < 0 fiir alle z € Q\ A ist A asymptotisch stabil.

(¢) Falls die Ungleichungen V(z) < —paV () sowie cdist(z, A)P < V(z) < édist(z, AP fiir
alle x € Q) mit Konstanten «, ¢, ¢, p > 0 erfiillt sind, ist A exponentiell stabil.

e Korollar 3.31: Sei Q2 C R” offen, f: Q — R™ lokal Lipschitz-stetig, V: " — R eine Lyapunov-
Funktion fiir (9.1)) auf einer Umgebung ' C © des Punktes 2* € Q. Weiter besitze V in z* ein
striktes lokales Minimum. Dann gelten:

(a) Esist 2* eine stabile Ruhelage von (9.1)).
(b) Im Fall V(z) < 0 fiir alle o # 2 € € ist 2* asymptotisch stabil.

(¢) Falls die Ungleichungen V(z) < —paV (z) sowie ¢|lz — *[P < V(x) < &z — z*|P fiir alle
x € € mit Konstanten «, ¢, ¢, p > 0 erfiillt sind, ist 2* exponentiell stabil.

e Definition 3.33: Ist A C  unter dem lokalen Fluss ® auf 2 attraktiv, so heiit die Menge
{z € Q] tlim dist(® (¢, z), A) = 0} der Einzugsbereich von A.
— 00

e Bezeichnung: Eine autonome Differentialgleichung (9.1) wird Gradientensystem genannt,
falls es eine C2-Funktion V: Q — R, Q C R" offen, mit f(z) = —(grad V)(z).

e Definition 3.35: Fiir einen lokalen Fluss ® auf (2 ist die w-Limesmenge w(z) des Orbits durch
x € Q die Menge aller Punkte y € Q, fiir die es eine Folge ¢, — oo mit ®(t;, z) — y gibt.

Bem.: Offenbar gilt
w(z) = (@[t 00),2) . (9.3)
>0
e Satz 3.36: Sei 2 C R”" offen ® ein lokaler Fluss auf 2. Ist der positive Halborbit durch x
relativ kompakt in Q, so ist die w-Limesmenge w(z) nicht leer, kompakt, zusammenhéngend
und (positiv) invariant.
Ist dariiberhinaus V' eine Lyapunov-Funktion auf einer Umgebung ' des positiven Halborbits

durch z, dann gibt es einen Wert » von V' mit w(z) C V~'({}), und insbesondere gilt w(z) C
{r e V| V(x)=0}.

e Korollar 3.37: Sei Q2 C R" offen und V': 2 — R zweimal stetig differenzierbar. Dann ist jeder

w-Limespunkt eines Orbits des Gradientensystems ' = —(grad V')(z) ein kritischer Punkt von
V.

e Korollar 3.38: Sei 2 C R” offen und V': 2 — R zweimal stetig differenzierbar. Dann sind strikte
lokale Minima von V' asymptotisch stabile Ruhelagen des Gradientensystems ' = —(grad V) (z).

d
UFiir eine Losung x von 2’ = f(x) folgt hier %V(x(t)) = {(grad V)(z(t)), 2’ (t)) = {(grad V) (z(t)), f(x(t))) .
12In der Literatur werden Lyapunov-Funktionen manchmal auch als nur stetige, entlang von Losungen motonon
fallende Funktionen definiert.
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Zusatzaufgabe 9.1:

Diskutieren Sie die Stabilitit des Systems & = Az im Fall A € R**? in Abhingigkeit der
moglichen Eigenschaften der Eigenwerte A, 1 bzw. der Jordan-Normalform

J = ST'AS . (9.4)
Geben Sie jeweils die allgemeine Lsung in den neuen Koordinaten y = h(x) := S™!z an.

Bem.: Bezeichnet B = S71AS die Jordansche Normalform von A, dann ist der Fluss exp(tA)
zum Fluss exp(tB) topologisch dquivalent, indem man die Zeit unverdndert ldsst (¢ = 1) und
als topologische Konjugation die lineare Abbildung h(z) := S~'z wihlt, denn es gilt

S~texp(tA)x = exp(tB)S 'z . (9.5)

Losung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a) ’)\,MGRmit)\<O<,u:

Dann ist die Ruhelage 0 instabil nach Korollar 3.11 und wird als Sattel bezeichnet.

(b) |Re(A) < Re(u) < 0:
Dann ist die Ruhelage 0 asymptotisch stabil nach Satz 3.12 und wird als Senke bezeichnet.

(i) ‘sowie A, v € R halbeinfach:

Dann bezeichnet man die Ruhelage 0 als stabilen Knoten oder stabilen Fokus, J aus
besitzt Diagonalgestalt und die allgemeine Losung ist exp(t.J)y = (eMy1, eMys). Weiter
unterscheidet man zwischen stabilen Knoten erster Art (im Fall A # p) und zweiter Art
(im Fall A = p).

(ii) ‘sowie A = 1 € R nicht halbeinfach:‘

Dann bezeichnet man die Ruhelage 0 als uneigentlichen stabilen Knoten oder stabilen
Knoten dritter Art, J aus (9.4)) ist ein echtes Jordankistchen der Gestalt

7= ()

und die allgemeine Losung ist exp(tJ)y = (eMy; + teMys, eMyy).

(iii) [sowie A = i = a + iw mit w > 0:]

Dann bezeichnet man die Ruhelage 0 als stabilen Strudel, J aus (9.4) ist eine fast ortho-
gonale Matrix der Gestalt
7= (a —w)
W oa

und die allgemeine Losung ist exp(tJ)y = e™(cos(wt)y; — sin(wt)ys, sin(wt)y; + cos(wt)ys).

(¢) |0 < Re(A) < Re(p):

Dann ist die Ruhelage 0 instabil nach Korollar 3.und wird als Quelle bezeichnet.

(i) ‘sowie A, v € R halbeinfach: ‘

Dann bezeichnet man die Ruhelage 0 als instabilen Knoten oder instabilen Fokus, J
aus (9.4 sowie die allgemeine Losung als auch die Unterscheidung nach erster und zweiter
Art sind wie bei (b.i).

(ii) ‘sowie A = p € R nicht halbeinfach:‘

Dann bezeichnet man die Ruhelage 0 als uneigentlichen instabilen Knoten oder insta-
bilen Knoten dritter Art, J aus (9.4) und die allgemeine Losung sind wie bei (b.ii).
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(iii) ‘sowie)\:ﬁ:a—l—iw mitw>0:‘

Dann bezeichnet man die Ruhelage 0 als instabilen Strudel, J aus (9.4) und die allge-
meine Losung sind wie bei (b.iii).

(d) ’)\:ﬁ:iw mitw>()‘

Dann bezeichnet man die Ruhelage 0 als ein Zentrum oder als einen Wirbel, wobei die Ruhe-
lage stabil, aber nicht asymptotisch stabil ist. Weiter ist J aus (9.4)) eine fast orthogonale Matrix

der Gestalt
0 —w
=)

Insbesondere sind alle Losungen exp(t.J)y = (cos(wt)y; — sin(wt)ys, sin(wt)y; + cos(wt)ys) peri-
odisch mit Periode 27“

(e) Singulérer Fall :
0 i1 7]

Dann gibt es eine Gerade von Ruhelagen, die im Fall Re(\) < 0 nach Satz 3.10 stabil bzw.
im Fall Re(\) > 0 nach Korollar 3.11 instabil sind.
Jede Losung hat die Form exp(tJ)y = (ey1, yo).

(i)
Dann sind alle Losungen Ruhelagen, welche nach Satz 3.10 stabil sind.

Zusatzaufgabe 9.2:

Skizzieren Sie jeweils die Phasenportraits (inklusive Charakterisierung der Ruhelagen) und be-
stimmen Sie jeweils mittels e die allgemeine reelle Losung fiir die Systeme

() = mi _ (al) =
- 50 = Ay ey = (M) =10

31 2 2 0 —2 8 1 1 -1
S ) e ) e (i F Tl G B e (e}

Losung zu Zusatzaufgabe 9.2:

(a) Daessich bei A; um eine Diagonalmatrix handelt, stehen die beiden positiven Eigenwerte A; = 3
und Ay = 4 genau auf der Diagonalen. Somit ist die Matrix reguldr und besitzt den Nullpunkt
als einzigen stationdren Punkt, der in diesem Fall ein instabiler Knoten zweiter Art ist.

Mittels der Matrix der Eigenvektoren

C = (vi,v2) = (é D = = (é _11)

. —1 _
erhalten wir wegen ¢4 = P = CetP?C~! demnach

b1 (1 1\ [0 1 —1\ (1 1) [e¥ —e¥

als Fundamentalsystem und somit als allgemeine (reelle) Losung

o3t ot _ o3t
Y<t) - Y(t)C = <O) + 02( ot > (Cl,CQ S R)

I
T
O Tw

®
(@)
o
)
e |
firs
D
w
o~
~
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(b)

Die Eigenwerte des charakteristischen Polynoms von A, besitzen wegen

P(\) = det(Ay—Al) = A(A—2)—8 = \*—2A—-8 = (A—4)(\+2)
verschiedenes Vorzeichen, so dass es sich beim einzigen

stationédren Punkt (0, 0) um einen instabilen Sattelpunkt
handelt. Mittels der Matrix der Eigenvektoren

o (1 1 4 1/2 1
C = (Vl,Vg) = (1 _2) = C = 5(1 _1>

. —1 _
erhalten wir wegen e'4 = e“P¢"" = Ce!PC~! demnach

b (1 LN e 0 N1 2 1N 11 1) (26 ot
Y(t) = CetC _<1 o) o e2)3\t 1) T3l —2) e e

B 1 ( 26415 + e—2t e4t _ e—2t >

3\ 2e* — 2072t it 4 272
als Fundamentalsystem und somit als allgemeine (reelle) Losung

v = 30 = o (g Tpra) + (S gn)  (ecR)

Die Eigenwerte des charakteristischen Polynoms von A3 sind wegen
P(\) = det(A3 — ML) = A2 416 = (X —4i)(\ + 4i)

ein rein imaginéres konjugiertes Eigenwertpaar \; o = +i4, so dass es sich beim einzigen stati-
ondren Punkt (0,0) um ein stabiles Zentrum handelt. Mit

1 1 _ 1 2 1
C = (vi,va) = (—2i _2) — (! = 4_1(—2i _1)

erhalten wir wegen Y (t) = e = e“PC™" = Ce!’C~! dann

vy = (L L)(e 0NL2 iy 11 2t et
— o2t —2) 0 e ) a2 1) T a2 —2) \ 21t et

1 ( 2(elit 4 ¢~1it) i<e4it—e—4it>) _ <COS(4t) —%sin(4t)>

4\ —4i(efit — ety 2(elit 4 1) 2sin(4t)  cos(4t)

als Fundamentalsystem und somit als allgemeine (reelle) Losung
B B cos(4t) —1 sin(4¢)
y(it) = Y(t)c = ¢ (2 sin(4t)) + < cos(41) (c1,02 € R).

Das charakteristische Polynom von A, besitzt wegen

P(\) = det(As— ML) = A=8)(A—4)+4 = N> =121 +36 = (A —6)?

1-p
T)
p

den doppelten Eigenwert A\; o = 6. Wegen Ker(A — 61;) = span{v} mit

v = (_12) und (A - 6L)u = (_24 _12>u - (_12) — ulp) = (
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liegt hier ein instabiler Knoten dritter Art vor. Wir erhalten wegen AC' = C'J mit

J = (g é) . C = (vu(l) = (_12 Cf) — 07 = G (f)

sowie wegen Y (t) = e = eC#C7" = Cet/C~! als Fundamentalsystem
1 0Y) (e ¢\ (1 0

v = (L) (0 )6 )
B et tebt 10
T\ =268 ef(1—2t) ) \2 1

(1 + 2t)e’ teft
—4e8 (1 — 2t)eb

und somit als allgemeine (reelle) Losung

14 2t)ed teft

y(t) = Y(t)c = ¢ (( et ) + ((1 B Qt)eﬁt) (c1,c0 € R).
(e) Das charakteristische Polynom von As besitzt wegen
P(\) = det(As —\L) = (A—1)>+1

das komplexe Eigenwertpaar A\; s = 1 £1i. Da der Realteil echt positiv ist, handelt es sich beim
einzigen stationédren Punkt (0,0) um einen instabilen Strudelpunkt. Mit

1 1 _ 1 /1 -1
C = (v1,vg) = (—i i) — Cl_ﬁ(i 1)

erhalten wir wegen Y (t) = et4 = ¢CPC™" — CetP(C~1 demnach
g

vy = (L1 U0\ 1 /i —1\ 1 [ ettt U=ty /5 1
B = {5 0 e D)o \i 1) 21 \ e+t (=0t J \i 1

1 (i (e(1+i)t+e(1—i)t) _ (e(1+i)t_e(1—i)t)) _ (cos(t) —sin(t))

21 \ (et — =Dty (e(HH)t 4 o(1-0)) sin(t)  cos(t)

als Fundamentalsystem und somit als allgemeine (reelle) Losung
B o cos(t) — sin(t)
y(t) = Y(t)c = e <01 (sin(t)) +c < cos(?) (c1,c0 € R).

Zusatzaufgabe 9.3: Zeigen Sie: (a) Satz 3.30 (a).

(b) Fiir f stetig differenzierbar ist (9.1) genau dann ein Gradientensystem, wenn gilt:

OLiyy = Ok

Vik=1,... n: =
R e

() .

(c) Die Funktion V' ist eine Lyapunov-Funktion fiir das Gradientensystem f(z) = —(grad V)(x).
Desweiteren gilt V(z) = 0 nur in den Punkten x mit (grad V)(z) = 0.

(d) Die Linearisierung eines Gradientensystems besitzt in einer Ruhelage nur reelle Eigenwerte.
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(e) Die folgenden ebenen Systeme sind Gradientensysteme. Finden Sie die Ruhelagen. Welche der
Ruhelagen sind asymptotisch stabil?

o (;

)= () w () - (i)

Losung zu Zusatzaufgabe 9.3:

(a) Sei Q C R™ offen, f: Q@ — R" lokal Lipschitz-stetig, V': @ — R eine Lyapunov-Funktion fiir
(9.1)). Weiter sei A := V(] — 00,0]) C Q kompakt und nicht leer.

(i) Wi
Sei

r zeigen: A ist positiv invariant.
x Losung von (9.1) zum Anfangswert zy € A. Dann gilt einerseits aufgrund der Mono-

tonie von V o x schon V0 <t € I, : V(z(t)) und andererseits V(zy) < 0 nach Definition
von A, also insgesamt V0 <t € I, : z(t) € A. Aufgrund der Kompaktheit von A C Q und
der Offenheit von €2 kann sich eine Losung in A nicht dem Rand von {2 ndhern, so dass sie

fiir
(i) Wi

alle Zeiten existiert.

r zeigen: A ist stabil.

Bezeichne B,(A) := {x € R"| dist(z, A) < r} fiir r > 0 die Menge aller Punkte, deren

Ab

stand zu A kleiner als 7 ist.

Um die Stabilitdt von A nachzuweisen, reicht es, zu jedem geniigend kleinen € > 0 ein
0 > 0 zu finden, fir das = € Bs(A) schon ®(t,x) € B.(A) impliziert, da aufgrund der
Kompaktheit von A schon jede Umgebung V' von A eine Umgebung der Form B.(A)
enthélt.

Zunichst bemerke man, dass es aufgrund der Kompaktheit von A := V~1((—o0, 0]) ein
r > 0 mit B,.(A) C Q gibt.

Sei nun 0 < ¢ < r vorgegeben. Dann nimmt die stetige Funktion V' nach dem Satz
vom Minimum/Maximum auf der nach dem Satz von Heine Borel kompakten (da
beschrankt und abgeschlossen in R™ ) Menge 0B.(A) an, welches wir mit v bezeichnen
wollen. Nach Definition von A muss V' auf ganz 0B.(A) positiv sein, weswegen auch
v > 0 folgt.

Zu diesem ~y > 0 gibt es ein 0 < § < & mit V(z) < v fiir x € Bs(A), da V(] — 00, [)
offene Umgebung von A ist und daher Bs(A) fiir ein § > 0 enthélt.

Da V eine Lyapunov-Funktion ist, ist V' (z(¢)) entlang jeder Losung von (9.1]) zu einem
Anfangswert x(0) € Bs(A) monoton fallend, so dass insbesondere V(x(t)) < V(x(0)) <
v fiir alle ¢ > 0 gilt. Insbesondere erreicht V' (x(¢)) niemals den Wert v, und somit
erreicht z(¢) niemals den Rand 0B.(A). Dies bedeutet aber, dass 2(0) € Bs(A) schon
x(t) € B:(A) fiir alle t > 0 impliziert.

(b) Dies folgt sofort aus dem Satz von Schwarz.

(c¢) Nach Definition von V folgt fiir jede Losung des Gradientensystems f(z) = —(grad V)(x) offen-

bar
V(e) = ((gradV)(z), f(x)) = —{(gradV)(z), (grad V)(z)) = —[[(grad V)(z)[* < 0.
Mit der Definitheit der Norm folgt insbesondere V(z) =0 <= (grad V)(z) = 0.
(d) Die Linearisierung von ' = —(gradV')(z) in einem Punkt z* ist die negative Hesse-Matrix

—(Hess V)(2*) von V in z*. Die Hesse-Matrix ist aber symmetrisch fiir zweimal stetig differen-

zierbare

(e) (i) Es

0,V = 223 — x — y ergibt sich V(z,y) =
9,V =2y — z folgt C(y) = y?, also V(z,y

Funktionen V' und besitzt somit nur reelle Eigenwerte.

gilt 9,22 —x —y) = —1 = 9,(2y — x), also ist das System ein Gradientensystem. Aus
(2 — 2%) — 2y + C(y), und aus —z + C'(y) =
s(at —a?) —ay + 7

— o=
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Die Ruhelagen des Gradientensystems sind die kritischen Punkte von V', d.h. die Punkte
mit 223 — 2 —y = 0 und 2y — x = 0. Aus der letzten Gleichung folgt y = %a:, und Einsetzen
in die erste Gleichung liefert 42° — 3z = 0, d.h. z = 0 (und dann y = 0) sowie x = i‘/Tg

(und dann y = j:‘/Tg). Die Linearisierung —(Hess V') (x, y) des Systems in einem Punkt (x, y)
2 _ _
ist — (6x_1 1 21). In (0,0) lautet die Linearisierung G _12) und die Eigenwerte sind

A=-1+ @, also ist (0,0) ein Sattel von V' und somit instabil. In i(‘/?g, \/Tg) lautet die
7

Linearisierung (_5 _12) und die Eigenwerte sind A/, = —% + @. Daher haben alle

1
Eigenwerte einen negativen Realteil, d.h. in j:(‘/Tg, \/Tg) liegen strikte (lokale) Minima von

V', und somit sind j:(‘/?g, ‘/Tg) asymptotisch stabil nach Korollar 3.38.

(i) Es gilt d,z(z* + y*> — 1) = 22y = d,y(2* + y* — 1), also ist das System ein Gradienten-
system. Aus 9,V = z(2? + y* — 1) ergibt sich V(z,y) = 1(2* + y*> — 1)? + C(y), und aus
y(?+y* —1)+C'(y) = 9,V = y(a® +y* — 1) folgt C(y) =0, also V(z,y) = (z* +y>—1)%.
Die Ruhelagen des Gradientensystems sind die kritischen Punkte von V', also der Punkt
(0,0) und alle Punkte auf dem Kreis z* + y* = 1. Die Linearisierung —(Hess V)(z,y) des

2., .2
3a7 +y” — 1 2y ), In (0, 0) lautet die Linearisie-

Systems im Punkt (z,y) ist — ( 2ay 2+ 3y -1

rung ((1) (1)), d.h. 1 ist ein doppelter Eigenwert und somit ist (0,0) instabil. Alle Punkte

auf dem Kreis 2 + y? = 1 sind dagegen offensichtlich globale Minimalstellen von V', aber
da sie nicht isoliert sind, sind sie nur stabile Ruhelagen und nicht asymptotisch stabil.

/ 2 .3
Zusatzaufgabe 9.4: Bestimmen Sie alle Ruhelagen des ebenen Systems (EZ’) = ( (i2 B T)y)
und iiberpriifen Sie, ob man das Prinzip der linearisierten Stabilitit/Instabilitit anwenden kann.
Finden Sie in den Ruhelagen, wo dies nicht der Fall ist, Lyapunov-Funktionen der Form V' (x,y) =
ax® 4 by? mit a,b > 0.

Losung zu Zusatzaufgabe 9.4:

y' =2’ =0,

(2 =1y = 0.

Aus der zweiten Gleichung ergibt sich y = 0 und dann x = 0 aus der ersten Gleichung, oder

z =41 und y? = £1 aus der ersten Gleichung. Daher sind nur (0,0) und (1, +1) Ruhelagen.
—322 2y

C s . . 0 O
Wegen df (z,y) = ( Sy (2% — 1)) ist die Linearisierung der rechten Seite Ay := (0 _1)

Die Ruhelagen des Systems sind die Punkte (z,y) € R? mit

nahe der Ruhelage (0,0) bzw. Ay, := (;g :EQ> nahe der Ruhelagen (1,=£1). Letztere sind
instabil, da Ay; die Eigenwerte —4 und 1 besitzt. Auf die Ruhelage (0,0) ist das Prinzip der
linearisierten Stabilitét/Instabilitét (Satz 3.20, 3.21) dagegen nicht anwendbar, da Ay die Ei-
genwerte 0 und —1 besitzt. Aus dem Ansatz V(z,y) = ax® + by? mit a,b > 0 ergibt sich

Viz,y) = ((gradV)(z,y), f(x,9)) = 2ax(y*—2*)+2by(x* — 1)y = (2bz* +2ax —2b)y* — 2az" .

Daher gilt V < 0 in dem Streifen Q' := {(z,) | 2bz>+2az —2b < 0} und V = 0 nur in (0,0) € €/
fiir alle a,b > 0. Die Menge €' ist nun einerseits genau dann nichtleer, wenn 2bz? + 2ax —2b = 0
zwei Nullstellen x; # x5 besitzt und andererseits genau dann eine Umgebung von (0,0), wenn
r1x9 < 0, also % +1> % gilt, was fiir alle a,b > 0 der Fall ist. Also ist V fiir jede Wahl von
a,b > 0 eine strikte Lyapunov-Funktion auf einer Umgebung von (0,0), so dass nach Korollar
3.31 (b) die asymptotische Stabilitéit von (0,0) folgt.

13Dieses ist kein(!) Gradientensystem.
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Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 10
Parameterabhingige Integrale

o Ist f(z,y) stetig auf dem Rechteck [a,b] X [c,e] und existiert dort iiberall a% f(z,y), dann
existiert nach dem Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung aufgrund der Stetigkeit
von f zu beliebigem 1 € [c, €] eine Stammfunktion F,(¢) = F(&,n) von f,(§) = f(&,n) mit
F, (&) = ff fn(s)ds = ff f(s,m)ds. Sind dartiber hinaus «a: [¢,e] — [a,b] und B: [c,e] — [a,b]
differenzierbare Kurven, so gilt

B(y)
d%</a(y) f(%y)dw) = f(ﬁ(y%y)-6’(y)—f(a(y),y)-a’(y)+/ a%f(s,y)ds. (10.1)

e Lemma 6.32 [Differentiationslemma fiir parameterabhingige Integrale]: Sei (2, A, 1)
ein Mafiraum, E € A, I C R ein nichtdegeneriertes Intervall, f: X x £ — R, (z,w) — f(x,w),
eine Funktion, fiir die gilt:

(a) w+— f(r,w) ist p-integrierbar fiir jedes = € X.
(b) = +— f(z,w) ist differenzierbar auf I fiir jedes w € E.
(¢) 3 h: E — [0,00] p-integrierbar, so dass |0, f(x,w)| < h(w) fir alle (z,w) € X x E.

Dann ist die Funktion ¢: X — R, definiert durch p(x) = / f(z,w) du(w), differenzierbar auf

E
I, die Funktion w — 0, f(x,w) ist p-integrierbar fiir jedes z € I und es gilt:
Y'(x) = / O f(x,w)du(w) fiir jedes x € 1.
E

Elementare Losungsmethoden fiir partielle Differentialgleichungen
e Bezeichnungen:

(a) Eine vollstéindig nichtlineare m-dimensionale partielle Differentialgleichung k-ter
Ordnung fiir eine Funktion u € C*(2, R™) auf einem Gebiet!] Q C R™ besitzt die Form

f(z,u,Du,...,D*u) = 0

mit einer Funktion f: Q x R™ x R™ x ... X R™™ — R™,

(b) Sei nun speziell £ > 2, Q C R und v € C1(Q, R). Dann heifit eine Gleichung der Gestalt

0 0
,a—xlu(:pl,...,xg),...,a—wu(xl,...,xgo =0

homogene partielle Differentialgleichung (PDE) erster Ordnung in ¢ Verinder-
lichen. Dabei heifit L dann Differentialoperator erster Ordnung. Die Gleichung

Lu(x) := F(:pl,...,xg,u(xl,...,xg)

Lu(x) = g(x) (10.2)

heifit entsprechend inhomogene partielle Differentialgleichung (inhomogenen PDE).

(¢) Ist L Differentialoperator m-ter Ordnung und gilt L(Au + pv) = ALu + pLo fiir beliebige
A€ Rund u,v € C™, dann heifit L linear.

(d) Ist L ein linearer Differentialoperator erster Ordnung, so heilen die Kurven, entlang denen
eine Losung u(x) von Lu(x) = 0 konstant sind, Charakteristiken.

14Gebiete sind im Allgemeinen offene einfach zusammenhingende Teilmengen von R™
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e Spezielle Typen linearer Differentialgleichungen erster Ordnung:

¢
a) |mit konstanten Koeffizienten: | Fiir einen Vektor a = (aq,...,a)" € R¢ mit o 0
J
j=1

(oder mindestens a, # 0) gilt

Zaja% =0 = Oau(x) = (gradu(x),a) = 0. (10.3)

(b) ‘hom. lineare PDE erster Ordnung in zwei Variablen mit nicht-konstanten Koeffizienten: ‘

a(z,y)uy +b(x,y)u, = 0. (10.4)

(c) ‘inhom. lin. PDE erster Ordnung in zwei Variablen mit nicht-konstanten Koeffizienten: ‘

a(z,y)u, + b(x, y)u, = c(z,y) . (10.5)

(d) |hom. lineare PDE erster Ordnung mit variablen Koeffizienten (¢ > 3):

0
Lu(xy,...,x E aj(zy,. .., %u(wl,... z) =0 (10.6)
j

e Laplace-Operator: Eine PDE zweiter Ordnung ist die Laplace-Gleichung
Au=20 (10.7)
fiir eine Funktion u: Q — R auf einem Gebiet {2 C R", wobei der Laplace-Operator A fiir

zweimal stetig differenzierbares u definiert ist durch

Au = div(grad u) = (10.8)

i=1 i

e Wellengleichung: Als Wellengleichung bezeichnen wir die partielle Differentialgleichung

2
gu = c*Au (10.9)

zweiter Ordnung fiir eine zeitabhingige Funktion u: ]0,00[ X2 — R auf einem Gebiet 2 C R",
wobei die Zahl ¢ € ]0, 0o die Geschwindigkeit der Wellen angibt.

Bem.: Der lineare Differentialoperator aus (10.9) besitzt im Fall Q = R die Zerlegung

P L0 (0 O0N(0_ 0N _ (9_ 9\(o, 9 (10.10)
o2~ “ o2~ \ot ")\t “ox) T \ot “ox) \ot T Cor) ‘

e Definition 5.1: Eine Losung u von ((10.7) in © heiit harmonische Funktion auf €.
e Beispiel 5.2:

(a) Die Funktion u;(z,y) := xy ist harmonisch in jedem Gebiet 2 C R2
(b) Die Funktion us(x,y) := 2% — 3? ist harmonisch in jedem Gebiet Q C R2.

(¢) Die Funktion us(z,y) := 3 In(2? + ¢?) ist harmonisch in allen Gebieten € C R?, die nicht
den Ursprung enthalten. Da ugz nicht stetig in den Punkt (0, 0) fortgesetzt werden kann, ist
uz somit insbesondere keine Losung von ((10.7)) in einem Gebiet, das den Ursprung enthélt.
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¢ Bemerkungen:

(a) Der Laplace-Operator ist ein linearer Operator, d.h., es gilt A(Au + pv) = AAu + pAw fir
beliebige A\, u € R und u,v € C?. Also bilden die harmonischen Funktionen auf ) einen
linearen Vektorraum. Eindeutigkeit erhalten wir etwa durch Bedingungen an 0f2.

(b) Im Spezialfall n = 1, Q = ]a,b[ ist 0 = {a,b} und die Laplace-Gleichung degeneriert
zur gewohnlichen DGL «” = 0, deren Losungen durch die Randwerte u(a),u(b) eindeutig
festgelegt sind (siche Randwertaufgabe, Kapitel 4).

Zusatzaufgabe 10.1: (a) Beweisen Sie ([10.1)).
(b) Berechnen Sie F'(z) = L F(z), x € R, fiir die folgenden Funktionen:

xT

(i) F(z) = / %d)\l(y); (i) F(z) := / TV AN ().
[1,2] [0,2]

Losung zu Zusatzaufgabe 10.1:

(a) Mit Hilfe des Satzes iiber die Differentiation parameterabhéngiger Integrale und nach der Ket-
tenregel folgt

d Bly) i _d - . - - .
dy (/a(y) f(z,y) 55) = @( y(BW) — Fy(aly) = —FBy).y) — —Faly),y)
d

Fewa - ("0 aramp- (V)

B(y) a(y)
= O A+ [ G - ) o)~ [ s
B ) ’ ) B(y) o p ’
= JBW.y) B W) - flalw).y) o) + / g,

(b) (i) Mit Hilfe des Satzes iiber die Differentiation parameterabhéngiger Integrale ergibt sich

d e™V 0 [e% e =2 e*(e” — 1)
— — — -_ _— == Y = —_— y = -——
e ” dAi(y) / e ( ” )dAl(y) /e di(y) . }y:l . :

[1,2] [1,2] (1,2]
Alternative: Mittels Substitutionsregel und der Vorbemerkung erhalten wir ebenfalls

d e d [*e™ d [* e e e” e”(e® — 1)
— [ —dX = — [ —ady = — —dz = —2——-140 = ———
dx Y 1(v) dz [, :ny Y de |, =z - x x * x

(1,2]

(ii) Mit der Vorbemerkung folgt hier

d T
F'(z) = EF(x) = @ om0 g —i—/o %e(xy)Qd)\l(y)

= 1+ / 2z — )l = 1 — v’ 523 = .
0
Alternative: Mittels Substitutionsregel und der Vorbemerkung erhalten wir ebenfalls

d d [*
F'(z) = %F(Q}) =@, Fdz = e 1-e” 040 = & .
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Zusatzaufgabe 10.2: Welche Ordnung haben die folgenden PDE? Sind sie lineare PDE?
(a) uz+u, = 0 (¢) up+uu, = 0 (&) U+ Upgs = 0 (8 w+uty+ Uy = 0
) uy+yu, = 0 (d) wetuy, = 0 () w—iug = 0 (h) wuy—um+u® = 0

Losung zu Zusatzaufgabe 10.2:

(a) lineare PDE erster Ordnung (in der Physik als eine Transportgleichung bekannt).

(b) lineare PDE erster Ordnung (in der Physik ebenfalls als eine Transportgleichung bekannt).

(c) nichtlineare PDE erster Ordnung (modelliert in der Physik eine Stowelle).

(d) lineare PDE zweiter Ordnung (Laplace-Gleichung).

(e) lineare PDE vierter Ordnung (modelliert in der Physik einen schwingenden Stab).

(f) lineare PDE zweiter Ordnung (tritt in der Quantenmechanik auf).

g) nichtlineare PDE dritter Ordnung (modelliert in der Physik eine Dispersionswelle).
)

(
(h) nichtlineare PDE zweiter Ordnung (modelliert in der Physik eine Welle mit Riickkopplung).

Zusatzaufgabe 10.3: (a) Losen Sie die Differentialgleichung (10.3)).
(b) Fiihren Sie die Differentialgleichungen ({10.4)) und (|10.6]) auf gewohnliche DGlen/Systeme zuriick.

¢) Behandeln Sie die Differentialgleichung (|10.5]).

()
(d) Finden Sie die allgemeine Losung der Wellengleichung .
)

(e) Leiten Sie die Formel von d’Alembert
x+ct

u(t,z) = % [o(z +ct) + p(x —ct)] + 1 Y(o)do  d’Alembert (1746)  (10.11)

20 r—ct

her, die das AWP fiir die Wellengleichung | u;; = c*u,,, u(0,z) = ¢(z), u(0,z) = () |16st.

Losung zu Zusatzaufgabe 10.3:

(a) Wegen (|10.3]) suchen wir u(x) mit dau(x) = 0, d.h. Lésungen u(x), welche entlang einer jeden
Geraden in Richtung a konstant ist, denn mit @(s) := u(y + sa) fiir beliebiges y € R folgt nach
Kettenregel

d

u'(s) = <gradu(y + sa), d—(y + sa)> = (gradu(y +sa),a) = 0, also @ = c:=u(s)
s

fiir ein beliebiges s € R. Wéahlen wir nun y := a,x und s := —xy, so ergibt sich

u(ax) = u(ax+ sa) = u(agxl — A1X¢, Qpy — ATy, . .., AgXy_1 — Ag_1Lp, ALy — agxg> )
=0

Das heifit, es gibt wie erwartet nur £ — 1 Freiheitsgrade. Somit wird Lu(x) = 0 durch
w(wy, ..., xp) = f(agxl — 1T, ey — Aoy, ..., ApTo_1 — ag_lxg) (10.12)

mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion f: R‘~! — R gelost. Die Charakteristiken sind
genau alle Parallelen zur Geraden ¢(s) := sa.

(b) (i) Fiir jede Losung ist die Richtungsableitung in Richtung (a(z,y),b(x,y))" gleich Null. Ver-
wenden wir den Ansatz © = x(t), y = y(t), dann erhalten wir aus der Kettenregel
: d
d blzy) _ ylt) & _ dy

SUe®),y) = us-2(t) +uy-ylt) = 0 = ey ") " BT

was einer gewohnlichen Differentialgleichung entspricht.

64



(i) Mit dem Ansatz z; = z;(t), j = 1,...,{ erhalten wir analog (a) ein (i.A. nichtlineares)
System von ¢ — 1 gewohnlichen Differentialgleichungen, beispielsweise

dey  _ ay(zy, .., 1) oder — falls erst spéter
dxy ag(xy, . , Tg) nach einer Variablen i(t) = ay(wi(t), ..., ze(t))
: aufgelost werden soll :
dre—y  ag1(xy,...,xg)  — ein System von £ To(t) = ag(xi(t), ..., x0(1))
dr, a2 gew. DGLen

(c) Jede Losung dndert sich in Richtung (a(z,y),b(z,y))* wie c(z,y). Wir verwenden wiederum
den Ansatz x = z(t), y = y(t) und losen das System @(t) = a(x(t),y(t)), y(t) = b(x(t),y(t)).

Aufgrund der Kettenregel

%U(fﬁ(t%y(t)) = Ug - (1) +uy - y(t) = c(x(t), y(t))

ergibt sich nach Integration dann u(z(t),y(t)) = u(z(0),y(0)) + /Ot c(x(s),y(s)) ds .

(d) Aufgrund von (10.10)) ist die lineare PDE 0 = wuy — c*ug, zweiter Ordnung mit konstanten
Koeffizienten etwa dquivalent zu den beiden gekoppelten linearen PDE erster Ordnung

vy —cv, = 0, U+ ClUy = V.

(i) Nach ZA 10.3 (a) wird die homogene PDE w; + cu, = 0 durch uy(¢,x) = f(x — ct) mit einer
beliebigen differenzierbaren Funktion f: R — R gelost.

(ii) Analog wird die homogene PDE v; — cv, = 0 durch v(¢,z) = g(z + ct) mit einer beliebigen
differenzierbaren Funktion g: R — R gelost.

(iii) Angenommen G ist eine Stammfunktion von g, dann folgt

iG(m—Hﬁc)—i—ciG(x—i-tc) = glx+tc)-c+c-glz+tc) = 2¢-g(x+tc) .

dt dz
(iv) Setzen wir nun h := 5-G, dann ist w,(t, ) := h(z + tc) eine partikulire Losung und wir
erhalten

u(t,z) = up(t,x) +u,(t,x) = f(rv—ct) + h(z+te)

als allgemeine Losung mit beliebigen (zweimal) differenzierbaren Funktionen f,h: R — R.

T = s — 5} M0 Y ()= (1) (1)
erhalten wir H(s) = (gp'(s) + @) and f/(s) = % (gp’(s) - @) und nach Tntegration

W(s) = Lo(s)+ o / Vo)s  sowie  f(s) = zols) o / b(o)do

und wegen u(t,z) = h(z+tc) + f(z — ct) somit die Behauptung ((10.11])

Zusatzaufgabe 10.4: (a) Bestimmen Sie alle Funktionen u(z,y), welche u,, = 0 erfiillen.
(b) Losen Sie die partielle Differentialgleichung wu,, + u = 0.

(c) Welche Gestalt besitzt die allgemeine Losung von ., = 07
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(d) Zeigen Sie, dass u(z,y) = f(z)g(y) fir jedes Paar von (mindestens einmal differenzierbaren)

Funktionen f und g einer Verdnderlichen Losung von uu,, = u,u, ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 10.4:
(a) Zweimaliges Integrieren ergibt offenbar u(x,y) = z f(y)+¢(y) mit beliebigen Funktionen f(y), g(y)

(b) Aus der Theorie der gewohnlichen Differentialgleichungen wissen wir, dass #(x) + v(z) = 0 die
allgemeine Losung v(x) = ¢; cos(x) + ¢o sin(z). Somit erhalten wir nun
w(@,y) = fly)cos(z) + g(y)sin(x)  (f(y),g(y) beliebig).

(c) Integrieren wir zunéchst nach = und betrachten y als konstant, so erhalten wir u,(z,y) = f(y)
mit einer beliebigen stetigen (mindestens integrierbaren) Funktion f(y). Betrachten wir nun z
als konstant und integrieren nach y, so ergibt sich

uw(z,y) = F(y)+Gx)  (F'=/)
mit beliebigen mindestens einmal (stetig) differenzierbaren Funktionen G(z), F(y)

(d) Offensichtlich gilt fiir u(x,y) = f(x)g(y) mit jedem Paar von (mindestens einmal differenzierba-

ren) Funktionen f und g einer Veréinderlichen

f@aw) - (F@ow) = f@ew)f @) = (£@aw) (/@95 W)

= (f(x)g(y))z<f(x)g(y)>y

N
-~
=UgzUy

Zusatzaufgabe 10.5:
(a) Losen Sie die Differentialgleichung 5u, — 2u, = 0 unter der Zusatzbedingung u(0,y) = y?.
(b) Losen Sie die Differentialgleichung u, + yu, = =. (¢) Losen Sie 22%yu, + u, = 0.
(d) Losen Sie die nichtlineare Differentialgleichung u; + uu, = 0 zum Anfangswert u(0, z)
Wie lange existiert die Losung? Skizzieren Sie dazu die Charakteristiken.

(e) Losen Sie uz, — gz — 4uyy = 0 zu den Anfangsbedingungen u(0,z) = 2%, u(0,2) = e

Losung zu Zusatzaufgabe 10.5:
(a) Wir haben hier als Charakteristiken genau alle Parallelen zur Geraden g(s) = (5s, —2s), also

— in Hessescher Normalform — genau die Parallelen zu 2x 4+ 5y = 0. Somit hat die allgemeine

Losung (vgl. etwa auch mit (10.12))) die Gestalt

u(r,y) = f(22+ 5y)

Wegen u(0,y) = y? folgt weiter 4 = f(5y) und somit f(y) = %35 Damit erhalten wir als Losung

(2z + 5y)3
) = BN

(b) Mit dem Ansatz u = u(x(t),y(t)) ergibt sich mittels Kettenregel
Culal)y) = we0) fuy G0 = b
Somit kénnen wir z(t) =t + xo und y(t) = yoe' annehmen und erhalten durch Integrieren
d . . t?
au(t—l—xg,yoe) = t+ux — u(t + zo,y0€") = w(xo,yo) + 7t txo
Stellen wir nun nach wu(zo, o), setzen t = —z und lassen dann den Index 0 weg, so ergibt sich

no| &,

u(r,y) = u(0,ye™™) +
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Somit erhalten wir als allgemeine Losung u(z,y) = f(ye ™) + 22 mit einer beliebigen diffe-

2
renzierbaren Funktion f: R — R. Probe:

uy +yuy, = fllye™) - (—ye™) +z+yf'(ye™) e = x.

Hinweis: Als Nebenprodukt haben wir herausgefunden, dass u(z,y) = f(ye ™) mit einer
beliebigen differenzierbaren Funktion f: R — R die allgemeine Losung von u, + yu, = 0 ist,
also die zugehorige homogene PDE gelost.

Alternative: Wir hétten auch gleich x = ¢ und demzufolge y(t) = y(z) = yoe® annehmen
kénnen und wéren durch Integrieren zu

d 2
—u(eye’) = @ = ulwaee’) = u(0p) + 5

gelangt. Nun miissen wir nur noch in der zweiten Komponente von u die Gleichung y = ype”
nach yo umstellen, also 9 = ye™™ und erhalten wie zuvor

Mit dem Ansatz u = u(x(t),y(t)) ergibt sich mittels Kettenregel

Sulr)y(0) = w i) Fuy i) = H0) = AP0 ) = 1.

Daraus erhalten wir y = ¢ und die gewohnliche DGL #(t) = 2(z(t))*t, welche wir mittels
Trennung der Variablen losen konnen. Wir erhalten
dx(t) 5 1 5 1
—— = 2(x())°t — ——— = t"—d — t) =
o ((t)) 0 2(t) = 75
und demnach 4 d 1 9
Gua000) = Gu(2mt) = et
—_————
222y
1
also folgt u(e0,5(0) = u(el0)50) = u(5.0) = c.

Lésen wir nun nach d auf und setzen wiederum y = ¢, so erhalten wir als allgemeine Losung

1 1
u(z,y) UQW) f(d) f(x+y>
fiir beliebiges differenzierbares f: R — R.
2 2, ¢l 1 2 —1 ! 1 2
Probe: 20%yug +uy = 227yf |\ -4y |- — + |l -+y )2y = 0.
x x x

Verwenden wir wieder den Ansatz u = u(t(s), z(s)), dann erhalten wir mittels Kettenregel

d ' '
Eu(t(s), x(s)) = up-t'(s) +ug - 2'(s)

Wegen t'(s) = 1 kénnen wir s = ¢ annehmen und erhalten

#(t) = ult,z(t) .

Aus der Differentialgleichung wissen wir jedoch

d
au(t,a:(t)) = w-14u,-@(t) = 0,
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d.h. entlang der Kurven (¢, z(t)) ist die Funktion u konstant, also gilt insbesondere

z(t) = u(t,z(t)) = ¢ = u(t,z(t)) = u(0,2(0)) = x(0)
entsprechend der Anfangsbedingung und damit auch
(t) = u(t,z(t)) = ¢ — r=1x(t) = ct+x(0) = u(t,z(t))t+2(0) = x(0)-t+x(0) .

Losen wir nun noch nach z(0) auf, so erhalten wir als Losung

u(t,z) = u(0,2(0)) = u<0, @ ) _ @

1+t L+t
Offenbar existiert die Losung fiir alle ¢ € [0, 0o[. Probe:

T T 1 T

— . = O O = =
(1+t)2+1+t 1+t ’ w0, ) 140 ’

U + UU, =

Diese lineare PDE zweiter Ordnung mit konstanten Koeffizienten ist wegen

0 0 9 0

:Z'U

dquivalent zu den beiden gekoppelten linearen PDE erster Ordnung
v+v, = 0, Uy —duy = v .

Die lineare homogene PDE v; + v, = 0 ist offenbar erfiillt von v(t,z) = f(t — x) mit einer
beliebigen differenzierbaren Funktion f : R — R. Ebenso wird die lineare homogene PDE
Uy —4uy, = 0 von uy(t, x) = g(4x +t) mit einer beliebigen differenzierbaren Funktion g : R — R
erfiillt. Angenommen f besitzt die Stammfunktion F, dann gilt

d d
ﬂF(t—x)—éLEF(t—x) = —f(t—z)—4f(t—x) = —5f(t—=x).
Setzen wir nun h := —%, dann erhalten wir als allgemeine Losung

u(t,z) = h(t —z)+ g(4x + 1)

mit beliebigen (zweimal) differenzierbaren Funktion h, g : R — R. Seien nun die Anfangsbedin-
gungen u(0,x) = p(z), w(0,2) = ¥(z) vorgegeben, dann erhalten wir das Gleichungssystem

o) = glr)+h(-x) @) = 4g(1a) — K(-)
U(z) = g¢'(4z) + W (—2) v(z) = g¢'(4z) + h (=)
bzw.

Go) - GO0 = (&) -G ) )
Damit ergibt sich

gls) = %(/05g0’<%>d0+/8¢<%)d0) - §<¢(Z)+/OZ¢(TW)+A
h(s) = %( / da+4/¢ ) - —%(—w(—s)+4/_s¢(7)d7>+3

Wegen ¢'(z) = 4¢'(4x)—h'(—x) entfallen die Integrationskonstanten A, B. Somit ist die Losung
gegeben durch

u(t,z) = g(dz+ 1)+ h(t —2) = %(49@(x+£)+gp(x—t)) + %/:f‘w(f)df

Mit p(x) = u(0,z) = 22, ¥(z) = u(0,x) = e ergibt sich dann

1 t 2 2 4 r i t2 4 t
— 4 T _ 2 :c< L —t)
u(t, x) 5( (93+4> + (z t)) + 5/x_t e’dr x —1—4+5e et —e
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Differentialgleichungen Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 11

Der Laplace-Operator in Polarkoordinaten

Definition 5.3: Eine Funktion u: {2 — R auf einem Gebiet 2 C R"™ heifit rotationssymmetrisch,
falls es eine Funktion y: ]0,00[— R mit u(z) = y(||z||) fir alle 0 # = € Q gibt.

Lemma 5.4: Ist die Funktion u auf 2\ {0} zweimal stetig differenzierbar und rotationssymme-
trisch mit u(x) = y(||z||) fir alle 0 # x € Q, dann gilt

(Au)(z) = y'(l=]]) + nHT_Hl ‘(D)

Bemerkung: Gleichung ((10.7)) lautet im Spezialfall n = 2 in Polarkoordinaten

Pu  10u 1 0%u
T T 11.1
or? * ror + r2 0p? 0 (11.1)
Satz 5.5: Das Dirichlet-Problem Au = 0 in B;(0) C R?, u = g auf dB;(0), besitzt in Polarko-
ordinaten die eindeutige Losung

u(r, o) = % + Z(an cos(ny) + by, sin(np))r",
n=1

falls ¢ = g(p) eine quadratintegrierbare 27-periodische Funktion ist und a,,b, ihre Fourier-
Koeffizienten sind.

Bem.: Analog Satz 5.5 kann man harmonische Funktionen auf dem Kreis finden, die einer

Neumannschen Randbedingung 0,u = g auf 0€) geniigen, wobei v das &duflere Einheitsnormalen-
vektorfeld an 02 bezeichnet und im Falle 2 = B;(0) durch v(x) = ﬁ gegeben ist.
x

Randwertprobleme

Bemerkung: Jede lineare Differentialgleichung zweiter Ordnung y”+a; (2)y'+as(z)y = b(x) mit
stetigen Koeffizientenfunktionen a1, as und einer stetigen Inhomogenitéat b auf einem Intervall
[a, b] kann man in die selbstadjungierte Form

Ly = (p(x)y') +q(x)y = g (11.2)

mit stetigen Funktionen p, ¢, g auf [a, b] umschreiben, wobei p stetig differenzierbar ist und p > 0
auf [a, b] erfiillt.

Randwertproblem (RWP): Wir sprechen von einem Randwertproblem /einer Randwertauf-
gabe fiir die Differentialgleichung n-ter Ordnung

u™M(t) = F(z,u(), ' (z),. .. u™D), u € C"([a,b],R),

wenn die n zusétzlichen Bedingungen, welche die Losung eindeutig charakterisieren sollen, nicht
wie beim Anfangswertproblem an einer Stelle gestellt werden, sondern an den Randpunkten a

und b.

Achtung: Im Gegensatz zu Anfangswertproblemen kénnen fiir Randwertprobleme sowohl meh-
rere als auch keine Losung existieren. Nur unter bestimmten Bedingungen gibt es eine eindeutige
Losung.
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¢ Einteilung Randwertbedingungen: Fiir (reelle) lineare Differentialgleichungen zweiter Ord-
nung auf dem Intervall I = [a, b] nennen wir die Randwertbedingungen im Fall

u(z) + ay () (x) + az(z)u(z) = g(z)

U i erster Art
ub) =

W(2) + (@) () + (@)u(z) = g()
"la) = m zweiter Art

u
):772

—~
(SRS
~—

Q

ul

—~
=

u(x) + ar(2)u'(z) + az()ulr) = g(z)
aju(a) + agu'(a) = m dritter Art (Sturmsche Randbedingung)

Bru(b) + Bou'(b) = mo

u' () + ar(x)u/(z) + ax(z)u(x) =
= periodische Randbedingung

e Bezeichnung: Gegeben seien p € C'([a,b],R) mit p > 0 und ¢q,g € C°([a,b],R) sowie a :=
(a1, a0)T € R2, B := (b1, 32)T € R? mit [|a]], ||| > 0. Dann heifit fiir ein u € C?([a,b],R) das
Randwertproblem

Lu(z) = (p(z)u'(x)) + q(z)u(z) = g(z)
Ryu(r) = aqu(a) + agpa)u’(a) = m (11.3)
Rou(z) = Bru(b) + Bap(b)u'(b) = 1

Sturm-Liouvillesches Randwertproblem["”]

e Das zugehorige homogene Randwertproblem ist dann ‘Lu =0, Riu=0, Rou =0/ Es gilt

(i) Jede (endliche) Linearkombination von Losungen uy, des zugehorigen homogenen Rand-
wertproblems ist wiederum Lésung der homogenen Randwertaufgabe.

(ii) Die Differenz zweier Losungen vy, vy der (inhomogenen) Sturmschen Randwertaufgabe
ist Losung des zugehorigen homogenen Randwertproblems.

(iii) Ist w eine Losung der homogenen Aufgabe und v Losung der inhomogenen Aufgabe,
dann ist auch v + v Losung der inhomogenen Aufgabe.

(iv) Ist v, eine fest gewidhlte Losung der inhomogenen Aufgabe, dann besitzt jede Losung v
der inhomogenen Aufgabe die Gestalt v = v, +u, wobei u alle Losungen der homogenen
Aufgabe durchlauft.

e Satz 4.4: Fiir p € C'([a,b]) mit p > 0 auf [a,b], ¢ € C([a,b]), 0 # a, B € R?, ist das inhomogene
Randwertproblem genau dann fiir jedes g € C([a,b]) und n € R? eindeutig 16sbar, falls
das homogene Randwertproblem Ly = 0, Ry = 0, nur die triviale Losung y = 0 besitzt, oder

Riyr Riya

0 fiir ein Fundamentalsystem 1, yo von Ly = 0 gilt.
ngl R2y2) 7& Yy Y1, Y2 Y g

dquivalenterweise det (

e Bemerkung: Aus dem Beweis geht hervor, dass die Randbedingungen auch die Gestalt

Riu(z) = aqu(a)+ au'(a) + asu(b) + auu/(b) = m
Rou(z) = p[ru(b) + Bou/(b) + Psula) + By’ (a) = o } (11.4)

besitzen diirfen, damit die Aussage von Satz 4.4 korrekt bleibt.

15 Jacques Charles Francois Sturm (1803-1855)
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Zusatzaufgabe 11.1: (a) Zeigen Sie Lemma 5.4.
(b) Sei n € N beliebig und w,(z,y) = sin(nz) sinh(ny). Zeigen Sie: u, 16st die Laplace-Gleichung.
(c) Leiten Sie aus der Laplace-Gleichung durch Ubergang zu Polarkoordinaten her.
(d) Losen Sie Gleichung mittels Ansatz u(r, @) = R(r)®(p). Welches u erfiillt u(1, ¢) = g(p)?

Losung zu Zusatzaufgabe 11.1:

(a) Da u auf 2\ {0} zweimal stetig differenzierbar ist, ist auch y auf (0, c0) zweimal stetig differen-
zierbar. Aufgrund der aus der Kettenregel resultierenden Gleichungen

du(x) = d(yo |l N(=) = (dyo [.IN)-d(lI)(=) = v'([l«)- ” H

gilt

(Au)(z) = (div(gradu))(z) = diV( (HﬂEH)H H)

= "(|lz])) (Z e |!2> o' (Il[]) (Z |l ||HIH;3:||>
2 / L_ 1 - x2 = ' (llx n_ll T
= y"(ll=) I HQZ () (Hch H:cH?’; ) y' (=) + Tz y' ([l

*IlﬂcHQ =|l=[I?

. . . . 2 2 .
(b) Berechnen wir die partiellen Ableitungen a%un, a%“m und %un, 9= w,, so erhalten wir

9y
0 : 0? 5 . :
%un(x,y) = ncos(nx)sinh(ny) = ek un(z,y) = —n”sin(nx)sinh(ny)
9 2
8—yun(x,y) = mnsin(nz) cosh(ny) = ;2 W(7,y) = n?sin(nz)sinh(ny)
und damit offensichtlich die Laplace-Gleichung Au := uy, + u,, = 0 wegen
02 0? 9 . . 2 . :
@un(x,y) o ——Un(z,y) = —n”sin(nz)sinh(ny) + n”sin(nz) sinh(ny) = 0.

(c) Wir erinnern uns zunéchst, dass die Polarkoordinatentransformationen

/02 1 a2
o: (") (Y) = TCQS(SD) bzw., @5 () (7)) = Ay (11.5)
¢ y rsin(ep) y @ arctan (2)
zueinander invers sind, so dass nach der Kettenregel
I, = dId) = d(®o®™ ') = (dPod ') -d(d7)

und somit insbesondere

Aoy = (Do) — ((CQS(@ —Tsin(w)»l _ 1(7"098(90) Tsin(w)) (11.6)

sin(p) 7 cos(p) r \—sin(y) cos(p)
gilt. Fiir eine Funktion u = u(r, ) bzw. U(z,y) = (u o ®71)(x,y) ergeben sich somit

(a_U,a_U) = AU = o) = (duodl). do!

oxr’ Oy
_ (Qudu) 1w _ (Quz _Ouy Ouy  Ouz
- or’dp) r\—*% —\orr  O0pr? Orr  Opr?
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sowie analog
2 2
(P og) _ (P Pu) 1(e
or or?’ 0pdr ) r \—+
und

d%otb” [ Pu Pu\ 1z oy [ Pux Puy 82ug+82u£
%) o\ orop o) r\—Y% &) \Ordpr 09 r2 ordpr  0p*r?)

r

GRS

_ 62@_ 0%u Yy 82ug+ 9%u T
— \orzr Oporr? or2r - 0porr?

Unter Verwendung der mittels Quotienten- bzw. Kettenregel sowie r(x,y) = y/2? + y? erhalte-
nen Gleichungen

0 (xy _r=% ¢ Oy o 2w
m) = = . wW T
Q(g) B T—"’T—Q B x_2 sowie £<£> ) oy
oy \r a 72 3 Oy \r? r4

folgt nach Anwendung der Produktregel auf alle vier Summanden und den Vorbetrachtungen
somit insgesamt

0*U  0*U 0 (Oux Ouy 0 (Ouy Oux
A pu— —_— — pu— — — — — — — — —— ——
Uz y) 02+ y? oz (87’ r 6@7“2) * Dy (87“7" * 8(,07"2)

_ (Pur  OwyNo  Ouy  (Puw Fuy\y  Ou—2uy
—\orzr 0pore? ) r or r3 oropr  0p?r? ) r? dp 1t
Puy  0u x\vy Ou x? Puy FPuzxz\ x ou —2xy
+ (252 + =12 + Zp =)=+ =
or2r  0pdrr? ordpr — 0p?r? ) r? dp rt

r or r3

Pu (2* 9P ou (2*  9? Pu (22 P Pu  10u 1 0%
= alata)t ol at st om ata)= gt t

r2 = r2 or \r3 3 op? \rt  rt or2  ror  1r20p?’

o 10 1 02
so dass hier AU(z,y) = 0 schon T Rl impliziert bzw. — da ® ein Diffeo-
or?2  ror  r2op?

morphismus ist — auch umgekehrt.

Mit dem Ansatz u(r, @) = R(r)®(p) geht Gleichung (11.1]) in
I 1 / 1 "
R'®+-R®+—-RP =0.
r r

iiber. Trennen wir die von r und die von ¢ abhéngigen Terme, so folgt offenbar die Konstanz-
bedingung
T’QR” + 7,R/ (I)”
— = —— = MeR 11.7
R (D ) ( )

was fiir R(r) auf die Euler-Differentialgleichung r*R” + rR' — AR = 0, welche fiir A\ = 0 auf
R(r) = ¢+ dln(r) fithrt (beachte jedoch, dass d = 0 sein muss, wenn die Losung auf B;(0)
existieren soll) und anderenfalls mit dem Ansatz R(r) = r* auf die Bedingung

r*(k(k—1)+k—=X) =0, also E=X>0,

wogegen wir fiir ®(¢) dann die lineare Differentialgleichung ®” + k*® mit konstanten Koeffi-
zienten erhalten, welche die allgemeine Losung ®(¢) = a + by im Fall k& = 0 und anderenfalls
Dy () = ay cos(ky) + by sin(ke) besitzt. Aufgrund der Polarkoordinaten und der daraus resul-
tierenden Bedingung ®(¢) = ®(¢ + 27) an die Losung gelangen wir nun zu den Losungen

up(r, ) = % bzw.  u,(r,¢) = (a, cos(ny) + b, sin(np))r"  fir neN (11.8)
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als Losungen von Au = 0 in B;(0). Aufgrund der Linearitét des Differentialoperators ist die
allgemeine Darstellung einer Losung dann

u(r, o) = % + Z(an cos(ngp) + by, sin(ne))r™ | (11.9)
neN
wobei die Koeffizienten etwa eindeutig durch eine quadratintegrable Randbedingung u(1, ¢) =
g(ip) festgelegt sind.
Zusatzaufgabe 11.2:

(a) Zeigen Sie, dass y” + ay(z)y + az(z)y = b(z) durch Multiplikation mit p(z) := e/ @@z > ( in
die Form ([11.2)) {ibergeht.

(b) Unter welchen Bedingungen an 7,7, (bzw. auch «;, §;, i = 1,2) besitzt das Randwertproblem
(erster, zweiter und dritter Art) zur Differentialgleichung u”(x) = 0 eine eindeutige Losung?

(¢) Gegeben sei das Sturm-Liouvillesche Randwertproblem. Zeigen Sie (i) und (ii).

(d) Uberfithren Sie Lu = g in ein lineares System erster Ordnung. Wie lauten nun Ryu, Rou?

Lésung zu Zusatzaufgabe 11.2:
(a) Mit den Funktionen g(z) = p(x)b(x) sowie q(z) = p(x)az(x) folgt nach Multiplikation der
Cleichung " + ay(x)y’ + as(x)y = b(x) mit p(z) := e/ @@ 4 > ( offenbar
g(x) = plx)b(z) = p(@)y” +p(x)ar(x)y’ + plr)aa(r)y = (p(l’)?/’ +p’(w)y’) + p(x)az(z)y

= (v@)) + ey

(b) Die allgemein Losung der Differentialgleichung u”(z) = 0 ist offenbar u(x) = czx + d.

e Das zugehorige Randwertproblem erster Art besitzt offenbar immer eine eindeutige Losung.

e Das zugehorige Randwertproblem zweiter Art ist wegen u’ = ¢ offenbar niemals eindeutig,
denn im Fall 77 = 1, existieren unendlich viele Losungen und andernfalls iiberhaupt keine.

e Das zugehorige Randwertproblem dritter Art muss die Bedingung

ar(ca+d) + ax = — <a1a+a2 ozl) <C> _ (m)
Bileb+d) + foc = m Bib+ 5y pi)\d) — \m

erfiillen, welche genau dann eindeutige Konstanten ¢ und d liefert, wenn

0 # det (55700 0) = aufila— b+ Bron -

also muss insbesondere (v, 31) # (0,0) gelten und sonst

ag #0# [, falls a; =0
ar #0# By, falls 8, =0

%_@3Ab—a, falls a3 # 0 # B4
7 @1

(c) Wir zeigen die Folgerungen (i) und (ii) zur homogenen/inhomogenen Sturmschen Randwertauf-
gabe:
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(i) Angenommen ug, k = 1,...,n, seien Losungen des homogenen Randwertproblems. Dann
folgt

L (Z ck.uk) () = (p(x) (Z ckuk(x)> ) +q(z) Y crug(z)

k=1

einerseits und — ebenso aufgrund der Linearitdt — andererseits auch

R, <Z ckuk> () = o (Z ckuk(a)> + agp(a) (Z ckuk> (a)

= > Cr <a1uk(a) + agp(a)u;(a)> =0

Ry (Z Ck“k) (z) = fA <Z Ckuk(b)> + Bap(b) <Z Ck“k) (b)

k=1 k=1 k=1

3

n

= > eu(Buun(d) + Bop(D)u (1) =0
k=1
Damit erfiillt auch jede Linearkombination die homogene Sturmsche Randwertaufgabe.

(ii) Seien vy, vy zwei Losungen der inhomogenen Sturmschen Randwertaufgabe. Dann folgen

L(vy —v)(x) = (p(x)(vr —v2)'(x)) + q() (v — v5)(2)
= (p(a)(1)'(2))" + q(z)vi (@) - §<p(w)vé(x))' +q(z)a()) = 0
(@) —g(z)
Ri(v —vp)(z) = ai(vr —va)(a) + agp(a)(vy — v2)'(a)
= 94101(G) + O@p(a)vi(al— (a1va(a) + 042]9(@)”5(@)2 =0

.

~-
Y

=m =m

Roy(vy —wa)(w) = Si(vr —v2)(b) + Bap(b)(v1 — v2)' (D)
= ?1%@) + ﬁQp(b)vi(bZ— (Brva(b) + ﬁQp(b)Ué(b)Z =0

.

=12 =12
Somit erfiillt v; — vo die homogene Sturmsche Randwertaufgabe.

(d) Mit y1(x) = u(x) und yo(x) = p(x)u'(x) erhalten wir das System

o) yé{ﬁ)mymmg(x)} = (00) = (o o) 06+ (i

mit der Randbedingung

IR 2) = e ) e e (R o

Biy1(D) + Baya(b) = mo
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Zusatzaufgabe 11.3:

(a) Sei A(x) eine (n x n)-matrixwertige Funktion. Wann ist das folgende RWP eindeutig losbar?

Lu(z) = ﬁyl(:v)—A(x)u(x) = h(x)
Ryu(z) = 3 (ogeue(a) + fund) = my (G=1,--.k)

(b) Auf [0, M] sei die Differentialgleichung u”(z) — 4u(x) = f(z) gegeben.

(i) Uberpriifen Sie, ob die RWA fiir f = 0 mit den folgenden Randbedingungen eindeutig

16sbar ist:
Riu(z) = 2u(0) —u/(0) 4+ 2e*Mu/(M) = &M
Rou(z) = 2u(M)+u'(M) =0
(ii) Uberpriifen Sie, ob die RWA fiir f = 1 mit den folgenden Randbedingungen eindeutig
16sbar ist:
Ryu(xz) = u(0) = 0
Rou(z) = u(M) = 0
Losung zu Zusatzaufgabe 11.3:
(a) Wir finden ein Fundamentalsystem {u;(z),...,u,(z)} und mittels Variation der Konstanten

eine Partikuldrlosung u,(z), so dass sich die allgemeine Losung als

n

u(xr) = Z cpug () + uy(z) (c1y...,ch €R)
k=1

ergibt. Einsetzen in die Randbedingungen liefert somit in den ¢, das lineare Gleichungssystem

n

Y aRu(r) = nj— Ruy(x)  (j=1,...,n),

k=1

welches genau dann eindeutig 16sbar ist, falls

Riui(z) Ryus(x) Ryus(z) ... Ryu,(z)
Roui(z) Rous(xz) Rous(z) ... Rouy,(x)

det Rglll(flf) R3U2(ZE) Rgllg(l‘) C Rgun(x) ;ﬁ 0.
Row(z) Rowa(z) Rous(s) ... Roun(x)

Hinweis: Die eindeutige Losbarkeit des RWP ist unabh. von den Inhomogenitéten h(z), n;, u,(z).

(b) (i) Die Randwertaufgabe ist nicht eindeutig losbar, denn beispielsweise mit dem Fundamen-
talsystem {u;(x),us(z)} = {e**,e 2} fiir die homogene Differentialgleichung ergibt sich

 (Ruui(x) Ryus(z))  [2—2+4e*™M 24+2—-4 _ (4e*M 0 B
fti= (Rgul(x) Roug(z)) — \2e*M 4 2e2M 2e72M — 2e72M | —  4e2M () > detft = 0.

(ii) Die RWA ist nicht eindeutig l6sbar, denn fiir M > 0 und beispielsweise mit dem Funda-
mentalsystem {u;(z),us(2)} = {e 2%, e*} fiir die homogene Differentialgleichung ergibt
sich

- R1u1<$) R1U,2(SE) _ 1 1 B .
1= (Rzu1(:€) Royup(z)) — \e2M M — detR = 2sinh(2M) > 0.
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 12

Erginzung zu Randwertproblemen — Greensche Funktion

e Fiir die inhomogene Randwertaufgabe sucht man zunichst ¢ € C?([a,b], R), welches die
Randbedingungen Ryp(x) = n (k = 1,2) erfiillt, und verwendet den Ansatz u(x) = ¢(x) +
v(x) und erhidlt wegen ¢ = Lu = Ly + Lv und 1, = Rpu = Rpp + Riv dann in v(z) das
halbhomogene Randwertproblem

Lv(z) = h(z), Ryv(z) = Rov(z) = 0 mit h(z) = g(z) — Ly(x) . (12.1)
e Greensche Funktion: Sei {u(x),us(z)} ein Fundamentalsystem mit Wronski-Determinante

W (z), welches Ryjui(z) = 0 und Roug(z) = 0 erfiillt. Mit der Lagrange-Identitiat (Aufgabe 11.2
(a)) folgt wegen Lu; = Lus = 0 die Konstanz von

plx) - W(z) = p(x) (u(r)uy(z) —uy(v)ua(z)) # 0 (W(x) # 0 da FS)

e Satz 4.5: Ist das halbhomogene Randwertproblem (12.1)) (fiir & € C([a,b],R)) eindeutig
16sbar, dann ist die Losung v von (|12.1)) mit der Greenschen Funktion

< €<z <
Ma6) = — . Julu(®), astszs<b, (12.2)
p(x) - W(z) |w(r)u(f), a<az<E<D.
zum Operator L unter den Randbedingungen R,y = 0 = Ryy gegeben durch
b
oe) = [ Tl Oh(e)de. (12.3)

Maximumprinzip in 1D

e Maximumprinzip (einfachster Fall): Sei g(z) eine beschrinkte Funktion. Ist fiir u € C?([a, b])
in |a, b[ die Ungleichung
Lu(x) = u"(x) + g(z)u'(x) > 0 (12.4)

erfiillt, dann kann u(x) sein Maximum nur am Rand annehmen.

e Satz(Maximumprinzip in 1D): Angenommen, g: ]a,b[— R sei beschrinkt, u € C?(|a,b])
geniige der Differentialgleichung

Lu(z) = u"(z) + g(z)u'(x) > 0  fiiralle x €a, b (12.5)

und es gelte sup u(z) = M. Existiert nun ein ¢ €la, b[ mit u(c) = M, dann gilt u = M.
z€la,b|

e Satz(Minimumprinzip in 1D): Angenommen, g: ]a,b[— R sei beschriinkt, u € C?([a,b])
geniige der Differentialgleichung

Lu(z) = u"(z)+g(x)u'(x) < 0  fiiralle z €la,b| (12.6)

und es gelte infb u(x) = M. Existiert nun ein ¢ €]a, b[ mit u(c) = M, dann gilt v = M.

z€]a,

e Satz M.2: Angenommen, g: |a,b[— R sei auf jedem Intervall [s,t] C [a,b] beschriankt, u €
C?([a, b]) geniige der Differentialgleichung ((12.6]) und sei nicht konstant.

(1) Gilt M := m[a)g] u(x) = u(a) und ist g bei x = a nach unten beschrénkt, dann ist v’(a) < 0.
z€]a,

(2) Gilt M := m{a;lf] u(z) = u(b) und ist g bei x = b nach oben beschrénkt, dann gilt «'(b) > 0.
z€|a,
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Zusatzaufgabe 12.1:

(a) Bestimmen Sie alle Eigenwerte und Eigenfunktionen von Lu(z) = —u”(x) unter den Randbe-
dingungen u(0) = u(r) = 0, also alle Paare (A, uy), welche Lu(z) = Au(z) erfiillen.

(b) Losen Sie mittels des Separationsansatzes die Wellengleichung u; = u,, unter den Randbedin-
gungen u(t,0) = u(t,7) = 0 zu den Anfangsdaten u(0,z) = 0 und (0, z) = 5sin (7x).

(c) Losen Sie mittels des Separationsansatzes die Wellengleichung u;; = u,, unter den Randbedin-

gungen u(t,0) = u(t, ) = 0 zu den Anfangsdaten u;(0,2) = 0 und u(0,z) = 3sin (11z).

Losung zu Zusatzaufgabe 12.1:

(a) Das charakteristische Polynom der Gleichung u”(x) + Au(x) = 0 lautet > + A = 0. Daher sind
folgende Félle zu unterscheiden:

(i) : Dann ist # = /=X und somit {e¥~** e~V=**} ein Fundamentalsystem. Jedoch

kann keine nicht-triviale Linearkombination die Randbedingungen erfiillen, denn wegen
A < 0und Ryu(z) = u(0) und Rou(x) = u(m) gilt stets

R1U1 R1u2 - 1 1 L _
det (RQUl RQUQ) = det (e\/jw e—\/j)m = QSlnh(\/ /\71-) < 0.

(i) [A = 0] Hier erhalten wir {1, 2} als Fundamentalsystem. Jedoch kann auch hier keine nicht-
triviale Linearkombination die Randbedingungen erfiillen, denn stets gilt

R1u1 R1u2 o 1 0 -
det (R2u1 R2u2> = det (1 W) =m # 0.

(iii) : Dann ist 4 = = iv/A und somit {sin(v/Az), cos(v/Az)} ein reelles Fundamen-
talsystem. Unter den geforderten Randbedingungen gibt es genau dann eine nicht-triviale
Losung, wenn

Rlul R1U2 o 0 1 -
det <R2u1 R2u2> = det (sin(\/XW) COS(\/XF)) =0

Das ist wegen A > 0 genau dann der Fall, wenn sin(v/Ar) = 0, also wenn A = k? mit
k € Nyg ist (denn hier sind wir im Fall A > 0). Zum Eigenwert k? erhalten wir somit als
Basis des zugehorigen (eindimensionalen) Eigenraumes sin(kx).

Somit sind {ug(x)|3k € N, ¢ € R: ug(z) = c¢-sin (kx)} die Eigenfunktionen des linearen Opera-
tors Lu(r) = —u(x) zu den jeweiligen Eigenwerten A = k2.

(b) Der Ansatz u(t,x) = T(t) X (x) fithrt auf

’ _ : X'@) _ T
') X(2) = T(t)- X"(x) = X T T

mit konstantem A\ € R. Das Eigenwertproblem X”(z)+AX (z) = 0 besitzt unter den gegebenen
Randbedingungen nach voriger Aufgabe die nicht-trivialen Losungen A = k? und

Xi(x) = sin(kz) .
Die zweite Gleichung lautet daher T"(t) + k*T(t) = 0 und besitzt die allgemeine Losung

Ty(t) = axcos (kt) + by sin (kt) (ag, bx € R).
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Da es sich um eine lineare Differentialgleichung handelt, ist jede Linearkombination wiederum
eine Losung, insbesondere besitzt die allgemeine Losung die Gestalt

ZTk )Xi(t) = Y (akcos (kt) + by sin (kt)) sin (k) (12.7)
k=0

Aufgrund der Anfangsbedingung u(0, x) = 0 folgt a;, = 0 fiir alle k. Weiterhin folgt aus u(0, x) =
5sin (7z) schlieBlich 7 - b; = 5 und by = 0 sonst, d.h. die Losung ist

u(t,z) = gsin (7t) - sin (7x) .

(c) Analog (b) gelangen wir unter Einbezichung der Randbedingungen auf (12.7). Wegen (0, z) =
0 folgt zunéchst by = 0 fiir alle £ € N. Mit u(0,x) = 3sin (11z) folgen nun a;; = 3 und a,, =0
fiir alle & # 11, d.h., die Losung ist

u(t,z) = 3cos(11t)-sin(11z) .

Zusatzaufgabe 12.2: Bestimmen Sie . .. 1
u'(x) + —u(r) =0 1, 2]
(a) ... die GREENsche Funktion fiir die Randwertaufgabe 4r
u(l) =u(2) =
" 1 _3
u'(x) + —u(r) =22 in [1,2]
(b) ... mit (a) die Losung der inhomogenen Randwertaufgabe 4
u(l) =u(2) =0
. _ 1 . / / " 1
Bem.: Mit p(z) =1 und ¢(x) = 12 ist (p(z)u'(z)) + q(z)u(x) = u'(x) + 4—272u(m)

Loésung zu Zusatzaufgabe 12.2:

(a) Die homogene Differentialgleichung ist zur Eulerschen Differentialgleichung 4z?u” (z) +u(z) = 0
dquivalent, welche wir mit dem Ansatz z(t) = u(e') 16sen konnen. Es folgen
d d?
d—j = e/(e) = xu/(z), d_tj = /(&) + e (") = x/(x) + 2 (z)
und somit die Differentialgleichung mit konstanten Koeffizienten 42(t) —42(¢)+2(t) = 0. Wegen
4D* — 4D +1 = 4 (D = 5) fithrt dies auf die die allgemeine Losung

2(t) = (1 + cot)e? fuecksubgitution u(r) = (e +cIn(zx)vVr (e, € R).

Wir benétigen jetzt ein Fundamentalsystem {u;(z),us(x)}, so dass ui(1) = 0 und uy(2) = 0
ist. Offenbar kénnen wir u;(z) = In(x)y/z wihlen, da der Logarithmus bei 1 verschwindet. Mit
ug(z) = (In(z) — In(2))y/z ist dann wie gewiinscht

W(up(x),us(x)) = det (Z,ig; Z?Eg) — det (;(?%{é (h;) N ;j&%ﬁ) =1In(2) #0

und somit ein Fundamentalsystem wie benotigt gefunden.
Die (eindeutige) Greensche Funktion ist (wegen p = 1) nun

1 {m(g)\/z. (In(z) —In(2)vz, 1<E<2<2,

09 5@ \e)ve - (n() ~m@)VE, 1<r<é<2.

Bem.: Das homogene RWP aus (a) wird offenbar (eindeutig) nur von der Nulllsung erfiillt.
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(b) Mit Hilfe der GREENschen Funktion aus (a) ist die Losung des halbhomogenen Randwertpro-
blems

n(2)o(z) = In(2) /1 F(m,ﬁ)%dﬁ

~ (n(x) ~ @)z | xln(é)ﬂ%dﬁ + h@)Va [ (in(e) - ) VE
— (In(a) f/ffﬂf/udé

d
— (In(x) - 1<2>>f[ ne)) } + e [P 1) e

2

x

N AL GO A N by (—(ln<2))2 _ @7 o) ln(x))

2 2 2
In(2)1 1
- W(mm ~In(2) = o) = n(xQ)\/E(ln(:r) —In(2))
: _ (@) g - _ _
wegen [ f(x)f'(x)de = 5 + ¢. Offenbar sind die Randbedingungen v(1) = v(2) = 0
erfiillt. Somit ist v(z) die eindeutige Losung des halbhomogenen Randwertproblems, denn es
gilt
2+ In(x) In(x)
! = —F—=(1 — In(2 —=
V) = 2 ) - m@) + 5
1 1 1 In(x)
" 1 7 — 352+ In(2)) 1 24In(z) 1 &~ 324
S In(z) — In(2)) + =~ - =24 2
V(@) = : (nfe) @) + - A 5 L
In(x) 1
= — In(z) —In(2)) +—=
oy ) )
0@
Zusatzaufgabe 12.3: (a) Zeigen Sie das Maximumprinzip (einfachster Fall).

(b) Zeigen Sie das Maximumprinzip in 1D.

¢) In welcher Weise folgt das Minimumprinzip aus dem Maximumprinzip.

(c)
(d) Inwieweit kann die Beschrénktheitsbedingung an g(x) abgeschwécht werden?
(e) Zeigen Sie Satz M.2.

Losung zu Zusatzaufgabe 12.3:

(a) Jede Funktion u € C([a,b]) nimmt ihr Maximum an. Besitzt v € C?([a, ]) ein relatives Maxi-
mum in einem ¢ €|a, b[, dann gilt v/(c) = 0 und u”(¢) < 0, also insbesondere

u"(c) 4+ g(z)u'(c) <0 . (12.8)
Dies kann jedoch nicht auftreten, falls u(z) auf ]a,b| die Differentialungleichung ([12.4) erfiillt.

Daher kann das Maximum nur am Rand angenommen werden.

(b) Angenommen, es gilt u(c) = M fiir ein ¢ €]a,b]. Wir zeigen nun, dass dann u(x) = M fiir alle
x €la, b] gelten muss. Dies tun wir mit der Methode ,, Beweis durch Widerspruch*:
Annahme: Es gibt ein d €]a, b[\{c} mit u(d) < M.

e Ist d > ¢, so betrachten wir die Funktion

2(z) = @9 1 (a:= sup |g(z)|+1).
z€a,b|
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(c)
(d)

(e)

Dann besitzt z(x) die folgenden Eigenschaften:
1. z <0 auf|a, |

2. z(c) =0
3. 2> 0 auf |c, b
4. Lz(z) = 2"(x) +g(x)7 = ala+ g(x))e*@ > 0 auf |a, b[D]a, d|.
5. Wegen d €]c,b[ und iii. existiert ein ¢ € |0, M;(—Z)(d)[.
Weiterhin betrachten wir auf [a, d] die Funktion w(x) = wu(x) + ez(z), fir die dann
w(x) = u(x)+ez(z) < M (x €la,[)
— O~~~
<M <0
w(e) = u(c)+ez(c) = M
NN
—M =0
w(d) = u(ld)+ e 2(d) < uld)+M—u(d) = M
<M <1M—u(d)

z(d)

Damit ist das Maximum von w(x) mindestens M und wird in einem inneren Punkt des
Intervalls [a, d] angenommen. Dies steht aber zum Widerspruch zum Maximumprinzip (ein-
fachster Fall), denn aufgrund der Linearitdt von L gilt

Lw(z) = Lu(x)+eLlz(x) > 0 (x €la,d]).
e Ist d < ¢, so betrachten wir die Funktion

2(z) = e7@7) ] (a:= sup |g(z)| +1)
z€la,b|

und erhalten analog einen Widerspruch.

Wir wenden das Maximumprinzip auf die Funktion —u an, denn es ist inf u(x) = sup,¢;(—u(x)).
zel

Fordern wir nur noch, dass g auf jedem Intervall [s, t] Cla, b[ beschrankt bleibt, geht der Beweis
analog.

(1) Angenommen, M := m[a%]u(a:) = wu(a) und es gibt einen Punkt d €la,b] mit u(d) < M

z€]a,
(existiert, da M das Maximum und nach Voraussetzung u(z) nicht konstant und C? ist). Da
g bei a nach unten beschriankt ist und auf jedem Intervall [a + ¢, d] beschriankt, existiert ein
endliches K := 1?fd g(x). Definieren wir nun
x€|a

o = max{0,—K}+1 und z(z) = @ _1

so gilt Lz = ala + g( )) o(*=a) > 0 in Ja,d]. Da weiterhin z(d) > 0 ist, existiert ein
€€ ] : [ = u(z) + ez(x) gilt demnach

Lw(x) = Lu(x)+eLz(x) > 0 in Ja,d].
>0 >0

Nach dem Maximumprinzip (einfachster Fall) nimmt w sein Maximum am Rand an. Wegen
M — u(d)
z(d)

liegt das Maximum bei a. Demnach ist die (einseitige) Ableitung von w an der Stelle a nichtpo-
sitiv, also

w(a) = u(a) = M =u(d)+ 2(d) > u(d)+ez(d) = w(d)

w'(a) = W(a)+e7'(a) < 0.
Wegen 2'(a) = a > 0 folgt daraus wie behauptet u/(a) < 0.

(2) Fur M := m[a%] u(x) = u(b) folgt die Behauptung in &dhnlicher Weise.
z€]a,
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 13

Vergleich & Reflexionen von Wellen und Diffusionen

e Vergleich zwischen Wellen und Diffusionen:
Eine grundlegende Eigenschaft von Wellen ist die Tatsache, dass Informationen in beiden Rich-
tungen mit endlicher Geschwindigkeit transportiert werden. Bei Diffusionen breitet sich eine
Anfangsstorung sofort im gesamten Definitionsbereich aus und verschwindet nach und nach. Die
wesentlichen Eigenschaften dieser beiden Gleichungen konnen in nachstehender Tabelle zusam-
mengefasst werden:

Eigenschaft Wellen Diffusionen
(i) | Ausbreitungsgeschwindigkeit Endlich (< ¢) Unendlich
(ii) | Singularitéten fiir t > 07 Werden entlang der Verschwinden sofort
Charakteristiken transportiert
(iii) | Far t > 0 korrekt gestellt? Ja Ja (wenigstens bei be-
schriankten Losungen)
(iv) | Fiir t < 0 korrekt gestellt? Ja Nein
(v) | Maximum-Prinzip Nein Ja
(vi) | Verhalten fir t — 400 Nehmen nicht ab wegen Gehen gegen Null (falls
konstanter Energie ¢ integrierbar)
(vii) | Information Wird transportiert Geht allméhlich verloren

Bei der Losung der Diffusionsgleichung ist die Losung beliebig oft differenzierbar, auch wenn es
die Anfangsdaten nicht sind. Dariiber hinaus hangt der Wert von (¢, x) von der Anfangsvorgabe
o(y) fiir alle y € R ab. Umgekehrt hat der Wert von ¢ an der Stelle o unmittelbaren Einfluss
auf jede andere Stelle (fiir ¢ > 0), obgleich eine wesentliche Auswirkung nur fiir kurze Zeit in
der Nahe von z( spiirbar ist. Daher ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit unendlich. Dass
die Diffusionsgleichung fiir ¢ < 0 (fiir die , Vergangenheit“) nicht korrekt gestellt ist, tritt
bei irreversiblen Prozessen (Warmefluss, Brownsche Molekularbewegung, usw.) in der Physik in
Erscheinung.

¢ Diffusion auf Halbgeraden (Dirichletproblem): Wir betrachten das Problem

VU — kg = 0 (t,x) € ]0,00] x ]0,00[ ...im Halbraum
v(0, ) = o(x) z€ ]0,00] ... Anfangsvorgabe (13.1)
v(t,0) =0 t e 0,00 ... Dirichlet-Randvorgabe

Setzen wir die Anfangsvorgabe ungerade auf die gesamte reelle Achse fort, dann stimmt die
eindeutige Losung von

() x>0,
U — kg, = 0 s U(O,l’) - @ungerade(x) = _90<_‘I') y T > O?
0 ,x =0,

auf der rechten Halbachse mit der Losung von (13.1) iiberein (Beachten Sie, dass wegen der
bzgl. x ungeraden Anfangsvorgabe auch die Losung u(t,x) bzgl. x ungerade sein muss und
daher u(t,0) = —u(t,0) = 0 folgt und somit die Randvorgabe erfiillt ist). Daher erhalten wir als
Losung

00 o) 0
u(t,r) = / S(t, 2 — Y)Pungerade(y)dy = / St —y)e(y)dy — / Stz —y)p(—y)dy
—00 0 —00
0o 0 o)
= /S(t, r —y)e(y)dy + /S(t, r+y)p(y)dy = / [S(t, r—y) = S(t,x+y)|e(y)dy
0 e’} 0
mit der Greenschen Funktion | S(t,z) = \/ﬁe_i (t>0)|




¢ Diffusion auf Halbgeraden (Neumannproblem): Wir betrachten das Problem

wy —kwg, = 0 (t,z) € ]0,00[ x ]0,00[ ...im Halbraum
w(0, z) = o(x) z€ ]0,00] ... Anfangsvorgabe (13.2)
w,(t,0) =0 t € ]0,00] ... Neumann-Randvorgabe

Nun verwenden wir, dass die Ableitung einer geraden Funktion eine ungerade Funktion ist.
Setzen wir die Anfangsvorgabe gerade auf die reelle Achse fort, dann stimmt die eindeutige
Losung von

o(x) x>0,

—k 2:2207 07 = erade =
Ut U u( x) (pg d (I) {SO(_x) T < 07

auf der rechten Halbachse mit der Losung von ([13.2)) iiberein. Analog ergibt sich

u(t,z) = /_oo S(t,x — y)Pgerade (V) dy = /OOO S(t,x —y)e(y)dy + / Stz —y)p(—y)dy

= /Oog(t, r —y)p(y)dy — /S(t, r+y)o(y)dy = /OOO [S(t, r—y)+ Stz +y)|ely)dy|

e Wellen auf Halbgeraden (Dirichletproblem): Wir betrachten das Problem

Uy — Py, = 0 (t,x) € ]0,00[ x ]0,00[ ...im Halbraum

u(0, ) = p(x) x€ ]0,00] ... Anfangsvorgabe (13.3)
u(0, ) = YP(xr) xz€ 0,00 ... Anfangsvorgabe '
u(t,0) =0 t e 0,00 ... Dirichlet-Randvorgabe

Setzen wir die Anfangsvorgaben ungerade auf die gesamte reelle Achse fort, dann stimmt die
eindeutige Losung von

() x>0,

Upp — CQUWC =0, u(O,x) = @ungerade(m) = —Q,O(—JZ) ,x >0,
0 ,x =0,

(p(x) x>0,

ut((),x) = wungerade<x) = —w(—.l?) , L > O,

0 ,x =0,

auf der rechten Halbachse mit der Lésung von tiberein (analog Aufgabe 11.4 (a) kénnen
wir zeigen, dass fiir ungerade Anfangsvorgaben auch eine ungerade Losung herauskommt und
daher u(t,0) = —u(t, —0) = 0 folgt und somit die Randvorgabe erfiillt ist). Daher erhalten wir
als Losung

u(t,z) =

p(x + ct) + p(z —ct) 42 /x+0t¢(0) do  (fiir @ > c|t])

9 2

—ct

und fiir 0 < z < ¢|t| unter Ausnutzung der Symmetrien

_ platet)—plct—x) 1 [ - L/O _
u(t,x) = 5 + 2% J, Y(o) do 90 xictﬁb( a) do
(o +et) — (et —x) 1 1 /O
- 2 by 0 Vlo)do + 2c ct_xw(g) o
N - 1 x+ct
_ gz tct) _ plet =) - W(o) do  (fir 0 < 2 < clt])
ct—x

e Mehrfache Reflexionen von Wellen fiihren zu weiterer Zergliederung des Definitionsberei-
ches der Losung und sind fiir die praktische Anwendung eher ungeeignet. Alternativ verwenden
wir daher lieber die Fourier-Methoden.
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e Diffusionen mit einer Quelle: Betrachten wir das Problem

—kug, = f(t,z) (t,z) € ]0,00] X ]—oo,oo[}
u(0, ) = o(x) x € ]0,00]

mit beliebigen Funktionen f(¢,x) und (), dann ist die Losung

u(t,z) = /_OOS(t,x— y)dy + // S(t—s,x—y)f(s,y) dy ds

oo

(13.4)

mit der Greenschen Funktion |S(t,z) =

e (t>0)]

v rdkt

e Diffusionen auf der Halbachse mit einer Quelle:

(a) Auf die inhomogene Diffusionsgleichung auf der Halbachse kénnen wir die Reflexionsme-
thode anwenden (siehe oben).

(b) Haben wir eine Randquelle A (t) auf der Halbachse mit der Dirichlet- Aufgabenstellung

—kvy, = f(t,x)  (t,x) € ]0,00[ x |0,00[ ...im Halbraum
v(0, z) = ¢(z) x € 0,00 ... Anfangsvorgabe (13.5)
v(t,0) = h(t) t e 0,00 ... Randquelle
16sen wir stellvertretend das einfachere Problem
Vi—kVe = f(t,x) =R () (t,z) € ]0,00[ x ]0,00[ ...im Halbraum
V(0,x) = p(z) — h(0) z € ]0,00] ... Anfangsvorgabe
V(t,0) =0 t e 0,00 ... keine Randquelle

(13.6)
fir V(¢t,z) = v(t,z) — h(t) und verwenden wiederum die Reflexionsmethode.

(c) Haben wir eine Randquelle h(t) auf der Halbachse mit der Neumann-A ufgabenstellung

wy — kw,, = f(t,x) (t,x) € ]0,00[ x ]0,00[ ...im Halbraum
w(0, ) = o(x) z € ]0,00] ... Anfangsvorgabe (13.7)
w(t,0) = h(t) t € ]0,00[ ... Randquelle
16sen wir stellvertretend das einfachere Problem
Wy — kW = f(t,x) —ah/(t) (t,x) € ]0,00] x ]0,00] ...im Halbraum
W (0, x) = o(z) — zh(0) x € ]0,00] ... Anfangsvorgabe
W.(t,0) =0 t € ]0,00] ... keine Randquelle

fir W(t,z) = w(t,x) — xh(t) und verwenden wiederum die Reflexionsmethode.

e Wellen mit einer Quelle: Betrachten wir das Problem

Utt_czuxx - f(t,.fﬂ) (t,ﬂi) S ]0700[ X ] —O0,00[

u(0, x) = ¢(x) xz € ]0,00] (13.8)

Ut(07 .13) = ¢($) x € ]07 OO[

mit beliebigen Funktionen f(¢, ) und Anfangsvorgaben ¢(x),(x), dann ist die Losung
t —ct 1 x+ct
u(t,x) = SO(JHLC);QO@ ) + 2_0 Y(y)dy + —// f(s,y)dyds (13.9)
t — ct 1 x+ct z+c(t—s)
= @(x+6);—¢(x C)Jr% U(y dy+—// f(s,y)dyds

e Wellen auf der Halbachse mit einer Quelle: Fiir 0 < ¢t < x haben wir ebenfalls die Losung
(13.9). Fur 0 < 2 < ¢t andert sich der Integrationsbereich des Dreiecks und es kommt ein
weiterer Term mit dem Randquellausdruck hinzu (Reflexionsmethode).
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Zusatzaufgabe 13.1:

a) Losen Sie das Diffusions-Dirichlet-Problem (13.1]) auf der Halbachse mit ¢(z) = 1.

(a)

(b) Losen Sie das Diffusions-Neumann-Problem ((13.2)) auf der Halbachse mit ¢(x) = 1.
(c) Losen Sie das Diffusions-Dirichlet-Problem ((13.1]) auf der Halbachse mit ¢(x) = e™*.
)

(d) Losen Sie auf der Halbachse sowohl das Diffusions-Dirichlet-Problem ({13.1)) als auch das Diffusions-
Neumann-Problem ((13.2) mit ¢(x) = 0.

Hinweis: Verwenden Sie gegebenenfalls abkiirzend die Funktion Erf(z \/_ / ud dp|.

Losung zu Zusatzaufgabe 13.1:

(a) Wir setzen o ungerade fort und erhalten wie oben und nach Substition

> 1 _@w?  _(@p)?
wt) = [ [Stta= )= st n)]ety = = [T | o 0y

1 o 2 & 2 2 \/ﬁ 2 T
= — e Pdp— e Pd :—/ e Pd :Erf(—> t>0).
NG [/ . b / p] 7 o b Vak (t>0)

V4akt V4akt

(b) Wir setzen ¢ gerade fort, womit die Ableitung (als konstante Nullfunktion) ungerade wird. Es
ergibt sich

_(@— y>2 1 *
/ S Sogerade( )dy - \/m akt y - ﬁ/ € P dp - 17

wobei Sie die letzte Gleichung in den Hausaufgaben beweisen sollen. (Natiirlich hétten wir die
Losung auch sofort raten und mit der Eindeutigkeit argumentieren kénnen.)

(c) Wir setzen die Anfangsvorgabe ¢(x) = e~ ungerade fort und erhalten wie oben

u(t,z) = /Ooo [S(t r—y)—S{tx+ y)] p(y)dy =

|: (9:41;?2 — e_(ﬁ?f} e—ydy
vkt '
Wegen (r — 2kt)? = 22 — dktz + 4k%t* und (x + 2kt)? = 22 + 4ktx + 4k*? erhalten wir die
quadratischen Ergédnzungen

22 —2xy +y?  4kty (y — o + 2kt)?
— — - kt —
Akt Akt Akt T
2?4 2oy +y?  dkty (y + x + 2kt)?
_ _ - kt
Akt Akt Akt T

und mit entsprechenden Substitutionen weiter

00 . 5 . 2
ult,z) = 1 |:ek:t—a:/ e_(y -+ 2k1) dy_ekt—i—x/ e_wdy]
vkt 0 o
_ ke [ =y ke [ iy
Yz R STV R PPV S

V4akt Vakt

= _—ckt® {1 — BErf (M)} _ Zoktta [1 Byt <fl? + kt)}

Dabei ist zu beachten, dass die Fehlerfunktion Erf(s) ungerade fortgesetzt wird.

(d) Egal, ob gerade oder ungerade — die Fortsetzung ist jeweils die konstante Nullfunktion, so dass
wir hier ohne Rechnung sofort aus der Eindeutigkeit die Nullfunktion als Losung erhalten.
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Zusatzaufgabe 13.2:

(a) Losen Sie das (homogene) Dirichlet-Problem (13.3)) mit ¢ = 2 und mit den Anfangsvorgaben
v(0,z) = 1 und v,(0,2) = 0.

(b) Formulieren Sie analog zum (homogenen) Dirichlet-Problem (13.3) das (homogene) Neumann-
Problem fiir Wellen auf der Halbgeraden und leiten Sie eine Lésungsformel her.
Losung zu Zusatzaufgabe 13.2:

(a) Wie oben hergeleitet erhalten wir nach ungerader Fortsetzung wegen ¢ = 1 und ¢ = 0 somit

| [eeielemd) -y fig g > cft],
u(t, )

Pt ol n) — ) fiir 0 < < clt].

(b) Fiir Wellen auf der Halbgeraden lautet das Neumann-Problem

Uy — CUgy = 0 (t,z) € ]0,00[ x ]0,00[ ...im Halbraum

u(0, z) = p(x) xz€ 0,00 ... Anfangsvorgabe (13.10)
u(0, ) = YP(xr) x€ 0,00 ... Anfangsvorgabe '
uy(t,0) =0 t € ]0,00] ... Neumann-Randvorgabe

In diesem Fall setzen wir die Anfangsvorgaben gerade auf die gesamte reelle Achse fort. Dann
stimmt die eindeutige Losung von

e B _ Jele) Lz =0,
Uy — C Uy = 0, u(0,z) = @gerade(m) T {QO(—SU) ,x >0,
) _ [l >0,

u(0,2) = VYgerade(r) = {w(_;,;) ,x >0,

auf der rechten Halbachse mit der Losung von ([13.10]) iiberein (in Aufgabe 13.2 haben wir ge-
zeigt /sollen Sie zeigen, dass fiir gerade Anfangsvorgaben auch eine gerade Losung herauskommt
und daher fiir die Ableitung eine ungerade Funktion, d.h. u,(t,0) = —u,(¢,—0) = 0 folgt und
somit die Randvorgabe erfiillt ist). Daher erhalten wir als Losung

o(z+ct) + p(x — ct) 1 /”Ct
_|_ J—
2 2c J,

u(t,z) = Y(o) do (fiir x > c|t|)

—ct

und fiir 0 < z < c|t| unter Ausnutzung der Symmetrien

o(ct + )+ p(ct — x) 1 et 1 /0
t = — d - —o)d
o(ct + ) + p(ct — z) 1ot 1 /th
= — d — d
: tao | @+ o[ ue) do
t t — 1 ct—x 1 z+ct
_ ole “”)‘59"(0 ) - (o) do + W(o) do  (fiir 0 < z < clt]).
0 ct—x

Zusatzaufgabe 13.3:
(a) Leiten Sie die Formel ((13.9) her.

(b) Losen Sie (13.8) mit f(t,z) =t und ¢ = ¢ = 0.
(c) Losen Sie (13.8)) mit f(¢,2) = e und ¢ = = 0.
Losung zu Zusatzaufgabe 13.3:

(a) Wir betrachten zunéchst das AWP fiir die gewohnliche Differentialgleichung
u"(t) + A%u(t) = f(1),  uw©0) = ¢, W(0) =9
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wobei wir A, ¢, 1 als Konstanten auffassen. Dann kennen wir die Losung als
t
u(t) = cos(tA)p + A lsin(tAyp + A1 / sin((t — s)A) f(s)ds (13.11)
0

cos(tA)  A7lsin(tA)
—Asin(tA)  cos(tA)
wihlen kénnen und somit X (¢t — s)b(s) mit b(s) = (0 f(s))” zeilenweise zu integrieren ist.
Haben wir nun die Vorgaben f = 0 und ¢ = 0, so ergibt sich offenbar

u(t) = A 'sin(tA)y

als Losung. Fiihren wir abkiirzend den linearen Operator S(t) durch S(t)y := A7 sin(tA)v ein,
so schreibt sich die allgemeine Losung ((13.11)) als

Beachte, dass wir X(s) = <

) als ausgezeichnetes Fundamentalsystem

u(t) = S'(t)p + Sty + /OtS(t—s)f(s)ds. (13.12)

Somit wird durch die Wirkung S(t)v alles bekannt, was wir fiir die allgemeine Losung benotigen.
Betrachten wir nun wiederum unsere PDE ([13.8]), so ergibt sich hier

1 x+ct

Sty = Y(y)dy ,

20 r—ct

wie wir aus dem homogenen Fall bereits wissen. In Analogie schlieen wir aus (13.12) nun auf
die Formel ([13.9) unter Beriicksichtigung von

9 9 1 [rtet cp(x + ct) — (—c)p(z — ct) p(x + ct) + p(z — ct)
aS(t)go = oo )., p(y)dy = 9% = 9 '
Bemerkung:

Das Wesentliche der Operatormethode ,, Wenn wir die homogene Gleichung l6sen kénnen, dann
kénnen wir auch die inhomogene Gleichung l6sen.* wird als Duhamelsches Prinzip bezeichnet.

(b) Nach Aufgabenteil (a) erhalten wir als Losung

T+ ct) + T —ct 1 z4ct z+c(t—s)
u(t,z) = al )2¢( >+% Wy dy+—// f(s,y)dyds

T—ct ct s

t
1 z+c(t—s) 1 t 27 z+c(t—s)

= 0+ 0+ =— / sydy | ds = — [sy—] ds
2c / o—c(t—s) 2¢ Jg 2 z—c(t—s)

L '] (x+e(t—29)% (z—c(t—s))? 2zc [* N
2, [s 5 s 5 5=+ (st — s%)ds
st 317 t3
= r| == =x—.
|: 2 3 :|s:0 6

Probe: u(0,2) = 0, u(t,2) = 2, 4,(0,2) = 0, uy(t,z) — Pty (t, 2) = to — -0 = tx = f(t, ).

(c) Analog zu (b) erhalten wir

x+c(t—s) Qa t
u(t,z) = // e%dyds = — | sinh(ac(t — s))ds

ac J,
ax

= [cosh(ac(t - 5))]t = (cosh(act) — 1) .

(l262 0 a’c?
Probe: Es gelten einerseits u(0,z) = 0, w(t,z) = sinh(act)<-, u;(0,2) =0 und andererseits
ax

Uy — Cllyy = cosh(act)—c2e—2(cosh(act) 1) = e = f(t,x) .
¢
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