Funktionalanalysis Sommersemester 2017, Universitit Rostock

Serie 1 Abgabetermin: spéitestens 13.04.2017, 13:30 Uhr
ProOF. DRr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. IHSBERNER
Aufgabe 1.1:

Bezeichne RY := {(a,)nen | @, € R} die Menge aller (nicht notwendigerweise konvergenten)

reellen Zahlenfolgen. Zeigen Sie, dass fiir beliebige (a,)nen, (bn)nen die Zahl

o0

d((an)nENa (bn)nEN) = Z 2_n% (1.1)

n=1

endlich ist und auf diese Weise eine Metrik d auf RN definiert wird.

Aufgabe 1.2:
Auf C*([a,b],R), dem Raum der beliebig oft differenzierbaren Funktionen, betrachten wir die
Metrik
- 1 pu<x B y) :
d = —_—— t y = @) . 1.2
w0 = gty mt ae) = el 02
Zeigen Sie:

(a) xx — z beziiglich d <= x,(:) — ) gleichmaBig fiir alle v € N.

(b) (COO([a, b],R),d) ist vollstindig.

(c) Es existiert keine Norm auf C*°([a, b],R), welche d induziert.

Aufgabe 1.3: Auf C[0, 1] betrachten wir die Norm

ol = guax It (t)|. (13)

(a) Zeigen Sie, dass ||.|| wirklich eine Norm ist.

(b) Ist C[0, 1] mit dieser Norm vollsténdig?

Aufgabe 1.4:

1
2

b
Zeigen Sie, dass C'([a,b], R) mit ||f|| = ||f|l2 = (/ (f(x))%ix) nicht vollstandig ist.
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Aufgabe 2.1:

Sei (X, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie fiir alle z,2’,y,y" € X die Vierecksungleichung
|d(2,y) —d(«, )| < d(z,2") +d(y,y) .

Aufgabe 2.2:
(a) Die Menge
Co(R) = {f: R — R: f ist stetig und hI:El flz) = O} .
T—rT00

ist ein Vektorraum.

(b) Durch || f|c = max |f(t)| ist eine Norm auf Cy(R) gegeben.
€

Aufgabe 2.3:

Fiir eine Funktion x: [a,b] — K ist die totale Variation durch

n

V(z) == supsup » |a(t,) — z(t,_1)| (2.1)

neN Z(n) ;2

definiert, wobei Z(n) alle Zerlegungen a =ty < t; < ... < t, = b durchléuft.

(a) Geben Sie jeweils ein Beispiel einer stetigen Funktion mit beschrankter und einer stetigen
Funktion mit unbeschrénkter (totaler) Variation an.

(b) Zeigen Sie: Der Vektorraum der Funktionen auf [a,b] mit beschrinkter Variation
BV ([a,b],K) := {x: la,b] = K | x von beschrinkter Variation, d.h., V(x) < oo} (2.2)

wird mit der Norm
[zl = lz(a)] + V(z) (2.3)
zum Banachraum (BV ([a, b], K), ||.||sv)-
(c) Zeigen Sie: BV ([a,b],R) ist mit der von B([a,b], R) induzierten Norm nicht vollsténdig.

Aufgabe 2.4: (Aquivalenz von Normen)

(a) Sei X ein linearer Raum. Zeigen Sie, dass der Begriff der Aquivalenz zweier Normen, tatséchlich
eine Aquivalenzrelation auf der Menge aller Normen auf E definiert.

(b) Sei X der lineare Raum der Folgen, bei denen nur endlich viele Glieder ungleich 0 sind. Dann
sind durch

Izl = > lwal  wnd o]l = sup |z,
n>0

n>0

zwei Normen auf X definiert. Zeigen Sie, dass diese nicht dquivalent sind.
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Aufgabe 3.1:

(a) Konstruieren Sie zwei Endomorphismen auf ¢!, wobei der erste injektiv, aber nicht surjektiv sei
und der andere surjektiv, aber nicht injektiv sei.

(b) Sei (x1)ren eine konvergente Folge aus (£2,]].]]2).
(i) Konvergiert sie auch in (£, ||.||c)? (ii) Konvergiert sie auch in (¢, ]].||;)?

(c) Geben Sie eine beschrinkte Folge aus /P, 1 < p < oo an, aus welcher man keine Cauchy-Teilfolge
auswéhlen kann.

Aufgabe 3.2:

Zeigen Sie, dass auf jedem unendlich-dimensionalen Raum (X, ||.|[x) eine unstetige lineare Ab-
bildung A: X — R existiert.

Aufgabe 3.3:

(a) Gegeben seien die normierten Raume (X, ||.||x) = (II(R), ||.|[nwy) und (Y, ||.||y) = (R,].|), wobei
II(R) den linearen Raum aller reellwertigen Polynome bezeichne und die Norm ||.||rg) fiir ein

p=p(t) = > apt* durch ||p||lnwr) := Y |ak| definiert sei. Desweiteren seien die Abbildungen
k=0

(i) Az p r—>/0 p(t)dt (i) Az: p— p'(0) (ili) As:p+— /0 p(s)ds

gegeben. Uberpriifen Sie, ob A; € L(X,Y), Ay € L(X,Y) und A; € L(X, X) gilt.
Falls ja, bestimmen Sie jeweils die Operatornorm.
(b) Zeigen Sie, dass durch

LS|
_11+.T2

(i) A: f— f(z)dz und (i) B: f»—>/_11 ﬁf(x)dx

stetige lineare Abbildungen von (C([—l, 1, R), ||HOO> nach (R, |.|) gegeben sind.

Bestimmen Sie aufierdem die Operatornormen ||Al| und || B]|.

Aufgabe 3.4:
Auf ¢! definieren wir fiir jedes n einen stetigen Endomorphismus A, durch

An(£1752> .. ) = (617527 e 757170’07 s )

Zeigen Sie, dass fiir alle x € ¢* zwar A,z — x gilt, aber (A,) nicht in der Operatornorm gegen
Idy: konvergiert.
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Aufgabe 4.1:

Sei g: [0,1] — R stetig und A, : (L?(]o, 1), [1-llz2q0.p ) = (L?(]o 1)), ||.|!quo,1[)) definiert durch
Agf(z) = f(z)g(x). Zeigen Sie: [[Ag| = [lglls = max |g(z)].

z€[0,1]

Aufgabe 4.2:
Der Operator A: D C £°° — (> sei auf

D = {x € (> | Z @ konvergiert } durch (Z %, ,)
k=1

k=1

definiert. Zeigen Sie:

(a) A: (% — (7 ist stetig beziiglich [|.||z. (Warum ist A auf ¢? definiert?)
(b) A ist unstetig beziiglich ||.||s-

Aufgabe 4.3: (Ein Distanzierungsproblem)

(a) Sei F' ein echter Unterraum des normierten Raumes (E, ||.||g) und § > 0 beliebig. Gibt es ein
y € E,sodass ||z —y||g > ¢ fir alle x € F ist ?

Zeigen Sie, dass die Frage fiir abgeschlossenes F' zu bejahen ist.

(b) Geben Sie einen Unterraum von 2 an, fiir den es nicht gilt.

Aufgabe 4.4: (Gegenbeispiel Riesz fiir n = 1)

Sei £ :={x € C([0,1,K) : 2(0) =0} und I: £ —- K, z — / t)dt. Dann ist I eine lineare
Abbildung. Weiterhin sei F' := ker(I) der Kern von 1. Zeigen Sie:

(i) I ist stetig. (ii) ||1]| = 1. (iii) F ist abgeschlossener Teilraum von FE.
(iv) Vo € E mit ||z|| =1 ist [Tz] < 1. (v) Vo € E: |Iz| = dist(x, F).

(vi) Es kann kein 2y € F mit ||| = 1 existieren, so dass ||z — z1|| > 1 fiir alle z € F gilt.
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Aufgabe 5.1:

Seienn € N, —co<a<zy <z <...<z, <b<ooundl € C(a,b],R), k=0,...,n. Der
Lagrange-Interpolationsoperator L: C([a,b],R) — C([a,b],R) sei definiert durch

(L) (@) = ) flan)l(@).
k=0
Bestimmen Sie die Operatornorm von L (jeweils beziiglich der Supremumsnorm).

Aufgabe 5.2:
Seien My, My und M Teilmengen eines Innenproduktraumes E. Zeigen Sie

(a) My Cc My = M+ cC Mt
(b) M c (M+)*
(c) M+ = ((M+)4)*+ Tipp: Mt :={ye E: |Vx e M: {x,y) =0}

Aufgabe 5.3:

Auf dem R3 sei durch (z|y) := 2T Ay mit

110 100
(a)A = [1 41 b)A = [0 31
01 3 01 3

ein Innenprodukt (.|.) definiert (ohne Beweis).

Konstruieren Sie fiir eine der beiden Matrizen aus (a) und (b) mit Hilfe des Gram-Schmidt-
Verfahrens aus der kanonischen Basis ey, €2, €3 eine Orthonormalbasis beziiglich (.|.).

Aufgabe 5.4:

(a) Zeigen Sie: In jedem Innenproduktraum (F, (.,.)) gilt die Parallelogrammgleichung
Vo,y € B flz+yl* + lla =yl = 2(«]*+lyl*) - (5.1)

(b) Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum und z,y, z € E beliebig.
Zeigen Sie den Satz des Apollonius:

1
lz=2l” +llz = l* = Slle—yll*+2

x+y”2
Z— .
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Aufgabe 6.1:

Ist der Operator A: P — P, Z ajxj — Zjaj linear und stetig beziiglich der Norm
j=0 §=0

Ipll := sup_[p(z)] ? (6.1)
<z<1

Dabei bezeichne P den Raum der Polynome.

Aufgabe 6.2: Zeigen Sie, dass die folgenden Mengen konvex sind.
(a) Seien a < 3, a < b reelle Zahlen und C :={z € Cla,b] | a < z(t) < [ Vt € [a,b]}.
(b) Seien a < b reelle Zahlen, n € N und

Pt (la,b]) = {x: [a,b] = R ’ 0<az(t) = iaktk mit o € R fiir k = 0,...,n} . (6.2)

k=0

Aufgabe 6.3:
(a) Zeigen Sie: In jedem Innenproduktraum gilt rly <= VaeK: |z+ay|| = ||z —ay|.

(b) Fiir welche p € [1, 00] ist es moglich, (¢, ].]|,) als Hilbertraum aufzufassen?

Aufgabe 6.4:
(a) Fir 1 <n <m € N seien n(k), £§k), L EPER 1<k <m, gegeben. Zeigen Sie: Es existieren
ai,...,a, € R, so dass
m n 2
f(a‘b s 7an) = Z (U(k) - allgl(/k)>
k=1 v=1
minimal wird. Falls die &, = (x,(,l), e f,m)), ¢t = 1,...,n, linear unabhéngig sind, sind die a,

sogar eindeutig bestimmt.

(b) Sei (£, (.,.)) ein Innenproduktraum. Zeigen Sie: Ist P: E' — E ein symmetrischer Projektor, so
ist P eine orthogonale Projektion.
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Aufgabe 7.1:

Sei P ([a, b]) die Menge der Polynome vom Grad hochstens n, die auf [a, b] nicht negativ sind.
Zeigen Sie: Zu jedem z € C([a, b],R) existiert genau ein py € P ([a, b]), so dass

b b
e Bt [ o)~ moPdt < [ la(t) - ple)de

Aufgabe 7.2:
Sei A:={zx € L*([0,1],R): z(s) € [0,1] f.ii.}. Zeigen Sie:

(i) A ist abgeschlossen in (L*([0,1],R), ||.]2).

(ii) Es gibt eine eindeutige Projektion P: L?([0,1],R) — A, die jedem Element seine Bestap-
proximation zuordnet, ndmlich

1 x(s) >1
(Pz)(s) =qx(s) 0<uz(s)<1
0 x(s) <0

Aufgabe 7.3:

(a) Zeigen Sie: Sei (X, d) ein metrischer Raum, o > 0 sowie Y C X eine iiberabzéhlbare Teilmenge
mit der Eigenschaft Vy,z € Y: (y # 2 = d(y, z) > «). Dann ist (X, d) nicht separabel.

(b) Sei (£, ]|.||) ein normierter Raum. Zeigen Sie:

(E,]|.||) separabel = E besitzt abzéhlbare Teilmenge D mit span(D) = E .

Aufgabe 7.4: Untersuchen Sie die folgenden Rdume auf Separabilitét

(a) (27, [-llp) fir p € [1, 00] (b) (€2 ]]-[lo0) (©) (e 1-lle) (d) (co, [[-ll0)
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Aufgabe 8.1:

Finden Sie einfache Beispiele, die zeigen, dass
(a) die Abz#hlbarkeitsvoraussetzung, bzw. (b) die Vollstandigkeit des metrischen Raumes

im Baireschen Kategoriensatz notwendig ist.

Aufgabe 8.2: Zeigen Sie Korollar 6.5:

Ist (E,||.]|) ein unendlich-dimensionaler Banachraum iiber K, dann ist jede (Hamel-)Basis von
E iiberabzilbar.

Aufgabe 8.3:

Sei D C C := C([a,b],R) die Menge aller stetigen Funktionen, die in mindestens einem Punkt

differenzierbar sind. Zeigen Sie, dass D von 1.Kategorie (d.h., D C U D,,, fiir geeignete abge-
neN
schlossene Mengen D,, mit leerem Inneren) und C'\ D dicht in C' ist.

Tipp: Betrachten Sie fiir ¢y € [a,b] und n € N die Mengen

Dyn = {f€C|If(t) = flto)] < nlt—to|,t €[a,b]} und  Dy=|JDy. (81
Bemerkung: D ist auch dicht in C, aber C'\ D ist méchtiger als D.

Aufgabe 8.4:

Zeigen Sie: Es gibt keine reellwertige Funktion auf dem Intervall [0, 1], die in jedem rationalen
Punkt stetig und in jedem irrationalen Punkt unstetig ist.

Tipp: Zeigen und verwenden Sie, dass eine Darstellung
0,1]N(R\Q) = U F, (82)

mit abgeschlossenen Mengen F;, unmoglich ist.
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Aufgabe 9.1:

Sei (X,dx) ein vollstdndiger metrischer Raum und f,,: (X,dx) — (R,dr) eine Folge stetiger
Funktionen, die punktweise gegen f: (X,dx) — (R, dr) konvergiert, d.h. f,(x) — f(x) fiir alle
reX.

(a) Welche Aussage erhilt man aus dem Satz von Osgood?

(b) Zeigen Sie ferner: Zu jedem e > 0 existieren eine nichtleere offene Menge V' C X und ein
N = N(¢) € N, so dass

VeeV Yn>N |fu(z)— f(x)] < e (9.1)

Tipp: Satz von Baire.

Aufgabe 9.2:

Seien (V||.|[v) und (W, ||.||w) Banach-Réume und B: V x W — R ein bilineares Funktional,
welches in jeder Variablen stetig sei. Es gelte also

(i) fiir jedes € € V ist B(&,-): W — R linear und stetig,

(ii) fur jedes n € W ist B(-,n): V — R linear und stetig.

Zeigen Sie die Stetigkeit von B. Tipp: Satz 6.10 oder Satz 6.13 (1) = (2.a).

Aufgabe 9.3:

Es sei (F, ||.||g) ein Banachraum iiber R und (x7,),, eine fest vorgegebene Folge aus E'.

Zeigen Sie die Aquivalenz der folgenden Aussagen:

(a) Fir jede Folge (x,)nen aus E mit ||z,||g — 0 ist Z z! (z,) konvergent;
00 n=1
(b) Die Reihe Z x!, konvergiert absolut.

n=1

Tipp: Prinzip der gleichméfiigen Beschréanktheit fiir die Richtung ,,(a) = (b)“ .

Aufgabe 9.4: Geben Sie je ein Beispiel einer Folge (x,),en aus £2 an, die
(a) komponentenweise, aber nicht schwach konvergiert;

(b) schwach, aber nicht stark konvergiert.
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Aufgabe 10.1: Sei (RY d) der metrische Raum aus Aufgabe 1.1.

(a) Zeigen Sie, dass ¥ =5 z genau dann, wenn Vn € N: &9 2% ¢, wobei z0) = ( 79)) und
x = (&,) sind.

(b) Beweisen Sie, dass (RY, d) vollstiindig ist.

Aufgabe 10.2:

Finden Sie ein Beispiel eines (notwendigerweise unvollsténdigen) normierten Raumes (X, ||.|/x)
und einer Reihe, fiir die einerseits

o0

> aallx < oo

n=1

und andererseits
[oe)
>t
n=1

nicht in (X, ||.||x) konvergiert.

Aufgabe 10.3:

(a) Sei X ein unendlich-dimensionaler linearer Raum. Zeigen Sie, dass es zwei Normen gibt, die
nicht dquivalent sind.

(b) Sei A: (X, ].||lx) = (Y, |.|ly) ein linearer Operator. Zeigen Sie, dass A genau dann beschréinkt
ist, wenn er beschriankte Mengen auf beschriankte Mengen abbildet.

(c) Sei A: (X,].|lx) = (Y, ]|.]ly) ein beschrénkter linearer surjektiver Operator und es gelte
dB>0:Vre X: |z|[|x < B|Azx|y .

Zeigen Sie: Dann existiert die Inverse A~!: (Y, ||.[ly) — (X, ||.||x) und ist beschrinkt.

Aufgabe 10.4:

Zeigen Sie, dass der Dualraum von cq isomorph zu ¢! ist.
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Aufgabe 11.1:

Innerhalb des Folgenraumes ¢? betrachten wir den Teilraum P := {x € ¢? | z ist finit}. Dabei
heifit eine Folge = := (x(n))neNo finit, wenn es ein k, € N gibt, so dass Vn > k,: z(n) = 0 gilt.

Zeigen Sie:
(a) Durch Ay(x) := Z x(n)t", erhélt man fiir festes ¢ € R ein lineares Funktional auf P.
n=0

(b) Fiir welche ¢t € R ist A; stetig?
(c) Fiir welche ¢t € R kann A; zu einer stetigen Linearform auf ¢* fortgesetzt werden?

(d) Fiir welche ¢t € R ldsst sich A; in der Form Ay(z) = (z,&) fiir ein geeignetes & € (2
darstellen?

Aufgabe 11.2:

Es sei

E — {feLl[O,l]‘ /Olfd/\zo}.

Offensichtlich ist E ein linearer Unterraum von L*[0, 1]. Durch

F(f) = /O;fdA

ist ein stetiges lineares Funktional auf £ gegeben.
Bestimmen Sie eine Fortsetzung G € L'[0, 1] mit ||F|| = ||G||! Ist diese eindeutig?

Aufgabe 11.3:

Sei X := {x € (' | Vk € N: x(2k — 1) = 0}. Lisst sich jedes stetige lineare Funktional auf X
eindeutig und normerhaltend zu einem stetigen linearen Funktional auf ¢! fortsetzen? Berechnen
Sie gegebenenfalls alle derartigen Fortsetzungen!

Aufgabe 11.4:
Sei

1 1
G = {fELQ[O,l] ‘ / xf(x)dm:O} und L € G’ durch L(f) ::/ 22 f(x) dx
0 0

definiert. Berechnen Sie eine stetige und lineare Fortsetzung gleicher Norm von L auf L?[0, 1].
Ist diese eindeutig?

Tipp: Verwenden Sie ZA 11.2 (b).
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Aufgabe 12.1:

Zeigen Sie: Seien F, F normierte Raume. Alle stetigen Operatoren von E nach F' mit endlich-
dimensionalem Bild sind offen. Insbesondere sind also alle linearen Funktionale auf £ offen.

Aufgabe 12.2:

E| F seien normierte Rdume, D C FE ein linearer Unterraum und A: D — F' eine lineare
Abbildung. Zeigen Sie die folgenden Aussagen.

(
(

a) Wenn A stetig und D abgeschlossen ist, dann ist A abgeschlossen.

(c) Sei D nicht abgeschlossen, F = F und A = Idp. A ist stetig aber nicht abgeschlossen.

)
b) Wenn A stetig und abgeschlossen und F' vollstandig ist, dann ist D abgeschlossen.
)
(d) Wenn A abgeschlossen und injektiv ist, dann ist A~': A(D) — E ebenfalls abgeschlossen.

Hinweis: Dabei heifit hier eine Abbildung abgeschlossen, wenn ihr Graph abgeschlossen ist.

Aufgabe 12.3:

Seien E, F' Banachrdume, D ein linearer Unterraum von F und A: D — F eine abgeschlossene,
bijektive, lineare Abbildung. Zeigen Sie, dass A~! stetig ist.

Aufgabe 12.4:

E,, Ey, F seien Banachrdume und fiir k& € {1,2} sei Ay: E;, — F stetig und linear. Ferner
existiere zu jedem x € F; genau ein y € Fy mit Ajx = Asy. Zeigen Sie, dass die durch Az :=y
definierte Abbildung A: F; — FE, linear und stetig ist.



