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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 1

Definition 1.1: Gruppen/Korper/Vektorrdume (lineare Riume)

(a) Ein Tupel (M, *) mit einer nichtleeren Menge M, auf der eine Abbildung * : M x M — M,
(m,n) — m % n, definiert ist, heifit Gruppe, falls die folgenden Axiome erfiillt sind:

(i) Ve, bme M : kx(Ilxm)=(kxl)*xm (Assoziativitét)
(il) Imo VYm e M : mxmy=m=mg*xm (Existenz eines neutralen Elementes)
(iii) Yme M Ine M : m*xn=mg=n*m (Existenz von Inversen)

Wir sprechen von einer kommutativen oder abelschen Gruppe, falls zusétzlich gilt:
(iv) Vk,le M : kxl=I1xk (Kommutativitét)

(b) Ein Korper ist ein Tripel (K, +,-) bestehend aus einer nichtleeren Menge K, auf der zwei
assoziative Verkniipfungen + : K x K — K, (ki,k2) — ki + ko und - : K x K — K|
(k1,k2) — k1 - ko so definiert sind, dass

(1) (K,+) eine abelsche Gruppe mit neutralem Element e, ist,
(2) (K\ e4,-) eine abelsche Gruppe ist und zusétzlich
(3) Va,b,ce K:a-(b+c¢)=(a-b)+ (a-c) erfiillt wird. (Distributivitét)

Falls klar ist, welche Operationen gemeint sind, schreiben wir einfach K. Der Einfachheit halber
sei im Folgenden K = R oder K = C mit den iiblichen Operationen.

(c) Sei K = R oder K = C. Eine Menge X zusammen mit einer Verkniipfung +: X x X — X
genannt die Addition auf X, und einer (duBeren) Operation -: K x X — X, genannt skalare
Multiplikation, heifit ein K-Vektorraum oder ein linearer Raum iiber K, falls gilt:

(i) (X,+) ist eine abelsche Gruppe und
(i) fiir alle A\, p € K und z,y € X gilt

lx-z=z, A+p)-z=Xx+p-xz A(x+y)=A-xz+Xvy, Au)-z=A(u-z).
Definition 1.2: topologische, Hausdorffsche, metrische, normierte und Euklidische Rdume
(a) Sei M # (). Ein System von Teilmengen 7 C P (M) heifit Topologie auf M, falls:
e )eTund MeT

e Beliebige Vereinigungen sowie endliche Durchschnitte von Elementen aus 7T liegen in 7.
Das Paar (M, T) nennt man einen topologischen Raum und die Elemente von T offen.

(b) Ein topologischer Raum (M, T') heit Hausdorff-Raum, wenn er das Hausdorffsche Tren-
nungsaxiom erfiillt, d.h., wenn zu je zwei (verschiedenen) Punkten x,y € M offene Mengen
(sogenannte offene Umgebungen) U,V € T mit x € U, y € V und U NV = () existieren.

(c) Sei M # () beliebig. Eine Abbildung d: M x M — R heifit Metrik auf M, falls gilt

(i) Ve,ye M:d(z,y) =0 < x=y (Definitheit),
(ii) Ve,y € M: d(z,y) = d(y, ) (Symmetrie),
(iii) Vo, y,z € M: d(x,z) < d(x,y) + d(y, 2) (Dreiecksungleichung).
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Ist d eine Metrik auf M, so heifit das Paar (M, d) metrischer Raum. Fiir je zwei Elemente
x,y € M heifit die Zahl d(x,y) der Abstand oder die Distanz von x und y.

(d) Sei X ein K-Vektorraum. Eine Abbildung ||.|[: X — [0, co[ heifit eine Norm auf X, wenn fiir
alle z,9 € X und X € K folgende drei Eigenschaften[l] erfiillt sind:

@ llz=0 <<= =0 (Definitheit),
(i) Azl = [Alll]] (Homogenitét),
(iii) [z +yl < [zl + |yl (Dreiecksungleichung).
Ein Vektorraum X, versehen mit einer Norm ||.||, heit ein normierter Raum (X, ||.||).

(e) Auf einem reellen Vektorraum X heifit (-,-): X x X — R Skalarprodukt, falls fiir alle z,y, z €
X und fiir alle A\, p € R gilt:

1) (z,y) = (y,2) (Symmetrie)
(i) Az +py,z) = Mz, z) + u(y, 2) (Bilinearitét)
(iii) (x,z) >0und (z,2) =0 <= =0 (Positiv-Definitheit)

Ist (-,-) ein Skalarprodukt auf X, nennen wir (X, (-,-)) einen Euklidischen R-Vektorraum.
Definition 1.3: Offene Kugeln in metrischen Riumen

(a) In einem metrischen Raum (M, d) nennen wir eine Menge U C M genau dann offen, wenn zu
jedem z € U ein € > 0 existiert, so dass die offene Kugel B.(x) um x von Radius ¢ beziiglich
der Metrik d vollstandig in U enthalten ist; mit anderen Worten, wenn

VeeU Je>0: B.(x) CU, wobel B.(z):={ye M |d(z,y) < e}

(b) Unter der Einheitskugel cines normierten Raumes (X, ||.||) versteht man die beziiglich der
durch die Norm induzierten Metrik offene Kugel um den Ursprung von Radius 1, d.h. die Menge

BIN0) == {w e X [dyy(0,2) <1} = {we X |[|z] <1}.

Zusatzaufgabe 1.1: (Topologische Riume & Hausdorffsches Trennungsaxiom)
(a) Zeigen Sie, dass {0}, {u}, X} eine nicht-Hausdorffsche Topologie auf X := {u,v,w} definiert.
(b) Geben Sie alle Topologien von M = {a,b} an. Welche davon sind Hausdorffsch 7

(¢) Auf der Menge der natiirlichen Zahlen N betrachten wir das Mengensystem 7, welches neben ()
und N genau die Teilmengen U C N enthilt, deren Komplement N\ U endlich ist. Zeigen Sie:

(i) (N, T) ist ein topologischer Raum.
(ii) Das Hausdorffsche Trennungsaxiom gilt nicht in (N, 7).

Losung zu Zusatzaufgabe 1.1:

(a) Nachzupriifen ist, dass neben () und X auch jeder endliche Schnitt und jede beliebige Vereini-
gung von Elementen aus {0, {u}, X} wieder in {0, {u}, X} liegen. Dies ist offensichtlich der Fall,
da wegen () C {u} C X jeder Schnitt und jede Vereinigung genau einer dieser Mengen ergibt.
Jedoch besitzt beispielsweise der Punkt w nur die offene Umgebung X = {u,v,w} und da-
mit keine Umgebung, die nicht auch u oder w enthalten wiirde. Somit ist das Hausdorffsche
Trennungsaxiom nicht erfiillt.

(b) Ty = {0, M}, Ty = {0,{a}, M}, T35 = {0,{b}, M}, T, = {0,{a},{b}, M} = P(M) sind genau
alle Topologien auf M = {a, b}.

1Sind nur die Eigenschaften (ii) und (iii) erfiillt, reden wir von einer Halbnorm.
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(¢) (i) Wegen ) € T und N € T ist nur zu zeigen, dass endliche Durchschnitte und beliebige
Vereinigungen von Elementen von 7 wieder in T liegen. Wegen 0 N U = () € T und
) UU =U e T fiir beliebiges U € T, geniigt es nur nichtleere Mengen zu betrachten:

e Seien nun U,V € T. Dann sind N\ U und N\ V' endliche Mengen, genauso wie ihre
Vereinigung (N\ U) U (N\ V) =N\ (UNV). Somit ist auch (UNV) e T.
e Sei nun A = |J U; eine beliebige Vereinigung von U; € 7. Dann gilt fiir ein beliebiges
i€l
U; # 0 offenbar U; C A C N und daher auch (N\ A) C (N\U;). Da nach Voraussetzung
U; € T und somit N\ U; endlich ist, muss auch N\ A endlich sein, also gilt A € T.

(ii) Seien m,n € Nund U,V € T derart, dass m € U und n € V. Dann gilt insbesondere U # ()

und V' # (). Angenommen, es gelte U NV = (). Wegen U,V C N folgte dann V' C (N'\ U).

Da jedoch N\ U nach Voraussetzung endlich ist, miisste dann auch V' endlich sein. Wegen

V € T ist aber auch N\ V endlich, also folgte VU (N\ V) = N endlich, Widerspruch. Somit

kann nicht U NV = ) gegolten haben, weswegen das Hausdorffsche Trennungsaxiom nicht
erfiillt ist.
Zusatzaufgabe 1.2:

(a) Zeigen Sie, dass die Nichtnegativitiat einer Norm bzw. einer Metrik nicht explizit gefordert werden
muss, sondern sich aus den iibrigen Eigenschaften einer Norm bzw. Metrik ergibt.

(b) Geben Sie alle Normen auf R an und beweisen Sie, dass Sie wirklich alle gefunden haben.
(c) Geben Sie jeweils einen Vektorraum von endlicher (n > 2) und unendlicher Dimension an.

(d) Kennen Sie auf diesen Raumen bereits Normen ?

Losung zu Zusatzaufgabe 1.2:
(a) o VeeX:0=0[0] =0l =z -zl <[zl +[| = = = 2]zl = [zl =0
o Vx,yce M :0=d(z,z) <d(z,y) +d(y,z) =2d(z,y) = d(z,y)>0

(b) Jede Norm auf R besitzt die Gestalt ||z|| = c¢|z| mit einer Konstanten ¢ > 0 (genauer ¢ = ||1]]),
was unmittelbar aus der Gleichung ||z|| = |z|||1]| folgt.

(c) e Fiir K = R wird X = R" mit der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation
(d.h., fur zwei Vektoren z = (z1,...,2,) und y = (y1,...,y,) in X sowie A € R seien
r+y:=(r1+y, ., Tn+yn) und X - x := (Axq,...,Ax;,)) zum reellen Vektorraum.

e Ebenso ist C([a,b],R) := {f: [a,b] — R | f stetig } ein Vektorraum iiber R.
(d) e Hiufig verwendete Normen auf dem R-Vektorraum R™ sind zum Beispiel

zll2 := /> |zil> (2-Norm mit dem Euklidischen Skalarprodukt (z,y) := > @),
i=1

=1

n
l|z|l1 == >_ |=i] (1-Norm), ||| 0o == max |z;| (Maximumsnorm),
i=1 =

..... n

wobei die 1-Norm und die 2-Norm Spezialfille der fiir reellwertiges p € [1, 00| gegebenen

p-Norm
]l = g/; [

sind. Die Dreiecksungleichung bezeichnet man in diesem Fall als Minkowski-Ungleichung
[+ yllp < [l + [yl -
Beweisen kann man sie fiir p €]1, oo (vgl. Forster I, §16) mittels der Hélder-Ungleichung

p q
Stounl < el = (S laut)” (Slrr)" (wobei 1+ =1),
k=1 k=1 k=1

die zudem fiir p = 2 die Cauchy-Schwarz-Ungleichung [(z,y)| < ||z]|2 - ||y||2 liefert.

3



e Auf dem Vektorraum C([a,b],R) := {f: [a,b] = R | f stetig } kennen wir die Normen

(i) [[fllee = m[a>§] |f(x)]  (existiert, da |f]| stetig, [a,b] abgeschlossen und beschrinkt)
z€la,

b
) 11 o, = / (f(2)) da (= /@2y mit (f, g)ogan) / (f9)(x)dz)

Bem.: Im Fall || f, — fll(.)ous, — 0 heiBt (fo)nen im quadratischen Mittel konver-
gent.
Zusatzaufgabe 1.3: (Hierarchie der Rdume)

(a)
(b)
(c)
(d)

Warum ist jeder mit einem Innenrodukt versehene Raum auch ein normierter Raum 7
Warum ist jeder normierte Raum auch ein metrischer Raum 7
Warum ist jeder metrische Raum ein topologischer Raum 7

Zeigen Sie, dass jeder metrische Raum (M, d) das Hausdorffsche Trennungsaxiom erfiillt.

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.3:

(a)

(b)

(c)

Ist (.,.): X x X — R ein Innenprodukt (Skalarprodukt), dann wird durch ||z, ) := /(z, z)
eine Norm ||.||,y: X — R induziert, also ist (X, ||.||,)) ein normierter Raum.
Bew: Definitheit und Homogenitét sind klar, und die Dreiecksungleichung folgt mittel CSU aus

Iz +ylI* = ll2l® + 2(z, 9) + lyl* < ll=l* + 2llllllyll + y1I* = (2l + ly])*

Ist (X, ||.||) ein normierter Raum, so wird durch d (x,y) := ||z —y|| eine Metrik d: XxX — R
induziert, also ist (X, d) ) ein metrischer Raum.

Sei (M, d) ein metrischer Raum. Die Menge T} aller offenen Teilmengen eines metrischen Raumes
(M, d) ist eine (die von der Metrik d induzierte) Topologie auf M, wonach (M, T}) ein topolo-
gischer Raum ist.

Bew:

(i) 0 und X sind offen (folgt direkt aus der Definition).

(ii) Sind U und V offen, so auch UNV:
Sei x € UNYV, dann gibt es aufgrund der Offenheit von U,V Radien ri,75 > 0 mit
B, (x) C U, B,,(x) C V. Also gilt mit r := min(ry,r9) auch B,(z) C U N V. Somit ist

U NV offen.

(i) Sind die Mengen U; (i € I) offen, so ist auch |J U; offen:
Sel x € U U;, dann gibt es ein ¢ € [ mit x Elebi, und da U; offen ist auch ein » > 0 mit
B, (z) CleUI,-. Wegen U; C U U; folgt dann aber auch B,(z) C U U;. Somit ist die Menge
U U; offen. “ <
il

Achtung: Nicht jede Topologie wird durch eine Metrik induziert.

Seien x # y aus M. Aufgrund der Definitheit gilt dann d(z,y) = 6 > 0. Betrachte nun fiir € := g
die offenen e-Kugeln

B.(x) = {ze M : d(z,z) <e}, B.(y) = {zeM : d(y,z) <e} .
Dann gilt B.(x) N B.(y) = 0. Wire namlich z € B.(z) N B.(y), so folgte nach Dreiecksunglei-

chung 0 = d(z,y) < d(z,z) + d(z,y) < % + % = %‘S, Widerspruch. Somit existieren zu je zwei
verschiedenen Punkten z,y € M disjunkte offene U,V C M mit z € U und y € V.
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Zusatzaufgabe 1.4:
(a) Wie sieht B{*((0,0)) in R? bzgl. der Metrik d.(z,y) := ||z — y||. fiir * € {1,2, 00} aus ?

(b) Seien (M,d;) und (M, ds) metrische Raume. Beweisen oder widerlegen Sie:
Mit d3 := dy + ds und dy := max(dy, ds) sind auch (M, ds) und (M, dy) metrische Raume.

(¢) Wird durch d(x,y) := arctan(|z — y|) eine Metrik auf R definiert wird ?
(d) Welche der Abbildungen d: X x X — R definieren eine Metrik auf X7
(i) d(z,y):=e*Y—1lauf X =R (i) d(z,y) :=sin(||z — y|2) auf X = R?

(iii) d(z,y) == |S(z) — S(y)| mit S(z) = \/% auf X =R

0 fir x =y,

) de) =4

Tty

Losung zu Zusatzaufgabe 1.4:
(a) (i) Raute {(z1,32) € R?||a1| + |22 < 1};
(ii) Einheitskreis {(z1,22) € R?| 23 + 23 < 1}.
(iii) Quadrat | —1,1[ x | —=1,1[ = {(z1,22) € R*| =1 <z <1, -1 <y <1};

(b) Die Rdume (M, d3) und (M, dy) sind metrische Rdume, denn d3 und dy erfiillen die Eigenschaften
einer Metrik:

e Die Definitheit ist jeweils erfiillt:

Ve,ye M : ds(z,y) =0 di(z,y) +da(z,y) =0

di(z,y) = 0N dy(x,y) =0 = z=1.

V%y € M d4(x,y) =0 maX(dl(xay)7d2(xay)) =0

di(z,y) =0Ads(z,y) =0 — x=1.

111

e Die Symmetrie ist jeweils erfiillt

VSE,yEM : dg(l‘,y) = dl(xvy)+d2($ay) = dl(yax)+d2(y7$) = d3(y7$) :

‘v’x,y e M : d4(l’,y) = max(dl(:v,y),dg(x,y)) - max(dl(y,x),dg(y,m)) = d4(y,$) :
e Die Dreiecksungleichung ist jeweils erfiillt
dg(l’,y) - dl(x7y> + dQ(xay) < dl('ra Z) + dl(z7y) + dg(l‘, Z) + d2(27y>
= di(w,2) +da(x,2) +di(2,y) + da(2,9)
= dg(ZE,Z) +d3(27y) .

dy(z,y) = max(di(v,y),ds(,y))

_ (z,y) falls d;
falls dy(x,y) > do(z,y)
falls di(z,y) < do(,y)

di(z,y)
da(, y)
dy(z,2) +di(z,y
da(z, 2)
{max(dl(a:, 2),do(x,y)) + max(di(z,y),da(z,y)) falls di(z,y) > do(x,y)
(

Z, ) Zd?(xuy)

) < ds(zx,y)

1 z,

e

z,

IA
w

~— — —~~

IN

o(x,2) + do(z,y

di(z,2),do(x,y)) + max(di(z,y),da(2,y)) falls di(x,y) < do(z,y)
max(dy(z, 2), ds(x,y)) + max(di(z,y), d2(z,y))
dy(z, 2) + da(z,y) .

max



(c) Wegen arctan(0) = 0 und arctan’(z) = ﬁ > 0 fiir alle x € R wissen wir, dass arctan auf R
positiv und streng monoton wachsend ist. Weiter ist arctan stetig und auf R sublinear, d.h.
fur alle a,b > 0 gilt arctan(a + b) < arctana + arctan b. Die Sublinearitét folgt dabei aus der
Abschéatzung

b b
1 1
t b) — arct = ———dr < dr = arctan(b
arctan(a + b) — arctan(a) /0(a+;1:)2+1 r < /0$2+1 x = arctan(b)

unter Ausnutzung der Monotonie des Integrals. Dies impliziert, dass arctan(|z —y|) eine Metrik
ist, denn:

e Vz,y e R : d(z,y) =0 <= arctan(jJz—y|)=0 <= |jz—y|=0 < z=y.
o Vz,y e R : d(z,y) = arctan(|z —y|) = arctan(ly —z|) = d(y,z)
o Vr,y,z€R :

d(z,y) = arctan(|z —y|) < arctan(|z —z| + |z —y|)

< arctan(|z — z|) + arctan(|z — y|) = d(z, z) +d(z,y) .

(d) (i) Es handelt sich nicht um eine Metrik, da im Allgemeinen e” # e~* und daher fiir z # y
somit d(z,y) = e* ¥ —1 = e~ W@ 1 £ % -1 = d(y,x), also die Symmetrie nicht
gegeben ist.

(ii) Hier liegt keine Metrik vor, da beispielsweise fiir Vektoren (3nm,0)T = x # y = (0,4nm)T
(n € N)

ton - (|25

gilt, was der Definitheit einer Metrik widerspréche.

(iii) Da die stetige Funktion S(z) wegen S'(x) = L > 0 streng monoton wachsend ist,

(1422)3
folgt sofort auch die Injektivitiat von S(z), was die Definitheit

) = sin (\/9n27r2+16n27r2> = sin(bnw) = 0
2

0 =dz,y) <=0 = 1[52)—95y)| <=0 = S)—95y) <= S() = Sy <= z=y
liefert. Die Symmetrie ist offensichtlich und die Dreiecksungleichung ergibt sich wegen

d(z,z) = [S(z) = S(2)| < [S(x) = SWI+[5@) = 5() = dlz,y) +dly,2) ,

so dass es sich hier tatsachlich um eine Metrik handelt.

(iv) Es handelt es sich um eine Metrik, denn sowohl die Definitheit als auch die Symmetrie sind
offenbar erfiillt. Fiir beliebige, paarweise verschiedene (sonst ist nichts zu zeigen) z,y,z € N
gilt dariiberhinaus

1 1 1
< 1+1 < 1+ +1+ = d(z,y) +d(y, 2) .

T+ z r+y y+z

Zusatzaufgabe 1.5:

0 u=w,
1 u#w.
(i) Zeigen Sie, dass dgsx eine Metrik auf M ist. Diese wird diskrete Metrik genannt.

(a) Sei M # () eine beliebige Menge und dgigc: M x M — R, (u,v) —

(ii) Wie sieht die von der diskreten Metrik erzeugte (sog. diskrete) Topologie Ty, aus 7

(iii) Fiir welche M stimmt die diskrete Topologie Ty, , mit der indiskreten Topologie {0, M}
iberein?



(b) Sei (M, T) ein topologischer Raum mit |[M| =n € N. Zeigen Sie:
Die Topologie ist genau dann von einer Metrik induziert, wenn 7 = P (M) gilt.

Losung zu Zusatzaufgabe 1.5:

(a) (i) Offenbar gilt dgisx(u,v) > 0 und dgi(u,v) = 0 <= u = v (Definitheit erfiillt). Aufgrund
der Symmetrie der Relationen = und # folgt auch die Symmetrie dgisx(u,v) = daisk (v, u).
Eine Fallunterscheidung liefert nun auch die Giiltigkeit der Dreiecksungleichung.

(ii) Es ist Ty, = P(M), denn einerseits ist 0 € Ty, (da eine Topologie sowohl () als auch
M als Elemente enthalten muss) und andererseits stimmen die als offene Mengen in Ty,
enthaltenen offenen e-Kugeln B.(u) := {v € M | dgisk(u,v) < e} fiir ¢ < 1 genau mit den
einelementigen Mengen {u} iiberein und jede beliebige nichtleere Teilmenge A von M lasst

sich darstellen als
A= [ J{u}.

ucA
(iii) Damit P(M) = {0, M} gelten kann, muss M genau ein Element besitzen.

(b) ,=* Sei nun 7 von einer Metrik erzeugt (enthalte als Elemente also genau die beziiglich einer
Metrik d : M x M — R offenen Mengen). Wir zeigen nun, dass jede beliebige Einpunktmenge
in 7 und somit — da beliebige Vereinigungen von Elementen von 7 wieder in 7 liegen miissen
(Eigenschaft einer Topologie) — auch jede beliebige Teilmenge von M in T liegt (also 7 = P(M)
gilt).

Sei nun m € M ein beliebiges Element. Dann folgt aus der Definitheit der Metrik, dass ein p > 0
mit p := min{d(m,m) | m € M\ {m}} existiert. Da demnach jedes von m verschiedene Element
mindestens den Abstand p > 0 von m besitzt, stimmt die offene Kugel

Bgmy:{xede@mo<§}

mit der Einpunktmenge {m} iiberein. Als offene Kugel ist {m} dann ein Element von 7, wie
behauptet.

,<=" Gelte nun 7 = P(M). In Aufgabenteil (a) haben wir bereits gesehen, dass 7 dann
beispielsweise genau alle beziiglich der diskreten Metrik offenen Mengen von M enthélt, dem-
nach also mit der von der diskreten Metrik erzeugten Topologie iibereinstimmt. (Dies gilt sogar
unabhéngig davon, ob die Menge M endlich viele Elemente besitzt, oder nicht).

Zusatzaufgabe 1.6:
(a) Zeigen Sie, dass || f]|« := max |f(z)| eine Norm auf C([a,b], R) ist.

z€la,b]

(b) Zeigen Sie: HfH(.,_)c([a’b]) ist eine Norm und es gilt Vf € C([a, b],R): HfH<.,.>c([a7b]) < Vb —a | f]leo -
(c) Begriinden Sie, warum die gleichméBige Konvergenz einer Funktionenfolge f, aus C([a,b],R)
die Konvergenz im quadratischen Mittel nach sich zieht.

(d) Finden Sie eine Folge ( f,,)nen, welche im quadratischen Mittel aber nicht gleichméfig konvergiert.

Loésung zu Zusatzaufgabe 1.6:

(a) Zunéchst einmal ist die Norm wohldefiniert, da jede stetige Funktion auf einem abgeschlossenen
beschrankten Intervall ihre globalen Extrema annimmt (Satz vom Minimum/Maximum) und
|.| o f stetig ist, falls f stetig ist.

e Da nach Definition des Maximums fiir alle = € [a,b] stets 0 < |f(z)| < max |f(x)] gilt,

T z€[a,b]
folgt die Definitheit wegen

Ifllo = 0 <= Vz €[a,b] : |f(z)]=0 < Vxela,b] : flx)=0 < f=0.



e Nach Eigenschaften des Maximum und des Betrages gilt fiir beliebige A € R und f €
C([a,b]) auch

[Afllo = max [Af(2)] = max [A[-|f(2)] = [A[- max \f( )= 1A flloo -
z€[a,b] z€[a,b]

e Nach Eigenschaften des Maximum und des Betrages gilt fiir beliebige f, g € C([a,b]) auch
If +9llec = max [f(z)+g(x)] < max ([f(z)]+]g(x)]) < max |f(z)] + max [g(z)],
z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b] z€[a,b]

also erfiillt ||.||s auch die Dreiecksungleichung || f + gllce < ||f oo + [|9]loo-

(b) Es geniigt zu zeigen, dass (f, g)c((a.s) / f(z)g(x)dz auf C([a,b]) ein Skalarprodukt ist, denn

dann folgt mit Korollar 1.6 bereits, dass || f||( yoqus = V/{fs f)c(ap) eine Norm sein muss. Da
sich die Symmetrie aus der Kommutativitat der Multlphkatlon in R und die Bilinearitéat aus der
Linearitat des Integrals ergibt, bleibt nur die Definitheit zu iiberpriifen, d.h., zu zeigen ist, dass

Vi e C(la,b]): (f, flcqamy =0 und  (f, floqn =0 €R < f=0¢€ C([a,b]) .

Ersteres ergibt sich aus 0 < (f())? und der Monotonie des Integrals. Ebenso siecht man, dass
(0,0)¢(lap)) = 0. Sei nun (f, f)c(ayy = 0 fir ein f € C([a,b]). Angenommen, f ist nicht die
Nullfunktion, dann existiert ein £ € [a,b] mit |f(£)| = n > 0. Aufgrund der Stetigkeit von f und
daher auch von | f| finden wir ein 0 > 0, so dass Vo € [ := [{ —0,{+6]N[a,b] : |f(x)| >¢e:= 1.
Wegen I = [«, 5] C [a,b] und da die Lange von I mindestens ¢ > 0 betréigt (beachte, dass £ auch
am Rand liegen kann), erhalten wir nun mit den Eigenschaften des Integrals den Widerspruch

b B B
0 = (f, e = / |f(x)]* dow > / |f(z)]? dv > / 2dr > (f—a)e® > 52 > 0.

Desweiteren ergibt sich aufgrund der Linearitdt und Monotonie des Integrals

b b
e = [ 0@Pe < [ (meglswn) ae = [ = 0-a- .

Aufgrund der Nichtnegativitit liefert Wurzelziehen nun die noch ausstehende Behauptung.

(c¢) Gleichmifige Konvergenz ist gleichbedeutend mit der Konvergenz beziiglich der Norm ||.||«.
Aufgrund der in (b) gezeigten Ungleichung impliziert dies aber auch die Konvergenz beziiglich
£y oy » Was aber genau der Konvergenz im quadratischen Mittel entspricht.

|z — 7|

(d) Betrachten wir die Funktionenfolge fx: [0,27] — R, fi(x) := ( ) , so konvergiert sie im

quadratischen Mittel gegen die Nullfunktion, denn es gilt

2T ) T T—1 2k 27_[_ T 2k+1
— der = 2 dr = —
/0|fk<x> 0 du /(W> v QkH(W)

0 beil<ax<27

" 2T koo
= — 0.
0 2k +1

also konvergiert f, punktweise gegen die auf der rechten Seite definierte Funktion f: [0, 2] — R.

1 beiz=0oder z =27

Jedoch konvergiert fj nicht gleichméflig gegen f, denn:

e Variante A: sup |fi(z) — f(x)] =1 wegen 1i£% fr(z) =1und f(z) =0 fir 0 < z < 27,
z€[0,27] i;ﬁo

e Variante B: f miisste als gleichméfBliger Grenzwert stetiger Funktionen stetig sein.
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 2

Konvergenz und Vollstandigkeit

(a)

(b)

In (pseudo-)metrischen Rdumen (M, d) bzw. in linearen Réumen, welche mit einer (Halb-)Norm
versehen werden, sind die Begriffe konvergente /Cauchy-Folge analog zum (R, |.|) definiert.

Bemerkung:
Zwei Metriken dy, dy auf M # () heilen dquivalent, wenn sie dieselbe Topologie induzieren.

Ein metrischer Raum (M, d) heifit vollstdndig, wenn jede Cauchy-Folge aus M in (M, d) konver-
giert. Ein vollstdndiger normierter Raum heiffit Banach-Raum. Ein vollstandiger Euklidischer
Raum heifit Hilbert-Raum.

Beispielrdume

Beispiel 2.2: Mit jeder Norm sind (R", [|.||) und (C", [|.|[) Banachrdume. Die Vollstdndigkeit ist
eine direkte Folge der Vollstéandigkeit von (R, |.|) bzw. (C, |.|) bzw. der Aquivalenz von Normen
auf endlich-dimensionalen Vektorrdumen.

Beispiel 2.3: Der Raum K := {z: N = R} = {z = (&)ren | & € R} aller Folgen in R ist ein
linearer Raum iiber R.

Beispiel 2.4: Der Folgenraum (7, ||.||,) ist ein Banach-Raum, wobei

o= {xeKN > lab < oo} wnd el = (Zw) e
k=1 k=1
Beispiel 2.5: Der Folgenraum (£, ||.||o) ist ein Banach-Raum, wobei p € [1, oo[ sowie
e o= {oe® | wplal <oof wd lel = suplsl . (22)
keN keN

Corollar 2.7:

(a) Fiir alle p € [1, 00[ ist 7 ein linearer Unterraum von £*.
(b) Der Folgenraum (7, ||.||«) ist unvollsténdig.

Beispiel 2.8: Der Folgenraum (¢, ||.||«) der konvergenten Folgen ist ein Banach-Raum, wobei ¢
ein linearer UR von £*° und

¢ = {xEKN‘HﬁeKzﬁkﬁf}. (2.3)

Beispiel 2.9: Der Folgenraum (co, ||.||«) der Nullfolgen ist ein Banach-Raum, wobei ¢ ein

linearer UR von ¢ und
co = {xeKN)erKzgk%O}. (2.4)

Beispiel 2.10: Der Funktionenraum (B(7), ||.||«) der beschrénkten Funktionen ist ein Banach-
Raum, wobei T' C M, (M, d) metrisch sowie

teT

B(T) == {f:T%K sup!f(t)\<00} md |[fl = suplfO . (25)

Beispiel 2.11: Sei (M, d) metrisch, " C M kompakt. Der Funktionenraum (C(T),||.||~)) der
stetigen Funktionen ist ein Banach-Raum, wobei C(T') ein linearer UR von B(T') und

C(T) = Cx(T) = {x: T —-K ‘ x stetig } . (2.6)



e Beispiel 2.12: Der Funktionenraum (C"(a, b], K), ||.||) der n-mal stetig differenzierbaren Funk-
tionen ist ein Banach-Raum, wobei

C"(la,b],K) = {x: la,b] — K ‘ x mind. n-mal stetig differenzierbar} (2.7)
ist und mit der Notation 29 (¢) = z(¢) und ™) (¢) = (z(’kl)(t))/ die Norm gegeben ist durch
lell = 31l = 3 max |+ 0)] (28)
v=0 v=0 ’

e Beispiel 2.13: Der Funktionenraum (BV ([a, b],K), ||.||sv) ist ein Banach-Raum, wobei

BV ([a,b],K) := {x: T —-K ‘ x von beschriankter Variation, d.h. V(x) < oo} (2.9)

mit ”
V(z) = SUES?I;Z|$(75V)_$@V—1)| und ||y = |z(a)] + V(). (2.10)

neN Z(n) ,—

Allgemeine [P-Riume

e Definition 2.14: Sei (€2, A, y1) ein Mafraum | (R, B) der betrachtete Messraum und p € [1, oc].
Auf der Menge der messbaren Funktionen f: {2 — R definieren wir

(a) im Fall 1 < p < oo die Zahl N,(f) durch

i) = ([rran)’ 21)
sowie LP := LP(Q, A, 1) durch .

LP = {f: Q—R ‘ f messbar und / |f|Pdu < oo} : (2.12)
Q
(b) im Fall p = oo die Zahl Ny (f) durch]
Noo(f) :=inf A; mit Ay = {Ne€0,00] | |f| <A ptfii} (2.13)
sowie L := L2(Q, A, u) durch
L= {f: Q—R ‘ f messbar und N (f) < oo} . (2.14)

e Corollar 2.16: Es ist £ ein linearer Raum iiber R, auf dem durch ||f|lz~ = N(f) eine
Halbnorm gegeben ist.

1 1

e Lemma 2.17: Sei 1 < p < oo und ¢ € R derart, dass — + — = 1 gilt. Dann gilt fiir beliebige
P q
messbare Funktionen f, g: {2 — R die H6lder-Ungleichung

Ni(feg) < NN, oder [ 1f-gldn < ( / |f|”du);-< / Iglqdu); 1)

e Satz 2.18: Sei 1 < p < oo. Dann gilt fiir beliebige messbare Funktionen f,g: 2 — R die
Minkowski-Ungleichung | N, (f +g) < N,(f) + N(g)|

e Bemerkung 2.19 (f): Mittels Ubergang zu den Aquivalenzklassen beziiglich der Aquivalenz-
relation f ~ g <= [ = g p-f.ii. jeweils zum linearen Raum

LP = L2 A ) = {1 f el (2.16)

der Aquivalenzklassen [f] von f € LP beziiglich der Aquivalenzrelation ~. Mit ||[f]|lze := ||.f||c»
fiir alle f € £P wird L” dann zu einem normierten Raum]

e Bemerkung 2.20: Mit (2, A, ) = (N, P(N), ) und dem ZahlmaB p gilt (L, ||.||») = (€2, ||.],)-

2d.h., Q eine nichtleere beliebige Menge, A C P(Q) eine o-Algebra und u ein Maf auf A
31 f] < A gilt p-fii, wenn AN = Ny € A: (u(N) =0 A (Vw € Q\ N: [f(w)] < V)
“Dabei verwenden wir insbesondere die Implikation f = g p-f.ii. = [|f|Pdu = [ |g[Pdp.
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Zusatzaufgabe 2.1:

(a) Sei (X,7T) ein topologischer Raum, welcher hausdorffsch ist. Zeigen Sie, dass jede konvergente
Folge aus X in (X, 7)) einen eindeutigen Grenzwert besitzt.

Bem.:

(i) Eine Teilmenge A C X heifit Umgebung von z in (X,7), wenn es ein B € T mit z € B
und B C A gibt. Gilt zusétzlich A € T, nennen wir A offene Umgebung von x in (X, 7).

(ii) Eine Folge (z,), € N konvergiert in einem topologischen Raum (X, 7)) gegen z € X, wenn
in jeder Umgebung von z alle bis auf endlich viele Folgenglieder liegen.

(b) X sei eine beliebige nichtleere Menge.

(i) Welche Folgen konvergieren in X bzgl. der indiskreten Topologie?
(ii) Welche Folgen konvergieren in X bzgl. der diskreten Topologie?

Geben Sie dabei auch an, gegen welche Elemente aus X die Folgen konvergieren.
(c) Gegeben seien die beiden Abbildungen

di: RxR =R, (z,y) — |z—1y und

dy: RxR =R, (z,y) = [p(x) —@(y)| mit WIR—”R’mHH‘ B
T

Zeigen Sie:

(i) Sowohl d; als auch dy sind Metriken auf R.
(ii) Die von dy induzierte Topologie stimmt mit der von d; induzierten Topologie iiberein?

(iii) (R,d;) ist vollstandig, wéhrend (R, dy) nicht vollsténdig ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 2.1:

(a) Angenommen, es gibe z # y mit z, — x und =, — y in (M, T). Da (M,T) Hausdorffsch
nach Voraussetzung ist, existieren U,V € T mit x € U, y € V und U NV = (). Aufgrund der
Konvergenz gibt es nun Ny, Ny € N mit

Vn € N: (n > max(Ny, Ny) =z, € UNV) |

was wegen U NV = () jedoch einen Widerspruch darstellt. Also ist der Grenzwert einer in einem
Hausdorff-Raum konvergenten Folge eindeutig.

(b) (i) Da die indiskrete Topologie Tidiskret = {0, M} nur ein Element enthilt, welche als Umge-
bung eines Punktes in Frage kommt, und da diese Umgebung schon alle Elemente enthélt,
konvergiert in (M, {0, M}) jede Folge aus M gegen jedes Element aus M.

(ii) Da die diskrete Topologie Tgisx = P(M) auch alle einelementigen Mengen enthélt, diese
also als Umgebungen in Frage kommen, kénnen nur Folgen konvergieren, fiir welche alle bis
auf endlich viele Folgenglieder konstant sind, die entsprechende Konstante ist dann auch
der Grenzwert.

(c) (i) Die Abbildung d;: R x R — R, (z,y) — |z — y| ist als norminduzierte Metrik eine Me-
trik (der Betrag erfiillt alle Eigenschaften einer Norm auf dem eindimensionalen reellen
Vektorraum R'). Die Abbildung d, ist ebenfalls eine Metrik, denn

e || Norm auf R! und ¢(x) = %\wl

(also injektiv) = Vz,y € R:

wegen ¢'(x) = m > () streng monoton wachsend

0=dy(z,y) = |p(z) —p(y)| = ¢@)—wly)=0 = o) =ply) = =y

11



e |.| Norm auf R! =

Va,y € R: dy(z,y) = |o(x) — o) = |o(y) — p(z)] = da(y, x)

e || Norm auf R! =

Vr,y,z € Ridy(x, 2) = [p(x) —p(2)] < lp(x) —p(y)|+le(y) —e(2)] = da(z, y)+d2(y, 2)

(ii) Aufgrund der in (i) gezeigten strengen Monotonie und Stetigkeit von ¢, existiert nach dem
Satz iiber die Existenz einer stetigen Inversen eine solche auf p(R) = ]—1,1[. Somit ist
¢: R — ]—1, 1] ein Homéomorphismus beziiglich der durch den tiblichen Betrag induzier-
ten Metrik. Da Urbilder offener Mengen unter stetigen Funktionen stets offen sind (vgl.
Eigenschaften stetiger Funktionen), sind somit die von d; und dy erzeugten Topologien
gleich, denn:

e Sei O offen beziiglich dy und € O. Dann existiert § > 0 mit

By, (0,2) = {y € R: do(,y) <0} = {y eR: [p(zx) —o(y)| <d} CO.

Da ¢ stetig ist, existiert ein > 0, so dass fiir alle

Vy e R: (di(z,y) <n = da(x,y) = p(z) — p(y)] <9)

Also ist jede beziiglich dy offene Teilmenge auch beziiglich d; offen.
e Da ¢ ein Homdomorphismus ist, kénnen wir ¢ durch ¢! ersetzen und so analog zeigen,

dass jede beziiglich d; offene Teilmenge auch beziiglich ds offen ist.
(iii) Betrachte die Folge (), mit x, ;= n in (R, dz). Wegen ¢(z,,) = 7, — 1 fiir n — oo folgt,
dass einerseits x,, eine Cauchy-Folge in (R, dy) ist (da (¢(x,))nen als in (R, dy) konvergente

Folge eine Cauchy-Folge in (R, d;) ist) und andererseits keinen Grenzwert besitzen kann,
denn:

e Angenommen, es wire x ein Grenzwert von (z,)nen in (R, dz), dann wiirde aufgrund
der Stetigkeit von ¢ auch ¢(z,) — ¢(x) — 0 gelten, woraus ¢(x) = 1 folgte. Wegen
1 ¢ p(R) = ]—1, 1] existiert ein solches x jedoch nicht. Also ist (R, dz) nicht vollstandig.

Zusatzaufgabe 2.2:
(a) Sei (X, d) ein vollstandiger metrischer Raum und A C X. Zeigen Sie, dass gilt:

(A,d)a) ist vollstindig <= A ist abgeschlossen in (X, d).

(b) Durch z,(t) := t™ — t*" sei eine Folge in (C0, 1], ||.||s0) definiert. Ist (x,),en konvergent?
(¢) (i) Istin (¢*,].]l1) die Teilmenge M := {z € ¢* | Vk € N: |z(k)| < 1} abgeschlossen ?
(ii) Sei k € N. Uberpriifen Sie in (C’ ([a, b],R), ||||OO> die Abgeschlossenheit der Teilmenge

k
P, = {az € C([a,b],R) | z(t) = Zaiti mit a; € R und oy # 0} :

1=0

Losung zu Zusatzaufgabe 2.2:

(a) ,==“: Sei (A, dja) vollstéindig und b € X Berithrpunkt von A in (X, d). Dann existiert eine
Folge a, aus A, die in (X,d) gegen b konvergiert, diese ist dann auch eine Cauchy-Folge in
(X,d), also — wegen a, € A und d = dj4 auf A — auch eine Cauchy-Folge in (A, d|4). Aufgrund
der Vollstandigkeit muss die Folge a,, dann auch in (A, dj4) konvergieren, d.h., es muss ein a € A
mit dj4(a,,a) — 0 fiir n — oo existieren. Wegen a, a,, € A und d = dj4 auf A muss dann a,, auch
in (X, d) gegen a konvergieren. Da jeder metrische Raum Hausdorffsch ist (vgl. ZA 1.3 (d)) und
Grenzwerte in Hausdorff-Rédumen eindeutig sind (vgl. ZA 2.1 (a)), folgt nun auch b = a € A,
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d.h.,

A ist abgeschlossen in (X, d).

,<=": Sei A abgeschlossen in (X, d) und z,, € A eine Cauchy-Folge in (X, d). Dann konvergiert
x, aufgrund der Vollstdndigkeit von (X,d) gegen einen Punkt x € X, der wegen z, € A
offensichtlich ein Beriihrpunkt von A ist. Aufgrund der Abgeschlossenheit von A muss x jedoch
schon in A liegen, d.h., z,, konvergiert bereits in (A, d|4). Somit ist (A, dj4) vollsténdig.

(b) e Wenn z,, in der ||.||s-Norm (also gleichméflig) gegen ein = konvergiert, so muss x,, notwen-

(i)

digerweise auch punktweise gegen diesen Grenzwert konvergieren. Wegen x,, = t"(1 — t*")
muss somit z(t) = 0 gelten.

Wegen 2/, (t) = nt"* —3nt3~1 = t"~1(n—3nt2") nimmt z,, sein Maximum bei to(n) = 3~ 2a
an, so dass die Folge (z,), in der ||.||-Norm aufgrund von

1 3 2 1
n(t)] = xp(t =32-3:2 = 32,0
mas [z, (1) = @, (to(r) 23t

N

nicht konvergiert.

Sei (Tp)neny = ((xn(k))keN)neN eine Folge aus M C ¢! mit x, — zo in (¢',].]|1). Dies

[e.9]

bedeutet also (Z |zn (k) — xo(k)]> =: a, — 0. Aufgrund der nichtnegativen Summanden
k=0

muss dann notwendigerweise auch |z, (k) —zo(k)| — 0 fiir n — oo und fiir jedes feste k € N

gelten.

e Angenommen, es gelte |zo(k)| > 1 fir ein £ € N, so folgte nach der umgekehrten
Dreiecksungleichung wegen z,, € M der Widerspruch

0 < &= fwok)] =1 < |zo(k)] = za(k)] < |2n(k) = zo(k)] =0,
wonach also Vk € N: |z¢(k)| < 1, d.h. gelten muss.
Somit gilt zo € M und M abgeschlossen in (¢*,]].]|1).

Die Folge z,(t) := n~'t* — 0 konvergiert offenbar in (C([a, b, R), ||||oo> gegen die Null-

funktion, welche — da der Koeffizient vor t* nicht ungleich Null ist — nicht mehr in Py, liegt,
obwohl Vn € N: z,, € P, gilt. Somit ist P, nicht abgeschlossen.

Zusatzaufgabe 2.3:

(a) Zeigen Sie: )pe[l,o] = #Cl~. (ii) p,g € [l,00[ N p<q = P C7.

(b) Sei (Q, A, 1) ein MaBraum mit p(Q) < co. Zeigen Sie: p € |1,00] = L™ C LP C L'

Loésung zu Zusatzaufgabe 2.3:

(a) (i)

(i)

Dies folgt aus der Implikationskette

Z |&k|P < 00 = Zfi konvergent =— (& )ken konvergent =— (&x)ren beschréinkt.
keN keN

Fir 1 <p < qund z € 7 ist wegen [P — 0 = || — 0 = |&|7P — O fir & > ko mit
einem ko € N auch die Ungleichung £, |7 = |&]|777|€0] < 1 - |&|P erfiillt, so dass aus © € (P
mit dem Majorantenkriterium auch x € ¢7 folgt.

(b) Esist L™ C LP wegen

1 = / @ < e - ()

Die zweite Inklusion folgt sofort aus der Holder-Ungleichung mit % + % = 1 wegen

Q=

Il = [ 176 1dn < ( / If(w)lpdu>;-( / quﬂ); 1l - (u()
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 3

Stetige lineare Abbildungen
e Definition 3.1: Eine Abbildung A: F — F zwischen zwei Vektor-Riaumen heifit
(a) linear <= Vx,y € EVa € K: A(x +y) = Az + Ay N A(ax) = aA(x);
(b) injektiv <= Vz,y € F : (A(z) = Aly) = x=1y).

e Definition 3.2: Seien (E, ||.||g) und (F, ||.||r) normierte Raume iiber K. Sei A: E — F' linear.
Dann heifit A beschrénkt ;<= 3M € [0,00] : Vo € E ||Az||p < M||z||g.

e Definition 3.3: Seien (X,dx) und (Y, dy) metrische Rédume, f: X — Y eine Abbildung und
xo € X. Dann heifit f stetig im Punkt xy genau dann, wenn fiir alle Folgen (x,),eny aus X
gilt

dx(.fn,.l?o) TH—O>O 0 E=4 dy(f(ﬂ?n), f(.l?o)) TH—O>O 0.

e Lemma 3.4: In einem normierten Raum (£, ||.||g) sind Addition, Multiplikation mit Skalaren
und die Norm stetig.

e Satz 3.5: Seien (£, ||.|[g), (F, ||.||r) normierte Rdume tiber K, A: E — F eine K-lineare Abbil-
dung, z¢ € F. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(a) A ist stetig in z. (b) A ist stetig. (c) A ist beschrinkt.
e Definition 3.6: Seien (F, ||.||g) und (F, ||.||r) normierte Rdume iiber K. Dann definieren wir
L(E,F) = Lxg(E,F) := {A:E — F | AK-linear und stetig} .
Desweiteren definieren wir die Operatornormy’

1Al == sup{[|[Az|p [z € B, |lz] <1} = sup [Az]p (3.1)

[zl z<1

e Satz 3.7: A — ||A] ist eine Norm auf L(FE, F).

e Satz 3.8: Seien (E,|.|g), (F\|.|lr), (G,].]|¢) normierte Raume tiber K. Desweiteren seien
A€ L(E,F), Be L(F,G). Dann gilt Bo A € L(E,G), |Bo A|| < ||B| - ||A]l.

e Satz 3.9: Seien (£, ||.||g), (F, ||.||r) normierte Raume iiber K. Desweiteren sei (F, ||.||r) vollsténdig
(also ein Banachraum). Dann ist auch (L£(E, F), ||.||zz,r)) ein Banachraum.

e Definition 3.12: Sei E ein K-linearer Raum sowie ||.||, und ||.||, zwei beliebige Normen auf F.
Dann sagen wir:

||.]|lo ist stéarker als |||, <= Idg: (E,||.|l.) = (E,||-|ls) ist stetig
<— IMe[0,00[Vz € E: x|, < M|z,

e Bemerkung 3.14:

(a) Zwei Normen ||.||, und ||.||, sind gleichstark, wenn ||.||, stirker als ||.||, und ||.||; stérker als
|||l ist, also genau dann, wenn
M, M, € [0,00[ Vo € E\ {0}: M, —= < M, (3.2)

(b) Nach Definition 3.12 ist eine beliebige Norm stérker als sie selbst.

®Die Normeigenschaften werden im nachfolgenden Satz bewiesen.
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Endlichdimensionale normierte Riume

Satz 4.1: Sei (E,||.||g) ein normierter Raum iiber K. Desweiteren seien 1, ..., x, linear un-
abhéngig in E. Dann existiert ein p > 0, so dass

Vo €K allagy = 3 loyl < u (3.3)
j=1

n
E :O‘J'Ij
J=1

Corollar 4.2: Sei (E,|.||g) ein normierter Raum {iber K mit dimg(E) = n € N. Desweiteren
sei {x1,...,x,} eine Basis von E und die lineare Abbildung
Ar (K" lerw) = (B, ) am Y agay
j=1

gegeben. Dann ist A ein Homdomorphismus, d.h., A ist bijektiv, stetig und A~! ist stetig.

Satz 4.3: Sei F ein n-dimensionaler Raum iiber K. Desweiteren seien ||.|[,, ||.||s zwei beliebige
Normen auf E. Dann sind ||.||, und ||.||y gleichstark (dquivalent).

Satz 4.4: Seien (E,||.||g), (F,||.||r) normierte Rdume tiber K und A: (E,||.|g) — (F,||.||r)
linear und ein Homdomorphismus (d.h., A ist bijektiv, stetig und A~ ist stetig) sowie (E, ||.||g)
vollstandig. Dann ist (F||.||) ein Banachraum (d.h., vollstandig).

Corollar 4.5: Sei (E, ||.||g) ein normierter Raum iiber K (K = R oder K = C) mit dimg(F) =
n € N. Dann ist (£, ||.||g) ein Banachraum (d.h., vollsténdig).

Satz 4.6: Sei (E,|.||g) ein normierter Raum iiber K und F' C E ein endlichdimensionaler
linearer Unterraum. Dann ist F' abgeschlossen (in (£, |.||z))-

Satz 4.7: Seien (E, ||.||g), (F,].||r) normierte linecare Raume tiber K mit dimg(E) = n € N.
Desweiteren sei B: E' — F linear. Dann ist B auch stetig, d.h., es gilt B € L(E, F).

Riezsches Lemma und seine Anwendungen

Lemma 4.8 [Rieszsches Lemmal: Zu (£, ||.|g) sei F # E ein abgeschlossener Unterraum
von E. Dann gelten

1
(a) Iz € E: <||:E||:1 A Yz e F: ||x—:i||2§>
(b) Vn €10,1[ 3z, € E: (|lzy]| =1 A Vo € F: ||z — x| > n).

Korollar 4.9: Zu (E, ||.|g) sei F' # E ein abgeschlossener Unterraum von E und 6 > 0 beliebig.
Dann gibt es ein y € E, so dass

Vee F:llz—yllg > 6. (3.4)

Satz 4.11: Sei (F, ||.||g) unendlich-dimensional. Dann existiert eine Folge (z,,)nen aus E mit

1
Vn € N: ||z,||lp =1 und VYm,n € N: (m#n:>\|xn—xm\|];2§)

Beispiel 4.12: Sei (E, ||.||g) unendlich-dimensional. Dann ist die Einheitssphére
S = {ze€E||z|g=1} (3.5)
nicht kompakt.

Satz 4.13: Sei (FE, ||.||g) unendlich-dimensional, K C E, K kompakt. Dann ist das Innere von
K leer, d.h., K enthilt keine offene Kugel.
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Zusatzaufgabe 3.1:

(a) Sei A: E — F linear. Zeigen Sie: A beschrinkt <= Vz € E: (||xHE <1 = ||Az||r < M)

(b) Seien E und F' endlichdimensionale Vektorrdume der gleichen Dimension und A: £ — F eine
lineare Abbildung. Zeigen Sie:

A bijektiv <= A injektiv oder surjektiv.

(c) Konstruieren Sie zwei Endomorphismen auf C([a,b],R), wobei der erste injektiv, aber nicht
surjektiv sei und der andere surjektiv, aber nicht injektiv sei.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.1:

(a) Die folgt sofort aus der Homogenitét der Norm.

(b) ,=*: Dies gilt nach Definition.
77¢“:

(i) Sei A injektiv, {x1,...,z,} eine Basis von F, dann ist {Axy, ..., Az, } linear unabhéngig,
also eine Basis von F', somit gilt fiir jedes y € F' schon y = Y «a;Ax; = A | > ajz; |, also
J J

ist A auch surjektiv.

(i) Sei jetzt A surjektiv, {yi,...,y,} eine Basis von F, dann folgt Vj € {1,...,n}3x;: y; =
Ax;, wobei {z1,...,2,} eine Basis von E sein muss, denn:

e Aus der Linearitdt von A und aufgrund der linearen Unabhéngigkeit der y; folgt aus

0 = ZO&jiL‘j

sofort auch J

0 = A0 = A(Z%‘%‘) = Zaijj = Zajyj — Vje{l,...,n}:aj:(),
J J ‘

J

also ist {x1,...,2,} eine Menge linear unabhéngiger Vektoren. Aufgrund der Anzahl
schliefen wir, dass {x1,...,x,} eine Basis ist.

Da {z1,...,x,} eine Basis ist, folgt nun die Injektivitit wegen der linearen Unabhéngigkeit
der y; und
Ar = 0 <= 0=A4 (Zajx]) = Zaijj = Zajyj .
J J J

(c) Wir betrachten auf C([—1, 1], R) die linearen Operatoren G, H: C([-1,1],R) — C(]-1, 1], R),
gegeben durch
1 1
G(z)(t) = x (575 + 5)
und
x(=1), falls t <0 ,
H(z)(t) = (=1)
z(2t—1), fallst>0.

Da fiir alle z € C([—1, 1], R) wegen

Le[-11] = (Go H)(@)(t) = H(z) (%t—i—%) _ x<2 (%t+%> —1> -

offenbar G o H = Id gilt, muss G notwendigerweise surjektiv und H notwendigerweise injektiv

sein. Jedoch ist G nicht injektiv, denn fiir
{0, falls t < 0

zi(t) =t und xo(t) = . falls £ 0

gilt
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Gla)#) = = <%t+%> _ %H% _— (%H%) — Clan)(t)

und H ist nicht surjektiv, da im Bild von H nur stetige Funktionen liegen, die auf [—1, 0] konstant
sind.

Zusatzaufgabe 3.2:

(a)

(b)

(c)

Gegeben sei die Norm ||z||« := sup |¢,,| auf dem Raum der beschriankten reellen Zahlenfolgen
neN

neN

(> = {$=(§n)neNi <Vn€N§n€R A sup|&,| <oo)} .

Auf (£ ].]|s) seien der Shift-Operator S: (> — (> durch S(&;,&,...) = (£2,&3,...) und
der Differenzoperator D: (*° — (> durch D(&1,82,...) == (§& — &1,63 — &2,- .. ) definiert.
Uberpriifen Sie, ob S, D € L(€*,(>) gilt. Falls ja, berechnen Sie ||.S|| e o) und || D|| (o0 o).

Zeigen Sie: Die Abbildung A fis /1 v f(z)dx
0

ist linear und stetig von X := (C([0,1],R),|| - ||s) nach Y = (R, |- |), d.h.,, A€ L(X,Y).
Sei z € £*° und T, : (> — (> durch T,(z)(n) := z(n) - z(n) definiert. Berechnen Sie ||T7]|.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.2:

(a)

Seien & und v aus £>°. Dann gelten fiir A\, u € R offenbar

SAE+ ) = SN 4 by, Mo + b, . ..) = (A& + paba, As + pabs, . . .)

sowie

DOE+ ) = DO + o, Aoy + i, )
= (/\52 + pthy — (A& + papr), Az + by — (Ao + papa), - )
= M&—&1,8 =&, ) Fu(e — 1,3 — o, ...) = AD(E) +uD(v) ,

wonach beide Operatoren linear sind. Desweiteren gilt

19€loe = N15(&1 &, oo = (&2 &5 lloe = sUP G| < supl&al = I¢]loe -

Nach Lemma 1.50 ist daher S € L(€*°,£>°) mit ||.S||pee ey < 1. Da fiir £ = (0,1, 1,...) sowohl
1€]|oo = 1 als auch [[S¢]|co = 1 erfiillt ist, folgt nun nach (3.1)) insgesamt ||S|| (g g0y = 1.

Wegen DE = S¢ — ¢ folgt mittels Dreiecksungleichung [|DE€]loe < [[S€]loe + | = €l < 2/|€]]o0,
also D € L(£>,(*) wiederum nach Lemma 1.50 mit ||D||p e o) < 2. Da || DE||oc = 2]l fiir

£=(1,-1,0,0,...) gilt, ist || D|| 5=y = 2 nach (3.1)).

Wegen A(f +9) = [ 2(7() + go)de = [ af(o)de + [ aglo)ds = A(f) + Alg) und
Lo . 0 0
analog A(\f) = / (A f(z))dx = )\/ zf(z)dr = NA(f) (denn das Integral selbst ist auch ein
0

0
lineares Funktional) ist A eine lineare Funktion von X nach Y. Um die Stetigkeit zu zeigen,

wenden wir Satz 3.5 an. Fiir ein beliebiges f € C([0, 1], R) haben wir die Abschétzung
1 1 1 1 1

| ars] < [es@lds < [ o f@lde < 1 F s [ ade = 508 .
’ ’ ’ <A1l ’

Also gibt es eine Konstante L = 1 < 0o, so dass Vf € X: [[A(f)|ly < L||f|x. (Tatséchlich ist
|A|lL(x,y) = 5, denn Gleichheit gilt beispielsweise fiir die konstante Funktion f = 1.)

AN =
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(¢) Zunéchst gilt:
[Tex()ll < [z - ]

Sei z durch z(n) = 1 definiert. Dann ist T,z = z und somit ||7%|| = ||z]|.

Zusatzaufgabe 3.3: (Stetige lineare Abbildungen auf endlich-dimensionalen Riumen)

k. m
(a) Fiir ein f € L(R™,R*) sei || f|lg := /> > a;. Zeigen Sie:
\/ i=1j=1

Auf L(R™,R¥) ist ||.||r eine Norm und fiir alle linearen Abbildungen f: R™ — R* gilt

A< Wfe -
Bemerkung: ||.||r heifit Frobenius-Norm.
(b) Sei B € L(R™,R™) gegeben. Zu festen Basen sei B := (bjk)Z’:; die zugehorige Matrix von B.
Bestimmen Sie die Operatornorm von B als Abbildung von (R™, || - ||oo) nach (R™, || - ||s)-

(c) Fir (X, |.|lx) = (R™,||-]1) und (Y, ].||[y) = (R™, || - ||1) sei B € L(X,Y) und zu festen Basen sei
B = (bj)7,~, die zugehorige Matrix von B. Bestimmen Sie die Operatornorm || B|(x,v).

(d) Auf (X, ].]lx) = (R™,||||2) sei A € L(X, X) derart gegeben, dass zu festen Basen eine zugehorige
symmetrische Matrix A := (ajk)?k:1 von A existiert. Bestimmen Sie die Operatornorm.ﬂ

Losung zu Zusatzaufgabe 3.3:

(a) Wir bezeichnen die Matrix A zu f mit Ay. Ist My, (R) der (R-)Vektorraum der k£ x m Matrizen
mit Eintrigen aus R, so ist auf diese Weise ein (R-)Vektorraum-Isomorphismus

M : LR RF) = Mipm(R),  fr— Ay,

gegeben, wie Thnen aus der linearen Algebra bekannt sein sollte. Wir betrachten die Abbildung
H : Mpum(R) — RF™ gegeben durch

aijpy A2 ... Qim
a91 A22 ... Q9m

H . . '_>(a117a127---aa1m7a21aa22a~'-7a2m7~-waklyakQa-uaakm)-
Q1 A2 ... Qpm

H ist linear, offenbar ist H surjektiv und der Kern von H gleich {0}. Darum ist H ein Vektorraum-
Isomorphismus. Es folgt somit, dass auch HoM : L£(R™,R¥) — R*™ ein Vektorraum-Isomorphismus
ist. Die euklidische Norm || - || = || - |2 auf R*™ steht mit der Funktion || - || in der Beziehung
|fllr =1||H o M(f)]|. Da || - || eine Norm ist und H o M ein Vektorraum-Isomorphismus, gelten
die Aquivalenzen

[flle=1HoM(f)|=0 <= HoM(f)=0 <= [f=0.
Da || - || eine Norm ist, gilt fiir f, g € L(R™,R*) weiterhin

If +glle = [HoM(f+g)ll = [[HoM(f)+HoM(g)|
[H o M(f)|| + [[H o M(g)]|

1f1le + lglle,

6Zur Erinnerung: Symmetrische Matrizen A (Matrizen mit AT = A) besitzen nur reelle Eigenwerte. Weiterhin
existiert eine orthogonale Matrix U (deren Spalten aus den paarweise orthogonalen Eigenvektoren von A bestehen), so
dass UT AU eine Diagonalmatrix ist (Hauptachsentransformation), auf deren Diagonalen die Eigenwerte von A stehen.

<
<
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Fiir f € L(R™ R¥) und o € R gilt analog
laflle = [HoM(af)l = [latl o M(f)| <|al|H oM = [alfle

Daher ist || - || eine Norm auf £(R™ R¥).
Alternativ kann man auch die Eigenschaften direkt mit der Definition nachpriifen.
Da R™ # {0}, gilt fiir f € L(R™,R¥)

Il =" sup | fzll .

z€R™:||z||=1

Sei nun A = (a;;) '= Ay und x € R™ mit ||z|| = 1. Es gilt

m
> A1jTp
=1

k m 2
|fz|| = ||Az| = E = Z(Zaz’jxn,y) :
. :
> AkjTn;
j=1

Nun gilt nach der CAUCHY-SCHWARZschen Ungleichung

(jf;aijxn,j)Q < <gaij> (é:ﬂ) . (g“?j> o

und wegen ||z|| = 1 folgt

Ifzl < = [l
Es folgt
IfIl = sup lfzl < [[f]le-
z€R™:||z||=1
Die Operatornorm ist in diesem Fall || B|| = joax, Z |bjk| (die sog. Zeilensummennorm), denn

-----

=L...,n (<~ | J=L..n“— N~  \J=1l,...,

fiir den Vektor x = (sign(b;i))j, mit einem j, fiir welches die Zeilensumme maximal wird.

Die Operatornorm ist in diesem Fall || B|| = _max Z |b;s| (die sog. Spaltensummennorm), denn
,,,,, m {2

mit Bx = (z bjkxk> erhalten wir die Ungleichung ||Bx||; < max (Z |bjs|> || x|y tiber
k=1 S s=hhey m \ ;=1

j=1
Bl = SIS tn] < 3OS ol ] < z i (z|bjs|) ol
j=1 | k=1 j=1k=1 k=1 7 j=1

wobei Gleichheit fiir den k-ten Einheitsvektor auftritt, falls die k-te Spaltensumme maximal ist.
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(d) Dass die Eigenwerte Aq,...,\, symmetrischer Matrizen A € R™" sidmtlich reell sind und
dariiberhinaus eine orthogonale Matrix U € R™ " existiert, so dass UT AU = diag(\1, ..., \,)
Diagonalgestalt hat, liefert die Lineare Algebra. Besitzt nun A eine symmetrische Darstellungs-
matrix A € R™" und bezeichnet U € R™*" die zugehorige orthogonale Transformationsmatrix
U mit UTAU = diag(\y, ..., \,) =: D, gilt aufgrund der Orthogonalitit UTU = I, und

\Uz||? = (Uz,Uz) = (Uz)"Uzx = 27 (UTUz) = 2Lz = 272 = ||z
fiir alle z € R", also insbesondere U(9B;(0)) = 0B1(0) = UT(0B,(0)). Folglich erhalten wir

IAl = sup Azlls = sup [[AUz|; = sup |UTAUs|lz = sup [|Dz|

l[z]l2=1 llz]l2=1 [[z]l2=1 [[=]l2=1

sup ||z]la = max |\
[|lz[l2=1 k=1,..,n

..........

Zusatzaufgabe 3.4: Sei A: (> — (> definiert durch A(y, &, &s,...) = (&1, %2, %3, cl)
(a) Zeigen Sie:
(i) A ist injektiv. (i) A ist stetig. (iii) ||Al| = 1. (iv) A ist nicht surjektiv.

(b) Zeigen Sie, dass A~!: A(£>°) — (> nicht stetig ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 3.4:

(a) Zunéchst einmal ist A: £>° — (> linear, da

A
A (>‘ (&) pen + 1 (nk)kzeN) = <W)k = M (&) pen T HA (00 jen
eN

(i) Die Abbildung ist injektiv, denn aus Az = Az folgt in jeder Komponente % = % also
auch in jeder Komponente &, = n, also x = .

(ii) Aufgrund der Linearitéit geniigt es, die Beschrinktheit zu zeigen. Wegen

&k
sl = sup|%| < suplal = fal
keN keN

ist die obige lineare Abbildung A: (€%, ||.||e<) — (£2°,]].||¢=) beschrankt, also nach Satz 3.5
stetig.

(iii) Nach (ii) muss die Operatornorm || A| 1 ¢y kleiner oder gleich 1 sein. Da fiir = (1)en €
(> sowohl ||z||ge = 1 als auch [[Az| e = 1 gilt, folgt sogar || Al ey = 1.

(iv) Die konstante Einsfolge ist nicht im Bild.
(b) Der lineare Operator A~': A(£>) — (> ist unstetig, denn fiir jedes m € N erfiillt der m-te
Einheitsvektor
1, k=m
(m) __ < (m)) it em ) g
' = mi =
S keN S 0, sonst,

sowohl ||2™ || = 1 als auch z(™ € A(¢>°) mit Urbild y™ = maz(™ welches wegen ||y ||~ =
m|z™ || = m in der Tat in £*° liegt.
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Funktionalanalysis Sommersemester 2017, Universitit Rostock
Pror. Dr. K. P. RYBAKOWSKI Dr. K. [HSBERNER

Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 4

Zusatzaufgabe 4.1:
(a) Gegeben seien (X, ||.||x) nichttrivial und S, T € L(X, X). Zeigen Sie: Es gilt ST — TS # Id.

Tipp: Zeigen Sie zunichst ST —T" 1S = (n+1)T™ fiir alle n € Ny unter der Annahme, dass
ST — TS = Id gelte. Folgern Sie dann aus ||S||, ||T|| < oo, dass ||T™]| = 0 fiir ein n € N gelten
muss. Verwenden Sie dies, um im Widerspruch zur Voraussetzung auf T = 0 zu schlieflen.

arctan(z) z € R,
(b) Auf der Menge R := RU{+00} sei f: R — [—5, 5] definiert durch f(z) := {2 T = 00,
-5 T = —00.
Zeigen Sie:
(i) Mit d(z,y) = |f(x) — f(y)| erhalten wir den metrischen Raum (R, d).
(ii) Welche Thnen bekannten Konvergenzbegriffe umfasst die Konvergenz in (]R, d) ?

(iii) Zeigen Sie, dass R mit der Einschréinkung J‘RX]R unvollstidndig ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 4.1:

(a) Angenommen, es giibe S,T € L(X, X) mit ST —TS = Id. Dann gilt ST"*' —T"*S = (n+1)T™
fiir alle n € N, wie man per Induktion beweisen kann: Die Gleichung ist offensichtlich fiir n = 0
nach Voraussetzung erfiillt, und ist sie fiir ein beliebiges n € N richtig, so folgt

STn+2 - Tn+2S — STn+2 o Tn+1 (TS) — STn+2 o Tn+1 (ST . Id)
(ST =TT + T = (n+2)T"

also die behauptete Gleichung fiir n+ 1. Insbesondere folgt nun aus ST — TS = (n+1)T™
auch (n+1) [T < [SIITIIT ]+ T 1T IS = 21S| |T) |77, Witrde nan || £ 0
fiir alle n € N gelten, dann wiirde also (n + 1) < 2||S|| ||T|| fiir jedes n € N folgen, was der
Stetigkeit von S, T offensichtlich widerspricht, die ja gleichbedeutend mit ||S||, ||7]] < oo ist.
Also muss es ein n € N mit [|7"|| = 0, und somit 7™ = 0 geben. Aus ST" —T"S = nT"! ergibt
sich dann aber auch 7"~! = 0 und induktiv auch 7% = 0 fiir k = n, ..., 1, insbesondere T' = 0,
was jedoch im Widerspruch zur Annahme ST — T'S = Id steht.

(b) (i) Die Symmetrie und Dreiecksungleichung vererben sich durch |.| (beachte, dass die Me-
trik stets endlich ist), die Definitheit erhalten wir aus der strengen Monotonie des Arcus
Tangens.

(ii) Die Konvergenz in (R, |.|) sowie die bestimmte Divergenz.

(iii) Betrachte die Folge x,, := n. Wegen der monotonen Konvergenz arctan(n) — 7 fiir n — oo
und der daraus folgenden Existenz eines N, mit

n>m>N. = |f(n) = f(m)] < 5 flm) < ¢

ist (x,) eine Cauchy-Folge in J“RX]R, welche dort jedoch keinen Grenzwert besitzt.

Zusatzaufgabe 4.2:
(a) Entscheiden Sie, ob die Menge Q in (R, d|) kompakt ist.

(b) Zeigen Sie, dass die Menge O(n) := {A € R™"| ATA = Id} der orthogonalen reellen n x n-
Matrizen im normierten Raum (L(R",R"), || - || (&= rn)) der stetigen linearen Abbildungen von
R"™ nach R™ kompakt ist.

(c) Zeigen Sie, dass die Einheitssphire in (C(]0, 1], R), ||.||c) nicht kompakt ist.
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Losung zu Zusatzaufgabe 4.2:

(a)

(b)

Aufgrund der Unbeschréanktheit kann Q nicht kompakt sein (vgl. Satz 3, §3 Forster 2). Dariiber
hinaus ist Q in R auch nicht abgeschlossen.

Zuniichst halten wir fest, dass die Dimension von L(R™, R") endlich, ndmlich n? ist. Nach dem
Satz von Heine-Borel geniigt es somit, die Beschrankheit und Abgeschlossenheit von O(n) in
(L(R™, R™), |||z &) 2 zeigen.

e Ohne Beschrinkung der Allgemeinheit (vgl. die Aquivalenz von Normen nach Satz 1.19)
betrachten wir den normierten Raum (R", ||.||2), d.h., den R™ versehen mit der Euklidischen
Norm. Ist nun A € O(n), dann gilt nach Definition A”A = Id und somit fiir z € R"

|Az]ly = /(Az, Az) = /(Az)TAz = VaTATAz = Valldz = /(z,z) = |zl

Folglich ist ||A||f@nrry < 1 fiir A € O(n), d.h., es gilt O(n) C B;(0) im normierten Raum
(L(R™, R™), ||| Lz &), weswegen O(n) beschrénkt ist.

e Um die Abgeschlossenheit zu sehen, sei die Abbildung f: L(R",R") — L(R",R") durch
f(A) := AT A definiert. Dann ist (vgl. Lemma 1.51) auch f(A) € L(R",R") und es gilt

If(A) = fB)| = |A"A-B"B| = [|[A"A-A"B+A"B - B"B|
< |A"A-A"B|+A"B - B"B|| < |AT|A-B| + A" - BY|||B]|.

Konvergiert nun B gegen A, dann tut es insbesondere auch jede Komponente, und somit
konvergiert BT gegen AT ebenfalls. Aus obiger Abschitzung folgt dann auch f(A) — f(B).
Also ist die Abbildung f stetig] und aus der Definition ist offensichtlich, dass f~!({Id}) =
O(n) gilt. In jedem normierten (sogar in jedem metrischen) Raum ist eine einelementige
Menge abgeschlossen Dies impliziert daher auch die Abgeschlossenheit von O(n) (als Urbild
der einelementigen und somit abgeschlossenen Menge {Id} unter der stetigen Funktion f).
Alternative: Die Matrizen mit ATA = Id sind genau die Matrizen, welche orthogonal
sind, so dass nach Determinantensatz

1 = det(Id) = (det(A))(det(AT)) = (det(A))? <= det(A) e {~1,1}

folgt, also ist O(n) = det™'({—1,1}) als Urbild einer abgeschlossenen (da endlichen)
Menge unter der stetigen Funktion det: L(R" R") — R selbst wiederum abgeschlossen.

Aufgrund der Beschranktheit und Abgeschlossenheit folgt nun nach dem Satz von Heine-Borel
(Satz 1.58) die Kompaktheit der Teilmenge O(n) des endlich-dimensionalen normierten Vektor-
raumes (L(R™,R"), ||.]|1®nrn))-

Angenommen die Einheitssphére in (C([0,1],R), ||.||«) sei kompakt. Dann enthielte jede Fol-
ge (p)ken aus S := {z: [0,1] = R | z stetig mit ||z||o = 1} bereits eine konvergente Teilfolge.
Betrachten wir jedoch die durch
2k 0<t <&,
x(t) = 2

1 H<t<1,

gegebene Folge stetiger Funktionen auf [0, 1], so gilt wegen ||z||oc = m[ax} |z ()] = 1 einerseits
t€[0,1
xp € S fiir alle k, andererseits erhalten wir fiir beliebige & > [ offenbar

lze — 21]|oe = max o (t) — z(t)] > |ow () —w(55)] = 1-2"- 9 = 1-27F > 1

womit (zy)ren keine Teilfolge enthalten kann, die eine Cauchyfolge ist, also auch keine konver-
gente Teilfolge. Widerspruch! Somit kann S in (C([0, 1], R), ||.||) nicht kompakt sein.

"Vorsicht: f selbst ist nicht linear!
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Zusatzaufgabe 4.3: Zeigen Sie fiir einen normierten Raum (E, |.|| ) die Aquivalenz von

(a)
(b)
(c)

E ist endlichdimensional.
Jede abgeschlossene und beschrénkte Teilmenge von E ist iiberdeckungskompakt.
Die abgeschlossene Einheitskugel ist kompakt.

Losung zu Zusatzaufgabe 4.3:

(a) =

(b): Sei E endlichdimensional und A C E beschrinkt und abgeschlossen. Da in metrischen
Réaumen
A folgenkompakt <= A iiberdeckungskompakt

gilt (da jede Norm eine Metrik induziert, ist jeder normierte Raum auch ein metrischer
Raum), geniigt es, die Folgenkompaktheit von A nachzuweisen. Sei also (x,,) eine Folge in
A. Da A beschrinkt ist, ist auch (z,,) beschriankt, also insbesondere (x,,) eine beschriankte
Folge in E. Da FE endlichdimensional ist und somit der Satz von Bolzano-Weierstrafl gilt,
folgt die Existenz einer Teilfolge, die in E konvergiert. Aus der Abgeschlossenheit von A
folgt wiederum, dass die Teilfolge in A konvergieren muss. Also ist A folgenkompakt und
somit iiberdeckungskompakt.

(c): Da K;[0] abgeschlossen und beschrinkt, folgt die Kompaktheit von K7[0] sofort aus (b).

(a): Die abgeschlossene Einheitskugel K;[0] sei kompakt. Angenommen FE' ist von unendlicher
Dimension.

o Sei 1 € Ki[0], 1 # 0, und F; := Erzeugnis(z;). Dann ist Fj ein abgeschlossener
Unterraum von E. Nach dem Rieszschen Lemma existiert nun ein x in E mit ||z|| = 1
(also xo € K1[0]), so dass dist(xs, F}) > %

o Sei nun Fy := Erzeugnis(xy, z5). Dies ist wiederum ein abgeschlossener Unterraum von
E. Also existiert nach dem Rieszschen Lemma ein 23 € K;[0], so dass dist(x3, Fp) > %

o Sei nun Fy := Erzeugnis(zy, 2, z3). Dann ...

Auf diese Weise erhalten wir eine beschrénkte Folge (x,) aus K;[0], bei welcher fiir alle
n > m stets ||z, — x| > dist(z,, F,) > 3 gilt. Diese Folge enthélt offensichtlich keine kon-
vergente Teilfolge (da diese dann notwendigerweise eine Cauchyfolge sein miisste, was nicht
moglich ist). Dies wiederum ist ein Widerspruch zur Kompaktheit (die Folgenkompaktheit
impliziert) von K;[0], welche vorausgesetzt wurde.

Zusatzaufgabe 4.4: Sei (M, d) ein metrischer Raum. Zeigen Sie:

(a)
(b)

Jede abgeschlossene Teilmenge einer kompakten Menge ist kompakt.
Der Durchschnitt beliebig vieler kompakter Mengen ist kompakt.

Loésung zu Zusatzaufgabe 4.4:

(a)

Ist A ¢ K abgeschlossene Teilmenge des Kompaktums K und U; eine offene Uberdeckung von
A, dann ist U; zusammen mit K \ A eine offene Uberdeckung von K. Also gibt es endlich viele
Ui, ...,U;,, die zusammen mit K \ A ganz K iiberdecken, und somit iiberdecken die endlich
vielen offenen Mengen U, , ..., ganz A.

Sei (K;);es eine Familie kompakter Teilmengen von M. Betrachten wir nun eine beliebige Folge
() nen aus dem Durchschnittﬂ dann liegt sie auch in jeder der kompakten Teilmengen K, j € J.
Waihlen wir nun ein K- aus, so folgt, dass (x,)en aufgrund der Kompaktheit von K eine in
K« konvergente Teilfolge (2, )reny mit Grenzwert «* € K« besitzt. Da diese Teilfolge (x,, )kren
in K liegt, besitzt sie in jedem K eine in K; konvergente Teilfolge. Aufgrund der Konvergenz
von (,, )ren gegen x* miissen aber auch samtliche Teilfolgen von (z,, )ren gegen x* konvergieren,
also folglich auch z* € K gelten. Somit ist K kompakt.

8Sollte der Durchschnitt leer sein, dann ist er nach Definition sofort kompakt, d.h., diesen Fall brauchen wir nicht
betrachten.
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Hilbertraume

e Satz 5.3 [Cauchy-Schwarz-Ungleichung):
Sei (.,.) ein Innenprodukt auf dem linearen Raum E und ||z|| := /(z, z). Dann gelten

(1) Vo,y e E: [(zy)l < =l Iyl @) Ke,9)l = llzll- lyl <= 2,y linear unabhéngig.
e Corollar 5.4: ||.|| = /(.,.) ist eine Norm auf E.
e Definition 5.5: Sei (.,.) ein Innenprodukt auf dem linearen Raum E.

(a) Wir nennen (F, (.,.)) einen Innenproduktraum (oder auch einen Pra-Hilbert-Raum).

(b) Wird (E,(.,.)) mit der induzierten Norm .|| = 1/(.,.) zu einem vollstdndig normierten
Raum, so nennen wir (£, (.,.)) einen Hilbert-Raum.

e Bemerkung 5.6:

(a) Topologische Rdume D metrische Rdume D normierte Réume O Innenproduktraume D
Hilbertrdume

(b) H = Lg(Q, A, pt) wird mit (f, g)r2 := [, fgdp zum Hilbert-Raum (H, (., .)z2).
(c¢) Die Cauchy-Schwarz-Ungleichung ist der Spezialfall p = ¢ = 2 der Holder-Ungleichung.

e Satz 5.7: Das Innenprodukt ist stetig beziiglich der induzierten Norm ||.|| = 1/(.,.).
e Satz 5.8 [Parallelogramm-Gleichung]: In jedem Innenproduktraum (E, (.,.)) gilt
Yo,y € B llz+yll* + [l —yll* = 2(lll” +ly]*) - (5.1)

e Satz 5.9: In jedem Innenproduktraum (F, (.,.)) gilt mit der induzierten Norm

2 2
(1) Vo,y € E: (x,y) = x;y | y’ im Fall K = R
2 2 . 2 . 2
(2) Yo,y € E: (z,y) = x;y - ny i ley S22 im Fal K = C

e Definition 5.10: Sei (F, (.,.)) ein Innenproduktraum. Weiter seien z,y € F sowie N, M C E.
(1) zly <= (z,y) = 0. Wir sagen z ist orthogonal zu y.
(2) MAN <= Ve e MVye N:zly.
(3) zlM <= {z}LM. (4) M+ = {z e B |21l M}.
e Bemerkung 5.11:
(1) Fiir jedes M C E ist M+ ein abgeschlossener linearer Unterraum von FE.

(2) Ist M C E ein linearer Unterraum, so folgt M N M+ = {0}.
(3) xLM = zlspan(M) = xLlspan(M)

e Satz 5.12 [Pythagoras|: Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum. Seien weiter us,...,u, € E
paarweise orthogonal, d.h., Vi,j =1,...,n: (i # j = u;Lu;). Dann gilt

n 2 n
Sl = Dl (5.2)
k=1 k=1
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e Korollar 5.13: Sei (£, (.,.)) ein Innenproduktraum, (u,),en eine Orthogonalfolge aus E, fiir
welche > uy in (E, (.,.)) gegen ein u € E konvergiere. Dann gilt

keN 2
Sl = S ue

= Jluf®. (5.3)
keN kEN

e Definition 5.14: Sei (F, (.,.)) ein Innenproduktraum, () # S C F.

(1) S orthogonal <= Vz,ye S: (z #y— zly).
(2) S orthonormnal :<= S orthogonal und Vz € S: ||z| = 1.

(3) S vollstindiges Orthogonalsystem
<= S orthogonal und V5" C E: (]9’ orthogonal A §" D S] = 5" = 9).

(4) S vollstindiges Orthonormalsystem
<= S vollstandiges Orthogonalsystem und S orthonormal.

Bemerkungen:

(a) S orthonormal == (S vollstindiges OS <= Vr € E: (z15 = 2 =0))
(b) S orthonormal = S linear unabhéingig]

e Beispiel 5.15: "
(1) Fir (R, (.,.)) mit (z,y) = Zxkyk ist {ex: k=1,...,n} ein vollstindiges ONS.
k=1

(2) Fiir L&(] — 7, 7[) mit (z,y) = / x(t)y(t)dt ist ein vollsténdiges ONS etwa

—T

s = { = fu{Jmeotin | wen}u{ s | kent .

(3) Fiir L&(] — 7, 7[) mit (z,y) = / z(t)y(t)dt ist ein vollstandiges ONS etwa
1 :
S = { exp(int)

net,; .
V2T }

e Satz 5.16 [Orthogonalisierungsverfahren von Gram-Schmidt]: Sei (E,(.,.)) ein Innen-
produktraum, S = {x, 2, ...} hochstens abzdhlbar und linear unabhéngig. Dann existiert ein
hochstens abzdhlbares Orthonormalsystem S = {uy, us, ...}, so dass fiir alle zuldssigen n gilt

U, € span{xy, ..., .} A x, € span{uy,..., U} .

Zusatzaufgabe 5.1: (a) Zeigen Sie Satz 5.9.
(b) Zeigen Sie, dass in einem Innenproduktraum (£, (.,.)g) tiber R gelten:

) vr,y € B (lz+yll* =l +1ly]* = aly),
(i) Vo,y € B: (zly <= |lz+yl =Ilz—yl).

(c) Zeigen Sie, dass die Aussagen aus (b) nicht in einem Innenproduktraum (E, (., .)g) iiber C gelten.

Losung zu Zusatzaufgabe 5.1:

9D.h., Vn € N Vuy,...,u, € S paarweise verschieden ist {u1,...,u,} linear unabhiingig
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(a) (1) Da in reellen Innenproduktraumen (z,y) = (y, z) fiir beliebige z, y gilt, folgt die Behauptung
aus der Substraktion der beiden Gleichungen

2
r+y _ Jrxt+y x+y\ 1 1 1 1
| = (L) = s e+ glna) + o).
2
T =Yy B rT—Y T—Y 1 1 1 1

(2) Mit (z,y) = (y,x) folgt die Behauptung nach Addition der oberen beiden und der nachfol-
genden beiden Gleichungen

. 2 : ]
1 1 1 1
x;ly' _ i<$+21y’x+zly> = @)+ @) =l e) - Jily)
. 2 : 1
B _ _ 1 1 1 1

(b) (i) In reellen Innenproduktraumen gilt
lz+yl* = @ty ety = (@0)+{@y) + @2+ @y = Izl +2y) + yl*,
so dass aus ||z + y||* = ||z||* + ||y||* somit (z,y) = 0, also z_Ly folgt.
(ii) In reellen Innenproduktrdumen gilt
lz+yll =lle—yl = lletyl’=lz-yl* <= (+y2+y) = @-yz-y)

was zu 4(z,y) = 0 und somit wie behauptet dquivalent zu z_ly ist.

(¢) (i) Betrachten wir dagegen den C™ mit dem Standard-Skalarprodukt (z,y) Zxkyk, sowie

x = e und y = ie mit einem beliebigen Einheitsvektor, so folgt ||z + y||* = 2 = ||x||2 + |y
einerseits, jedoch (x,y) = —i sowie (y,x) =i, also ﬁ(:tJ_y) andererseits.

(ii) Die Beispielvektoren aus (i) erfiillen ebenso |z + y|| = v/2 = ||z — y||, obwohl =(x_Ly) gilt.

Zusatzaufgabe 5.2:

Orthogonalisieren Sie nach dem Verfahren von Schmidt die Polynome 1,¢,t* € £2(] — 1,1[, R)

mit w(t) = (1 — ¢2)~2, d.h., beziiglich des (gewichteten) Innenproduktes L
@) = [ aly@-¢) .

-1

Losung zu Zusatzaufgabe 5.2: Die ersten drei (Tschebyscheff’schen) Polynome lauten:

G ERCIREIGER

L | L |
/—dt:Q d
V12 0o V1—1¢2

denn es gelten einerseits

I =

1

t Ly Ly
(1,t) = - dt = - dt— | ——
11— ¢2 o V1—12 0o V1 —1t2

dt = 0 — UlJ_t,

1 +2 1 t2 L
2 _
e = / "2 e - - e
AVI-P 0o VI-#
1 1 :
0 0

T \/5
— — Uy = —t.
2 T
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Dabei haben wir verwendet, dass sich mit Substitutionsregel einerseits

—2t -0 q —p2 _ y
dt = = 2 = 1—¢2 = V1—-0 —+v1—-a?
a V1 — 2 [—aQ ds \/_ 1—a? @
sowie andererseits
b arcsin b ) 1 arcsin b
/ VI—Pdt = / (eos(@)? dp = Slpsinp)eos(o)) [T (54)

1
ergibt, wobei / (cos(a)) da = 3 (o + sin(a) cos(a)) mittels partieller Integration und Um-

stellen folgt. Andererseits erhalten wir wegen

T 1
(1L,t*) = &ty = [t|* = 5 - (uy, *yu; = 3

dt = 0 = uylt?

R I = T =T

schliefilich
hg = tQ — <u1,t2)u1 —O = tz —_ =

und mit

toh) = (#- gt =3) = /\/— /¢— /¢—

2

_ 2__ 1
— I = 5 s :H§ :gs.v.
T L—T 3 T 3 21 1 5
= -5 — -t dt| = - 2VI= | =3t (-20)VI -2 dt
o v1i—t ‘ 9 0
=0
! 2
B O (Y GV = IS E R W
& 0

wobel wir

[Vamma = [esontas = [ e coste) ap

rcsin a rcsin a

arcsin b arcsinb
= oo =8 [ ne)eos(o)?

arcsin a resin a

4| arcsinb arcsin b ) arcsin b A
P s ([ oston? o [ costin ap)
arcsin a arcsin a arcsin a

arcsin b

= —sin(p)(cos()

= %sin(go)(cos(go))?’ + % (¢ +sin(p) cos(p))

arcsin a

verwendet haben (im letzten Schritt wurde wieder umgestellt und (5.4) beachtet).
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Gauflsche und allgemeine Approximationsaufgabe — vgl. Kapitel 5, Abschnitt 5.3
e Definition 5.17 [Approximationsaufgaben]:

(1) Gegeben seien (E,||.||), ) # F C E, x € E. Ein yo € F hei}t Element bester Approxi-
mation fiir x, falls
[ = wol = min [z —yl| . (6.1)
yeF

Die Frage nach der Existenz eines solchen y, € F nennen wir allgemeine Approximati-
onsaufgabe.

(2) Wir sprechen von der Gauf3ischen Approximationsaufgabe, falls zusétzlich F ein endlich-
dimensionaler Unterraum von F und (E, (.,.)) ein Innenproduktraum ist.

e Satz 5.18:

(1) Die GauBsche Approximationsaufgabe ist eindeutig losbar.

(2) Ist S = {u,...,u,} orthonormal mit F' = span(.S), dann ist zu jedem = € E das eindeutig
bestimmte Element bester Approximation gegeben durch

Yo = Z(az,uk>uk (6.2)

(3) o ist Orthogonalprojektion von x auf F'. =
e Bemerkung 5.19:
(a) Es gilt die Besselsche Ungleichung .
Vee E: Y [au)® < a)? (6.3)

k=1

(b) Es gilt © — yo LF.
(¢) Aufgrund der Eindeutigkeit von g, ldsst sich jedes x € E eindeutig darstellen als x = u + v
mit u=1y € Fundv =2 —1yy € F+, dennes gilt FNF+={0} und £ = F ¢ F*.

e Satz 5.20: Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, K C E, K # ( konvex™ und vollstéindig["]
sowie x € E. Dann existiert ein eindeutig bestimmtes 3y € K mit

— < i - . .
o= woll < min e~y (64)

e Satz 5.21: Sei (F, (.,.)) ein Innenproduktraum, F' ein beliebiger linearer Unterraum von E und
x € E. Besitzt das Minimierungsproblem

min ||z —y[ = lo —yoll
eine Losung yo € F, so ist diese Losung eindeutig und es gilt  — yo L F'.

e Satz 5.22: Sei (E,(.,.)) ein Innenproduktraum, F' ein vollstdndiger linearer Unterraum von
E Dann existieren fiir alle # € E eindeutig bestimmte u,v € E,u € F,v € F+ und z = u+wv,
d.h., esgilt E=F® F*.

YDh,Vo,ye K: {ax+(1-a)y | a€0,1]} C K.

Hals metrischer Raum mit der norm- bzw. vom Skalarprodukt induzierten Metrik d(z,y) = ||z —y|| = /{z — y,z — y)

12Dije Voraussetzungen sind etwa erfiillt, wenn (E, (.,.)) sogar ein Hilbert-Raum und F ein abgeschlossener linearer
Unterraum ist, da abgeschlossene Teilmengen eines vollstdndigen metrischen Raumes selbst wieder vollstdndig sind.
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e Bemerkung 5.23:
(a) Falls E=F @ F*, sogilt (FY)t =F. (b) Falls E = F @ F*, so ist I abgeschlossen.
e Definition 5.24:

(a) Falls E = F @ F* gilt, so sagen wir, dass I in E ein orthogonales Komplement besitzt.

(b) Gilt E = F @ F+, d.h., existiert fiir jedes € E genau ein u € F und genau ein v € F'+
mit * = u + v, so nennen wir die Abbildung P: £ — F, definiert durch Pz := u, die
orthogonale Projektion von F auf F.

(c) Wir nennen einen linearen Operator A: F — E symmetrisch, wenn
Va,y € E: (Ax|y) = (z|Ay) . (6.5)
(d) Eine lineare Abbildung P: F — E heifit Projektor, falls P? = P gilt.

e Satz 5.25: Sei (E, (.,.)) ein Innenproduktraum. Dann gilt:

(a) Jede orthogonale Projektion ist symmetrisch und besitzt — sofern sie ungleich der Nullab-
bildung ist — Norm 1.
(b) Ist P: E — E ein symmetrischer Projektor, so ist P eine orthogonale Projektion.

e Satz 5.26 [Losbarkeit der Approximationsaufgabe fiir vollstindigen UR eines IPR]:
Sei (F,(.,.)) ein Innenproduktraum, F' C E ein vollstdndiger Unterraum, sowie P die ortho-
gonale Projektion von E auf F. Dann ist Px = u die Bestapproximation von z in F', d.h., es
gilt

VyeF: |z —Pz| = [lz—yl. (6.6)

Zusatzaufgabe 6.1:

(a) Entscheiden Sie, ob die folgenden Teilriume von ¢? ein orthogonales Komplement besitzen:

(i) F={z€l*|Vne N:z(2n) =0} (i) G = {x € ?| lim 2"z(n) = 0}.

n—oo

(b) Sei IP der lineare Raum aller Polynome. Fiir die lineare bijektive Abbildung
IP—Cp =Y atf — (ar,...,00,00,...) €
k=1
betrachten wir den linearen Unterraum P := I(PP) des £2.

(i) Gilt 2 =P P+ ? (ii) Ist (I@’, (., .)p) vollstandig? (iii) Was besagt Satz 5.22 hier?

Losung zu Zusatzaufgabe 6.1:

(a) (i) BEsist Ft ={x €l?|Vne€ N: x(2n — 1) = 0}, somit folgt F' & F+ = (2.

(ii) Sei e, (k) = 8, € G (das Kronecker-Delta). Sei z € G*. Es folgt x = 0, da Vn € N x(n) =
(2, €,) = 0. Aber offensichtlich (> # G & {0} = G. (z.B. mit z(n) = £ gilt 2> 2z & G)

(b) (i) Es ist PX = {0}, denn giibe es ein z = (#(n))peny € ¢ mit € P und z # 0 € 2, so
existierte mindestens ein ny € N mit 2(ng) # 0, so dass fiir 1(t™) € P somit (x, [(t™)) =
z(ng) - 1 # 0 folgte, im Widerspruch zu = € PL. Da P jedoch nur abbrechende Folgen
enthilt, gilt offenbar P@PL = P £ (2.

(ii) Betrachte in P die Folge (zj)ren mit z(n) = 27 fiir n < k und z4(n) = 0 sonst, dann
konvergiert diese Folge offenbar in (2, (., .),2) gegen z, € ¢* mit Vn € N: z(n) = 27", somit
ist x, ¢ P ein Beriihrpunkt von (I@’, (., .>g2), letzterer also kein abgeschlossener linearer
Unterraum, also kann (I@’, (.,.);z) nach ZA 2.2 (a) nicht vollstéindig sein.
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(iii) Nach Satz 5.22 besitzt jeder vollstindige lineare Unterraum von (¢2, (., .)») ein orthogonales
Komplement in (€2, (.,.);2), also kann (P, (.,.),2) nach (i) nicht mehr vollstéindig sein.

Zusatzaufgabe 6.2: Zeigen Sie (a) die Besselsche Ungleichung (6.3). (b) den Satz 5.25 (a).

(c) Sei E ein Innenproduktraum, (z,), eine Folge aus F und = € E. Zeigen Sie, dass x, — = genau
dann gilt, wenn (x,,x) — (z,x) und ||z, || — ||z||.

Losung zu Zusatzaufgabe 6.2:

(a) Es gilt n 2 n n
0 < x—Z(w,uk>uk = <$—Z(m,uk)uk,x—z<x,u]>u]>
k=1 k=1 j=1
2
= |z||* - z,ug) (Ug, T) — x,up) (T, u;) + T, u x,uy) (ug, uj
] ;( k) (U, ) ;1< (s ) ;( k>zl< i) (ks 1)
=(z,uk) 5]19
= 2 =Y Kzu) = Y Nz <
k=1 k=1

(b) Sei P: E — E eine orthogonale Projektion von E auf F. Seien x,y € F beliebig und u,u’ € F
sowie v, v’ € F* mit # = u + v und y = v/ + v'. Dann ist P symmetrisch aufgrund von

(Pz,y) = (u,u' +") = (u,u') = (u+v,u) = (x,Py) .
Nach Satz 5.12 (Pythagoras) folgt zunéchst ||P|| < 1 aufgrund von
1Pz* = Jlull* < flul® +1lv]* = llu+tol* = [

Falls P # 0, also F' # {0}, so existiert ein ug € F'\ {0} mit || Pug|| = ||upl|. Damit ist in der Tat
1Pl = 1.
(¢) Wenn z,, — z fiir n — oo, so folgt (x,,z) — (z,z) und |z,|| — |z| jeweils aufgrund der
Stetigkeit des Innenproduktes. Andererseits gilt
zn —2|]” = (2 — 2,20 —2) = (X0, ) — (Tn, ) — (x,2,) + (,2)
= (lzal® = ll=*) + ({&, @) = (2a, 2)) + (&, 2) = (20, 2)) = 0

fiir n — oo, da insbesondere (z,z) = ||z|° € R.

Zusatzaufgabe 6.3:
Welche der folgenden Mengen sind konvex?
(a) C = {(z,y) eR* |1 <a®+y* <4}
dag, ag, b, € R k € {1,...,71}:

(b) T, := < feL*(]0,1]) f(z) =ao+ 3 (ai cos(kmrz) + by sin(krz))
f=1

Lésung zu Zusatzaufgabe 6.3:

(a) Es ist C' nicht konvex, da Az + (1 — Ay = (0,0) ¢ C fir z = (2,0) € C und y = (—2,0) € C

sowie mit A = % folgt.

(b) Es handelt sich bei T,, um einen linearen Raum der Dimension 2n + 1. Lineare Rdume haben
die Eigenschaften, dass sie mit zwei Elementen auch jede Linearkombination, also insbesondere
auch jede konvexe Linearkombination enthalten, also stets konvex sind. Somit ist T,, konvex.
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Darstellungssatz von Fréchet-Riesz — vgl. Kapitel 5, Abschnitt 5.4

e Beispiel 5.27: Sei (E, (.,.)) ein Innenproduktraum, z € F fest gewéhlt und f: F — K definiert
durch z — (z,z). Dann ist f einerseits linear und aufgrund der Cauchy-Schwarz-Ungleichung

stetig iiber
Vee E:[f(x)] = [z, 2)] < llzfl-|l=]] .

Insbesondere folgt wegen |f(2)| = ||z||* dann auch || f|| = ||2]|.

e Definition 5.28: Sei (F, ||.||g) ein normierter Raum iiber K.

(a) Wir nennen f € L(E,K) eine Linearform bzw. lineares Funktional.

(b) Den Raum der linearen Funktionale
E' == L(E,K) = {f: E—= K| f linear und stetig } (7.1)
nennen wir den Dualraum von E. Dieser wird mit der iiblichen Operatornorm

_ |/ (@)
1l = Sp (7.2)

zu einem normierten Raum (E', ||| g)-

e Satz 5.29 [Darstellungssatz von Fréchet-Riesz]:
Sei (E,(.,.)) ein Hilbertraum. Dann gilt:

VfeE Nz, e E mit VeeE: f(x) = (x,2) .
Weiter gilt dann ||f|lzr = |2/] &

e Korollar 5.30: Sei (F, (.,.)) ein Hilbertraum.
Dannist I': E — E' z +— f, mit f,: E — K,z — (z, z) normerhaltend, bijektiv und antilineaﬂr_gl

e Satz 5.31: Sei (E, (.,.)g) ein Hilbertraum. Dann wird £’ mit dem Innenprodukt
<f> g>E’ = <Zfa Zg)

zu einem Hilbertraum (E’, (., .)gr). Insbesondere gilt || ||z = \/{f, f)p mit ||.||g aus (7.2).

e Definition/Bemerkung 5.32: Sei I': £ — E" x — F, mit Vf € E': F.(f) = f(z) (denn es
gilt Vo € E: F, linear und stetig mit ||F,||z» < ||z||g), dann ist T injektiv wegen kery = {0}
(Beweis nach Hahn-Banach). Wir nennen nun £ reflexiv genau dann, wenn I' surjektiv istE

e Satz 5.33: Sei (E, (.,.)g) ein Hilbertraum. Dann ist E reflexiv.

Orthogonalreihen — vgl. Kapitel 5

e Satz 5.35: Sei (F,(.,.)g) ein Hilbertraum, {u, | n € N} C E orthonormal sowie (a;)nen €ine
Folge aus K. Dann gelten:

(a) Es ist Zanun in (£, (.,.)r) konvergent = Z la|? < o0.

neN neN

Bdh,Vze EVaeK: (I'(z+2) =T(2) +['(2) A I'(az) =al(2)).
4Beachte: E reflexiv = E = E” aber E =~ E” # E reflexiv
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b)VeeE:ax=> (ru)u, < Y [zu)p] = (z,2)p

neN neN
(c) Gilt Zanun =z in (E, (., .)g), so folgt Vn € N: o, = (z, up) .
neN
(d) Gilt Z apu, =z in (B, (., .)g), so folgt fiir alle bijektiven Abbildungen 5: N — N ebenfalls
neN
> apmyupm = in (B, (., )p).

neN

e Satz 5.36: Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum, S C E ein Orthonormalsystem. Dann ist fiir alle
x € F die Teilmenge

So == So(z) == {ue S| {(z,u)p =0} (7.3)
hochstens abzahlbar. Weiter gilt

D Hzwpl = Y Heusl < il (7.4)

ues u€eSy

e Satz 5.37: Sei (F, (.,.)g) ein Hilbertraum, S C FE ein (beliebiges) Orthonormalsystem. Dann
existiert fiir jedes x € E ein z € E, so dass die Reihe

Z(xa u)Eu
ueS

bei beliebiger Anordnung in (F, (., .)r) gegen z konvergiert. Weiter gelten

(a) 2=z = Y [z,upf = ||l
ucs
(b) (z —2) L (span.S) und (c) (spanS) = {Z(y,u}Eu |y € E} = M.
uesS
e Definition 5.38: Sei (F, (.,.)g) ein Innenproduktraum, S C E ein Orthonormalsystem.
(a) Dann heiBen die Zahlen (x,u)g fiir u € S die Fourier-Koeffizienten von = bzgl. S.

(b) Es heiBt S C E eine Orthonormalbasis von E, wenn gilt{™]

(1) S ist ein Orthonormalsystem

(2) Vo € E: <Z(m,u>Eu konvergiert /\Z(:U,u)gu = x) :

ues ues
(c) Wir nennen E separabel :<—= IM C E: M abzdhlbar und dicht in E.

e Korollar 5.39: Sei (E,(.,.)g) ein Hilbertraum, S C FE ein (beliebiges) Orthonormalsystem.
Dann sind dquivalent:

(a) S ist Orthonormalbasis von E.
(b) E = (span ).
(c) Es gilt die Parsevalsche Gleichung

Vee E: Y |zl = |zl (7.5)

uesS
e Satz 5.40: Sei (E, (.,.)g) ein Hilbertraum, S C E. Dann gilt:

S Orthonormalbasis von £ <= S vollstdandiges ONS von F .

15 Achtung: Dieser Begriff stimmt fiir unendlich-dimensionale Riume NICHT mit dem aus der linearen Algebra
bekannten Begriff der Orthonnormalbasis iiberein.

32



e Satz 5.41: Sei (E, (.,.)g) ein Innenproduktraum, £ # {0}. Dann gilt:

(a) 35 C E: S vollstandiges ONS von £
(b) Zu jedem ONS Sy C F existiert ein vollstiandiges ONS S mit Sy C S.

e Satz 5.42: Sei (E, (.,.)g) ein Hilbertraum unendlicher Dimension. Dann gilt

E separabel — E besitzt abziahlbare ONB .

Zusatzaufgabe 7.1:
(a) Beweisen Sie Satz 5.29 [Darstellungssatz von Fréchet-Riesz|
(b) Zeigen Sie Satz 5.31 (b): Vf € E': (f, e = || fI]? (c) Zeigen Sie Satz 5.33.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.1:
(a) e Eindeutigkeit: Angenommen, es gelte Vo € E: f(z) = (z,2)p = (z,w)g, so folgt auch
0= (r,z—w)g, also (2 —w) LE, also (z —w) € E+ = {0}, also z = w.
e Existenz:

(i) Fir f =0 € E' tut z =0 € E das Gewiinschte.

(ii) Fir f # 0 € E' ist F' := ker f abgeschlossener Unterraum von F, da f stetig wegen f €
L(E,K). Da (E,(.,.)) ein Hilbertraum ist, ist jeder abgeschlossene lineare Unterraum
vollstindig. Nach Satz 5.22 folgt dann E = F ® F+. Da f # 0 € E', ist F # E, also
F+ £ {0}. Betrachten wir nun die Einschrinkung von f auf F*, also

9:=f.
Dann ist g injektiv, denn fiir jedes zo € F-\ {0} gilt g(zo) # 0 € K.
Ebenso ist g: F+ — K surjektiv, da ungleich der Nullabbildung, also insbesondere auch

bijektiv. Damit muss F* eindimensional, also F'+ = span{z,} fiir ein 7y € F*\ {0}
sein. Wegen E = F' @ F* folgt nun

Vee FlaeK, ye F:ox=axg+vy .
Aufgrund der Linearitdt von f und — da y € ker f = F' ist — folgt daher

Ve e E: f(x) =af(x) .

Setze nun z = Sz mit [ := [(0) ¢ K. Dann folgt das Gewiinschte wegen

|zoll%

f() = af(w) = a%wmouz = aB{zo, 7o) = alwo, o) = alzo,z) = (z,2).

Satz 5.31(a) o Bsp.5.27

) (f, e = T znzpe = lzlE =" R

(c) Sei F € E". Da (E',(.,.)p) ein Hilbertraum ist, folgt nach Satz 5.29 (Fréchet-Riesz) die Existenz
eines eindeutigen gr € E’, so dass fiir alle f € E’ gilt

Satz 5.31

FU) P22 0508 T2 (2o 2)m T2 [ (2gy)

Somit ist das I': E — E”, x +— F, aus Definition 5.30 surjektiv, also ist (E, (.,.)g) reflexiv.

33



Zusatzaufgabe 7.2:
(a) Zeigen Sie Theorem 4.9 [[%

Sei (fn)nen eine Folge aus LP und sei f € LP derart, dass ||f, — f||, — 0 fir n — oo. Dann

existiert eine Teilfolge f,) € LP und ein h € L?, so dass

(i) faw — f(z) fur fast alle x. (ii) Vk € Nt | fouy| < |h(2)| fiir fast alle .

(b) Zeigen Sie, dass die Behauptungen des letzten Satzes i.A. nicht fiir die gesamte Folge gilt.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.2:

(a) Die Behauptung ist offensichtlich, falls p = oo. Sei also nun 1 < p < oco. Da (f,)nen als
konvergente Folge auch eine Cauchy-Folge beziiglich der ||.||,-Norm ist, finden wir eine Teilfolge

(fa(k))Jken, so dass
1
Die durch

Y4
9e(@) = D |fatern)(@) = fap ()]
k=1

definierte Folge erfiillt dann einerseits

¢
Z | frte+1) = faw)l

k=1

lgell, =

‘ » -
< Zan(kJrl)_fn(k)Hp < Z? < Z? _
=1 — ~

p

1.

und konvergiert somit f.ii. nach dem Satz von Beppo-Levi (Satz von der monotonen Konvergenz)
gegen einen endlichen Grenzwert g € L?. Andererseits haben wir fiir £ > m > 2 die Abschitzung

L

(@) = faam @) < Y o (@) = a1 (@) = 9u(@) = gmi(@) > g(x) = g (2)

k=m+1

Wegen g,(z) — g(x) f.ii. folgt, dass auch (f) (x))keN fiir fast alle « eine Cauchy-Folge in (R, |.|)

ist und somit punktweise fast iiberall gegen einen endlichen Grenzwert konvergiert. Sei nun f (x)
dieser Grenzwert, dann folgt aus der letzten Ungleichungskette nach Grenziibergang ¢ — oo fiir

fast alle x die Ungleichung

Vm > 2:|f(z) = fawm(@)] < g(2),

also insbesondere auch f € L?. Nach dem Satz von Lebesgue (Satz von der majorisierten

vergenz) folgt nun auch || f — fumll, — 0 fiir m — oo wegen |f(x) — fowm(z)| — 0 fii.

Kon-
und

|f~ — fagm)P < ¢ € L'. Da einerseits konvergente Folgen nur einen Haufungspunkt besitzen

und andererseits der Grenzwert eindeutig ist, folgt nun f = f fast iiberall. Mittels umgekehrter
Dreiecksungleichung erhalten wir nun auch |f,on ()] < |f(2)] + g(x) =: h(z) fiir fast alle z.

(b) Betrachten wir mit n = 2F + j fiir j = 0,1,...,2F — 1 und k € Ny etwa die Folge der Treppen-

funktionen [ ]
)1 firze J27F (5 +1)27F] |
fal2) = {O sonst ,
also
filz) = 10,1 » fo(x) = 1[0,%]: f3(x) = 1[%71],
und weiter
fi@) = Yogyo B} = Apys Sol@) = Ay Slo) =gy

16Haim Brezis: Functional Analysis, Sobolev-Spaces and Partial Differential Equations
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so sehen wir, dass einerseits offenbar

(G+127* 1 1 s
2 = — =
1fally = [ﬂ bde = o8 = Slomer — 0

also die Folge (fn)nen in (LP,].]|,) liegt und dort auch gegen die Nullfunktion konvergiert.
Andererseits konvergiert diese spezielle Funktionenfolge nirgends auf [0, 1] punktweise gegen die
Nullfunktion, da die Funktionswerte fiir ausnahmslos jedes z € [0, 1] stets zwischen 0 und 1
oszillieren.

Zusatzaufgabe 7.3: Beweisen Sie Satz 5.40.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.3:
o . —>:“ Wir zeigen:

Ist (E,(.,.)r) separabel und S C E ein ONS, dann ist S hochstens abzéhlbar.

Da E nach Voraussetzung separabel ist, existiert eine hochstens abzdhlbare Teilmenge
M C F mit M = E. Es gilt also

M = {y, | neN} oder M =A{y,|n=1,....m}.
Insbesondere folgt S C E = |JD, mit den offenen Kugeln D, := B,s(y,). Sind nun

n
u,v € SN D,, so gilt einerseits

||U_UHE S 1|u_yn||E + ||yn_v||b: < \/5

vz
<3

<

<

oS

Andererseits gilt fiir alle u,v € S mit u # v schon |Ju — v||% = (u,u)p + (v,v)p = 2, also
|u — v||z = v/2. Somit kann fiir jedes n in S N D,, maximal ein Element enthalten sein.
Also ist S hochstens abzéhlbar.

o .<——:“Sei S C F eine abzéhlbare ONB von E, d.h., S = {u, € F | n € N}. Da fiir jedes
m € N die Menge

M, == {Z Gntn | Re(gn), Im(g,) € Q}

abzéhlbar ist, ist auch M := U M, abzahlbar. Sei nun € > 0 und = € E beliebig. Nach

meN
Definition einer Orthonormalbasis existiert dann ein m € N, so dass

m

T — Z(m,un)Eun

n=1

- €
2

E

Da @ dicht in R liegt, existieren g, mit Re(g,),Im(g,) € Q, so dass

€
Vn=1,...,m: |g, — (x,un)pg| < o
Insgesamt folgt somit
m m m
p= S gl < o=@+ 3 e uds - gl Jualls < =
! . — 5 — _<,E_/\_,l_/
~ - <3m =

N

Also gilt M = E, d.h., M C E ist auch dicht in E.
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Zusatzaufgabe 7.4: (Separabilitit)
(a) Finden Sie Metriken dy,dy auf R, so dass (R, d;) separabel, jedoch (R, ds) nicht separabel ist.

(b) Zeigen Sie, dass jeder Unterraum eines separablen metrischen Raumes wieder separabel ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 7.4:

a e Esist (R, d)) separabel, weil Q C R eine abzihlbare Teilmenge ist, welche in diesem Raum
N
dicht liegt, da jede reelle Zahl in einer Kugel B.(g) mit einem geeigneten ¢ € Q enthalten
ist bzw. da in diesem Raum R = Q gilt.

e Esist (R, dgisk) nicht separabel, da jede Teilmenge A C R in diesem Raum abgeschlossen
ist. Somit ist R hier die einzige Menge, fiir welche R = R gilt, jedoch ist R bekanntermaflen
nicht abzéhlbar.

(b) Sei (E,dg) ein beliebiger separabler metrischer Raum. Dann existiert eine hochstens abziahlbare
Teilmenge M C E mit M = E. Sei weiterhin (F ,dE| F) eine beliebiger Unterrau von F.
Fiir alle y € F und alle n € N existiert nun ein v = x,, € M mit d(y,z,,) < . Damit
definieren wir fiir jede natiirliche Zahl n die Menge M, := {z,, € M |y € F}. Wegen z,,,, € M
muss zwangslaufig M,, C M fiir alle n gelten, woraus man wiederum schlussfolgern kann, dass
samtliche M, hochstens abzdhlbar sind und damit in der Form M, = {m, 1, my2, My 3,...}
geschrieben werden konnen. Nach Konstruktion der Mengen gibt es nun zu jedem m,, ;, € M ein
Ynk € F mit d(ypp, mni) < % Fassen wir nun sémtliche derartige y,,, € F' zusammen — bilden
also die Menge D := {ynx|n,k =1,2,...} —so ergibt dies wiederum eine hchstens abzéhlbare
Mengﬂ, welche in F' enthalten ist. Aulerdem ist D dicht in F', denn:

e Sei y € F und € > 0 beliebig, so existiert zunéchst ein n € N mit % < 5. In M, finden wir
nun (aufgrund der Konstruktion von M,) ein Element z € M,, C M mit d(y,z) < 1 < £.
Zu diesem x € M,, wiederum existiert ein vy, , € D mit d(x,y,x) < % < 5. Es gilt also

=&.

9 £
d(ya yn,k) < d(y,.ilf) + d(gj’ yn,k) < 5 + 5

ITn metrischen Riumen ist ein Unterraum lediglich eine Teilmenge, versehen mit der Einschrankung der Metrik des
Oberraumes auf diese Teilmenge
8Die Vereinigung von abzihlbar vielen abzihlbaren Mengen ist abziihlbar. (Beweis: Diagonalverfahren)
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 8

Bairescher Kategoriensatz — vgl. Kapitel 6

e Definition 6.1: Sei (E,d) ein metrischer Raum, M C E, M # (). Dann definieren wir
diam(M) = sup d(z,y) . (8.1)

z,yeM

e Satz 6.2 [Cantor]: Sei (E, d) ein vollstandiger metrischer Raum, (Fy)gen eine Folge abgeschlos-
sener nichtleerer Teilmengen von F mit Vn: F,, D F,, ;1 und diam(F,,) — 0 fiir n — oo.

Dann enthélt ﬂ F,, genau ein Element.

neN
e Lemma 6.3: Sei (E, d) ein metrischer Raum, F' C E, Int(F) = (), K C E abgeschlossene Kugel,

F abgeschlossen. Dann gibt es eine abgeschlossene Kugel K’ C¢ K mit K' N F = ().

e Satz 6.4 [Baire]: Sei (E,d) ein vollstandiger metrischer Raum, (F),),en eine Folge abgeschlos-
sener Teilmengen von F, G C E offen, G # (),
G C U F, .

Dann gibt es ein ng € N, so dass F},, ein nichtleeres Inneres besitzt ™

e Korollar 6.5: Ist (E,||.||) ein unendlich-dimensionaler Banach-Raum iiber K, dann ist jede
Basis von £ {iberabzéhlbar.

e Definition 6.6:

(a) Ist (E,].]|) ein unendlich-dimensionaler normierter Raum iiber K, dann nennen wir eine
Folge (z,,)nen aus E eine Schauderbasis, falls

k
Ve € E A A)nen: © = Z)\nxn = klim Si wobei Sy = Z)\nxn.
n=1

—00
neN

Bem.: Zur Abgrenzung wird die Basis im Sinne der linearen Algebra manchmal auch
Hamelbasis genannt.

(b) Sei (F,d) ein metrischer Raum, S C E beliebig.
(i) S heifit Menge 1. Kategorie in (F,d)

<= 3(F)neny mit Vn € N: (F,, C E abgeschlossen A Int F,, =) und S = U E, .
neN
(ii) S heifit Menge 2. Kategorie in (£, d), falls S keine Menge 1. Kategorie ist.
e Bemerkung 6.7:

(a) Der Satz von Baire besagt, dass offene nichtleere Mengen in vollstdndigen metrischen Raum-
en Mengen 2. Katergorie sind.

(b) Letzteres impliziert, dass Mengen 1. Kategorie ein leeres Inneres besitzen.
Zusatzaufgabe 8.1:
(a) Entscheiden Sie, ob folgende Mengen von 1. oder 2. Kategorie sind: (1) Q (ii)) R (iii) R\ Q

(b) Gibt es eine Menge, die dicht in einer anderen liegt, deren Komplement jedoch auch dicht ist?

19 Aquivalente Formulierung: Sei (E,d) vollstindig, (Fy)nen Folge mit Vn € N: F, C FE abgeschlossen und

Int |J F,, # 0. Dann gilt: Ing € N: Int(F,,) # 0
neN
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Losung zu Zusatzaufgabe 8.1:

(a) ()

(i)
(i)

Q ist eine Menge 1. Kategorie, da es eine geeignete abzihlbare Uberdeckung (nimlich
Uyeolal}) gibt.
R ist eine Menge 2. Kategorie, da vollstindig (vgl. Bemerkung 6.7).

R\ Q ist eine Menge 2. Kategorie, denn wire R \ Q eine Menge 1. Kategorie, dann auch
R =R\ QU Q, Widerspruch.

(b) @ C R und R\ Q C R sind beide dicht, jedoch ist letztere méchtiger.

Zusatzaufgabe 8.2:

Es seien (E, ||.||g) ein Banachraum und (F,|.||r) ein normierter Raum. (A, . )m.n sei eine Dop-
pelfolge stetiger, linearer Operatoren A,,,: £ — F. Zu jedem m € N existiere ein z,, € E, so

dass die Folge (||[AmnTml| r)

nen fur jedes m € N unbeschrénkt ist.

Zeigen Sie: Es existiert ein zo € E derart, dass fiir alle m € N (|| A, n%0||F), oy unbeschréankt ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 8.2:

Angenommen, ein derartiges x, existiere nicht.

Dann gilt
Ve € E dm(x): (HAm(x)J:UHF)jGN beschrankt (8.2)

Betrachten wir nun die Mengen

Fug = {z € E || Anyz|r <k Vi eN} = (({z € E|||Anszlr <k}, (83)
jeN
welche jeweils als abzéhlbare Durchschnitte abgeschlossener Mengen (ndmlich der Urbilder

der abgeschlossenen Mengen [0, k] unter den stetigen Abbildungen ||.||z(z,r) © Ay ;) selbst
wieder abgeschlossen sind.
Offenbar gilt
E = |J Fux. (8.4)
m,keN
so dass aufgrund der Abgeschlossenheit der F,, ; und der vorausgesetzten Vollstéandigkeit

von (E, ||.||g) nach dem Satz von Baire my € N und ky € N existieren, so dass F,, x, eine
Kugel K enthélt.

Es folgt:
Vee KVneN: ||[Ay,nx| < ko (8.5)

Analog zum Beweis eines Satzes aus der Vorlesung folgt nun die Existenz eines (3, so dass
nun auch die Operatornormen fiir jedes n € N jeweils || Ay nllze,r) < B erfiillen, denn:

o Ist etwa K = K(xg,7), also x = x¢ + ry € K fiir beliebiges y € E mit ||y||r < 1, so
erhalten wir aufgrund der Linearitét fiir beliebiges y € F mit ||y||g < 1 sofort auch

1 2k,

r—X
IS = (Amntlle + 1 Ameazollr) < =2, (86)

Amo,n—

Aol — '

<

F

2k
also die behauptete Ungleichung mit g = =0
r

Dies bedeutete jedoch insbesondere Vo € E Vn € N: ||A,,, n2||r < 8|2z £, also auch
Vn € N: HAmo,nxmoHF < 6||xmo||E )

im Widerspruch zur vorausgesetzten Unbeschranktheit der Folgen (|| Ay, nZm||F), oy -
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 9
Prinzip der gleichmifligen Beschrinktheit — vgl. Abschnitt 6.2

e Satz 6.9 [Osgood]: Sei (E,d) ein vollstindiger metrischer Raum, (f;);es eine Familie von
stetigen Funktionen f;: £ — R, welche punktweise nach oben beschriankt sind, d.h.,

Ve e EIM, e RVj e J: fj(x) < M, .
Dann existiert eine (offene oder abgeschlossene) Kugel K C E und ein M € R, so dass

Vee KVjeJ: fi(z) < M. (9.1)

e Satz 6.10 [Prinzip der gleichméfligen Beschrinktheit]: Sei (£, ||.||g) ein Banach-Raum
und (F, ||.||r) ein normierter Raum iiber K, (A;);e; eine Familie aus £(E, F'), welche punktweise
beschréankt ist, d.h.,

Dann ist (|| A;llz(e,r)) .., beschrinkt.

je
e Satz 6.11: Sei (E, ||.|g) ein Banachraum und (F,|.||r) ein normierter Raum iiber K, (A4, )nen

eine Folge aus L(E, F'). Weiter konvergiere fiir jedes x € E die Folge (A, (2))nen in F. Dann ist
die durch A(z) := lim A,x definierte Abbildung linear und stetig. Weiter gilt

n—o0

1Al cer) < 1iggf|’An|’c(E,F)- (9.2)

Der Satz von Banach-Steinhaus — vgl. Abschnitt 6.3

e Satz 6.13 [Banach-Steinhaus|: Seien (F,|.|g) und (F,|.||r) Banachrdume tiber K und
(A)nen eine Folge aus L£(E, F). Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) (Ay)nen ist punktweise konvergent.

(2) (a) (||Anl])nen ist beschrankt.
(b) 3S C E, so dass S dicht in E und die Folge (A, (z))nen fiir alle z € S konvergiert.

e Satz 6.14: Seien (E, ||.||g), (F,|.||r) und (G, ||.||¢) normierte Rdume iiber K, wobei (F\|.||r)
vollstiandig sei. Weiter sei (A, )nen eine punktweise konvergente Folge aus L(F, F') und (B, )nen
eine punktweise konvergente Folge aus L(F,G) sowie A: E — F und B: F' — G die entspre-
chenden punktweisen Grenzwerte.

Dann konvergiert auch die Folge (B,, 0 A, )nen aus L(E, G) punktweise.

Schwache Konvergenz — vgl. Abschnitt 6.4

e Definition 6.15: Sei (E,|.||g) ein normierter Raum iiber K, (x,)nen eine Folge aus £ und
r e k.

(a) Wir nennen (z,),en stark konvergent gegen x und schreiben z,, — z, falls x,, X rin
n—o0

E (d.h., ||z, —z||g — 0).

(b) Wir nennen (z,)neny schwach konvergent gegen = und schreiben z,, — z, falls

Ve L(E,K): flz,) =3 f(x)
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e Bemerkung 6.16:

(a) Starke Konvergenz impliziert schwache Konvergenz.
(b) Ist jedem Hilbertraum (E, (.,.)g) gilt

Ty, — T = Vz e E: (T, 2)p — (x,2)5 (9.3)

(c) Sei (z,)nen orthonormal in einem Hilbertraum (£, (., .) g). Dann konvergiert (z),en schwach
gegen 0, kann jedoch keine Teilfolge besitzen, welche stark konvergiert.

e Satz 6.17: Sei (F,(.,.)g) ein Hilbertraum. Dann besitzt jede beschrinkte Folge (z,)nen in £
eine schwach konvergente Teilfolge.

Zusatzaufgabe 9.1: Der Operator A: (C’([O, 1, R), ||||Oo> — (C’([O, 1], R), H||OO) sei definiert durch

/f , fir x € ]0,1]

fiir x = 0.

(Af)(z (9.4)

(a) Zeigen Sie, dass A: (C’([O, 1], R), HHOO> — (C([O, 1], R), HHOO> linear und stetig ist.
(b) Existiert ein stetiger, linearer Operator B: (C([O, 1], R), HHOO> — <C([O, 1], R), HHOO>, so dass
punktweise A" — B gilt?

Loésung zu Zusatzaufgabe 9.1:

(a) Aufgrund der Stetigkeit von f existiert nach dem Mittelwertsatz der Integralrechnung fiir jedes
x € ]0,1] jeweils ein &, € [0, z], so dass

/0 H) dt = (x—0)f(¢) .

Also folgt — da f stetig und |&,| < z ist — nun wegen (Af)(z) = f(&) =3 £(0) zundichst die
Stetigkeit des Bildes Af, d.h., in der Tat gilt A: C([0,1],R) — C([0,1],R). Da aufierdem

A +19)(0) = (Af +p9)(0) = Af(0) +ng(0) = AAS)(0) + 1(Ag)(0)
sowie aufgrund der Linearitdt des Integrals auch

Vo €]0,1]: AAf +pg)(x) = (Af +pg)(x) = é/om(kf+ﬂg)(t)dt

1 [ 1 [
= [ rwdre g [ gl = MAD@) + (A9
0 0
gilt, ist A: C([0,1],R) — C([0, 1], R) eine lineare Abbildung. Wegen [(Af)(0)| = |f(0)| < || f]l
und, da mit Mittelwertsatz (vgl. oben)

vz €10,1]: [(Af)(z)] = E (= 0)f(&)

= f(&)] < [[flls

folgt, ergibt sich nun insgesamt ||Af|lc0 < || f|loo, also ist A beschrankt mit ||A|| < 1 und als
linearer Operator somit stetig.

(b) Nach dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 6.13) geniigt es, die Beschranktheit der Folge
(IlA™|)nen zu iiberpriifen und die punktweise Konvergenz auf einer dichten Teilmenge von

<C([0, 1], R), ||.y|oo> 7u Zeigen:

e In (a) haben wir gezeigt, dass ||A]| < 1 gilt, also folgt Vn € N: ||A™]| < ||A" < 1™ = 1.
Somit ist die Folge (||A™||)nen durch 1 nach oben beschrankt.
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e In der Vorlesung haben wir gezeigt, dass P([0, 1], R) dicht in (C’([O, 1],R), ||Hoo) ist. So-
mit geniigt es nun, die punktweise Konvergenz fiir ein beliebiges Polynom zu zeigen. Da

P([0,1],R) von den Monomen aufgespannt wird, betrachten wir also die Folge der Monome
(fo)een, mit fo(x) == 2*. Fiir diese gilt

l/xtfdt— i fiir » € 10, 1]
Afe(z) = § 2 Jo S+l Y

0, firz =0,

fo(z)

also Afe(x) = 11

folgt

, d.h., das Momon 2 ist ein Eigenvektor zum Eigenwert . Somit

+1

A" fo(z) =

(+1)" |1, falls £ = 0.
Also konvergiert A™f fiir jedes f € P([0, 1], R) punktweise.

fo(2) {TH—%‘? 0, falls¢>0,

Die Existenz eines stetigen, linearen Operators B: (C([O, 1],R), HHOO) — (C’([O, 1],R), HHOO)

folgt nun aus dem Satz von Banach-Steinhaus (Satz 6.13).

Bemerkung: Es ist Bf(xz) = f(0).

Zusatzaufgabe 9.2: Beweisen Sie die Aussagen aus Bemerkung 6.16.

Losung zu Zusatzaufgabe 9.2:

n—o0

(a) Ist ,, » o in £ und f € L(E,K) beliebig, also f stetig, so gilt f(xz,) — f(z).
(b) Nach dem Darstellungssatz von Fréchet-Riesz (Satz 5.29) gilt

f e L(E,K) — dze E:Ve e E: f(x)=(z,2)p .

(¢) (i) Nach Satz 5.36 gilt
Vze E: 2:|(:vn,z)|2 < |z < oo,

neN

so dass notwendigerweise (x,,z) — 0 = (0, z) gelten muss. Dies ist genau die schwache
Konvergenz von (2, )nen gegen 0.

(ii) Da (2n)nen orthonormal in (F,(.,.)g), gilt fur beliebige n > m stets
[0 — 2] = (T Tn) B+ Ty T = HanQ + me”z = 2,

also ||z, — zm||* = V2 4 0, s0 dass (2, )nen in der Norm noch nicht einmal eine konvergente
Teilfolge besitzen kann (da sie keine Cauchyteilfolge enthalten kann).
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 10
Kompaktheit und Prikompaktheit — vgl. Abschnitt 6.5

e Definition 6.18: Sei (X, dx) ein metrischer Raum, A C X.

(a) Eine Familie (U;);jc; von offenen Teilmengen von X heiflt offene Uberdeckung von A,
falls gilt:

Aclu;. (10.1)

jel

(b) A heifit kompakt (oder iiberdeckungskompakt) genau dann, falls zu jeder offenen Uber-
deckung eine endliche Teiliiberdeckung existiert, d.h., ein J C [ endlich existiert, so dass
bereits

AclJu;. (10.2)
jedJ
gilt.

(c) A heifit folgenkompakt genau dann, wenn jede Folge (z,)nen in A eine in A konvergente
Teilfolge besitzt, d.h.,

V(zp)nen: ((Vn eN:z, € A) = JdTF (2, )reny 32 € At hoop z) (10.3)
(d) A heifit prikompakt genau dann, wenn es zu jedem e > 0 eine endliche Uberdeckung von
A mit offenen e-Kugeln gibt.
e Bemerkung 6.19: Sei (X, dx) ein metrischer Raum, A C X.

(a) Es gilt: A iiberdeckungskompakt = A folgenkompakt.
Der Beweis findet sich etwa in Otto Forster, Analysis 2.

(b) Es gilt: A {iberdeckungskompakt =—> A prikompakt.
Der Beweis ergibt sich direkt durch Anwendung der Definition der Prakompaktheit auf die
offene Uberdeckung aller e-Kugeln, welche als Mittelpunkt ein Element aus A haben.

(c) Mit A C X vollstdndig meinen wir, dass (A, dax A) vollstandig sei, also dass jede Cauchy-
folge in X, deren Folgenglieder simtlich schon in A liegen, einen Grenzwert in (X, dy)
besitzt, welcher auch schon in A liegt.

e Satz 6.20: Sei (X, dx) ein metrischer Raum, A C X. Dann sind folgende Aussagen #dquivalent:

(a) A ist iiberdeckungskompakt.
(b) A ist folgenkompakt.
(c) A ist vollstindig und prakompakt.

e Satz 6.21: Sei (X, dx) ein vollstdndiger metrischer Raum, A C X. Dann gilt

A prikompakt <= A kompakt .

e Satz 6.22: Sei (X, dx) ein metrischer Raum, A C X. Dann gilt

A kompakt <= V(x,)ney aus A 3 konvergente TF in X.
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Der Satz von Arzela-Ascoli und Anwendungen — vgl. Abschnitt 6.6
e Definition 6.23: Sei (X, d) kompakt, A C C'(X,K™).
(a) A heifit beschrinkt < ?Cug) | flloo =: C < 0
€
(b) A heiit gleichgradig gleichmiflig stetig

<= Ve>030=0(c) >0Vr,ye X: (d(:c,y) <d=VfeA: |f(x)—fl <€> :

e Bemerkung 6.24:

(a) Nach dem Satz von Heine-Borel ist eine Teilmenge eines endlich-dimensionalen normierten
Raumes genau dann kompakt, wenn sie beschrankt und abgeschlossen ist.

(b) Nach dem Satz vom Minimum/Maximum ist

[fllee :=sup [f(z)] (10.4)

z€a,b]

fir jedes f € C([a, ], K) endlich.

(c) Analog erhalten wir fiir kompakte metrische Raume (X, dx), dass

[fllee == sup [If(2)] < oo (10.5)

z€[a,b]

fir jedes f € C(X,K™) :={f: X — K™ | f stetig }.
(d) Insbesondere ist (C(X,K™),||.|ls) ein Banach-Raum.

e Satz 6.25 [Arzela-Ascoli]: Sei (X, d) kompakt, A C C(X,K™). Dann gilt

A prakompakt <= A beschriankt und gleichgradig gleichméfig stetig

e Satz 6.26 [Peano]: Sei f: [a,b] x R" — R™ stetig und beschrankt, d.h.,

M < oo sup  ||f(t,x)|| < M . (10.6)
(t,x)€la,b] xR™

Weiter sei 7 € R™ beliebig. Dann existiert eine differenzierbare Funktion z: [a, ] — R"™ mit

Vi€ [a,b]: (1) = f(txz(t)),
z(a) = 7. } oD

Zusatzaufgabe 10.1: Untersuchen Sie folgende Mengen auf Beschrénktheit und Kompaktheit.

1
(a) E1:{$€€2‘VZ€N|371|§7},
7

(b) EQ:{xEKQ i|$i’2§1}> (c) Eg,:{xE€2

i=1

1

Losung zu Zusatzaufgabe 10.1:

(a) Ej ist nicht beschrénkt, also auch nicht kompakt, denn fiir n € N ist

T = ;1 \/Zel € Ey, ||z = E ; — 00, T — Q.

i=1
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(b) Ey = B;(0) ist beschrankt, aber nicht kompakt, denn (e, ),ey ist eine Folge in Fs, welche wegen
len — em|l = V2, n # m, keine konvergente Teilfolge besitzt.

(c) Ejist kompakt, denn ist (2(™),cn eine Folge in Fs, so sind (

)

. Jnen jeweils durch % beschrankte

Folgen fiir alle 7. Nach dem Diagonalverfahren, d.h.,

gibt

Es ist (xgn))neN eine durch 1 beschriankte reelle Zahlenfolge, so dass nach dem Satz von
Bolzano-WeierstraB eine konvergente Teilfolge (2", en von (2™),en existiert. Zu dieser

gehort dann auch die Teilfolge (z™)),,, cn von (2(™),en in Es.

Es ist (xgm))meN eine durch 1 beschrénkte reelle Zahlenfolge, so dass nach dem Satz von

Bolzano-Weierstrafl eine konvergente Teilfolge (:cg’“))meN von (:cg’“))meN (und nach Kon-

struktion damit auch von (xén))neN) existiert. Zu dieser gehort dann auch die Teilfolge
("), en von (™)), ey (also auch von (2(™),cy) in Es.

Es ist (xém))@e;\r eine durch % beschrénkte reelle Zahlenfolge, so dass nach dem Satz von

Bolzano-Weierstral eine konvergente Teilfolge (xgng))meN von (xgm))meN (und nach Kon-

struktion damit auch von (xénl))meN und analog von (mén))neN) existiert. Zu dieser gehort
dann auch die Teilfolge ((™)),.cn von (2("2), oy (also auch von (z(™)), ey und somit

auch von (2(™),cy) in Es.
............................................................................ (und so fort)

Schreiben wir nun alle diese Teilfolgen zeilenweise untereinander, so erhalten wir die Dia-
gonalfolge, in dem wir aus der ersten Zeile das erste Element auswéhlen, aus der zweiten
das zweite Element, aus der dritten das drittel Element, ... (und so fort).

(0

es eine Teilfolge, so dass z;’ — x; ({ — 00), fiir alle ¢ mit eindeutig bestimmten kompo-

nentenweisen Grenzwerten x;. Bemerkungen:

Wegen !

Beachte, dass obige Teilfolgen (x(”k))nkeN ineinander geschachtelt sind bzw. eine , Kette*
von Teilfolgen bildet, so dass sich auch Eigenschaften vererben. D.h., insbesondere dass die
Teilfolge (x(™)),,, en fiir alle Komponenten 1, ...,k bereits konvergiert.

Beachte weiter, dass die oben im letzten Punkt konstruierte Teilfolge () jeweils ab dem
(-ten Glied eine Teilfolge von allen Teilfolgen (z(™)),, cx mit k < £ ist, also insbesondere
die Eigenschaft besitzen muss, in der k-ten Komponente (fiir alle & < ¢) zu konvergieren.

Somit konvergiert xZ@ — x; in der Tat fiir jedes beliebige ¢, denn fiir jedes feste ¢ gibt es

mindestens ein ¢ mit ¢ < £, so dass der vorangegangene Punkt greift.

) ¢ Ey folgt jeweils \xl@] < 1 50 dass mit der komponentenweisen Konvergenz dann

auch |z;| < % fiir alle 4, also = := (2;)nen in Ej3 folgt sowie fiir jedes € > 0 die Existenz eines
je € N und eines /. € N mit

(z6) = Jo=a®P < X pi—alP + 3 |m-alP
] ) ——

] T a2
2 o 2 o0
€ ¢ € 4
< gegm 4 > (ml+lel) < S+ Y 5 <
Je i=je+1 §(1+1)2 i=je+1

Damit haben wir aus einer beliebigen Folge aus E3 eine konvergente Teilfolge gewinnen kénnen
und somit gezeigt, dass £ folgenkompakt und — da F5 mit der £2-Norm ein normierter und damit
insbesondere auch ein metrischer Raum ist — somit auch kompakt ist.
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Zusatzaufgabe 10.2:

Sei (X, d) ein metrischer Raum. M C X heifit relativ kompakt, wenn jede Folge aus M eine
in X konvergente Teilfolge besitzt. Sei ¢y := {z € £*° | z(n) — 0 fiir n — oo}. Zeigen Sie:

M C cg ist relativ kompakt <= M ist beschrinkt und sup <Sup | x(k)|) N=3o
Losung zu Zusatzaufgabe 10.2: ze€M \kZN

,=:“ Sei M relativ kompakt.

e Wire M unbeschrénkt, so gibe es eine Folge z,, aus M mit ||z,||« — 0o. Aufgrund der vor-
ausgesetzten relativen Kompaktheit besifle sie jedoch andererseits eine konvergente Teil-
folge =, — x¢, welche aufgrund ihrer Konvergenz folglich auch beschrankt sein miisste.
Also wére (||Z5]|s)n ebenfalls beschréankt, im Widerspruch zu ||z, ||.c — oo (Wir haben da-
bei benutzt, dass eine nichtnegative bestimmt divergente Folge nur einen Haufungspunkt
(nédmlich oco) besitzt).

e Angenommen, es gelte sup (sup |x(k)]) # 0. Dann existieren ¢ > 0 und eine Folge z,
veM \k>N

aus M, so dass
Vn € N: b, = suplz, (k)] > € (10.8)

k>n
und somit keine Teilfolge von x,, existieren kann, die in ¢y gegen ein zy € ¢y konvergiert,
im Widerspruch zur vorausgesetzten relativen Kompaktheit von M.

,<—:“ Nun sei M beschriankt und es gelte sup (sup \x(k)]) — 0 fiir N — oc.
zeM \k>N

Sei (x,)nen eine beliebige Folge aus M. Aufgrund der Beschrénktheit kann man analog
zur Aufgabe 9.1 (¢) mittels Diagonalverfahren eine Teilfolge (die wir hier der Einfachheit
halber ebenfalls mit (x,),en) finden, welche x, (k) — zo(k) im Fall n — oo fiir alle K € N

erfiillt. Mit der vorausgesetzten Eigenschaft, dass sup (sup |x(l<:)|) — 0 fiir N — oo gelte,
veM \k>N

folgt nun zu jedem ¢ > 0 die Existenz eines N, € N, so dass zunéchst

up (sup |a:<k>|) <: (10.9)

€M \k>N.

und insbesondere auch Vn € N Vk > N|z, (k)| < Z gilt. Zusammen mit der zuvor gezeig-
ten komponenten (also punktweisen) Konvergenz, d.h., mit Yk € N: zo(k) = lim z,(k)
n—oo

schlieffen wir nun auch darauf, dass fiir die zu jedem k£ > N, gehorigen Grenzwerte genauso

Vk > N.: |zo(k)] < Z ,

also insbesondere auch sup |zo(k)| < Z Insgesamt ergibt sich nun
k>N.
n>N. = |&,—2ollc = suplz,(k)— xol
keN
< sup (k) —@o(R)| 4 sup [za(k)| + sup |zo(k)]
k=1,..,No—1 k>N k> N.
~ Vv
€ €
< - < -
— 4 — 4

< sup (sup |x(k:)|> + < < 3.5 < ¢

z€M \k>N. 2 4

Dies bedeutet, dass jede Folge aus M eine konvergente Teilfolge besitzt, welche wiederum einen
Grenzwert in > hat. Da ¢y abgeschlossen in ¢ ist, folgt xg € ¢y. Also ist M relativ kompakt.
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 11

Fortsetzungssitze von Hahn-Banach
e Satz 7.1: Sei E ein C-Vektorraum, f: E — C. Setzen wir
fi = Ref:E—-R, fy = Imf: E—R,
dann ist f genau dann C-linear, wenn f; eine R-lineare Abbildung ist und es gilt, dass
Ve e E: fo(x) = —fi(iz) . (11.1)

e Definition 7.2: Sei F ein K-Vektorraum und p: £ — R eine Abbildung.

(a) p heifit subadditiv, falls
Vr,y € E: pr +y) < p(z) +ply) - (11.2)

(b) p heifit positiv homogen, falls
Vee EV0O< A eR: p(Ax) = Ap(x) . (11.3)

(¢) p heifit homogen, falls
Vo € EVa € K: plaz) = |alp(x) . (11.4)

(d) p heifit Halbnorm, falls p > 0 sowie p subadditiv und homogen ist.

Satz 7.3 [Hahn-Banach — reeller Fall]: Sei E ein R-Vektorraum, p: E — R subadditiv,
positiv homogen, F' C E ein R-linearer Unterraum, f: F' — R linear und f < p auf F. Dann
existiert ein g: £ — R linear, so dass

gr = [ und Ve E:g(x) <px). (11.5)

Korollar 7.4 [Hahn-Banach — komplexer Fall]: Sei E ein C-Vektorraum, p: E' — R subad-
ditiv, positiv homogen, F' C F ein C-linearer Unterraum, f: FF — C eine C-lineare Abbildung
und Re f < p auf F. Dann existiert eine C-lineare Abbildung g: F — C, so dass

gr = f und Vz e E: Reg(r) <p(x) . (11.6)

Satz 7.5 [Hahn-Banach mit Halbnormen]: Sei £ ein K-Vektorraum, p: £ — R eine Halb-
norm, F' C E ein K-linearer Unterraum, f: F' — K eine K-lineare Abbildung und |f| < p auf
F. Dann existiert eine K-lineare Abbildung ¢g: F — K, so dass

gr = [ und Vze E:|g(x) <p(x) . (11.7)

Korollar 7.6 [Hahn-Banach auf normierten Rdumen]: Sei (E,|.|[g) ein normierter K-
Vektorraum, F' C E ein K-linearer Unterraum, f: ' — K eine K-lineare Abbildung, welche
stetig beziiglich der ||.||gz-Norm ist. Dann existiert eine stetige K-lineare Abbildung ¢g: £ — K,
so dass

gr = f wd  |gllzex) = [[fllery - (11.8)

Satz 7.7: Sei (E,||.|[r) ein normierter K-Vektorraum, 0 # xo € E beliebig und 3 € K beliebig.
Dann existiert eine stetige K-lineare Abbildung ¢g: F — K, so dass

g(l’o) = 5”%” und HQHL(E,K) = ’5’ (11-9)
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Zusatzaufgabe 11.1: (Satz v. Hahn-Banach & Prinzip der glm. Beschrinktheit)
(a) Begriinden Sie, warum die Abbildung I': £ — E" 2 — F, mit Vf € E': F.(f) = f(x) aus
Definition 5.30 linear und stetig ist.

(b) Zeigen Sie nun mit einem der Fortsetzungssétze von Hahn-Banach die Injektivitdt der Abbildung
I''E— FE' x— F,mitVf e FE: F.(f) = f(x) aus Definition 5.30.

(c) Zeigen Sie nun mit Hilfe von (a) und (b), dass I" sogar eine Isometrie ist, d.h., es gilt

(d) Sei E ein Banachraum und (z;);>1 € E eine Folge. Zeigen Sie:
Gilt x; = x € E schwach, so ist die Folge (||z;]|);>1 beschrénkt. Tipp: (c¢) und Satz 6.10.

(e) Sei E ein Banachraum und z,7; € E, 2', 2 € E' gegeben, so dass r; — x schwach in E und
x; — o' stark in B (bei j — c0). Dann gilt

() = 2 (x) .

Losung zu Zusatzaufgabe 11.1:

(a) Die Abbildung ist linear, denn aufgrund der Linearitét aller f € E’ ergibt sich

Vo,y € EV A pu e RYf € B (T(Ax+uy)(f) = Forarw(f) = fOx+py) = M(2) +pnf(y)
= Ma(f) + pFy(f) = (A(@) + pl(y))(f) -
Aufgrund der Stetigkeit eines jeden f € E’ ergibt sich

Vee EVfe B[Rl = [f@)] < [Ifle-llzle = lzlle-I1fle

also die Stetigkeit aufgrund der Beschranktheit. Fiir die Operatornorm von F, € E” = L(E',K)
gilt somit insbesondere
1Fellr < e - (11.11)

(b) Es ist zu zeigen, dass F,, = 0 nur im Fall z; = 0 gilt, also dass fiir beliebiges zo € E \ {0}
mindestens ein f € F’ existiert, so dass F,,(f) := f(xo) # 0 ist. Dazu sei zq # 0 beliebig, fest.
Nach Satz 7.7 existiert dann (mit 5 = 1) eine stetige und K-lineare Abbildung f: £ — K mit
f(zo) = ||zol|g # 0 und || f||zr = 1. Fiir dieses gilt dann genau F,,(f) := f(xo) = ||xol|lg # 0.
Alsoist I': F — E" x — F, wirklich injektiv.

Bemerkung: Weiterhin folgt mit dem eben konstruierten f wegen || f||z = 1 sofort auch
Vg € EN{0p}: [zolls = [Fao(NI < N Faoller - [[fller = 1Fallen (11.12)
=1

(c¢) Da die Behauptung fiir z = O trivial ist, ergibt sich die Isometrie ((11.10]) sofort aus den beiden
in (a) und (b) hergeleiteten Ungleichungen (11.11)) und (11.12)).

(d) Sei (z;) C E schwach konvergent gegen x € E. Aufgrund der nach (a) stetigen und nach (c)
isometrischen Einbettung £ < E” in den Bidual E” = L(E’,K), erhalten wir zu jedem x; € E
ein eindeutiges F,, € E", also eine stetige Linearform F,, auf E’. Da nach Voraussetzung
r; — v € E schwach gilt, folgt nun auch die punktweise Konvergenz F,, — F,, denn es ist

Yy e B Foly) = y(a) “S ya) = Fuly)

(insbesondere ist die Folge (‘Fxﬂ')jeN punktweise beschrénkt). Mit dem nach Satz 6.10 giilti-

gen Prinzip der gleichméfigen Beschrianktheit (oder alternativ auch nach Satz 6.13 [Banach-
Steinhaus] mit (1) = (2)(a)) folgt nun auch die gleichméBige Beschrianktheit, d.h., es gilt

sup || Fo, |lgr < oo . (11.13)

jeN
Mit (11.10)) folgt somit auch die behauptete Beschrénktheit der Folge (||z; ).
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(e) Mit der nach (d) vorhandenen gleichméfiigen Beschrianktheit der Folge (||z;||g) sowie der Li-
nearitdt und Stetigkeit der x; erhalten wir wegen z; — x und |2} — 2'[|p — 0 somit die
Abschétzung

(@5 — ) ()] + |2'(w; — )

|25 = 'lle - Jlzslls + |22 —2) |
——— >\ N —

|7(z;) — ' (z)] <
<

— 0 <M -0

Zusatzaufgabe 11.2: Sei E ein Hilbertraum und F' C E ein abgeschlossener, linearer Unterraum.

(a) Sei f € F'. Zeigen Sie, dass E' 5 g := f o p die eindeutige Fortsetzung von f mit || f|| = ||g|| ist.
Hierbei bezeichnet p: F — F' die orthogonale Projektion.

(b) Sei0#a € Eund F :={x € E | (z,a) = 0}. f € F' sei gegeben durch f(z) := (x,b), b € E.
Zeigen Sie, dass
{a, b)

f(x) = (x,b) — ol (x,a), z€FE

die eindeutige normgleiche Fortsetzung von f auf F ist.

Losung zu Zusatzaufgabe 11.2:

a e Seix € E beliebig. Da F' als abgeschlossener Unterraum eines als Hilbertraum vollstdndigen
g
Raumes selbst vollstindig ist, existiert somit nach Satz 5.22 eine eindeutige Darstellung
T =2 + zo mit x; € F und 25 € F*, so dass mit p: £ — F dann p(z) = xp gilt.

e Aufgrund von |z + 23> = ||z1||*> + ||2]|* > [Jz1]]* (vgl. Satz 5.12 — Pythagoras) sowie
wegen
lg(@)l = [(f ep)(@r + a2l = [fCx)ll < [FI- [l
folgt [lgl) < II7]] und mit g = 7 sogar || ] = ]|

e Andererseits lasst sich jede Fortsetzung h in der Form
ha) = (w,a)+ (x,b)

darstellen, wobei @ € F und b € F* (Rieszscher Darstellungssatz — Satz 5.29).
e Fiir x € F gilt h(x) = (z,a) = f(z) und somit ||f|| = |la|| (vgl. auch ZA 11.1 (c¢) und
verwende die in Satz 5.33 gezeigte Reflexivitéit von Hilbertraumen).

e Somit haben wir [|a]|* = [|h[|* = [la + b]|* = fla|* + [|b[|* genau dann, wenn |[b]] =0, also
b =0 gilt.

(b) Da durch

=T — (. a>a
Pl) === o

die orthogonale Projektion auf F' gegeben ist und sich f als

f(@) = (z,0)

darstellen lasst, erhalten wir somit wie behauptet

Fole) = <a:— <x"2>a,b> - W (z,a).

lal]
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Zusatzmaterial zum Ubungsblatt 12
Offene Abbildungen, Satz von Banach-Schauder, abgeschlossene Graphen

e Definition 8.1: Seien (E,dg) und (F,dr) metrische Raume. Eine Abbildung f: E — F heifit
offen, wenn fiir alle offenen Teilmengen A C E das Bild f(A) offen in (f(E),dp) ist.

e Lemma 8.2: Sei (F, ||.||g) ein normierter Raum iiber K, M, N C E sowie a € K. Dann gelten:

() M+NCM+N,wobei M+ N = {z€E|3ImeM3IncN:x=m-+n} ist,
(b) aM = aM, (¢c) M—N C M — N, (d) Ist M offen, x € E, a # 0, dann ist = + oM offen.

e Satz 8.3 [Banach-Schauder]:
Sind (E, ||.||g) und (F,|.||r) Banachriume iiber K sowie A € L(E, F) surjektiv, so ist A offen ]

e Satz 8.4 [Satz von der stetigen Inversen]: Seien (E, ||.|g) und (F, ||.||r) Banachraume tiber
K sowie A € L(E, F) bijektiv. Dann ist A ein Homdomorphismus, d.h., A™': ' — F ist stetig.

e Bemerkung 8.5:

(a) Sind (E,|.||g) und (F,|.||#) normierte Rédume iiber K, dann ist durch

V(z,y) € EX F: |[(z,9)exr = llzllz + llyllr (12.1)

eine Norm ||.||gxr: E X F — R gegeben.

(b) Eine zu ([12.1)) d4quivalente Norm ist etwa

Iz )ll" = llelE =+ lylE - (12.2)

(¢) Sind (E,|.||g) und (F,||.||r) Banachrdume, so wird (E X F\|.||gxr) ebenfalls zu einem
Banach-Raum.

e Definition 8.6: Scien (E, ||.||g) und (F,||.||r) normierte Réume tiber K sowie A: E' — F' eine
Abbildung. Dann nennen wir die Menge

Graph A = {(z,Az) |z € E} CEXF (12.3)
den Graphen der Abbildung A.

e Bemerkung 8.7:
(a) Ist A: E — F stetig, dann ist G4 := Graph A abgeschlossen in (E X F| ||.||gxrF), d.h.,

(‘v’n eEN: (zp,yn) € Ga N (Tp,Yn) ExE (x,y)) = (z,y) € G4,

denn aufgrund der Stetigkeit folgt (z,, Ax,) — (z, Az) € G 4.
(b) Fiir I = [a,b] seien E = C'(I) und F = C°(I) mit der Maximumnorm versehen. Dann:

o ist (F,].]|r) ein Banachraum, jedoch (£, ||.||r) nicht.

o ist die durch Az := z’ definierte K-lineare Abbildung A: (E, ||.||sx) — (F,||.||c) unste-
tig, besitzt jedoch einen abgeschlossenen Graphen Graph A entsprechend ((12.3)).

20d.h., es gilt VG C E offen : A(G) offen in (F, ||.||r).
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o ist die durch Az := 2’ definierte K-lineare Abbildung A: (E, ||.|l¢) = (F,||-|l) stetig
beziiglich der Graphennorm

|zl == ||zlloo + [|A%] oo - (denn es gilt Vo € F: ||Az]| < ||7]lq) (12.4)

Satz 8.8 [Satz vom abgeschlossenen Graphen]:
Seien (E, ||.||g) und (F,|.||r) Banachrdume iiber K sowie A: E — F eine K-lineare Abbildung.
Weiter sei der Graph ([12.3)) abgeschlossen in (E x F, ||.|gxr). Dann ist A stetig.

Satz 8.9: Seien (E, ||.||g) ein Banachraum sowie E;, Ey abgeschlossene lineare Unterrdume von
E, derart, dass £ = E; @ FEs, d.h.,

Vee F lz; € B Aoy € By mit x =21 + 29 .
Dann sind die Projektionen P;: F — Ey, v +— xy und P»: E — Es, x — x5 stetig.
Definition 8.10: Sei (E, (. )E) ein Innenproduktraum iiber K. Dann heif3t
(a) eine Abbildung A: F — E symmetrisch beziiglich (.,.)g, falls gilt:
Ve,y € E: (Ax,y)p = (2, Ay)p . (12.5)
(b) im Fall D4 C E eine Abbildung A: D4 — E symmetrisch, falls gilt:

Vo,y € Dy (Az,y)p = (x, Ay)E . (12.6)

Satz 8.11: Sei (E, (., >E> ein Innenproduktraum iiber K. Weiter sei A: E — FE linear und

symmetrisch. Dann ist Graph A abgeschlossen.

Korollar 8.12 [Satz von Hellinger-T6plitz]: Sei <E, (., )E) ein Hilbertraum tiber K. Weiter
sei A: E— FE linear und symmetrisch. Dann ist A stetig.

20



Sachwortverzeichnis

o-Algebra,

Abbildung
Graph einer,
offene, 49
symmetrische,
Axiom
Hausdorffsches Trennungs-,

Basis
Orthonormal-,
Schauder-,

Definitheit,
Einheitskugel,

Folge
Cauchy-, [9]
konvergente, [J]
Funktional

lineares,

Gleichung
Parsevalsche,
Graphennorm,

Gruppe, [I]
abelsche,

Homoomorphismus,
homogen, [46]

positiv, [46]
Homogenitit, [2]

Koeffizient
Fourier-,
Komplement
orthogonales,
konvergent
im quadratischen Mittel,
schwach,
stark,

Linearform,

MaB,
Mafraum,
Menge
offene,
Metrik
dquivalente, [9)
diskrete, [6]

norminduzierte, [4]

Norm,

p-, @
Halb-,

Maximum-, [3]

Operator-,

Operator
symmetrisch,

Operatornorm,

orthogonal,

Projektion
orthogonale,
Projektor,

Raum
Banach-, [9)
der n-mal stetig differenzierbaren
Funktionen,
der beschriankten Funktionen, [J]
der Funktionen mit beschrénkter
Variation,
Hausdorff-,
Hilbert-, [9)
Innenprodukt-,
linearer,
metrischer,
vollsténdiger, []
normierter, [2]
Pra-Hilbert-,
topologischer,
Vektor-,
Euklidischer,

Satz
vom abgeschlossenen Graphen,
von Heine-Borel,
von Hellinger Toplitz,
Skalarprodukt
reellwertiges,
subadditiv,
Symmetrie,
symmetrisch,

Topologie,

diskrete, [6]

indiskrete, [0]

von einer Metrik induzierte,
Transformation

Hauptachsen-,

Umgebung
offene,

Ungleichung
Besselsche, 28]
Cauchy-Schwarz-,
Dreiecks-, [T,
Holder-, [3]
Minkowski-, [3]

vollstiandig, [9]



