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Aussagen und Quantoren:

(a) Mit Hilfe von Symbolen fiir Variablen, Konstanten, Funktionen und Relationen kann man
Terme und Aussagen bilden:

e Jede Variable und jede Konstante ist ein Term. Sind t1, .. ., t, Terme und ist f eine n-stellige
Funktion, so ist auch f(¢1,...,t,) ein Term.
e Sind t1,...,t, Terme und ist R eine n-stellige Relation, dann ist R(t1,...,t,) eine Aussage,

in der alle vorkommenden Variablen frei sind.

(b) Aus vorhandenen Aussagen kann man mittels logischer Symbole neue Aussagen bilden: Sind A
und B Aussagen, dann sind auch

e AV B (,A oder B) Vorsicht: Damit ist kein exklusives ,,Oder“ gemeint.
e ANB (,A und B%)
e —A (,nicht A“) sowie A = B (,A impliziert B“, d.h., ,aus A folgt B*)

Aussagen. Abkiirzend fithrt man noch A <= B (,,A ist #quivalent zu B, d.h., ;A gilt genau
dann, wenn B gilt“) an Stelle von (A = B) A (B = A) ein.

(c) Logische Axiome werden durch die folgenden Wahrheitstafeln festgelegt:
A|B| A= B|AANB|AVB]|-4

w | w w w w f
w| f f f w f
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(d) Ist x eine freie Variable in der Aussage A, so erlaubt man sich auch, mittels der Quantoren V
und 3 die Aussagen Vz : A(z) (,fiir jedes z gilt A(x)“) und Iz : A(z) (,es gibt ein z, fiir das
A(z) gilt“) zu bilden, und in diesen ist dann z keine freie Variable mehr, sondern gebunden.

Mengen und Abbildungen

(a) In der Mengenlehre gibt man sich das zweistellige Relationssymbol € vor, mit dessen Hilfe man
Aussagen wie x € y (,,x ist Element von y*) formen kann.

(b) Ist A(x) eine Aussage mit freier Variable z, so bezeichnet {z | A(x)} die Ansammlung (Klasse)
aller z, fiir welche die Aussage A(z) wahr ist. Als grundlegendes nicht-logisches Axiom gibt man
sich (y € {z | A(x)}) <= A(y) vor. Mengen sind spezielle Ansammlungen. Beispielsweise

ist die leere Menge {} := ) := {z|x # x} eine Menge,
e ist mit zwei Mengen z,y die Paarmenge {z,y} := {z|(z = x) V (2 = y)} eine Menge,

e ist mit einer Menge z bei z C z, d.h. Vu: (u € 2 = u € ), auch z eine Menge (Teilmenge
von z genannt),

e sind mit zwei Mengen z,y auch Uy := {u|u € x Vu € y} (welche Vereinigung genannt
wird) und x Ny := {u|u € x Au € y} (welche Durchschnitt genannt wird) Mengen,

e ist mit einer Menge = auch P(x) := {z |z C x} eine Menge (Potenzmenge genannt).

(c¢) In analoger Weise wie Paarmengen kann man geordnete Paare und damit auch das Produkt
M x N :={(m,n)|m € M,n € N} zweier Mengen M, N definieren.

(d) Eine Abbildung f: M — N ist eine Teilmenge R C M x N mit der Eigenschaft, dass es zu
jedem z € M genau ein y € N mit (z,y) € R gibt.



Aufgabe 1.1: Die vorkommenden Symbole seien wie in der Schule zu interpretieren:
(a) Welche der folgenden Ausdriicke sind Terme, welche Aussagen 7
xT—y, r=y+z, x> 3z, b= (x=2),
4<1, Bz =2)A(z>5), (x=vy) = (z =2y) .
(b) Welche der folgenden Ausdriicke sind Aussagen, welche der auftretenden Variablen sind frei 7
(i) (@<HOA(xr>3=z=4) (iii) Vz: Jy: (x <y)

(ii)) Vy: (z=y) = (x <)) (iv) Vo: Jy: Jx:x =y

Losung;:

(a) Fiir die obigen Ausdriicke gelten:

e 1 — y ist ein Term, e r =y + z ist eine Aussage, e r > 3 ist eine Aussage,
e 5 —> (z = 2) ist weder ein Term noch eine Aussage, e 4 <1 ist eine Aussage,
e (3z =2) A(x >5) ist eine Aussage, o (x =y) = (x = 2y) ist eine Aussage.

(b) Es gelten

o (z <4)A(x >3 = x=4) ist eine Aussage mit freier Variable z,
o Vy: ((x =y) = (x <y)) ist eine Aussage mit freier Variable z,
e Jx:Vy: (z <y) ist eine Aussage ohne freie Variable,

e Vr: Jy: Jz:x =y ist keine Aussage (da die Aussage Jy : Jz : x = y keine freie Variable
enthilt, insbesondere also die schon vorkommende Variable z nicht nochmal gebunden
werden darf).

Aufgabe 1.2:
(a) Welche der folgenden Aussagen sind Tautologien, d.h., fiir beliebige Aussagen A, B wahr?

(i) A=— A (ii) (AVB) =B (iii) (AANB) = A (ivy A— (B=A)
(b) Beweisen Sie, dass aus A = B und B = C' die Aussage A —> C folgt.
Anmerkung: Die auf dieser Tautologie basierende Beweistechnik nennt man direkten Beweis.

(c) Beweisen Sie, dass aus B und —A = —B die Aussage A folgt.

Anmerkung: Die auf dieser Tautologie basierende Beweistechnik nennt man einen indirekten
Beweis oder auch einen Widerspruchsbeweis.

Losung;:
(a) Wir iiberpriifen die Aussagen anhand von Wahrheitstafeln

(i) Nach den Wahrheitstafeln sind sowohl w = w und f = f wahre Aussagen, also ist
A = A fiir jede Belegung von A wahr.

(ii) + (iii) + (iv) Aus den Wahrheitstafeln ergeben sich

Ci= D:= E:=
A|B|AVB|C=B|AANB| D= A A|/B|B=A|A=F
w | w w w w w d w | w w w
w | f w f f w b w | f w w
flw w w f w flw f w
fr f w f w flr w w

Also ist die Aussage AV B = B aufgrund der zweiten Zeile NICHT fiir alle A, B wahr.
Dagegen sind die Aussagen (AAB) = A und A = (B = A) jeweils fiir alle A, B wahr.



(b) Mit Hilfe der Wahrheitstafeln erhélt man

A B|C|D=(A=B)|E-=B=C)|F=(DANE)|G=A=C(C) | F=G
w|w | w w w w w w
w| f || w f w f w w
flwl|lw w w w w w
flfllw w w w w w
w | w| f w f f f w
w| f f f w S f w
flw|f w f f w w
fFlrrnr w w w w w
also gilt, dass aus A = B und B = C die Aussage A = C folgt.
(c) Mit Hilfe der Wahrheitstafeln erhilt man

A|B|-A|-B|C:=(-A= -B)|D:=(BANC)| D= A

wlwl| f | f w w w

w| fl f | w w f w

flw| w| f S f w

fFl1ill wl w w f w

also gilt, dass aus B und —A = —B die Aussage A folgt.

Aufgabe 1.3:

(a) Ein Barbier sei definiert als jemand, der genau diejenigen rasiert, die sich nicht selbst rasieren.
Wer rasiert den Barbier? Beantworten Sie diese Frage im Hinblick auf das Russelsche Paradoxon.

(b) Weisen Sie nach, dass das in der Mengenlehre durch z = y :<= Va : (a € © <= a € y) definierte
Relationssymbol = die Eigenschaften einer Aquivalenzrelation besitzt, d.h.,

(i) fiir alle Mengen z gilt: x = = (Reflexivitit),
(i) fiir alle Mengen z gilt: * = y = y = x (Symmetrie) und
(iii) fur alle Mengen x,y, z gilt: ((x = y) A (y = 2)) = = = z (Transitivitét).

(c) Zeigen Sie, dass (a,b) := {{a},{a,b}} eine Menge ist, die man wirklich als geordnetes Tupel
(a,b) interpretieren kann, also dass (a,b) = (¢, d) genau dann gilt, wenn a = ¢ und b = d gilt.
Damit wird das kartesische Produkt A x B von zwei Mengen A und B definiert durch

Ax B:={(a,b)|a € Abe B} .

Losung;:

(a) Wie in der Mengenlehre ergibt sich auch hier das Paradoxon, dass der Barbier sich genau dann
selbst rasisert, wenn er sich nicht selbst rasiert.
Versucht man, dieses Paradoxon wie in der Mengenlehre durch Unterscheidung von Ansammlun-
gen (Klassen) und Mengen aufzuldsen, so kénnte man daran denken, nur iiber Einwohner eines
Dorfes zu sprechen. Dann wiirde der Widerspruch nur ergeben, dass der Barbier nicht Einwohner
des Dorfes sein kann.

(b) (i) Da fiir jede Menge = die Aussage Va: (a € x <= a € z) gilt, gilt auch Vz: z = x.

(ii) Die Aussage = = y gilt nach Definition von = genau dann, wenn Va: (a € x <= a € y) gilt.
Aufgrund der Definition von <= ist dies genau dann der Fall, wenn Va: (a € y <= a € x)
gilt, und dies gilt nach Definition von = genau dann, wenn y = z gilt.

(iii) Gelte x = y und y = z. Ist a € x, dann gilt wegen x = y auch a € y, und somit wegen y = z
auch a € z. Ist umgekeht a € z, dann gilt wegen z = y (hier wurde schon die Symmetrie
benutzt) auch a € y, und somit wegen y = x (wieder wurde die Symmetrie benutzt) auch
a € x. Also folgt aus a € = auch a € z, und umgekehrt aus a € z auch a € z. Somit gilt
Va: (a € x <= a € z) und daher (nach Definition von =) auch z = z.



(¢) Zuniichst einmal ist {{a}, {a,b}} Teilmenge der Potenzmenge P({a,b}) = {0, {a}, {b}, {a,b}}
und als solche eine Menge.
Dann bemerken wir, dass * = a dquivalent zu Yy : (y € (a,b) = x € y) ist, denn das einzige
gemeinsame Element der Mengen {a} und {a, b} ist a.
Gelte nun (a,b) = (¢,d), dann folgt
r=a<= YW:(y€(a,b) =z€cy) <= Vy:(ye(c,d) = zcy)<=z=c

Also ist @ = ¢ und (a,b) = (a,d). Damit gilt {a,b} € {{a},{a,d}} und analog {a,d} €

{{a},{a,b}}.
Ist nun @ = b, dann folgt {a,d} € {{a},{a}} und daher d = a = b. Ist andererseits a # b, dann
folgt {a,b} = {a,d}, und daher dann auch b = d nach dem Extensionalitétsaxiom.

Aufgabe 1.4:

(a) Eine zweistellige Relation auf einer Menge A ist eine Teilmenge R C A x A.
Diese nennt man transitiv, wenn mit (z,y) € R und (y, z) € R auch (z,z) € R gilt.
Geben Sie alle transitiven Relationen auf der Menge A := {1, 2} an.

(b) Welche der folgenden Relationen R sind Abbildungen ? Wie lautet gegebenenfalls die zugehorige
Zuweisungsvorschrift (vorkommende Symbole sind wie in der Schule zu interpretieren)?

{(mn) eNxN|m—-n=0} , {(mn)eNxN|[(n=0A3m)V(n=1A3tm)} ,
{(p.9) eQxQlp-q=1}, {(m,n) eNxN|(n=0A3m)V(n=1A2m)} .

(c) Beweisen Sie fiir eine Menge A und eine Familie B; von Mengen (i € I) die Giiltigkeit von

a\(UB) = NB) .

i€l i€l

Losung;:
(a) Die folgenden Relationen auf A = {1,2} sind transitiv:
R =10, R = {(17 1>}7 R = {(27 2)}7 R= {(17 2)}7 R = {(27 1)}7
R = {(17 1)7 (1> 2)}7 R = {(17 1)? (2’ 1)}3 R= {(L 1)7 (27 2)}7 R = {(17 2)7 (2a 2)}> R = {(23 1)’ (Qa 2)}7
R = {(1’ 1)7 (17 2)7 (27 2)}7 R = {(17 1)7 (27 1)7 (27 2)}7 R = {(17 1)7 (17 2)’ (27 1)7 (27 2)}

Man kann Sie sich beispielsweise durch ein Pfeildiagramm mit den vier Knoten (1,1), (1,2),
(2,1) und (2, 2) veranschaulichen.

(b) e {(m,n) e NxN ‘ m—n= O} ist der Graph der Abbildung f: N — N, f(m) =m.

o {(m,n) ENXN|(n=0A3m)V(n=1A3 )(m)} ist Graph der Abbildung f : N — N,

0 falls 3|m
fm) = I
1 falls 3 fm

° {(p, ) €QxQ ’ p-q= 1} ist kein Graph einer Abbildung, denn zur rationalen Zahl p = 0
gibt es kein ¢ € Q mit p- ¢ = 1. Allerdings ist {(p, q) € (Q\{0}) xQ|p-qg= 1} Graph
der Abbildung f: Q\ {0} — Q, f(p) = %_

o R = {(m, n) € N x N‘ (mn=0A3m)V(n=1A 2\m)} ist kein Graph einer Abbildung,
denn sowohl (6,0) € R als auch (6,1) € R.

(c) Nach dem Extensionalitdtsaxiom hat man zu zeigen, dass x € A\ (|J; Bi) dquivalent zu z €
M, (A\ B;) ist. Nun ist x € A\ (|J; B;) dquivalent zu x € A und —3i : « € B;, also zu z € A und
Vi : x ¢ B;. Dies ist aber dquivalent zu Vi : ((x € A) A (x € B;)), also zu x € [, (A \ By).



Tutoriumsaufgabe T.1: (Aussagen & Wahrheitstabellen)
(a) Stellen Sie die Wahrheitstabelle fiir die Aussage ,,entweder — oder® auf.

Wie konnte man diese Aussage schaltungstechnisch realisieren ?
(b) Welche der folgenden Aussagen sind wahr?
i) <4 = 2<b (i) 2<b =<4 (i) 2<3 =3<5 (iv) 3<2 =5<3

(c) Uberpriifen Sie fiir beliebige Aussagen A, B und C die Aquivalenzen:

(1) Doppelte Negation: -(-A) <= A
(2) Kommutativgesetz: ANB <<= BAA
AVB <= BVA
(3) De Morgansche Regeln: ~(AANB) <= (-A)V(-B)
“AVE) = () (B)
(4) Assoziativgesetz: (AAB)ANC <= AN(BAC)
(AVB)VC <= vV (BVCO)
(5) Distributivgesetz: (AAB)V(ANC) — A(BVC(C)
(AVB)AN(AVC(C) = V(BAC)

Losung;:

(a) Die Aussage ,,Entweder A oder B* ldsst sich darstellen durch

A|B|-A|-B|-AANB|AAN-B|(-AAB)V(AA-B ~
wiw| f|f f f f A
wl| f| f | w f w w
flw] w | f f f f T
flflw/| w w f w

Mit Wechselschaltern liefle sich das schnell realisieren, etwa & ~

in folgender Weise:
(b) (i) wahr (ii) falsch, denn es gilt z.B. 4 <5 A =(4 <4) (ili) wahr (iv) wahr

(c) Die Aquivalenz (1) folgt aus

A 24| ~(-4)
wl| f w
fl w f
und die Aquivalenzen (2) folgen direkt aus der Definition. Die Morganschen Regeln (3) gelten
wegen
A|B||-A|-B|AAB|~(AAB)|(mA)V(=B) [AVB | ~(AVB)| (=A) A (-B)
wlwl| f | f w f f w f f
w| fl f | w f w w w f f
flwl| w | f f w w w f f
Fl1fll w| w f w w f w w
Die Assoziativitit (4) folgt wegen
A|B|C|AANB|(AANB)ANC | BANC |AN(BAC)|AVB|(AvB)vVC |BVC|AV(BVC)
w|w | w w w w w w w w w
w|w| f w f f f w w w w
w| flw f f f f w w w w
w| fLfl f f f w w f w
flw|lw f f w f w w w w
flwlf| f f f f w w w w
fLrjwl f f f f f w w w
FLEvFl f f f f f f f




Analog folgen die Distributivgesetze aufgrund von

A|B|C|BVC|AANBVC)||AANB|AANC|(AAB)V(AAQ)
wlw|w w w w w w
w|w| f w w w f w
w| flw w w f w w
wl| fl | f S f f f
flwlw| w f f f f
flw] [ w S S f f
flflw| w f f f f
Frrls f f f f f
und
A|B|C|BANC|AV(BAC)||AVB|AVC |(AVB)A(AVO)
wlw|w w w w w w
w|w| f f w w w w
w| flw f w w w w
w| f|f f w w w w
flw]w w w w w w
flw| f| f S w f f
flfjw| f f f w f
A S S f f
Tutoriumsaufgabe T.2: (mathematische vs. natiirliche Sprache)

(a) Ist der folgende Schluss logisch richtig?
(,, Wer von der Quantenmechanik nicht schockiert ist, der hat sie nicht verstanden“ [Nils Bohr]
und ,Niemand versteht die Quantenmechanik“ [Richard Feynman]) = ,,Niemand ist von der
Quantenmechanik schockiert.“

(b) Verneinen Sie in kurzen Worten folgende Aussagen:

(i) Es gibt ein schwarzes Schaf, das gerne Salat frisst.
(ii) Alle Studierende der Analysis sind intelligent und fleiflig.

(iii) In der Analysis-Vorlesung schléft Tom oder guckt aus dem Fenster.
(c) Formalisieren Sie die nachfolgenden Sprichworter und denken Sie sich zwei weitere Beispiele aus.

(i) Alle Wege fithren nach Rom.

(ii) Hunde, die bellen, beilen nicht. (iii) Wenn zwei sich streiten, freut sich der Dritte.
Wie lauten die entsprechenden Negationen?

(d) Formalisieren Sie die folgenden Konstruktionen der Alltagssprache, indem Sie geeignete Aussagen
und Aussageformen definieren und diese mit Hilfe der Thnen zur Verfiigung stehenden logischen
Verkniipfungen miteinander in Beziehung setzen.

(i) Ist es heiB, so schmilzt das Eis, es sei denn, ich besitze einen Eisschrank.
(ii) Zu jeder ganzen Zahl k € {0,1,2,...} existieren eindeutige ganze Zahlen p € {0,1,2,...}
und ¢ € {0,1} derart, dass k die Summe von ¢ und dem Doppelten von p ist.

Losung:

(a) Dieser Schluss ist logisch nicht korrekt, denn bezeichen wir mit A(x) die Aussage, dass jemand
schockiert ist, und mit B(x) die Aussage, dass jemand versteht, dann ist sie von der Gestalt

<<V:r: ﬂA(:n):>ﬁB(:c)) A (Vx: ﬂ%’(:r))) — —A(x)

und die entsprechende Wahrheitstabelle liefert, dass es keine Tautologie ist:



A|B|-A|-B|-A(x) = -B(z) | D := (~A(z) = -B(z)) A\-B | D = -4
wl|lw]| f f w f w
w| f| f | w w w f
flw] w | f f f w
flflw/| w w w w

(b) (i) Es gibt kein schwarzes Schaf, das gerne Salat frisst. <= Alle schwarzen Schafe fressen nicht
gerne Salat.

(ii) Nicht alle Studierende der Analysis sind intelligent und fleiig. <= Es gibt einen Studie-
renden der Analysis, der nicht intelligent oder nicht fleiffig ist.

(iii) Weder schlift Tom in der Analysis-Vorlesung, noch guckt er aus dem Fenster.

(¢) (i) VWeg: FuehrtNachRom(Weg) (ii) VHund: (Bellt(Hund) = ﬂBeisst(Hund)>
(iii) Va,y,z: (Streit(x,y) Az # y # z # v = FreutSich(z))
Die entsprechenden Verneinungen sind wegen —(Vz: ((—A) V B)) <= 3x: (A A (—B)) somit

(i) 3Weg: — FuehrtNachRom(Weg) (i) 3 Hund: <Bellt(Hund) A Beisst(Hund))
(iii) 3z, y,z: (Streit(x,y) Az # y # z # x A = FreutSich(z))

(d) (i) EslstHeiss = [(HabeEisschrank A Eisschmilzt) Vv Eisschmilzt}
(ii) Vk € ({0} UN) 3lpe ({0} UN) Jlg € {0,1}: k=2p+¢

Tutoriumsaufgabe T.3: (Aussagen mit Quantoren)

(a) Geben Sie die folgenden Aussagen in Worten an. Entscheiden Sie, ob sie wahr oder falsch sind:

(i) Yn e N: (Vm € N: n=2m) (iv) 3n € N: (3m € N: n = 2m)
(ii) Yn € N: (I3m € N: n =2m) (v) Ym e N: (In € N: n =2m)
(iii) In € N: (Ym € N: n =2m) (vi) 3m € N: (3n € N: n. = 2m)

Begriinden Sie Thre Entscheidung gegebenenfalls mit einem Beispiel /Gegenbeispiel.
(b) Geben Sie die Verneinungen der folgenden Aussagen an:
(i) Ya: P(a), (ii) Va: =P(a), (iii) Ja: P(a), (iv) Ja: =P(a).
(c) Geben Sie die Verneinungen der folgenden Aussagen an:
(i) Va: 3b: P(a,b), (ii) VYa: Vb: P(a,b),  (iii) a: Vb: P(a,b), (iv) Ja: 3b: P(a,d).
(d) Welche der folgenden Konklusionen ist richtig?
(i) (Va: 3b: P(a,b)) = (3b: Va: P(a,b)) (ii) (3b: VYa: P(a,b)) = (Ya: 3b: P(a,b))

(e) Sei A(x) eine Aussageform. Verneinen Sie die Aussage 3lz: A(x) (sprich: ,,Es existiert genau ein
x, so dass A(x) gilt.“), welche definiert ist durch

(Fz: A(z)) A (V:ch: (Az) NAy) = = = y)> .
Losung;:

(a) (i) ,Fiir alle natiirlichen Zahlen n und m gilt n = 2m.“ Dies ist offenbar eine falsche Aussage,
beispielsweise wenn wir n = m = 1 wahlen, ist dies nicht erfiillt.



(ii) ,,Zu jeder natiirlichen Zahl n existiert eine natiirliche Zahl m mit n = 2m.“ Dies ist ebenso
eine falsche Aussage, denn beispielsweise existiert zu n = 5 keine natiirliche Zahl m mit
5 = 2m.

(iii) ,,Es existiert eine natiirliche Zahl n, so dass fiir alle natiirlichen Zahlen m die Aussage
n = 2m gilt.“ Dies ist ganz offenkundig eine falsche Aussage, denn im Falle der Existenz
eines derartigen n € N, wiirde aus n = 2-3 =6 und n = 2-4 = 8 auch 6 = 8 folgen.
Widerspruch!

(iv) ,Es existieren natiirliche Zahlen n und m, fir die n = 2m gilt.“ Dies ist eine wahre
Aussage, denn beispielsweise kénnen wir n = 88 und m = 44 wihlen.

(v) ,Zu jeder natiirlichen Zahl m existiert eine natiirliche Zahl n, fiir die n = 2m gilt.“ Dies
ist eine wahre Aussage, da das Zweifache jeder beliebigen natiirlichen Zahl wieder eine
natiirliche Zahl ist.

(vi) ,,Es existieren natiirliche Zahlen m und n, fiir die n = 2m gilt.“ Dies ist eine wahre Aus-
sage, denn sie ist beispielsweise dquivalent zu Aussage (iv) oder sie kann als Spezialfall der
Aussage (v) interpretiert werden (wenn etwas fiir alle m gilt, dann auch fiir ein spezielles).

(b) (i) Ja: =(P(a)), (ii) Ja: P(a), (iii) Ya: =(P(a)), (iv) VYa: P(a).
(¢) (i) Ja:Vb: =P(a,b), (ii) Ja: Ib: =P(a,b), (iii) Va: 3b: =P(a,b), (iv) Va: Vb: =P(a,b).

(d) Nur die zweite Konklusion ist richtig, denn wenn es ein b gibt, so dass mit diesem die Aussage
P(a,b) zu jedem beliebigen a gilt, finden wir auch zu jedem a ein b, welches in diesem Fall sogar
immer dasselbe sein kann, so dass die Aussage P(a,b) richtig ist.

Die erste Konklusion ist im Allgemeinen falsch, denn finden wir zu jedem a ein (i.A. von a
abhéngiges) b, so dass P(a,b) gilt, muss dieses b nicht fiir jedes a immer dasselbe gewesen sein.

(e) Mit den de Morganschen Gesetzen und Aufgabenteilen (b,c) sowie der Aquivalenz von £ = F'
und —E'V F erhalten wir

(var: 2A@) v (Fay: ((A@) A Aw) A~ = 1)) )

Tutoriumsaufgabe T.4: (Operationen auf Mengen, Relationen)

(a) Zeichnen Sie die Venn-Diagramme fiir Durchschnitt und Vereinigung zweier nichtleerer beliebiger
Mengen A und B in den Féllen

(i) ((ANB=0)A-(ACB))A(~(BCA) (i)AnB=0 (i) (AC B)A(~(A=B))

(b) Bestimmen Sie fiir die Mengen A = {a, 2,4, 1000, 0, lila}, B = {gruen,lila, 1000, 4, z, Auto} und
C=1{1,2,4,a,b,c,d,x,y, z, Fahrrad} die Mengen

(i) A\B := {x |z € AN—(x € B)}

(i) An(BNCQC) (iii)) AU (BUCQ) (iv) CU(BNA) (v) C\ (B\A)
(c) Das kartesische Produkt einer endlichen Menge M = {my,..., my} mit sich selbst kénnen wir
systematisch in der Form
(mlaml)y (mlva)a (m17m3)7 cee (mlvmn)a
o — sz,ml), (M2, ma), '(m2,m3), '(mz,mn),
(mnaml)a (mn7m2)7 (mnam3)7 (mnamn)7

(i) Welche Eigenschaft hat eine Relation A C M x M, die alle Diagonalelemente aus obiger
Darstellung enthélt 7

(ii) Welche Eigenschaft hat eine Relation A C M x M, die mit jedem Element (a,b) auch
dasjenige Element enthélt, welches im obigen Schema an der Position steht, welche durch
Spiegelung der Position von (a,b) an der Diagonalen erhalten wird?



Losung:

(i) (ii) (iii)

\B = {a,0} (i) AN(BNC) = {4,2}
uBUC) = {0,1,2,4,1000,a,b,c,d, z,y, z, Auto, Fahrrad, gruen, lila}
U(BNA) = {1,2,4,1000,a,b,c,d,z,y, z, Fahrrad, lila}

(v) B\ A = {gruen, Auto} = CN(B\A) =0 = C\(B\A) = C

(c) (i) Die entsprechende Relation ist reflexiv.  (ii) Die entsprechende Relation ist symmetrisch.

Tutoriumsaufgabe T.5: (Abbildungen und ihre Urbilder)
(a) Bestimmen Sie fiir die Abbildung f: R — R, x + 22 die folgenden Urbilder:

FAR), Ty eRy<0}), f7H0), LD, FHH0N, FH(-3.4D), fH((L D

Dabei heift fiir eine Abbildung f: A — B und eine beliebige Menge C' C B die Menge f~1(C) :=
{zr € A| f(a) € C} Urbild von C unter f.

(b) Beschreiben Sie die geometrischen Operationen (z.B. Spiegelung, Streckung, Verschiebung),
durch welche sich die Graphen der nachfolgenden Funktionen aus dem Graphen einer vorge-
gebenen Funktion f: R — R, = — f(x) ergeben:

(i) i: R—= R, z— —f(x) (iv)gyR—)R,z‘Hf(%x)
(i) go: R—> R, z— f(x+7) (v) g5: R=R, z+— |f|(x)
(iii) g3: R = R, x> f~1(x), falls f invertierbar ist.

Losung:
@) () ff®)=R (i) f'{yeRy<0}) =0 (i) f710) =0 (v) /({1 ={-11}
(v) f~ 1({ }) =0 (vi) f_l([_374]) = [_272] (vii) f_l([lvg]) = [_37_1] U [173]
(b) (i) Der Graph von g¢;: x — —f(x) ist die Spiegelung an der x-Achse des Graphen von f.
(ii) Der Graph von ga: z — f(x + 7) ist der entlang der x-Achse um 7 Einheiten nach links

verschobene Graph von f.
iii) Der Graph von g¢3:  — f~1'(x) ist die Spiegelung des Graphen von f an der Diagonalen
(iii) g gelung g

y =z
iv) Der Graph von g4: z — f (32) eine Streckung des Graphen entlang der z-Achse um den
(iv) g > g g

Faktor 2.

(v) Der Graph von gs: = — |f|(z) geht aus dem Graph von f dadurch hervor, dass nur die
nichtnegativen Bereiche an der x-Achse gespiegelt werden, wihrend Bereiche, in denen der
Graph oberhalb der x-Achse verlduft unveréindert bleibt.
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Unendliche Mengen und vollsténdige Induktion:

(a) Um auch ,unendiche Mengen* zur Verfiigung zu haben, fordern wir die Existenz (mind.) einer in-
duktiven Menge, d.h., das nicht-logische Axiom 3z : (0 € z A (Vy :y € 2 = (y U {y}) € x)).

(b) Die Menge N der natiirlichen Zahlen ist der Durchschnitt aller induktiven Mengen, d.h. die
kleinste induktive Menge. Anstelle von {0, {0}, {0, {0}},{0,{0},{0,{0}}},...} bezeichnet man
die Elemente von N iiblicherweise mit 1 := (), 2 := {0}, 3 := {0, {0}}, 4 := {0, {0}, {0,{0}}} ....

(¢) Durch s: N — N, s(y) := yU{y}, wird die sogenannte Nachfolgerabbildung auf N definiert, man
schreibt auch kurz n+1 := s(n). Um Aussagen iiber natiirliche Zahlen der Gestalt ¥n € N : A(n)
zu beweisen, geniigt es, dass man A(1) und Vn € N: (A(n) = A(n + 1)) zeigt. Diese Methode
wird Beweis durch vollstindige Induktion genannt.

Gruppen und Primzahlen:

(a) Existiert auf einer Menge G # () eine Operation x: G x G — G mit den Eigenschaften

o Vk,t.meG: (kxl)xm=Fkx({xm) (Assoziativitit),
e IneGVkeG:nxk=k«n==k (Existenz des neutralen Elements),
o VkeGIHeG:kxl=0xk=n (Existenz des Inversen),

so nennen wir das Paar (G, *) eine Gruppe bzw. abelsche Gruppe, falls zusitzlich gilt
e VWUimeG:l+xm=mx/l (Kommutativitit).
(b) Eine natiirliche Zahl p € N heifit Primzahl, falls n|p = (n =1V n = p) gilt.
(c) Jedes n € N, n > 1, besitzt eine eindeutige Primfaktorzerlegung, d.h.,

m
es gibt eindeutige Primzahlen p1, ..., p;, und Potenzen i1, ...,%,, € N mit n = H pZ’“.
k=1

Aufgabe 2.1:

(a) Zeigen Sie: Der Durchschnitt aller induktiven Mengen, d.h., der Durchschnitt aller Mengen
M mit ) € M und z € M = (z U {x}) € M, ist selbst wieder eine induktive Menge.

(b) Ermitteln Sie die Dualzahl- und die Hexadezimalzahldarstellung der folgenden (beziiglich der
Basis 10 dargestellten) natiirlichen Zahlen 17, 127, 4096.
Anmerkung: Die Ziffernmenge im Hexadezimalsystem ist {0, 1,2,3,4,5,6,7,8,9, A, B,C, D, E, F'}.

(c) Seien m,n € N. Welche natiirliche Zahl ergibt sich beginnend bei k& € N durch n-malige Iteration
der Abbildung f: N — N, f(k) := k™ ?

Losung:

(a) Mit anderen Worten ist zu zeigen, dass die Menge N:= ﬂ M selbst induktiv ist.
M induktiv

(i) Nun gilt einerseits § € N, da fiir jede induktive Menge M auch ) € M gilt, also () auch im
Schnitt liegen muss.

(ii) Andererseits folgt aus © € N auch x € M fiir alle induktiven M, also nach Definition der
Induktivitat auch z U {z} € M fiir alle induktiven M, und daher z U {z} € N.

Demnach ist auch N induktiv.



(b) Es gelten

1710 = 100012 = 1l
12710 = 11111114 = TF
409610 = 10000000000002 = 100016
(c) Es gilt f(f(k)) = (k™)™ = k™) f(f(f(k)) = (k™))™ = k(m*) also ergibt sich nach n-
maliger Iteration k(™"). Beweisen konnen wir dies mittels Methode der vollstéindigen Induktion:
(i) Induktionsanfang: Fiir n = 1 ist f(k) = k™ = k(™) cine wahre Aussage.
(ii) Induktionsschritt:
e Induktionsvoraussetzung: Fiir eine natiirliche Zahl m gelte (k) = E(m™).

e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch f*T1(k) = E(m™ )
o Beweis: Es st f*1(k) = f(f"(k)) ~ M) = (BT =t = g,

Aufgabe 2.2:
3

10 4 k
(a) Berechnen Sie die Ausdriicke (i) Z k2 (ii) Z (k+2) -k (iii) Z ( 2>
k=3 =1

k=-3 k=1

(b) Zeigen Sie: Teilt die natiirliche Zahl k die natiirlichen Zahlen m und n, dann teilt & auch n —m.

(c) Zeigen Sie: Gébe es nur endlich viele Primzahlen py,...,p,, dann gébe es unter diesen eine

Primzahl, die sowohl
n n
H Pk als auch (H pk> +1
k=1 k=1

teilt. Folgern Sie mittels (b), dass es unendlich viele Primzahlen gibt.

(d) Bestimmen Sie die Primfaktorzerlegung von 54 , 221 , 2010 und 4807
Losung;:

10
@) (1) ) K = 32442452+ 6"+ 72 +8+ 9> +10° = 380

k=3

3
(i) 3 (k+2)k = (~1)-(=3)40-(=2)+1-(~1)+2-0+3-144-24+5-3 = 3—14+348+15 = 28
k=—

24(2:2)+(2:2:2)+(2:2:2:2) = 2+4+8+16=230

e
E
-
<
l‘ ES]
[\}
v
Il

(b) Gilt k-i =m und k-j = n mit natiirlichen Zahlen i, j, dann gilt k- (j —i) = k-j—k-i =n—m,
also teilt k auch n — m.

n
(¢) (i) Die Zahl H pr wird von jeder der Primzahlen pq, ..., p, geteilt.
k=1

n
(ii) Die Zahl (H pk> + 1 ist grofer als Eins, wird also nach der Annahme, dass es nur die

k=1
Primzahlen pq, ..., p, gibt, auch zumindest von einer Primzahl p; geteilt.

Somit teilt p; beide Zahlen und damit nach (b) auch ihre Differenz, die jedoch gleich Eins ist.
Dies ist ein Widerspruch zu p; > 1. Daher war die Annahme falsch, dass es nur endlich viele

Primzahlen gibt.

(d) Die entsprechenden Primfaktorzerlegungen sind

54 = 2.3%, — 2010 = 2-3-5-67,
21 = 13-17, Wi 4807 = 11-19-23 .
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Korper und Aquivalenzrelationen:

(a) Zu gegebenem m,n € N kann man die Gleichung k +m = n fiir k¥ in N genau dann 16sen, wenn
m < n gilt. Damit es stets eine Losung gibt, wird N zur Menge Z := NU {0} U {—n |n € N} der
ganzen Zahlen erweitert und die Addition und Multiplikation darauf fortgesetzt.

(b) In Z ist 0 das neutrale Element der Addition, d.h. n + 0 = n gilt fir alle n € Z, und jedes
Element hat ein Inverses bzgl. der Addition, d.h. zu n € Z existiert ein m € Z mit m +n = 0.

(c) Da die Gleichung k- m = n in den ganzen Zahlen Z zu vorgegebenem m,n € Z im Allgemeinen
keine Losung besitzt, wird Z zur Menge der rationalen Zahlen

Q:= {p ‘p €Z,qeN, pund q teilerfremd} u {0}
q

erweitert und Addition sowie Multiplikation darauf fortgesetzt.!

(d) Sind auf einer Menge K zwei Operationen x: K x K — K und ®: K x K — K gegeben, so dass
(K, *) mit neutralem Element 0 und (K \ {0}, ®) mit neutralem Element 1 # 0 jeweils abelsche
Gruppen bilden und gilt fiir diese Operationen

o Vk,tme K: (kxl)®@m=(k®m)x({®m) (Distributivitét),
dann nennen wir das Tripel (K, *, ®) einen Korper.

(e) Ist k € N\ {1} vorgegeben, so definiert m ~ n :<= k|(m — n) eine Aquivalenzrelation auf Z,
d.h. eine reflexive, symmetrische und transitive Relation auf Z.

Auf der Menge Zj, der zugehorigen Aquivalenzklassen [n] := {m € Z|m ~ n}, n € Z, kann
man durch [m]+ [n] := [m+n] und [m]- [n] := [m-n] Addition und Multiplikation mit neutralen
Elementen [0] und [1] definieren, so dass die (Zg,+) und — falls k& = p eine Primzahl — ebenso
die (Zp \ {[0]}, -) abelsche Gruppen bilden. Insbesondere sind die (Z,, +, -) sogar Korper.

Aufgabe 3.1:

(a) Berechnen Sie, sofern existent, in Q die Ausdriicke

1 1 1 5 1 1
() 4= (ii) = — 2 (ifi) (iv) T
2.5 6 4 5 11 2 6 4

(b) Zeigen Sie, dass fiir k € N\ {1} durch m ~ n: <= k|(m — n) eine Aquivalenzrelation ~ auf Z
definiert wird.

(c) Zeigen Sie, dass Addition und Multiplikation in Zj wohldefiniert sind.

Losung;:

(a) Es gelten

1 1 5 2 7 1 5 2 15 13 1 1
3 - = = sy - 22 Y _ Y ces - - 55
O3+5=0 w10 W1 5 - 1 Iz~ 1
11 3 e N y : .
Da 76 1 = 0 gilt, existiert (iv) kein Inverses, T 1 3 ist also nicht definiert.

12 6 4

(b) Es ist Reflexivitéit, Symmetrie und Transitivitdt zu iiberpriifen:

!Genau genommen bezeichnet Q die Menge der Aquivalenzklassen beziiglich der Relation t~sie=a-d=c-b



e m ~ m gilt fiir alle m € Z, denn wegen k - 0 = 0 teilt jede Zahl die Null.
e m~n=>n~m gilt fir alle m,n € Z, denn gilt k|(m — n), dann auch k|(n —m).

e (m~n)A(n~r)) = m~rgil fir alle m,n,r € Z, denn gilt k|(m —n) und k|(n —r),
dann gilt auch k|((m —n) + (n — r)) und somit k|(m — r).

(¢) Ist m ~m/ und n ~ n’, dann gilt auch m +n ~ m’ +n’, denn gilt k|(m — m’) und k|(n — n'),
dann gilt auch k|((m —m') + (n — n')), also k|((m + n) — (m’ + n’)). Daher ist die Addition
wohldefiniert.

Entsprechend gilt bei m ~ m/ und n ~ n’ auch m-n ~ m’-n’; denn gilt k|(m—m’) und k|(n—n’),
dann gilt k|((m —m') -n) und k|(m’ - (n —n’)), also auch k|((m-n—m'-n)+ (m'-n—m'-n')),
d.h. k|(m-n—m'-n).

Aufgabe 3.2:

(a) Berechnen Sie in Z7 die Ausdriicke
Blz+Blr , [27—[67 , [Ar—0137 , Ble My ., B~" , (6])7"

(b) Beweisen Sie durch Rechnen in Zs:  Das Quadrat jeder ungeraden natiirlichen Zahl ist ungerade.

(c) Zeigen Sie fiir eine Primzahl p € N und festes m € Z \ pZ, dass das Produkt [m], - [n], bei
n=20,1,...,p — 1 alle Aquivalenzklassen in Z, durchliuft.?

(d) Zeigen Sie: Ein Korper ist nullteilerfrei: Aus zy = 0 folgt zwingend, dass = 0 oder y = 0 ist.

Losung:

(a) Es gelten

Bl7 + [ [7 ,
2z =16 = Bz, . (Bl = Bz denn[3)7-[5]7 = [l]s,
[z —[18]s = [2r, ([6]7)~" = [6]r denn [6]7 - [6]r = [1]7
Blz-[4r = [5lr
(b) Eine Zahl n ist genau dann ungerade, wenn [n]y = [1]2 gilt. Nun ist aber [n?]s = [n]s - [n]s =
[1)2-[1]2 = [1]2, d-h. auch n? ist ungerade (direkte Beweise fiir diese Aussage sind natiirlich auch
moglich).
c) Da Z, ein Koérper ist, folgt aus [m], - [n], = [m], - [n'], nach Multiplikation mit [m]>! schon
P p " (Mp P P P
[n]p, = [n']p, und bei n,n’ € {0,1,...,p— 1} also n = n/.
Daher kommt unter den Aquivalenzl_i_lassen [m]p - [n]p, beim Durchlaufen von n =0,1,...,p—1

keine doppelt vor, da es aber nur p Aquivalenzklassen gibt, wird somit jede durchlaufen.

(d) Sei zy = 0 und angenommen x # 0. Dann hat z ein Inverses !, und mit diesem gilt

1 neutral x~le=1 -1 assoziativ kommutativ

e zy) =210 0-z71=0.

Also folgt aus xy = 0 und = # 0 automatisch y = 0, wodurch die Aussage bewiesen ist.

*Dabei ist pZ:={k € Z|3Im € Z: p-m =k} = {0,p, —p, 2p, —2p, 3p, —3p, . . . }.
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Ordnungsrelationen und angeordnete Korper:

(a) Eine Relation < auf M # () heiit Ordnungsrelation, falls gilt

eVreM:z=<z (Reflexivitét)
e Vry,ze Mz 2yAyz=1x=2 (Transitivitét)
eV, yeM: 2 S yANyr—zx=y (Antisymmetrie)

Eine Ordnungsrelation < auf M # () heifit total, falls fiir beliebige x,y € M stets x < y oder
y =X x gilt, also je zwei Elemente vergleichbar sind.

(b) Ein Korper (K, +, -) heiit angeordnet, wenn auf K eine totale Ordnungsrelation < gegeben ist,
die sich mit den Korperoperationen + und - in folgendem Sinn vertrégt:

(i) Vo,y,zeKiz2y=—ax+2=y+ 2z
(i) Ve,y e K: 0 22 A0 <Xy=0=2x-y.

Direkt aus der Definition ergeben sich die weiteren Eigenschaften

eV yzeKizSyAz2=0=y-2=x-2

o Vzr e K: 0= 22

eV ecK:0<a2A0#2x=0=<z""

° Vx,yeK::pjy/\ij/\O#x:ij%
(¢) Auf dem angeordneten Korper R der reellen Zahlen ist die Betragsfunktion definiert durch
x, x>0

l.|: R = R, x|—>{
—r, <0

(d) Esgilt #z € Q: 22 = 2. Es gibt unendlich viele (angeordnete) Zwischenkérper K mit Q C K € R.
Quadratische Polynome und Polynomdivision:

(a) Ob ein (normiertes, d.h. mit hochstem Koeffizienten gleich 1) quadratisches Polynom 2 +pz +¢
Nullstellen besitzt, kann man mittels quadratischer Erginzung ermittelt werden:

P2
= (:H— 5) =:D(iskriminante)
2 2 i 2
itpr+q =0 = +2-fx+h = T

Im Fall D > 0 erhalten wir die bekannte p-g-Formel |z = —£ &1/ —¢

(b) Analog zur schriftlichen Division funktioniert die Polynomdivision (gegebenenfalls mit Rest).

Aufgabe 4.1:

(a) Sei M eine Menge. Zeigen Sie, dass C eine Ordnungsrelation auf P(M) ist.
Ist C im Allgemeinen auf P(M) eine totale Ordnungsrelation?

(b) Zeigen Sie, dass Losungen von 22 = 3 nicht in Q liegen konnen.

(c) Geben Sie die folgenden Mengen als Vereinigung (méoglichst weniger) paarweise disjunkter? of-
fener, halboffener bzw. abgeschlossener Intervalle reeller Zahlen an.

H A= [%2[ (ii)B:[3,7]U[5,6[U}%,8{ (iii)cz{xeR|aneN : O<x—n<1}

3
neN

3Dabei heiBt eine Familie {A4;};e; von Mengen A; paarweise disjunkt, wenn Vi,j € I: (i #j = A; N A; = 0).



Losung;:
(a) Es ist zu zeigen, dass C reflexiv, antisymmetrisch und transitiv ist.

(i) Da jede Menge A Teilmenge von sich selbst ist, haben wir Reflexivitiit.
Genauer: ACA < Va:(a€ A= ac A), wobei die letzte Implikation trivial ist.
(ii) Ist A € B und B C A, so gelten nach Definition Vz : (r € A = x € B) und Vz : (z €
B = z € A). Das ist aber zusammengefasst Vx : (r € A <= z € B). Dies wiederum heif}t
nichts anderes als, dass die Mengen A und B gleich sind. Damit folgt die Antisymmetrie.
(iii) Ist A C B und B C C, so ist auch A C C, so dass auch Transitivitit vorliegt.
Genauer: Es gilt dann Vo : (r € A = x € B)und Vo : (x € B = x € (), was
zusammengefasst Vo : (r € A = 2 € B = z € C) ergibt. Daraus folgt aber direkt, dass
Vo : (r € A= x € C) gilt, was nach Definition mit A C C iibereinstimmt.

Fiir mindestens zweielementige Mengen M ist C keine totale Ordnung, denn fiir M S a #be M
gilt einerseits {a} € P(M) und {b} € P(M), aber andererseits weder {a} C {b} noch {b} C {a}.

(b) Angenommen % mit m,n € N teilerfremd sei eine Losung von x? = 3. Dann folgt m? = 3n2.

Also ist 3 ein Teiler von m?. Da m € N eine eindeutige Primfaktorzerlegung

n

m = Hpik (pr prim , j € N)
P

besitzt und nach Potenzgesetzen
n
Y
m2 = H kak
k=1

gilt, ist jeder Primteiler von m? auch Primteiler von m. Somit gibt es ein » € N mit m = 3r,
und folglich muss auch 9r? = 3¢2%, also 372 = ¢ gelten. Mit derselben Argumentation muss
dann auch 3 ein Teiler von ¢ sein, womit p und ¢ entgegen der Annahme nicht teilerfremd sind,
Widerspruch.

(c) Die gesuchten Intervalle bzw. Vereinigungen von Intervallen sind:

i) A =[1,2[ (i) B=[38 (i) C = U}WH*[

neN

Aufgabe 4.2: (Beweise mittels vollstindiger Induktion)
(a) Was ist an folgendem ,, Induktionsbeweis® fiir die Behauptung ¥n € Ny : 4n = 0 falsch?

Induktionsanfang: 4 - 0 = 0.
Induktionsschluss: Gilt 4k = 0 fiir alle & < n, so gilt auch 4n = 0. Denn es gibt k1, ks € Ny mit
n = ki + ko und k1, ko < n, also gilt 4n = 4k; + 4ke = 0.

. N R N N ni(n+1)?
(b) Zeigen Sie: Fiir alle n € N gilt (i) Z k*=-nn+1)2n+1) (i) Z k° =
k=1 6 k=1 4
a 1 1
(c) Beweisen Sie die Aussage Vn € N: (n >92 = ]}:[2 <1 _ k2> _ n;,; )

(d) Zeigen Sie: Fiir alle n € N ist
(i) n3 + 2n durch 3 teilbar (i) 3™ — 3 durch 6 teilbar (iii) 72" — 2" durch 47 teilbar.
(e) Ab welcher Zahl n € Ny gilt n! > 2" ? Fiihren Sie einen Induktionsbeweis.
Losung:

(a) Fiir n = 1 gibt es keine zwei ki, ko € Ng mit k1, ke < 1 und 1 = ky + kg, denn kq,k2 < 1 und
ki, ko € Ng impliziert k1 = 0 = ko.



1
: . . .. _ . _ _ 1
(b) (i) Induktionsanfang: Fiir n = 1 gilt k21 k=1=5-6.

n
Induktionsschritt: Gelte kzl k% = %n(n +1)(2n + 1). Dann gilt auch

n+1 n
YK = (Z k2> +(n+1)?* = %n(n +1)@2n+1)+(n+1)? = é(n +1)(2n* + Tn + 6)
k=1 k=1

= é(n+1)(n+2)(2n+3) = %(n—i—l)((n—i—1)+1)(2(n+1)+1)

und somit ist der Induktionsschritt von n auf n + 1 vollzogen.

1

4 12(1+1)?

i) Indukti fang: Esist » k% = 1> = 1 = - = —————

(ii) Induktionsanfang: Es is kz_:l 1 1
Induktionsschritt:

n?(n +1)?

n
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte Z k= 1

k=1
n+1

e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch Z k3 =
k=1

(n+2)*(n+1)°
1 .
e Beweis:

n+1

n 2 1)2
SR = Sk e i DD gy
k=1

=1
n?(n+1)2 +4(n+1)3 (n®+4(n+1))(n+1)2 (n+2)%(n +1)2 .

4 4 4
(¢) e Induktionsanfang: Fiir n = 2 gilt
n

2
1 1 1 3 241 n+1
H<1_k?> - g(l_k?) =lre =0T 99 T Ty

k=2

e Induktionsschritt: Es gelte die Behauptung fiir ein n € N. Dann gilt auch

fi(-2) - () 10-2) (i) 5

n+1 1 _ (n+Dn+1)—1  n?+2n n+2

2n (n+1)2n (n+1)2n  (n4+1)2n 2n41) 7

(d) (i) Induktionsanfang: Es ist 13 4+ 2 -1 = 3 durch 3 teilbar.
Induktionsschritt:

e Induktionsvoraussetzung: Es sei n? 4+ 2n durch 3 teilbar, d.h., 3m € N: 3-m = n3 4 2n.
e Induktionsbehauptung: Dann ist auch (n 4 1)3 + 2(n + 1) durch 3 teilbar, d.h., es gilt

ImeN:3-m=mn+1)>+2(n+1).

e Beweis: Da fiir m := m + n? + n + 1 offenbar m € N gilt, folgt die Behauptung wegen

(3+1)"4+2(n+1) = 3430 +3n+142n+2 = n>+2n+3(n’+n+1) = 3(m+n’4+n+1) = 3-m.

(ii) Induktionsanfang: Es ist 3! — 3 = 0 durch 6 teilbar.
Induktionsschritt:

e Induktionsvoraussetzung: Es sei 3" — 3 durch 6 teilbar, d.h., 3m € N: 6 - m = 3" — 3.
e Induktionsbehauptung: Dann ist auch 3"t — 3 durch 6 teilbar, d.h., es gilt

ImeN:6-m=3"" -3,



e Beweis: Da fiir m := 3m + 1 offenbar m € N gilt, folgt die Behauptung wegen

3t _3=33""-3)+6=3-6m+6=6(3m+1)= 6-m.

(iii) Induktionsanfang: Es ist 721 — 21 =49 — 2 = 47 durch 47 teilbar.
Induktionsschritt:
e Induktionsvor.: Es sei 72" — 2" durch 47 teilbar, d.h., Im € N: 47 - m = 72" — 2",
e Induktionsbehauptung: Dann ist auch 72"+2 — 27*1 durch 47 teilbar, d.h., es gilt

Im € N: 47 - = 7272 ol

e Beweis: Da fiir m := 49m + 2™ offenbar m € N gilt, folgt die Behauptung wegen

7EH2 _gntl — 72720 _on) 4 (72 —2)2" = 49-4Tm +47-2" = 47(49m +27) = 47 -1 .

(e) Fiirn=0gilt 0! =1>1=2° Aber fiir n =1 gilt 1! =1 < 2 =2!, und ebenso 2! =2 < 4 = 22
fiir n = 2 bzw. 3! = 6 < 8 = 23 fiir n = 3. Tatsichlich gilt die Formel erst ab n = 4 allgemein,
wie der folgende Induktionsbeweis zeigt.

Induktionsanfang: 4! =1-2-3-4 =24 > 16 = 2%

Induktionsschluss: Gelte die Induktionsvoraussetzung n! > 2™. Zu zeigen ist die Induktionsbe-
hauptung (n + 1)! > 2"+,

Beweis der Induktionsbehauptung: Es gilt

1A% n>1
(n+)!=mnm+1)-n > nm+1)2" > 2.27 ="t

flir n > 1, was wegen n > 4 der Fall ist.

Beachte: Beim Induktionsschluss haben wir n > 1 benétigt. Daher muss der Induktionsanfang
mindestens bei n = 1 liegen. Wie wir aber gesehen haben, ist die Ungleichung fiir n = 1,2,3
falsch. Deswegen konnte die Induktion erst bei n = 4 verankert werden, die Ungleichung n! > 2"
gilt somit nur fiir alle n > 4.

Aufgabe 4.3: (a) Bestimmen Sie alle € R, welche die Ungleichung

-2 2
lz= 2 +2) < |z| erfiillen.
x

(b) Welche der folgenden Teilmengen von R sind Intervalle ?

(i)A;_{xeR\“’_1<l} (ii)B;_{xeR\x<3_x}

20+ 1 3 z+1

10 4

(c) Bestimmen Sie alle x € Rmit (i) z <2?, (i) ——-3<—-+1, (iii)322+62-8>1.
x x

(d) Losen Sie iiber dem Korper der reellen Zahlen die folgenden Ungleichungen und skizzieren Sie

die Lage der jeweiligen Losungsmenge auf der x-Achse:

(i)%—i—%xﬁx—g (ii)g(x—S)g(x—B) (iii) |2* — 4] — |z + 2|(2* + 2 — 6) >0
(e) Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:
(i) |z +3|+|z—3]>8 (i) (2 —z) > 1+ || (iii) m+1‘ ]
Losung;:
(a) Die Ungleichung qu < |z| ist nur fiir z # 0 erklidrt. Wir unterscheiden die Fille:

—(x —2)(x + 2)

e x€Dj:=]—00,0[ <—r=—=2a’-4<2’=—= —4<0= L, = D;.




e x€Dy:= 10,2 <r= (-4 <P =2<2?= Ly =]v2,2].
x
-2 2
e x € D3:= ]2,00[: w<z2x2—4<x2:>—4<0:>L3:D3.
x
3
Somit haben wir als Losungsmenge L = U Ly = ]—00,0[ U ]V2,00[
k=1
: : . T — 1 " 1 o : .
(b) (i) Da die Ungleichung 2o 1 < g nwr fiir © # D) erklirt ist, unterscheiden wir die beiden
x

Fille:

o Fiir x < —% und somit 2z + 1 < 0 hat die Ungleichung aufgrund der Aquivalenz zu
3(z — 1) > 2z 4+ 1 und somit zu z > 4 keine Losung, d.h., L = ().

o Fiir z > —% und somit 2z + 1 > 0 ist die Ungleichung dquivalent zu 3(z — 1) < 2z + 1
und somit zu & < 4. Also haben wir als eine Losungsmenge Ly = ]—%, 4[.

Also folgt A = Lo, weswegen die Teilmenge A ein Intervall ist.

3 _
(ii) Da die Ungleichung x <
x
Félle:

e Fiir x > —1 und somit z + 1 > 0 ist die Ungleichung dquivalent zu x(x + 1) < 3 —
und somit zu 22 + 2r — 3 = (z — 1)(x + 3) < 0. Also haben wir als eine Losungsmenge
Li=]-1,00[ N ]=3,1 = |-1,1[.

e Fiir + < —1 und somit # + 1 < 0 hat die Ungleichung aufgrund der Aquivalenz zu
z(x+1) > 3—x und somit zu 22 +22—3 = (z—1)(x+3) > 0 die Losung Ly =] — o0, —3[.

x
7 pur fir x # —1 erklért ist, unterscheiden wir die beiden

Also folgt B = Ly U Lg, weswegen die Teilmenge B kein Intervall ist.
(c) (i) Esist 0 wegen 0 = 02 nicht in der Losungsmenge. Darum unterscheiden wir die folgenden
beiden Félle:

e Sei x > 0, dann ist x < 22 dquivalent zu 1 < z, also L1 =]1,00].

e Sei x < 0, dann gilt aufgrund der Nichtnegativitit von Quadraten reeller Zahlen sowie
der Nullteilerfreiheit von Kérpern auch 0 < 22, so dass « < 0 < 22 stets wahr ist, also
ist Ly =] — 00, 0].

Somit besteht die Losungsmenge aus der Vereinigung der beiden Intervalle Ly und Ls.
(ii) Beide Seiten sind nur fiir z # 0 definiert, also 0 ¢ L. Nach den Folgerungen aus den

6
Anordnungsaxiomen ist die Ungleichung dquivalent zu — < 4.
x

6 3
e Fiir z > 0 folgt Z<x, also L1 = ]2,00{.

1 6
e Fiir x < 0ist — <0, also — < 0 < 4 stets wahr, womit sich Ly =] — 00, 0[ ergibt.
x T

Somit besteht die Losungsmenge aus der Vereinigung der beiden Intervalle Ly und Ls.

(iii) Die Ungleichung ist dquivalent zu 3(z + 3)(z — 1) = 3(2® + 22 — 3) = 322 + 62 — 9 > 0,
was einer nach oben gedffneten Parabel entspricht, welche die Nullstellen —3 und 1 besitzt
sowie ihr Minimum bei —1 mit Wert —12 annimmt. Somit ergibt sich als Losungsmenge

L = ]—00,-3[ U |l,00[.
3 247 1 7 1 1
(d) (i) Die Ungleichung ist dquivalent zu 5= % =3 + 6 <z- 2% = 3% also 3 < z.

(ii) Offenbar gilt die Ungleichung fiir x = 3. Da wegen g > 1

e fiir > 3 auch x — 3 > 0 und damit g(:c —3) > (x — 3) gilt sowie



5 )
e fiir x < 3 auch —(z —3) > 0 und damit —(z — 3)5 > —(z—3), also (x — 3) > 5(:6 -3)
folgt,
erhalten wir als Losungsmenge L = | — oo, 3].

(iii) Wir halten zunéchst fest, dass fiir obige Betragsungleichung die Aquivalenz
|22 — 4] — |z +2|(2® + 2 — 6) > 0 <= |x+2|(yg;—2y — (x—2)(x+3)) >0

gilt, weswegen —2 ¢ L folgt. Aufgrund der Definitheit des Betrages ist nur zu untersuchen,
wann der zweite Faktor positiv ist:
e Firez>2ist [z —2|— (z—2)(x+3) = (x—2)(1 — (z+3)) = —(z — 2)(x + 2) eine nach
unten gedffnete Parabel, welche jedoch fiir > 2 negative Funktionswerte annimmt.
o Firz <2ist [z —2|—(x—2)(z+3) = (z—2)(—1—(x+3)) = —(z—2)(z+4) ebenfalls
eine nach unten gedffnete Parabel mit den Nullstellen —4 und 2.

Die Losungsmenge ist somit insgesamt L = | —4,2[\{—2}, da der erste Faktor nur bei —2
verschwindet.

(e) (i) e ImFallz < —3 ist die Ungleichung |z+3|+|z—3| > 8 dquivalent zu —(z+3)— (z—3) =

—2z > 8, also —4 > x, daher ist L1 =] — o0, =3[ N ] — 00, —4[ = | — oo, —4].
e Im Fall x > 3 ist die Ungleichung |z + 3| + |z — 3| > 8 dquivalent zu (z+3) + (z —3) =
2x > 8, also x > 4, daher ist Ly = [3,00[ N ]4,00[ = ]4, 00].

e Im verbleibenden Fall —3 < x < 3 ist die Ungleichung |z + 3| 4 |x — 3] > 8 &quivalent
zu (z+3) — (x—3) = 6 > 8, was jedoch eine falsche Aussage ist. Daher ist hier Lz = 0.
Insgesamt erhalten wir nun als Losungsmenge L = Ly U Lo U Ly = | — 0o, —4[ U |4, o0].
(i) Esist L=0,daVer e R: 2(2—2)<1(2-1)=1<1+ |z|.
(iii) Wegen |y| > y <= y < 0 haben wir die Ungleichung _%7 < 0 zu untersuchen, wobei

~1,0 ¢ L.
o Im Fall 7 < —1ist # +1 <0 und <0, also 75 > 0. Also erhalten wir L; = 0.
e Im Fall # > 0 ist z +1 > 1> 0 und somit ebenfalls _¥7 > 0, also erhalten wir Ly = 0.
e Im verbleibenden Fall —1 < 2z < 0ist 0 < x+ 1, also auch 0 < %—i—l und nach Folgerung
(h) schlielich _#5 < 0. Also ist L = L3 = | — 1,0[ die gesuchte Losungsmenge.
Aufgabe 4.4: Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:
(a) |[7T—|x—=5]<3 (b) |22 — 4z + 3| < |2? — 4] () le+1]— ||+ |z —1] <2
9 r+1
(d) |22 +z—-2[ <z (e) —— =lz| () lz+2[—|z—2/>2 (8) [z +1] -2/ <1
Losung;:

(a) Wegen |7 —y| <3 <= —3<y—T7<3<«<= 4 <y <10 erhalten wir fiir

e r>5:4<zx-5<10=—=9<zx<15= L; =[9,15].
o r<54<h-2<10= 5<z<1= Ly=]|-51]

Somit ist die Losungsmenge L = [—5,1] U [9, 15].

(b) Die Ungleichung lésst sich auch schreiben als |z —1]|- |z —3| < |z —2]|- |z +2|. Somit unterscheiden
wir die fiinf Falle

7
o:p<—2:x2—4x+3§x2—4(:>7§4x<:>1Sx:>L1:(Z).

. —2§x<1::c2—4x+3§—(x2—4)(:>(x—1)2<§:>L2—[1— 31[.



7 7
o 1<z <2 —(ac2—4x+3)S—($2—4)<:>4$§7(:>:U§Z:>L3: [1,4].

3
1 — 3.
+\/g,3[

. 3§x:x2—4$+3§$2—4<:>7§4x<:>£Sx:>L1:[3,oo[.
: 37 3
Also ist L = [1—\/;,4] U 1+\/;,3[

(c) Wir unterscheiden in
er<—1l—(z+)+zr—-—(r—-1)<2<= 2<or=1; = |-2,—1]

3
e 2< <3 —($2—4$+3)§$2—4<:>§§(1,‘—1)2:>L4:

o —1<z<0:(z+)+r—(r—1)<2<=2x<0= Ly = [-1,0[;
e 0<z<li(z+l)—z—(r—-1)<2<=2x<0= L3 = ]0,1];
e 1<z (z+1l)—z+(z—-1)<2<=zx<2= Ly = [1,2]

4
Die Losungsmenge ist daher L = U L, = ]—2,2[\{0}.
k=1

(d) Aufgrund der Aquivalenz |22 + z — 2| < 2 <= |z + 2| - |2 — 1| < = unterscheiden wir in

e r< -2’ 4tr-2<w<=1’<2= L =0;
e 2<zr<l: 2l -z+2<r=3<(z+1)? = Ly =|V3-1,1];
e l<mal+r-2<ze=a2?<2= L3=[1,V2]

Aufgrund der Nichtnegativitéit des Betrages konnten wir gleich darauf schlieflen, dass nur positive

3
Zahlen in der Lésungsmenge sind. Die Lésungsmenge ist somit L = U L, = |V3—-1,V2].
k=1

1
(e) Die Ungleichung v+l < |z| ist nur fiir  # 0 definiert:
T

1 5 1\* 1+ /5
ox>0:i§x:0§$2—x—1zf§ r——| = L; = +\[,oo
T 4 2 2
1 1\* 3
oar:<0:36+ S—x:>0§a:2+a:+1:<x+2> +Z:>L2 = |—o00,0].
x
1 )
Alsoist L = ]—o00,0[ U +2\[,oo .
(f) Wir unterscheiden in
o < —2: lz 42— |z —2>2+= —(z+2)+(x—2) > 2= —4>2= L =)
o 2<x<2: lz+2|—|z—-2|>2«<= (z+2)+(z—-2)>2«<=z>1= L; =[1,2[;
o 2<u: 42—z —2|>2<= (z+2)— (2 —2)>2<=4>2= L = [2,00].

3
Die Loésungsmenge ist somit L = U Ly = [1,00[.
k=1

(g) Wegen ||+ 1] -2 <1<= -1<|z+1-2<1<«<= 1< |z+1] < 3 erhalten wir als
Losungsmenge L = [—4, —2] U [0, 2].



Aufgabe 4.5: Bestimmen Sie alle x € R, fiir die gilt:

a
e —2| " 1+ |z—1|

) @—12 2>z () B-o>2 (@) [B-o|-2 <l

Losung:

(a) Zunichst halten wir fest, dass 2 ¢ L gilt. Fiir = # 2 ist die Ungleichung zu 1 + |z — 1| > |z — 2|
dquivalent. Wir unterscheiden somit in

er>2 l4lz—-1l>z-2<=z=1+(r—-1)>2—-2<=0>—-2,also L; = ]2,00];

e l<z<2l+|z—1>z—2<=ar=14+(x—-1)>—(r—2) <2z >1,also Ly = ]1,2];

oz <1 I+jz—1>z—-2/<=1—-(x—1)>—(2—2) < 2> 2, also L3 = 0

3
Die Lésungsmenge ist somit L = U Ly = ]1,00[\{2}.
k=1

, denn wir unterscheiden in

2
(b) Die Losungsmenge ist L = U Ly = R\ 5
k=1

1—¢53+¢B[
T

e x>0 (x—1)2-2>|z| <= (r-1)?-2>2+=22-3xr—1>0,also Ly = [3+%/E,oo[;

e 1 <0: (21?22 |z| = (z—-1)?-2> —z <=2’ —2—12>0,also Ly = ]_00> 172\/5]

2
(c) Die Losungsmenge ist L = U L; = R\]1,5], denn wir unterscheiden in
k=1

o >3 3—2|>2«<= —(3—12)>2<=x>5,also L1 = [5,00[;
o x <3 B3—2z|>2«<= B3—-2)>2<= 1>z, also Ly = |—o0,1].

(d) (i) Unter Verwendung der letzten Ungleichung (vgl. (c)) unterscheiden wir in

ez >5: 3—z|-2|<|z—1l<=a-5<a—1<=0<4, also L = [5,00[;
e 1< <o
3<3, z<3,
13—a| -2/ <|z—1l<=3<z+]3—a|«<=" "7 =% also Ly = ]1,5[;
3<z, x2>3,
o x <1: ’|3—1:]—2’S|95—1|<:>1—x§1—x<2>0§0,alsoL3: | — o0, 1].

3
Somit ist fiir ||3 — 2| — 2| < | — 1| die Lésungsmenge L = U L, = R
k=1

(ii) Unter Verwendung der letzten Ungleichung (vgl. (c)) unterscheiden wir in

o x> 5 ‘\3—:6\—2‘2]w—l]<:>x—52x—1<:>024,alsoL1:(Z);
o l<x<h: |\3—x|—2{2|:L‘—1|<:>32x—|—|3—1‘|<:>32x, also Lo = |1, 3];
e r < 1: 3—az|—-2|>[zr—1l<=1-2>1-2<=02>0,also Ly = | — o0, 1].

3
Somit ist fiir ||3 — 2| — 2| > & — 1| die Lésungsmenge L = U Ly = ]—00,3].
k=1



Aufgabe 4.6:
(a) Fiihren Sie die Polynomdivisionen (z* — 1) : (x — 1) und (z* — 36) : (2% — 22 + 3) durch.

(b) Finden Sie jeweils die Menge aller Nullstellen iiber dem Koérper K und bestimmen Sie die Viel-
fachheit jeder Nullstelle. Verwenden Sie auch die Methode der quadratischen Ergénzung.

(i) = + 7 tiber K = Q und iiber K =R

(ii) 2? — 2 sowie 2 + 22 — 8 iiber K = Q und iiber K = R

(iii) 2> — 22+ 2 —1und 2% — 22 — 2 + 1 iiber K=R

(iv) z* — 8z% — 9 iiber K = Q und iiber K = R

(v) 25 —92* 4 2723 — 2722 iiber K = Q (vi) 25 — 62* + 1122 — 6 iiber K = R

Hinweis: Besitzt ein Polynom mit Koeffizienten aus Z eine Nullstelle a € Q, so ist a € Z.

Losung;:

(a) Die erste Polynomdivision ergibt (z* — 1) : (z — 1) = 2% + 22 + 2 + 1 und geht somit auf, die
zweite Polynomdivision ergibt dagegen

4r + 39

4 (2 _ 2

(b) (i) Wegen m € R\ Q besitzt das Polynom z + 7 {iber K = Q keine Nullstelle und tiber K = R
die einfache Nullstelle —.

(i) Wegen v/2 € R\ Q besitzt 2 — 2 iiber K = Q keine Nullstelle und wegen z? — 2 =
(x +/2)(x — /2) iiber K = R die beiden einfachen Nullstellen ++/2.
Da sich 22 + 22 — 8 als (x — 2)(x + 4) schreiben lisst, besitzt dieses Polynom sowohl iiber
K = Q als auch iiber K = R die beiden einfachen Nullstellen 2 und —4.

(iii) Das Polynom 2® — 22 + x — 1 besitzt nur ganzzahlige Koeffizienten, daher versuchen wir

ganzzahlige Nullstellen zu finden und werden bei x = 1 bereits fiindig. Nach Polynomdivi-
sion ergibt sich 23 — 22 + 2 — 1 = (z — 1)(2? + 1). Da aus den Anordnungsaxiomen folgt,
dass das Quadrat jeder reellen Zahl nichtnegativ ist, besitzt 22 = —1 keine Losung in R.
Demnach gibt es nur die einfache Nullstelle 1 iiber K = R.
Das Polynom z? — 22 — 2 + 1 besitzt ebenfalls nur ganzzahlige Koeffizienten und die Null-
stelle z = 1, die wegen 23 —2? —z +1 = (z —1)(2? — 1) = (z — 1)?(z + 1) jedoch zweifach
ist, und die einfache Nullstelle —1 iiber K = R.

(iv) Das biquadratische Polynom x% — 822 — 9 = (22 — 9)(2% + 1) besitzt mit der gleichen

Begriindung wie zuvor sowohl iiber K = Q als auch iiber K = R nur die beiden einfachen
Nullstellen +£3.
(v) Wegen z° — 9z + 2723 — 2722 = 22(23 + 3 - (=3)12? + 3 - (=3)%z + (=3)3) = 22(z — 3)3
besitzt das Polynom 0 als zweifache Nullstelle und 3 als dreifache Nullstelle iiber K = Q.
(vi) Da das bikubische Polynom z® — 62* 4+ 1122 — 6 fiir 22 = 1 verschwindet, kénnen wir
Polynomdivision durchfiihren und erhalten % — 62* + 1122 — 6 = (22 — 1)(z* — 522 + 6),

wobei der zweite Faktor wiederum ein biquadratisches Polynom ist, welches fiir z? = 2 und
z2 = 3 verschwindet. Also erhalten wir die einfachen Nullstellen 41, +v/2, /3 und somit

=621 +112°—6 = (2°—1)(2°—2)(2?=3) = (z+1)(z—1)(z+V2)(z—V2)(z+V3)(z—V3).



Tutoriumsaufgabe T.6: (Rechnen in Q)
(a) Vereinfachen Sie die folgenden Ausdriicke:

(i) S1:=[Tm — (5bn+3)] — [—(6n+7) + 5m — (3n — 2)]
(i) Sg := (—12a + 200)15z — 20x(14b — 9a)
(iii) S3 := 10ab(8a — 4b + 5¢) — (15a + 12b — 9¢)5ab
(b) Vereinfachen Sie die folgenden Potenzen:
(2.%’)2, (—2%’)2, 2(—31)2, —2(—1‘2), (233)37 (_233)37 2(_33>37 _2(_$)3
(c) Multiplizieren Sie aus und/oder fassen Sie zusammen:
(i) Ty :== (—a — 2b)(a + 3b) (ii) Ty :== (c+ b)(c —b+2)
(iii) 73 := 35 — (11 — 52)(3 — 222) + 222 4 322 — 4z
(d) Bestimmen Sie |7 |in

Q) T+ 2y (i) 5a + 3b 2502 — 9b? (i) 2z + vy 422 + 4oy + y?
i = ii = iii =
x—y x? —y? 5a — 3b r+y

(e) Kiirzen Sie die folgenden Briiche:

(0) Sxy + dxz (i) ar — ay (i) 8312 — 622y° (iv) r2 — 10rs + 2552
i) ——— il) ———= iil) —————5—"— i
2 ar? — ay? 24222 v r?2 — 2552
Losung:
(a) (1) S1=2m+4n+2 (ii) Sg = 20bx (iii) S5 = 5a%b — 100ab* + 95abc
(b) 2 2 2 2 2 2 2 2
(2z)* = 4az* , (—2z)° = 4dx , 2(—x)* = 2z , —2(—x*) = 227,
(2z)2 = 8x3 , (=222 = —82% , 2(—2)® = —-223 |, —2(-2)3 = 223.

(c) Es gelten

(i) Ty := (—a —2b)(a+3b) = — a® — 5ab— 6b>
(ii) To:=(c+b)(c—b+2) = +2c—b>+2b
(iii) 73 :=35 — (11 — 5z)(3 — 22%) + 222 + 32% — 4z = — T2% + 2422 + 112 + 2
) () [?]=(x+29)(z +y) = 22 + 3zy + 202 (i) | 7] = (5a — 3b)? = 25a% — 30ab + 9b>
(iii) = (z+y)(2x +y) = 22% + 32y + 2
0 0t L Sy e L
(i) 8x3y? — 622y> _ 22%y% (42 — 3y) _ 4r — 3y
24x2y? 24x2y? 12
(iv) r? —10rs 4+ 25s% (r — 5s)? _ r—>5s
r?2 — 2552 (r —5s)(r + bs) r+5s

Tutoriumsaufgabe T.7: Fiihren Sie die folgenden Polynomdivisionen durch:
(a) (2a% + 18a — 20) : (a + 10) (b) (8a% —10a — 3) : (2a — 3) (¢) @3+ %) : (z+ )
(d) (5p* +3pq+9p +6q—2): (5p+3q—1)



Losung:
(a) (2a% +18a —20) : (a 4+ 10) = 2a —2
(b) (8a%2—10a—3):(2a—3) = 4a+1
() (@ +¢%): (z+y) = 2 —zy+y?
) (

(d) (5p*+3pg+9p+6g—2): (5p+3¢—1) = p+2

Tutoriumsaufgabe T.8: Seien a,b,c € R. Bestimmen Sie L ={zx € D: S(z) =T (z)} fiir:
(a) v/x =5 auf der Menge D = {z € R: x > 0},

3

(b) % =4 auf der Menge D = {x € R: z # 0} = R\ {0},

(c) br+c=0auf R (allgemeine lineare Gleichung),

(d) 22 =a auf R (allgemeine quadratische Gleichung ohne lineares Glied),

(e) az® +bx+c=0, a#0auf R (allgemeine quadratische Gleichung),
2 _

L 1:—maufD:R 1}, r=2—zaufD={x eR: x>0}

(£ —— g

Losung;:
(a) L ={25}. (b) L ={-2,2}.

(c) Fall 1: b#0: L={-%
Fall 226=0: (i)c=0:L=R (i) ¢ #0: L = 0.
(d) Fallsa < 0ist L =0, falls a = 0 ist L = {0} und falls @ > 0 ist L = {—+/a,++/a}.

(e) Wir setzen p := g und ¢ := <. Dann kénnen wir dquivalent umformen:

2

Da a # 0, ist dies zusammen mit der ersten binomischen Formel dquivalent zu
2

2 p (p>2_< p)Q_p
2, - — - —_ —
SRR SRS Ty g 1

2 2
ar? +bx+c = a(az2+px+q) = a(x2+2§x+(g> 7(2) +q> =0

Setzen wir D := % — ¢, gelangen wir zu den folgenden Fallunterscheidungen
(i) D<0: L=0, (ii)D=0:L={-%}, (ii))D>0:L={-2~-+D,~-2+VD}.

(f) Multiplikation mit z — 1, da dieser Term auf D immer # 0 ist, ist eine dquivalente Umformung:
1 1
P-l=—2’+z & 22-2-1=0 < $2*§x*§:0

Die Losungsmenge der letzten Gleichung iiber R wére {—%, 1}. Die Losungsmenge der letzten
Gleichung iiber D ist jedoch nur L = {—3}.

(g) Quadrieren liefert =4 — 4z + 22> & 0=4— 51+ 2%
Die Losungsmenge der letzten Gleichung iiber D ist zuniichst {1,4}. Da Quadrieren jedoch
moglicherweise die Losungsmenge vergroflert hat, testen wir mit der urspriinglichen Gleichung;:
r=1 +1=2-1 wahr,
=4: /4=2—4 falsch.

Damit ist die Losungsmenge der Ursprungsgleichung L = {1}.
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Polynome und Vektorrdume:

e Ein Polynom vom Grad n € Ny iiber einem Korper K mit Koeffizienten ag, ..., a, € K, a, #
Ok, besitzt die Gestalt "
p(x) = Z apz® = apz" + ap_12" 7 + .. avx® + a1z + ag .
k=0

e Die Nullabbildung pg: « — 0 heifit Nullpolynom — ihm ordnen wir den Grad —oo zu.

e Sei (K, +, ) ein beliebiger Kérper. Wir betrachten die Menge

Hn = {p(l‘) ‘p(m) :Zak’xk7ak EK,]{:(),...,TL}

k=0

e Auf dieser Menge II,, definieren wir eine additive Verkniipfung &: II,, xII,, — II,, fiir beliebige
p,p € 1L, durch n
k=0

mit welcher (II,,, ®) zu einer abelschen Gruppe wird.

e Desweiteren betrachten wir fiir beliebige a € K und beliebige p € I1,, eine weitere Verkniipfung
o: K x II,, — II,,, definiert durch

n

(o,p) = aep(z) = Z(a ap)zh

k=0

e Sei (K, +,-) ein Korper und (V, @) eine abelsche Gruppe. Dann heifit V ein Vektorraum iiber
K (kurz K-Vektorraum), falls es eine duflere Verkniipfung e : K x V' — V' gibt mit:

(a) YoeV : lgev=uw (Einselement)
(b) Va,BeKYveV: (a-f)ev = ae(fewv) (Assoziativitit)
(¢) Va,B e KVv,weV:(a+p)ev = (eev)d (fev) und ve (vPw) = (vev)d® (wew)

e Im Fall K = R kann R? mit IIy identifiziert werden durch die eineindeutige (und mit den
Verkniipfungen sogar vertrégliche) Zuordnung Iy > asx?® + a1z + ag — (ap,a1,az) € R3

Aufgabe 5.1:
-1 -1
(a) Zeigen Sie: Fiir 1 < k <n gilt <Z> = <Z B 1) + <n . > (Pascalsches Dreieck)
(b) Beweisen Sie mittels (a) die Binomialformel Vn € No: (a+b)" = Z (:) akpnF,

k=0
(c) Gegeben seien die Polynome p(z) = 23 — 422 + 1, q(z) = —42° + 2* — 132 sowie u(z) = 4.
(i) Bestimmen Sie die Polynome p(z)+q¢(z), p(x)+u(x) sowie p(x)q(x), p(z)u(z) und p(x)po(z).
(ii) Geben Sie jeweils den Grad der Polynome aus (i) an.

)
(iii) Bestimmen Sie jeweils das additive Inverse der Polynome aus (i).
)

(iv) Geben Sie eine Grad-Formel fiir die Summe zweier Polynome an.

Losung;:



(a) Fiir k = n ist offenbar (Z) =1=14+0 = (":1) + (";1) Fir 1 <k <n—1 folgt

n—1
n—1 n—1 (n—1)! (n—1)!
+ = +
E—1 k (k—1)l(n—k)! El(n —k —1)!
k(n— 1)+ (n—k)(n—1)! n! _(n
kl(n —k)! o kl(n—k)!  \k/)°
(b) e Induktionsanfang: Es gilt Z ( Jalkyk = (8)x0_0y0 =1 = (z+9)°. (A(0))
e Induktionsvoraussetzung: Es gelte (x+y)" = Z ( JarRyk. (A(n))
k=0 n+1
e Induktionsbehauptung: Dann gilt auch (z + )"t = 2 ("Zl)x”“_kyk. (A(n+1))
e Beweis: Mittels Aufgabenteil (a) (Pascalsches Dreieck) ergibt sich
@™ = ) =ale ) ooy =3 (1)am Rt 3 (7 )anhy
k=0 k=0

o

o

_ $n+1+§n:<n> nt—ky Z(Z)nkk+l+y
k=1
n . n n . n
— gl Z() tlkyk 4 Z<g1> 61)yz+y+1 ((=k+1)
_ n+1 n+1 n n n+l1-k, k n+1 n+1 _
- () B0 () s G e

41
nz: (” + 1>In+1k k
k: y

k=0

—
o
Natd

(c) (i) Mit p(z) = 2® — 42 + 1, q(x) = —42° + 2* — 132 sowie u(z) = 4 sind

p(x) +q(z) = (23 —4a® + 1)+ (—4a® + 2% —132) = — 42+ 22 +2° —42? — 132+ 1,
px) +u(r) = (2°—42?+1)+4 = 23— 42 +5,
p(x)g(x) = (2 —4a® +1)(—42® + 2* — 132)
= 428+ 172" — 425 — 42° — 122* + 5223 — 132,
p(x)u(z) = (23 —422+1)-4 = 423 —162° + 4,
p@)po(z) = (2*—42°+1)-0 = 0.

(ii) Fiir den Grad ergibt sich jeweils deg(p(z)) = 3, deg(q(x)) = 5 und deg(u(z)) = 0 sowie

deg(p(z) +q(x)) = 5, deg(p(z)q(r)) = 8,
deg(p(z) +u(x)) = 3, deg(p(z)u(z)) = deg(p(r)) = 3, deg(p(x)po(r)) = —oo.

(iii) Die additiven Inversen sind

—(p(z) +q(zx)) = 4a® -2t — 23 +42% + 132 -1,
—(ple) +ul@)) = —a¥+da? -5,
—(p(x)q(z)) = 42% — 172" + 425 + 42° 4 122" — 5223 4+ 132,
— (p(x)u(z)) = —42®+ 162> —4
— (p(@)po(z)) = 0.

(iv) deg(p(z) + q(x)) < max(deg(p(z)),deg(q(x))), wobei Gleichheit im Fall eintritt, wenn p
und ¢ unterschiedlichen Grad besitzen bzw. im Fall des gleichen Grades die Koeffizienten
vor der héchsten Potenz nicht invers zueinander sind.



Aufgabe 5.2:

(a) Uberpriifen Sie, ob die Menge {f | f: R — R} mit sinnvollen Verkniipfungen einen linearen
Raum bildet.

(b) Zeigen Sie, dass der aus der Schule bekannte Vektorraum R? die von uns eingefiihrte Definition
eines linearen Raumes erfiillt.*

Losung:

(a) Die Menge M :={f | f: R — R} bildet mit der punktweisen Addition

+:MxM— M (f,g) = f+g, mit f+g:R—=>Rz— f(z)+g(x)

eine abelsche Gruppe (M, +) sowie mit der skalaren Multiplikation

o RxM— M (a,f) = af mit af: R—=>R,z— af(x)

einen Vektorraum (M, +,e), denn

Addition von Abbildungen von R nach R sind wieder Abbildungen von R nach R,

skalare Vielfache von Abbildungen von R nach R sind wieder Abbildungen von R nach R,
die Nullabbildung 0: R — R, z — 0 ist das neutrale Element der Addition,

zu einem beliebigen Element f € M ist —f das additive Inverse,

Assoziativitat und Distributivitat vererben sich wieder aus R.

(b) Es ist zu zeigen, dass (R3, +) eine abelsche Gruppe ist, welche die Eigenschaften (a) bis (c) aus
der Definition erfiillt.

e
Qo o2

Fiir je zwei Vektoren (a,b,c) und (d,e, f) aus R? ist auch die komponentenweise Summe
(a+d,b+e,c+ f) wieder in R3, da die Addition in R abgeschlossen ist.

Fiir eine reelle Zahl o und jeden beliebigen Vektor (a, b, ¢) aus R? ist auch («a, ab, ac) wieder
in R3, da die Multiplikation in R abgeschlossen ist. Insbesondere gilt 1 - (a,b,c) = (a,b,c),
da 1 das neutrale Element in R ist (d.h., Eigenschaft (a) ist erfiillt).

Das neutrale Element ist der Nullvektor (0,0,0), da 0 das neutrale Element in R ist.

Das additive Inverse zu einem beliebigen Vektor (a, b, ¢) aus R? ist der Vektor (—a, —b, —c),
da in zu beliebigem r € R das additive Inverse —r ist.

Die Addition auf R? ist assoziativ und kommutativ, da sich dies ebenfalls aus R auf die
einzelnen Komponenten vererbt. Somit ist (R3, +) eine abelsche Gruppe.

Die Assoziativitat fiir die skalare Multiplikation ist ebenso auf die Assoziativitat der Mul-
tiplikation in R zuriickzufiihren (d.h., Eigenschaft (b) ist erfiillt).

Analog folgen

a (a+p)a aa + fa aa Ba a a
(a+B)[b] = [(@a+B8)b] = [ab+80] = [ab| + |Bb] =a|b]| +8]|0
c (a+pB)c ac+ Be ac Be c c
sowie
d a+d ala+d) aa + ad aa ad a d
+ (e =al|lbte|=|abt+e)|=(abtae]|=|ab|+|ae]|=a|b]|+a]|e
f c+ f alc+ f) ac+ af ac af c f

4Dieser kann mit dem Raum der Polynome héchstens zweiten Grades iiber deren Koeffizienten identifiziert werden
und somit als Unterraum von {f | f: R — R} interpretiert werden.
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Lineare Abbildungen, Skalarprodukte, Matrizen und lineare Gleichungssysteme:
e Sei V ein beliebiger K-Vektorraum und vy, ..., v, € V Vektoren.

(a) Unter einer Linearkombination der Vektoren vy, ..., v, € V verstehen wir einen Vektor

n
g QUL mit at,...,on €K
k=1

(b) Eine Menge {vy, ‘ k=1,...,n} heifit linear unabhingig, wenn fiir jede Linearkombination
mit > agvg = Oy schon ai = 0 fiir alle k = 1,...,n folgt.

(c) Eine linear unabhéngige Menge {vy } k =1,...,n} heit Basis von V, wenn sich jedes
Element von V als (sogar eindeutige) Linearkombination der vy schreiben lasst.

e Satz: Jeder Vektorraum hat eine Basis. Satz: Jede Basis von R™ hat genau n Elemente.
e Die Dimension eines Vektorraumes bestimmt sich iiber die Anzahl der Basiselemente.
e Bei der Multiplikation von Polynomen gilt: deg(p(z) - ¢(z)) = deg(p(z)) + deg(q(zx))

e Eine Abbildung A: R™ — R™ heifit linear, wenn

VA pneR: Vo,weR": A+ pw) = NA(v) + pA(w)

e Eine lineare Abbildung A: R™ — R™ heif3t
— injektiv = <= VYo,w € R": (A(v) = A(w) = v = w);
— surjektiv <= Vy e R": Jv e R": A(v) =y;
— bijektiv <= A injektiv und surjektiv.

e Die Menge {v e R” } Av = ORm} heifit Kern von A.

o vl = (v1 Vg ... Up—1 vn) heilt der zu v transponierte Vektor.

n

e Die durch vTw := Z vpwy definierte Verkniipfung -: R™ x R™ — R heif3t Innenprodukt oder
k=1
Skalarprodukt auf R™.

e Fiir eine lineare Abbildung A: V' — W zwischen zwei beliebigen Vektorrdumen V und W sei
Bild(A) :=={w e W | Jv e V: A(v) = w} das Bild.

Aufgabe 6.1: Wihlen Sie sich zwei beliebige konkrete Vektoren v,w € R? aus.
(a) Bestimmen Sie die Innenprodukte vTw und wmv. Was fillt Thnen auf ?
(b) Uberpriifen Sie, ob v und w linear unabhiingig sind. Kénnen v und w eine Basis des R? bilden ?

(c) Wihlen Sie sich eine beliebige konkrete Abbildung A: R? — R? und wenden Sie diese auf die
Vektoren v und w an. Was féllt Thnen auf, wenn Sie die Abbildung A auf die Einheitsvektoren
des R? anwenden ? Bestimmen Sie weiterhin sowohl das Bild als auch den Kern von A.
Untersuchen Sie, ob A injektiv, surjektiv oder bijektiv ist.

Losung;:

T

(a) Es gilt vTw = whv = viw; + vows + vaws.



(b) Sei a € R so gewéhlt, dass v = aw; gilt. Erfiillt nun dieses o auch die Gleichungen ve = aws
sowie v3 = aws, dann sind v und w linear abhingig, anderenfalls sind sie linear unabhéngig.

Da jede Basis des R? genau drei Elemente enthalten muss, konnen v und w keine Basis des R3
bilden. Im Falle der linearen Unabhéngigkeit von v und w kénnen wir jedoch die Menge {v, w}
zu einer Basis des R? erginzen, indem wir uns ein u € R? suchen, welches sowohl von v als auch
von w linear unabhingig ist.’

(c) Eine beliebige Abbildung A: R — R? kénnen wir mit Hilfe der Matrix

a11 a12 @
A — 11 @12 a13
az1 a2 a23
darstellen. Wenden wir diese auf die Matrizen v bzw. w an, so erhalten wir
_ [a11v1 + a12v2 + a13v3 _ [a11w1 + ajpws + ajzws
Av = bzw. Aw =
a21v1 + G22V2 + 4233 a21W1 + a22W2 + a3ws3

Wenden wir die Abbildung auf die drei Einheitsvektoren an, so erhalten wir

a . a a
Aer = H , sowie Aey = 12 und Aeg = 13 ,
a21 a9 az3

also genau die drei Spalten der Matrix A. Zum Bild kénnen folgende Situationen auftreten:

e Sind mindestens zwei Spalten von A linear unabhingig, dann ist Bild(A4) = R?;

e Sind alle Spalten von A linear abhiingig und mindestens eine Spalte s € R? ungleich dem
Nullvektor im R2, dann gilt Bild(A) = Erzeugnis{s}, d.h., das Bild ist ein eindimensionaler
Unterraum des R? (eine Gerade in der Ebene durch den Nullpunkt).

e Sind alle Spalten identisch mit dem Nullvektor im R, so gilt Bild(A4) = {0}, d.h., das Bild
stimmt mit dem Nullraum iiberein.

Der Kern der Abbildung besteht aus allen Vektoren des R?, welche orthogonal auf beiden Zeilen
der Matrix A stehen:

e Sind die Zeilen der Matrix A linear unabhéngig, so erhalten wir durch Bildung des Kreuz-
produktes einen Vektor, welcher den Kern von A aufspannt.

e Sind die Zeilen linear abhiingig und mindestens eine Zeile z € R3 ungleich dem Nullvektor
im R3, so ist der Kern von A identisch mit der Ebene, welche in der Hessischen Normalform
2T (z — 0) = 0 lautet.

e Sind alle Zeilen von A identisch mit dem Nullvektor im R3, so ist R? der Kern von A.

Da — wie eben untersucht — der Kern von A mindestens eindimensional sein muss, also nicht mit
dem Nullraum iibereinstimmen kann, kann die Matrix weder injektiv noch bijektiv sein. Sie ist
aber genau dann surjektiv, wenn der Kern eindimensional ist bzw. Bild(A) = R? gilt, d.h., wenn
mindestens zwei Spalten von A linear unabhéngig sind.

Konkrete Beispiele:

e Wir betrachten die Matrix

y (1 2 3 (1)  (1-142-043-0) _ (1
e = {5 7 8 o) 51470480/ \5)°
Ao (123 New — (123 (1) (10421430 _ (2
L= \5 7 8 172 = \5 7 8 0 5.-0+7-1+8-0/)  \7)"
Moew — (123 8 _ (10+2-043-1\ _ (3
== 5 7 8 . ~ \5-047-048-1) \8) "

\

5 Allgemein kann man die lineare Unabhéngigkeit dreier Vektoren aus dem R® schnell iiberpriifen, in dem man priift,
ob die Determinante der Matrix, welche aus den Spalten der drei Vektoren gebildet werden kann, ungleich 0 ist.



Insbesondere sind die ersten beiden Spalten linear unabhéngig, denn die Gleichungen 2 =
a-1und 7 = a-5 haben offenkundig unterschiedliche Losungen. Somit ergibt sich Bild(A;) =
R?, wonach die Abbildung surjektiv ist. Fiir den Kern erhalten wir

1 5 -5
Kern(A4;) = Erzeugnis 21 x| 7 = Erzeugnis 7
3 8 -3
-5
= xeR?"aAeR:m—A 7
-3
e Wir betrachten die Matrix
Mo (213 (21410430 _ (2
0= 4 2 6 -~ 4-1+2.0+6-0) " \4)°

oo (23 ) (213 04+1-1+3-0\ (1
2= \4 2 6 22 = (4 92 ¢ 0+2-146-0)  \2/)°
Moen — (213 _ /2.041-04+3-1\ _ (3
2= 4 2 6 ~ \4-0+2-0+6-1) \6) -

Insbesondere sind sowohl die beiden Zeilen als auch die drei Spalten linear abhéngig, denn
fiir die Zeilen gilt 2 - 21 = 2o und fiir die Spalten s; = 2 - s9 sowie s3 = 3 - s9. Somit gelten

Bild(A2) = Erzeugnis { <;>} = {:1: cER? | INER:z = X (;)} ,

—_— OO0 0O, OO0 O
|
N\
NN

\

T 1 3
Kern(4;) = {zeR*| (2 1 3)|aa| = 0p = Erzeugnis 21,10
z3 0 -2
1 3
= QzeR |\ peRiz = X2 + | O ,
0 -2

so dass die Abbildung auch nicht surjektiv ist.

Aufgabe 6.2:

(a) Betrachten Sie ein beliebiges selbstgwiihltes lineares Gleichungssystem, bestehend aus 3 Glei-
chungen und 3 Unbekannten. Versuchen Sie dieses systematisch zu 16sen.

(b) Fiihren Sie (a) noch einmal mit Hilfe der Matrix-Vektor-Schreibweise durch.

(c) Besitzt das Gleichungssystem Az = 0 immer eine Losung 7
Falls ja, hat diese Menge eine gewisse Struktur ?

(d) Diskutieren Sie die Losbarkeit eines allgemeinen linearen Systems Az = b.

Losung:
(a) Betrachten wir das lineare Gleichungssystem
2045y +32=9, x+42=7, y+2z=2,

so sehen wir, dass Umstellen der zweiten Gleichung x = 7 — 4z und der dritten Gleichung
y = 2 — 2z liefert. Einsetzen in die erste Gleichung ergibt dann

2(7T—42)+5(2—-22)+32=9 = 24 -152=9 = =2, z=3, y=0.



(b) In Matrix-Vektor-Schreibweise lautet das Gleichungssystem aus (a) dann

2 5 3 x 9 1 0 4 x 7
1 0 4 yl|l = |7 oder auch 01 2 y|l = |2
0 1 2 z 2 2 5 3 z 9

Die zweite Schreibweise hat den Vorteil, dass Sie schon recht nahe an einer Dreiecksform ist, also
wenige Gauf3-Schritte durchgefithrt werden miissen:

1 0 4\ [z 7 10 4\ [z 7 10 4 T 7
01 2] (yl=1I2] -~ (01 2][yl=([2] ~ (01 yl=1 2
2 5 3/ \z 9 05 -5/ \z -5 00 —15) \z ~15

Sogenanntes Riickwértseinsetzen liefert nun erneut z =1, y = 0 und =z = 3.

(c) Lineare Abbildungen haben die Eigenschaft AMAv = A(\v), so dass einerseits fiir A = 0 folgt,
dass 0 € Kern(A) gilt. Andererseits liefert die Linearitét auch, dass mit v € Kern(A) auch jedes
skalare Vielfache von v im Kern von A liegt. Insbesondere werden Linearkombinationen von
Vektoren aus dem Kern aufgrund der Linearitdt ebenfalls auf die 0 abgebildet, so dass der Kern
einen Vektorraum bildet.

(d) Das Gleichungssystem Az = b ist genau dann 16sbar, wenn b € Bild(A) gilt, d.h., wenn b als
eine Linearkombination der Spalten von A darstellbar ist. Insbesondere bedeutet dies, dass fiir
surjektives A immer eine Losung existiert. Die Losung ist zusétzlich eindeutig, wenn der Kern
von A trivial ist, d.h., mit dem Nullraum iibereinstimmt.

Bonus: Sei K = Q oder K = Zy. Gibt es eine lineare Abbildung o: K* — K2 mit

O‘((5?033)) = (130) )
Oz((?), *271)) = 071) und
a((37374)) = (17 1) 7

—~

Sofern die drei Vektoren (5,0, 3), (3,—2,1) und (3, 3,4) linear unabhéngig sind, kénnen wir stets mit
ja antworten. Anderenfalls miissten wir mit Hilfe der Linearitit auf Konsistenz priifen.

Da die Vektoren iiber K = Q aufgrund der Eindeutigkeit des homogenen LGS

5 3 3\ [\ 0 5 3 3\ [\ 0 5 3 3\ [\ 0
0 =2 3| [Xx] = (0] ~ [0 =2 3| (Xx] =[0] ~ [0 =2 3|[Xx] = |0
31 4/ \\ 0 0 —2 /) \)\s 0 0 0 5/ \N 0

linear unabhéngig sind, gibt es eine derartige lineare Abbildung, da die drei Vektoren dann eine Basis
bilden, auf denen dann eindeutig eine lineare Abbildung festgelegt ist.

Im Fall K = Zy existiert jedoch keine lineare Abbildung, da der Vektor (1,0,1) durch die erste
Gleichung auf den Vektor (1,0) und durch die zweite Gleichung auf den Vektor (0,1) abgebildet
werden soll, jedoch muss die Abbildung eindeutig sein.
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Der Korper der komplexen Zahlen und Abstandsbegriffe:

(a) Wir betrachten die Menge R? mit den beiden Verkniipfungen @©,®: R? x R? — R?, welche
definiert seien durch
a & c\ _ [a+c a ® c\  [ac—bd
b d) = \b+d)’ b d) © \ad+bc) "’

(b) Satz: Es ist (R?,®,®) ein Kérper. Diesen nennen wir C.  Es gilt <(1)) ® ((1)> = <_01>

(c) Kiirzen wir den Vektor <0

1) mit 1 ab und identifizieren wir die reellen Zahlen r mit den Vektoren

(6), so lisst sich jedes Element eindeutig als a +ib mit a,b € R schreiben. Es folgt also i = —1.

(d) Sei V ein (R-)Vektorraum. Eine Norm auf V' ist eine Abbildung ||.||: V' — R mit

(i) YoeV:|v]|=0<=v=0y (Definitheit)

(ii) Va e KYv € V: |Ja-v|| = |af - ||| (Homogenitét)

(ili) Yo,w € Vi [|lv +w| < ||v]| + |Jw]] (Dreiecksungleichung)
Aufgabe 7.1:

(a) Was fillt Thnen auf, wenn Sie die folgenden Matrix-Vektor-Multiplikationen berechnen ?
a —b\ (c q c —d\ (a
b a)\d o d ¢ )\b

(b) Bestimmen Sie das Matrizenprodukt <Z _ab> <_ab 2)

Was kénnen wir im Fall (a, b) # (0,0) sehen ?
Welche Struktur hat die Menge aller dieser Matrizen mit der Matrizenmultiplikation ?

(¢) Verwenden Sie (b) um auf das multiplikative Inverse einer komplexen Zahl zu schlielen.

Losung:

(a) Die Multiplikation zweier komplexer Zahlen a + ib und ¢ + id ist kommutativ, denn es gilt

GG = G = G 6

(b) 4+ (c¢) Aus dem Matrizenprodukt

)

sehen wir im Fall (a,b) # (0,0):

a2+b2 0 2 2 1 0
< 0 a2+b2> = (a +b)(0 1>

e Jede komplexe Zahl a + ib ungleich der Null (also mit (a,b) # (0,0)) besitzt das multipli-
kative Inverse

(a+ib)~t = (a—1ib) .

a? + b?



e Die Transponierte der obigen Matrix stimmt bis auf einen multiplikativen Faktor mit der
Inversen der Matrix selbst iiberein. Matrizen mit dieser FEigenschaft nennen wir fast or-
thogonal. Die Menge aller fast orthogonalen Matrizen bildet mit der Multiplikation eine
nicht-kommutative Gruppe.

Aufgabe 7.2: Berechnen Sie und tragen Sie die Ergebnisse in die Gauflsche Zahlenebene ein.

2 5, , 1+i)° 1—1i)3
(a) <3 + 61) (12 + 18i). (b) El jii?’ (c) El+1;4
Losung:
(2 5, . . . . .
(a) Esist <3 + 61> (124 18i) = (4 4+ 51)(2+ 3i) = (8 — 15) +i(12 + 10) = —7 + 22i.
L (L+i)s (1+1)8 o)t
b)Y Bsist 755 = {@ova+0p - 8 2
L (=12 A= -0*  (1-9H3a-i) (=200 -i)  8i(l-i) 1 1,
(c) Bs gilt (i = Trmia =t - 24 - 6 16 2773

Aufgabe 7.3:

Seien w,x € R? gegeben durch w := (1,4) beziechungsweise x := (—3,2) und die Vektoren
y,z € R3 durch y = (—2,2,1) bezichungsweise z = (0,1,0).

(i) Berechnen Sie w + 2x und 3z — y jeweils einmal rechnerisch und einmal zeichnerisch.

(ii) Berechnen Sie fiir jeden der oben definierten Vektoren w,x,y und z jeweils seine Linge in

den Normen || - ||1, || - |]2 und || - ||oo, Welche auf dem R™ fiir ein n € N definiert sind durch
n n 9
Il s= 20 el xll2 = [, (Xl = max fay]
k=1 k=1 k—l,...,TL
Losung: 3
A
w2\ . N
LN h N
\\\\ ) )
N w 3z —y
7 ‘ \\\ >
Y

>

Abbildung 1: Geometrische Darstellung der Addition von w + 2z und 3z — ¥y

(i) Rechnerisch erhélt man aus der komponentenweisen Addition und skalaren Multiplikation

4ox — 1 49 -3\ _ (1-6\ _ (-5
W= 2) 7 \4+4) — 8
und entsprechend
0 -2 042 2
3z—y =31 —-| 2 = |3-2]| = 1
0 1 0-1 -1



(ii) Fiir die Normen erhalten wir

[wli=1+4=5 Iwll2 = /14 (4)2 = V17, [Wlloo = max{1,4} = 4,
Ix[li=[-3l+2=5, Ixl2 = V/(=3)2+22 = V13, ||x[|oc = max{| — 3|2} =3,
Iyl =1-2[+2+1=5 |ylla=V(-22+22+12=3, |y]e = max{|-2/,2,1} =2,
|z]1=0+1+0=1, zlla = V02 + 12 +02 = 1, 12|00 = max{0,1} = 1.

Aufgabe 7.4:

(a) Bestimmen Sie die Menge der x € R, fiir welche die Ungleichung |2|a:| — 1‘ < 3 gilt.

4
(b) Bestimmen Sie alle z mit |z — |z|| < 1. (c) Bestimmen Sie alle z € R mit |z —2|+2 < —.
x

Losung:

(a) Es gilt |2y — 1| < 3 genau dann, wenn —3 < 2y — 1 < 3 gilt, also gilt |2|z| — 1| < 3 genau dann,
wenn —1 < |z| < 2 gilt, d.h. wenn z € [-2, 2] gilt.

(b) Die Ungleichung |z — |z|| < 1ist zu —1 < 2 — |#| < 1 dquivalent.

Fall 1: Ist nun z > 0, dann ist die obige Ungleichungskette zu —1 <z —x = 0 < 1 dquivalent und
offensichtlich erfiillt. Somit erhalten wir L; := {x € R | x > 0} als eine erste Losungsmenge.

Fall 2: Ist dagegen = < 0, dann ist die Ungleichungskette zu —1 < x + x = 2z < 1 dquivalent
und somit zu —% <z < % Zusammen mit der Ungleichung x < 0 erhalten wir demnach

Loy = {x ER| — % <z < 0} als eine zweite Losungsmenge.

Somit ist L := L1 U Ly = {a: ER|z> —%} die gesamte Losungsmenge, d.h. insgesamt ist die
Ungleichung |z — |z|| < 1 also fiir alle  mit z > —1 erfiillt.

(c) Zunéchst einmal muss x # 0 gelten, andernfalls ist die rechte Seite nicht definiert. Desweiteren
kommen nur positive x in Frage, da sonst die linke Seite positiv, die rechte aber negativ ist.
Somit geniigt es, die verbleibenden Félle 0 < x < 2 und x > 2 zu betrachten:

Fall 1: Fiir 0 < = < 2 erhalten wir die folgenden Aquivalenzen:

4 4
—(z-2)+2< - = 4-zx<- = 0<2’—4r+4
T X

Die letzte Ungleichung ist wegen 12 — 42 + 4 = (z — 2)? > 0 fiir beliebige z € R erfiillt.
Somit erhalten wir L; := {x € R | 0 < = < 2} =]0, 2] als eine erste Losungsmenge.

Fall 2: Fiir z > 2 ist die Ungleichung zu (z — 2) 4+ 2 < 4/z, d.h. zu 22 < 4 dquivalent. Da jedoch
22 < 4 und x > 2 nicht gleichzeitig erfiillt sein kénnen, ist Lo := (.

Wir erhalten somit L := Ly ULy = {zx € R | 0 < x < 2} =|0, 2] als Losungsmenge, d.h. insgesamt
ist die Ungleichung |z — 2| +2 < % also fiir alle z mit 0 < < 2 erfiillt.
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Was noch so alles kommt ...:

(a) Fiir Polynome p(z), ¢(x) mit deg(q(z)) = m > n = deg(p(x)) heifit cine Funktion der Gestalt

k
aRx
p(z) ant™ + an_12" 1+ ... +ag kZ::O k
e B e Ry Sy N
q(x L .o+ b+ b S by
=0

gebrochen rationale Funktion (vgl. Polynomdivision mit Rest).

(b) Zur Vereinfachung gibt es in Abhéngigkeit der Vielfachheit der Nullstellen des Nennerpolynoms
verschiedene Ansétze fiir eine Partialbruchzerlegung.

(c) Eine Folge (x,)nen heifit konvergent gegen a, falls es zu jedem ¢ > 0 ein N € N gibt, so dass
fiir alle n € N aus n > N auch |z, — a| < ¢ folgt. Dann heiit a der Grenzwert von (x,,)nen, Wir
schreiben

lim z, = a.
n—o0

(d) Eine Funktion f: [c,d] — R heifit stetig in a € [c,d], falls es zu jedem ¢ > 0 ein § > 0 gibt, so
dass fiir alle = € [¢,d] aus |z — a|] < ¢ auch |f(z) — f(a)| < e folgt. Wir schreiben

lim f(2) = f(a)

denn fiir jede Folge (2, )nen aus [c,d] mit a als Grenzwert ist dann auch die Folge (f(x,,))
konvergent mit Grenzwert f(a).

neN

(e) Eine Funktion f: ]c,d[— R heifit differenzierbar in a € |¢, d|, falls es ein b € R gibt und fiir jedes
e > 0 ein § > 0 existiert, so dass fiir alle h # 0 aus |h| < 0 auch w —bl <e.

(f) Wir schreiben

i 20 @) T )

r—a Tr—a h—0 h

(g) Ableitungsregeln: Satz: [Algebraische Differentiationsregeln]

Seien f,g: D — R differenzierbare Funktionen und A, x € R. Dann sind auch die Funktionen
f+9 M, fg: D — R differenzierbar und fiir alle z € D gelten

(Af +ug)(x) = Af(x)+ng(z) (Linearitit) (8.1)
(f9)(@) = f(2)g()+ f@)g(x) (Produktregel)

Ist g(z) # 0 fiir alle x € D, so ist auch g: D — R differenzierbar und fiir alle x € D gilt

f 'm _ 9@ f'(z) —g'(@)f(x)
(9) (=) (g(a;))2

Satz [Ableitung der Umkehrfunktion]: Ist f: D — R differenzierbar in x mit f’(z) # 0 und
besitzt f in der Umgebung von x die Umkehrfunktion f~!, dann gilt

1 1 / 1
f—llfx = = , also (Y (y) = 5 8.4
UV = 56y = Py UW = gy 69
Satz [Kettenregel]:
Sind f: D — R und g: £ — R Funktionen mit f(D) C E und ist f differenzierbar in z € D
und g differenzierbar in y := f(z) € E, dann ist die Komposition go f: D — R (sprich: ,,g nach
f¢) ebenfalls differenzierbar in z mit
(go f)(z) = (9" 0 f)z) (). (8.5)

(Quotientenregel) (8.3)




2n® +n® -5
Aufgabe 8.1: (a) Bestimmen Sie die Grenzwerte (i) m
n

(i) Vn2—3—vn2+3
(b) Zeigen Sie fiir konvergente Folgen (a,)nen und (by,)nen die Rechenregeln
Jm (ot be) = (Jim on) & (Jim bo) - nd i o -be) = ((fimon) - (fim o)

Losung;:

(a) Nach Rechenregeln fiir konvergente Folgen gilt

. . 1 . 1
o 200 =5 0t (245 - ) Jm 24 lhm 5 -5 lm o5 9409
m ———"n3 = .} 3 3 - 3 =
e (1) nTee ol (1 + %) ( lim 1+ lim l) (1+0)
n—00 n—oo ™
Zusammen mit der Stetigkeit der Wurzel und den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten

WIr

(n* —3) — (n*+3)
\/n2—3—\/n2+3 Vn2—3++vn2+3
—6

1 —6
— - — 0- =0
n \/1_%+\/1+% VI—0++V1+0

(b) Da a,, — a fiir n — oo und b, — b fiir n — oo, d.h., die Aussagen
Ve > 03N, €N: (n> N,y = |ap, —a] < ¢)

und
Ve >03dN.p, €N: (n> N.p = |b, — b| <¢)

gelten, folgt zu beliebigen € > 0 auch die Existenz eines N; 4+ := max (N;a, N%,b) € N, so dass

e €
n>N.+ = |(an£by) —(a£b)| = |(an —a)x (b, —b)| < |an—a|—|—]bn—b|<§+§ =€
gilt, also (a,, £ b,) — (a £b) fir n — co.
Analog folgt jeweils die Existenz eines
N, = max (N2(\b7+1)’“’N2<|a5|+1) ’b,Nl,b> eN,
so dass
n=Ne. = |(an-bn) = (a-b)] = |(an—a) by +a-(bp — D)
< lan —al - |bn| + af - [bn — b
€ €
< —(o|+ D)+ (la|+1) ————= = ¢
ST+ 1) (ol +1) + (la] + 1) a7 1)

gilt, also (ay - by) — (a-b) fiir n — oc.

Aufgabe 8.2:

(a) Zeigen Sie die Stetigkeit von konstanten und linearen Funktionen sowie die Stetigkeit von Sum-
men, Produkten und Hintereinanderausfithrungen stetiger Funktionen.

(b) Zeigen Sie die Unstetigkeit von nichtkonstanten Treppenfunktionen.



(c) Zeigen Sie, dass differenzierbare Funktionen auch stetig sind.
(d) Zeigen Sie die Produktregel (8.2).  Bonus: Was hat diese mit partieller Integration zu tun ?

(e) Zeigen Sie die Kettenregel (8.5). Bonus: Was hat diese mit der Substitutionsregel zu tun ?

Losung:
(a) Aus den Rechenregeln fiir konvergente Folgen erhalten wir sofort
ferx—ec = (xn ¥ = folzn) = e= fc(a:)> ,
faix—ar — <£L‘n Ty = falzn) = axy " ax = fa(x)) ,

also die Stetigkeit von konstanten und linearen Funktionen. Analog ergibt sich mit den Rechen-
regeln fiir konvergente Folgen aus der Stetigkeit von f und g wegen

(f £9): @ = (f(@) £ g(a))
= (oo = (FE9)an) = flon) £glen) F f@) £ 9(@) = (F29)(@)) .
(f - 9): 2= (f(@) - 9(a)

— (0" F 2 = (F-9)@) = f@n) - gla) "5 f(@) - 9(2) = (- 9)(@)) -

auch die Stetigkeit von Summen und Produkten stetiger Funktionen. Weiter folgt nun auch aus
der Stetigkeit von f und g wegen

(fog): =+ (Fog)(a) = F(g(x)
= (2" = glen) =T gla) = (og)wn) = fglan) "=F flo@) = (o 9)x))

die Stetigkeit der Hintereinanderausfithrung stetiger Funktionen.

(b) Eine Treppenfunktion ¢: [a,b] — R besitzt nur endlich viele Funktionswerte, so dass es Intervalle
gibt, auf denen sie konstant ist.
Angenommen, die Treppenfunktion sei nicht konstant. Dann gibt es a < ¢ < d < e < b und
a # B mit p(x) = a fiir alle ¢ < x < d sowie mit p(z) = § fir alle d < z < e. Aufgrund der
Konstanz auf den offenen Teilintervallen |c, d] und |d, e[ gilt dann jedoch

ilg}l@(w) =08 # a = i%w(w),

so dass ¢ in d nicht stetig sein kann.

(c) Ist f differenzierbar in a, dann existiert der (endliche !) Grenzwert li_r>n M.
z—a T —a

Da der Nenner z — a bei x — a gegen Null lauft, folgt nun nach Grenzwertgesetzen auch

fmiste =) = iy (P21 ) = Elan m; (1o )
= (1m BP0 g — .

T—a T —a

(d) Angenommen, die Funktionen f,g: R — R seien in a € R, differenzierbar, dann folgt

1o £a+Rgla+ 1) = f(@)g(a)

(faf(a) = Jim .
o Flathglat k)~ f@g(ath) | Fa)gla+h) - fa)g(a)
kS0 h h—0 h

gla+h) —g(a)

_ o flath) = f()
h—0 h

= f(a)g(a) + f(a)g'(a)

li li
lim g(a + h) + f(a) lim



Bonus: Integrieren wir diese Formel, so erhalten wir

fota) = [ “(Fa) (D)t = / (P09 + FOg (1) dt

welches nach Umstellen / ( f’g) (t)ydt = fg— / ( fg') (t)dt ergibt. Letzteres ist genau die
Formel zur partiellen Integration.

(e) Sind f: D — R und g: F — R Funktionen mit f(D) C E und ist f differenzierbar in x € D
und g differenzierbar in £ := f(x) € F, dann folgt mit der Hilfsfunktion

TQO-1EO 118 C#¢
* = 4_5 ’ ’
7(¢) {f/(g)’ falls ( = ¢,

wegen %mé 15(¢) = f*(&) = f'(&) fiir die Komposition

Bonus: Integrieren wir die gesamte Formel von « bis 3, so erhalten wir (von rechts angefangen)

g(B)

— 50 :/g F(t)dt | (8.6)

B
‘

B
[ 7eg)@-g@is = (Fog)@)];
Aufgabe 8.3:

1
(a) Berechnen Sie die Ableitungen von: (i) (z +3)%7-2* (ii) In(z? + 1) (iii) ;2—:_ G

(iv) arctan(z)

2
(b) Bestimmen Sie Stammfunktionen von: (i) (z3 + 2z + 1) - (322 +2) (i) xIn(x) (iii) 92:1?
x

Losung:

(a) (i) Mittels Produkt- und Kettenregel sowie der Linearitét erhalten wir

((:L‘—|—3)27-x4)/ = (27(+3) (2+3) ) o' + (x+3)27-(x4)' — (243).28. (2Ta+4(2+3))

/ 1
(ii) Da mittels Ableitungsregel fiir die Umkehrfunktion ( f _1> (y) = 7o sowie wegen

FH)

(expoln)(z) = = und exp’(x) = exp(z) zunichst

/ — 1 = : - 1
In'(y) = (exp’oln)(y)  (expoln)(y)

folgt, liefert nun die Kettenregel

(111(1‘2 + 1)), = . (:cz + 1>/ = 2z

x2+1

(iii) Mittels Quotientenregel (8.3) erhalten wir

22+46) - -

1) (@+1) @46~ (@+1) (2®+6)  (@+6)—2(@+1) _ 6222
(22 +6)2 (22 +6)? (2% + 6)2



(iv) Mittels Quotientenregel (8.3) erhalten wir wegen tan(x) = zg;((i% zunéchst

(tan(:):)), _ (sin(x))' _ (cos(z))? + (sin(z))? 1+ (tan(@))? .

cos(x) (cos(x))?

Unter Verwendung von (tanoarctan)(z) = z liefert wiederum die Ableitungsregel fiir die
! 1
Umkehrfunktion ( f~!) (y) = ————— hier
)W = Fo

1 1 1

(arctan) W = (tan’ o arctan)(y) N 1+ ((tan o arctan)(y))* Tty

1
(b) (i) Mit den speziellen Funktionen g(z) = 23 + 2z + 1, ¢/(x) = 322 + 2 sowie f(y) = —=y'%

12
f'(y) = y'! liefert die aus der Kettenregel (8.5) hergeleitete Substitutionsregel (8.6) nun
hier
1 1
/(:B3 + 2z + )M (322 + 2)dx ey /yndy = Eylz B E(:L“3 + 2z + 1)

2

1
(ii) Mittels partieller Integration / v = uv — / wv' fiir u = In(x), v = — sowie v = %,
x

v' = x erhalten wir

x? 22 1 x? 1,
/xln(m)dw = ?ln(:c) - /2-xdm = ?ln(x) -
2 2 , )
(i) Wegen xgif = 1:213—1 + mQ?il— 1 sowie (Inof)(y) = ’}((5)) und arctan’(z) = T2

(vergleiche (a)) folgt mit der Linearitét sowie mittels aus der Kettenregel (8.5) hergeleiteten
Substitutionsregel (8.6)

2 + 3 2x 3 9
/x2+1 = /:t:Qde + /x2+1d$ = In(1+42*) + 3arctan(z) .

Alle Ubungsaufgaben sind verfiighar unter: https://studip.uni-rostock.de/studip/



