UA Grundlagen der Mathematik
SS 06

6. Serie

1. Dreimal Zornsches Lemma:

(a) Zeige die Aquivalenz der folgenden drei Maximalprinzipien (Ohne
Verwendung des Auswahlaxioms!).
1) Lemma von Zorn
2) Hausdorff’s Maximalkettensatz: Jede partiell geordnete Menge
hat eine C - maximale Kette.
3) Lemma von Teichmiiller-Tuckey: Sei T' # () eine Menge mit
Ve(xeT ©Vy(lyy<az A gy endlich = yeT)), dann
existiert ein C-maximales Element in 7.
Hinweis: Zeige 1) = 3) = 2) = 1). 3 Punkte

(b) 1) Sei X eine Menge mit mindestens zwei Elementen. Zeige, das
es eine Bijektion f : X — X gibt, welche keine Fixpunkte hat.
2) Wenn X unendlich ist, dann gilt |Sym(X)| = |P(X)|, wobei
Sym(X) :={f : X — X | f ist bijektiv } und P(X) die Potenz-
menge darstellt.

(c) Beweise das folgende Zerlegungslemma:
Sei X eine nichtleere Menge und f : X — X eine beliebige Abbil-
dung. Dann gibt es eine Zerlegung X = F'U X; Us UX3 von X in
paarweise disjunkte Mengen, wobei F' = {z € X | f(x) = x} und
zusitzlich X; N f(X;) =0 fiir i € {1,2,3}.
Hinweis: Betrachte die Menge
T (X1, X2, X3) € P(X)? | XinX; = Ound £(X;) € UL, Xi}
mit der partiellen Ordnung definiert durch (X, Xs, X3) < (X7, X5, X}) &
X; C X] fur i = 1, 2,3 und beachte die Bemerkungen aus der letz-
ten Ubung.



2. Machtigkeiten:

a) Sei X eine unendliche Menge,

2 eine Menge von Mengen mit |Q] < |X| und Vw € Q2 gilt |w| < | X],
NM .= {f: M — N | f: Funktion }

fiir irgendwelche Mengen M bzw. N,

[={yCPXO\{0} | X=UryudV g9 €7egilt (5 #9 =
91N ge =0)} (die Menge aller Zerlegungen von X),

E(X):={AC X | A:endlich } und Ex(X):={AC X | |A| = |X|}.
Zeige dann:

1) |UQ <|X]| 1 Punkt

2) | X|=|X" =|E(X)| 2 Punkte

3) [T = [P(X)] = {0, 1}¥] = |X¥| = |Ex (X)| 4 Punkte

b) Sei M eine unendliche Menge und |N| < |M].
Dann gilt: |P(M)V| = |P(M)| 2 Punkte

3. Anwendungen in der Linearen Algebra:

(a)

Sei V' ein Vektorraum. Es wurde bereits gezeigt, dass jeder Vek-
torraum eine Basis hat. Ahnlich zeigt man dass Jedes Erzeugen-
densystem eine Basis enthélt bzw. jede linear unabhéngige Menge
zu einer Basis erweitert werden kann. Zeige nun: Alle Basen sind
gleichméchtig; also ist die Definition dim g (V') := |B|, wobei B
eine Basis von V ist, sinnvoll. 3 Punkte

Sei V' ein unendlicher K-Vekorraum, B eine Basis von V. Dann
gilt: |V| = |K x B| = max {|K|,|B|}. (Hinweis: K* := K \ {0},
zeige |K x B| = |K* x B|, verwende dann f : K* x B — V
definiert durch (k,b) — kbund g : E(K x B) — V definiert durch
A Z(k,b) c4 kb. Ein dhnlicher Trick funktioniert {ibrigens auch
in a)) 1 Punkt

Sei K ein Kérper. KV (N = {0,1,2,...}) wird durch (k,)nen +
(lp)nen = (kn + Ly)nen und a(ky)nen = (aky,)nen auf natiirliche
Weise zu einem Vektorraum. Seien \q, ..., A, paarweise verschiede-
ne Elemente aus K. Zeige: g1, ..., g, € K sind linear unabhiingig,
wobei (g;); ;== M miti = 1,..,nund j € N, also g; = (1, \i, A2, ...).
1 Punkt



(d) (Satz von Erdoés-Kaplansky) Sei K ein Koérper und I eine un-
endliche Menge. Dann ist dimy(K') = |K?|.
Hinweis: Nach Aufgabe b) geniigt es zu zeigen |K| < dimy(K?)
(Warum?). Sei dann o : N — [ injektiv und g, fiir a € K das
I-Tupel mit (g,)o(n) = a™ fiir n € N und (g,); = 0 fiir i € I\ o(N).
Dann ist {g, |a € K} linear unabhéngig.) 3 Punkt
Folgere: Sei Uein unendlichdimensionaler K-Vektorraum, dann
gilt: U 2 U*. (Hinweis: Zeige U* = Hom(U,K) = K, wobei
B: Basis von V.) 1 Punkt

Abgabetermin: 28.06. (vor der Vorlesung)



