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Das Griechische Alphabet

Name klein grof3

Alpha
Beta
Gamma
Delta
Epsilon
Zeta,
Eta
Theta
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Kappa
Lambda
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Pi

Rho
Sigma
Tau
Ypsilon
Phi
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1 Mengen und Abbildungen

1.1 Bemerkung: Aussagen, Quantoren

Eine Aufgabe der Mathematik ist es, aus streng definierten Voraussetzungen mit Hilfe
richtiger Schliisse interessante Aussagen herzuleiten. Eine Aussage ist ein Satz, d.h. hat
mindestens Subjekt und Pradikat. Eine Aussage ist wahr (w) oder falsch (f), aber nicht
beides. Aus gegebenen Aussagen lassen sich neue Aussagen durch logische Verkniipfung
gewinnen. Die wichtigsten dieser Verkniipfungen sind die Negation:

A | nicht A (-A)
w f
f w

sowie die Konjunktion, Disjunktion, Implikation, und Aquivalenz:

A| B | Aund B | Aoder B | aus A folgt B | A und B sind dquivalent
(AANB) | (AVB) (A= B) (A< B)

w | w w w w w

w | f f w f f

flw f w w f

f1r f f w w

Wenn eine Aussage A(x) eine Variable x enthélt, dann kann man diese quantifizieren mit
dem Allquantor: fiir alle = gilt A(x), symbolisch

Vo A(zx),
oder mit dem Existenzquantor: es gibt ein z, so dafi A(x) gilt, symbolisch

dr A(z).

Eine Verschirfung ist: es gibt genau ein z, so da§ A(x) gilt, symbolisch
Az A(z).

Bei der Negation einer quantifizierten Aussage werden Allquantor und Existenzquantor

vertauscht:
- (Vo A(x)) & 3z —A(x),

d.h. die Aussage ,, A(z) trifft fiir alle z zu® ist genau dann falsch, wenn es wenigstens ein
x gibt, fiir welches die Aussage ,Nicht A(z)“ richtig ist.

Vorsicht: Wenn mehrere Quantoren auftreten, kommt es auf deren Reihenfolge an. Ver-
gleiche z.B. die Aussage

,Fiir jede natiirliche Zahl n gibt es eine grofiere natiirliche Zahl m*,
symbolisch VneN ImeN m > n, mit der Aussage
,Es gibt eine natiirliche Zahl m, welche grofler als alle natiirlichen Zahlen n ist®,

symbolisch 3meNVneN m > n.



1.2 Vollstiandige Induktion:

Sei A(n) eine Behauptung iiber natiirliche Zahlen n. Wenn A(0) gilt und A(n) = A(n+1),
dann gilt A(n) fiir alle natiirlichen Zahlen.

1.3 ,,Definition‘: naiwve Definition der Menge

Eine Menge ist eine Zusammenfassung wohl unterschiedener Objekte unserer Anschauung
oder unseres Denkens. Diese Objekte nennt man Elemente der Menge. m ist ein Element
von M wird geschrieben als m € M, die Negation ist m ¢ M. Standardbezeichnungen
sind N, Z, Q, R, C fiir die Mengen der natiirlichen, ganzen, rationalen, reellen, komplexen
Zahlen. Wenn A eine Menge ist, und E(z) eine Aussage, welche fiir ein Element x aus A
zutreffen kann, so bezeichnet B = {x € A | E(x)} die Menge der Elemente x aus A, fiir
welche F(x) richtig ist. B ist eine Teilmenge von A im Sinne von:

1.4 Definition: Teilmenge, leere Menge

Seien A und B Mengen. Man nennt A eine Teilmenge von B und schreibt A C B, falls
a€A=a€ B. Wenn AC Bund B C A, dann gilt A = B.

Eine wichtige Teilmenge jeder Menge ist die leere Menge A = (), welche keine Elemente
enthalt.

1.5 Konstruktion von Mengen:

Seien A und B Mengen. Dann lassen sich neue Mengen wie folgt konstruieren:

Vereinigung: AUB={xz|r € AVx e B}
Schnitt: AnNnB={x|r e ANz € B}
Differenz: A\B={rxe€ ANz ¢ B}
symmetrische Differenz: A+B = {z|xr € A\ BVz € B\ A}
Produkt: Ax B={(a,b)|]ac ANDb € B},
dabei ist das geordnete Paar (a,b) = {{a}, {a,b}}
Potenzmenge: p(A)=24={M|M C A}

1.6 Definition: Abbildung; Produkt, Identitit, Finschrinkung

Sind A und B Mengen, so ist eine Abbildung f : A — B ein Paar (T, B), wobei T'C Ax B
eine Teilmenge mit der folgenden Eigenschaft ist: Vae A 3'be B : (a,b) € T. Dieses b
wird dann oft f(a) ( oder auch af oder a’ ) geschrieben.

Zwei Abbildungen f: A — B und g : X — Y sind also gleich, wenn A = X und B=Y
und Va€ A : f(a) = g(a).



Wenn f: A — B und g : B — C Abbildungen sind, so ist go f : A — C, definiert
durch (go f)(a) = g(f(a)), ebenfalls eine Abbildung, genannt Produkt von f und g. Das

Produkt wird oft einfach gf geschrieben. Im Allgemeinen gilt g o f # f o g, auch wenn
A= B=Cist.

Spezialfille:

1. Die durch f(a) = aVa€ A definierte Abbildung heifit die Identitét von A, f = id4.

2. Wenn X C Aund f: A — B eine Abbildung ist, dann kann man durch fix(z) =
f(x) Vo € X eine Abbildung fix : X — B definieren, die man die Einschriankung
von f auf X nennt.

1.7 Lemma:

Sei f: A— B.Dannist f =idgo f = foidu.

Beweis: ist trivial.

1.8 Lemma:

Die Multiplikation von Abbildungen ist assoziativ, d.h. fiir Abbildungen f : A — B,
g:B—Cund h:C — D gilt (hg)f = h(gf).

Beweis:  Beides sind Abbildungen A — D. Fiir jedes a € A gilt
((hg)f)(a) = (hg)(f(a)) = h(g(f(a)))

(h(gf))(a) = h((gf)(a)) = h(g(f(a))).
1.9 Definition: Umkehrabbildung (Inverse)

Sind f: A— B und g: B — A Abbildungen mit ¢gf = id4 und fg = idg, so heifit g die
Inverse oder Umkehrabbildung zu f.

1.10 Lemma:
Es gibt hochstens eine Inverse zu einer Abbildung.

Beweis:  Seien g, h : B — A Umkehrabbildungen zu f : A — B. Zu zeigen: g = h. Es ist

1.11  Definition: injektiv, surjektiv, bijektiv
Sei f: A — B eine Abbildung. Man nennt f
injektiv, wenn a,a’ € ANa#d = f(a) # f(d).

surjektiv, wenn Vb€ B Ja€ A : f(a) =b.
bijektiv, wenn f injektiv und surjektiv ist.

(Bijektive Abbildungen werden auch Bijektionen genannt.)



1.12 Bemerkung/Definition: Bild einer Abbildung

Schreibt man f(A) = {f(a)|a € A}, dann gilt f surjektiv & f(A) = B. Fir f(A)
schreibt man auch Im (f) und nennt dies das Bild von f.

1.13 Satz: Ezistenz der Inversen

Ist f: A — B eine Abbildung, so existiert die Umkehrabbildung ¢ genau dann, wenn f
bijektiv ist. Dann ist auch g bijektiv.

Bewezs:

,="“: Sei g die Umkehrabbildung zu f.
f ist injektiv. Denn sei a,a’ € A mit f(a) = f(a’). Dann a = ida(a) = (gf)(a) =
9(f(a)) = g(f(d')) = da"
f ist surjektiv. Denn fiir b € B ist g(b) € A und f(g(b)) = (fg)(b) = idg(b) = b.

,<“ Sei b € B. Da f surjektiv ist, existiert ein a € A mit f(a) = b. Es gibt aber auch
nur ein solches a, da f injektiv ist. Definiere ¢g(b) = a, falls f(a) = b. Dann ist

(?g)(ééz flg(b)) = f(a) = b, d.h. fg =idp, und (gf)(a) = g(f(a)) = g(b) = a, d.h,
gJ = 1da.

Da dann auch zu g eine Umkehrabbildung existiert (ndmlich f), mufl auch g bijektiv sein.

1.14 Lemma: Vererbung

Seien f : A — B und g : B — C Abbildungen. Wenn beide Abbildungen injektiv
(surjektiv, bijektiv) sind, so gilt das auch fiir ihr Produkt gf.

Beweis:  Ubungsaufgabe.

1.15 Lemma:

Sei f : A — A eine injektive Abbildung und f(A) C X C A. Dann gibt es eine bijektive
Abbildung g : A — X.

Beweis: SeiYy:=A\X, Y :=f(Yy), Yo:r=f(Y1) ...und Y =5, Yn (alsoist Y C A).
Definiere g : A — X durch -

) fla) fallsacY
9la) = {a fallsa ¢ Y

Es ist g(a) € X fiir alle a € A (d.h. g ist wirklich Abbildung von A nach X'), denn:

Falls @ € Y, dann g(a) = f(a) € f(A) C X. Fallsa ¢ Y, dann a ¢ Yy = A\ X, also
a € X. Wegen g(a) = a folgt wieder g(a) € X.

g ist injektiv:

Seien aj,a; € A mit g(ay) = g(az), z.z. a; = ay. Das ist klar, falls beide ay,a9 ¢ Y,
denn dann a; = g(a;) = g(as) = ag, oder falls beide ay,a; € Y, denn dann f(ay) =
g(a1) = g(az) = f(az), also a; = as (da f injektiv ist; dies wird nur hier benutzt). Wir
zeigen, dass der Fall a; € Y, ay ¢ Y (oder umgekehrt) nicht eintritt: sonst wire f(a;) =



g(a1) = g(az) = ay. Aber ay € Y, fiir ein n, also ist az = f(a1) € f(V,) = Y1 C Y, ein
Widerspruch.

g ist surjektiv:

Sei x € X. Gesucht ist ein Element a € A mit g(a) = . Wenn = ¢ Y, dann g(x) = .
Wenn z € Y, dann existiert ein n > 0 mit z € ¥,,. Wegen x € X ist x ¢ A\ X =Y, also
n > 0. Dann ist x € Y,, = f(Y,_1), also existiert a € Y,,_; mit x = f(a) = g(a).

1.16 Satz: (Schrider—Bernstein)

Seien s : A — B und t : B — A injektive Abbildungen. Dann existiert eine Bijektion
r:A— B.

Beweis: Esist f:=ts: A — A injektiv nach 1.14. Da s(A) C B, ist f(A) = t(s(A4)) C

t(B) € A. Nach 1.15 ( mit X = t(B) ) existiert eine Bijektion g : A — #(B). Sei
t; : B — t(B) definiert durch t;(b) = ¢(b). Dann ist t; bijektiv (injektiv, da t injektiv,
surjektiv, da t,(B) = t(B)). Nach 1.13 hat ¢; eine Umkehrabbildung u : ¢(B) — B, und
u ist auch bijektiv. Nach 1.14 ist dann auch ug : A — B bijektiv.

1.17 Definition: Relation, Aquivalenzrelation, Ordnungsrelation

Sei A eine Menge. Eine Relation R auf A ist eine Teilmenge R C A x A. Man schreibt
meistens aR b fiir (a,b) € R.

Eine Relation R heifit

reflexiv, falls aRa Va€e A |
symmetrisch, falls aRb = bR a,
transitiv, falls aRb AbRc = aRc.

antisymmetrisch, falls aRbAbRa = a =0b.

Eine Relation R, welche reflexiv, symmetrisch und transitiv ist, heift Aquivalenzrelation.
Eine Relation R, welche reflexiv, transitiv und antisymmetrisch ist, heifit Ordnungs-
relation.

1.18 Beispiele, Bemerkung, Definition:
A =7Z,n € N. Man nennt ,,a kongruent zu b modulo n* (fiir a,b € Z), falls n ein Teiler
von a — b ist, geschrieben als a = b mod n. Kongruenz ist eine Aquivalenzrelation.

Sei X eine beliebige Menge, A = p(X). Dann ist ,C“eine Ordnungsrelation auf A. (Zur
Erinnerung: Die Elemente von A sind Teilmengen von X.)

Wenn X in (ii) mehr als ein Element enthélt, dann gibt es Teilmengen A, B C X, welche
nicht miteinander vergleichbar sind, d.h. es gilt weder A C B noch B C A.

Dagegen sind je zwei Elemente in Z unter der natiirlichen Ordnung miteinander vergleich-
bar. Solche Mengen nennt man vollstdndig geordnet.

1.19 Definition: Aquivalenzklasse

Sei A eine Menge und ~ eine Aquivalenzrelation auf A. Fiir a € A nennt man [a] = [a]. =
{zr € A]x ~ a} die Aquivalenzklasse von a.




1.20 Bemerkung:

Sei ~ eine Aquivalenzrelation auf A und a,b € A. Es gelten

(1) acld
(2) la] =0l =a~b
(3) la] N [b] # 0 = [a] = 0]

Beweas:

(1) gilt, da a ~ a.
(2),,=“: Nach (1) ist a € [a] = [b] = {z € A|z ~ b}, daher a ~ b.

»<=“ Aus Symmetriegriinden geniigt z.z. [a] C [b]. Sei ¢ € [a]. Dann ¢ ~ a und a ~ b, also
¢~ b, dh. ceb].

(3) Sei ¢ € [a] N [b]. Dann ¢ ~ a, also [a] = [¢] nach (2). Ebenso folgt [b] = [¢], also [a] = [b].

1.21 Bemerkung:

Typischerweise treten Aquivalenzrelationen im Zusammenhang mit Abbildungen auf: Wenn
f:A— M eine Abbildung ist, dann wird durch a ~ b < f(a) = f(b) eine Aquivalenzre-
lation auf A definiert.



(i)
(i)

(iv)

~—~

vi)

2 Gruppen, Ringe, Ko6rper

2.1 Definition: Verkniipfung
Eine Verkniipfung auf einer Menge M ist eine Abbildung M x M — M.

2.2 Beispiele:
M = N, Verkniipfung ist die Addition, (a,b) — a + b
M = R, Verkniipfung ist die Multiplikation, (a,b) — ab

X sei eine Menge, M = { alle bijektiven Abbildungen X — X}, Verkniipfung ist die
Multiplikation von Abbildungen (1.6), (f,g) — fog

M =7, Q, oder R, Verkniipfung ist die Addition oder die Multiplikation
M = Z, Verkniipfung ist die Subtraktion, (a,b) +— a — b
M =N, (a,b) — a — b ist keine Verkniipfung auf N, weil z.B. 1 —2 ¢ N

2.3 Definition: Gruppe

Eine Gruppe ist eine Menge G mit einer Verkniipfung (x,y) — xy, welche folgenden
Axiomen geniigt:

(Assoziativitit) (zy)z = z(yz) Vx,y,z€G

(Neutrales Element) Je € G mit ex = ze =2 Vz eG

(Inverses Element) Ve € G Jy€ G mit zy = yr =e

G heifit kommutativ (oder abelsch), falls zusétzlich xy = yz Vz,y€ G (Kommutativitét)
gilt.

2.4 Beispiel:
Welche der in 2.2 gegebenen Beispiele ist eine Gruppe?

ist keine Gruppe: zwar ist die Addition assoziativ, es gibt auch ein neutrales Element in
N, namlich 0, aber im Allgemeinen kein Inverses.

ist eine Gruppe: neutrales Element ist 1, Inverses zu z ist % (> 0, da z > 0), sogar abelsch.

ist eine Gruppe: assoziativ nach 1.8, neutrales Element ist idx nach 1.7 (offenbar ist id x
bijektiv), inverses Element ist die Umkehrabbildung (existiert und ist auch bijektiv, also
in M, nach 1.13). Diese Gruppe ist nicht abelsch, wenn X mindestens drei Elemente hat:
Seien a, b, ¢ drei verschiedene Elemente in X. Sei f(a) = b, f(b) = a, und f(z) = z falls
re X,x # a,b. Sei g(a) = ¢, g(c) = a, und ¢g(z) = x falls x € X,z # a,c. Dann sind
f,g: X — X bijektive Abbildungen, also f,g€ M. Es ist (fg)(a) = f(g(a)) = f(c) = ¢,
aber (gf)(a) = g(f(a)) = g(b) = b, also fg # g



(iv) Z,Q,R sind bzgl. der Addition abelsche Gruppen, neutrales Element ist 0, Inverses zu z
ist —x.
Beziiglich der Multiplikation sind diese keine Gruppen: zwar ist die Multiplikation asso-
ziativ, und es gibt ein neutrales Element (ndmlich 1), aber es gibt nicht immer Inverse:
in Z haben nur 1 und —1 Inverse bzgl. der Multiplikation (diese Elemente sind jeweils zu
sich selbst invers), in @Q und R haben alle Elemente aufier Null ein Inverses. Daher sind

Q* :=Q\ {0} und R* := R\ {0} Gruppen bzgl. der Multiplikation.

(v) ist keine Gruppe: die Verkniipfung ist nicht assoziativ, z.B. (1 —2) =3 = —4 # 2 =
1-(2-3).

2.5 Lemma:
Sei G eine (multiplikativ geschriebene) Gruppe ( also (x,y) — xy ). Dann gelten:

(1) Es gibt nur ein neutrales Element e in G.

(2) Zu jedem x€G gibt es nur ein Inverses, geschrieben als x7*.

(3) Wenn xy = xz oder yxr = zz, dann y = z (Kiirzungsregel). Insbesondere:
e ry=y<x=e,und analogyr =y S r=e

e ry=cSr=y"
o (mfl)_1 =ux

4) (zy) =yt

Beweis:

(1)

(2) Vergleiche Beweis von 1.10

(3) Multiplikation mit z~! von rechts bzw. links.
(4)

Sei auch ¢’ ein neutrales Element, d.h. ¢’z = z¢/ = x Vx€G . Dann e = e’ = ¢'.

(v ™) (zy) =y H(z7'2)y = y ey = e . Die Behauptung folgt jetzt aus (3).

2.6 Bemerkung: zur Schreibweise

Die additive Schreibweise (a,b) — a + b wird nur fiir abelsche Gruppen verwendet. Das
neutrale Element wird dann “Null” genannt und “0” geschrieben. Das inverse Element zu
a wird —a geschrieben. Fiir a + (—b) schreibt man a — b.

Die multiplikative Schreibweise (a, b) — ab wird sowohl fiir abelsche Gruppen (z.B. Q*) als
auch fiir nicht—abelsche Gruppen verwendet. Das neutrale Element wird dann “Eins” ge-
nannt und “1” geschrieben. Das inverse Element zu a wird a~! geschrieben. Bei abelschen
Gruppen schreibt man manchmal ¢ fiir ab™' = b la.

2.7 Definition: symmetrische Gruppe, Fixpunkt, Transposition

Sei X eine Menge. Die Menge Sx aller bijektiven Abbildungen von X auf X heifit die
symmetrische Gruppe (auf X). Die Elemente dieser Gruppe heifilen auch Permutationen
von X. Wenn X = {1,...,n}, dann schreibt man auch S, fiir Sx.

Sei nun s€ S.

10



(1) Man nennt x einen Fixpunkt von s, falls s(z) = z.

(2) Mann nennt s eine Transposition, falls s(x) = z fir alle 2 € X mit genau zwei Ausnahmen.

2.8 Satz:

Jedes s€.9, ist ein Produkt von Transpositionen.
Beweis:  Induktion iiber m = Anzahl der Nicht—Fixpunkte von s.

Induktionsverankerung: m = 0. Dann ist jeder Punkt Fixpunkt, also s = 1 = Produkt
von 0 Transpositionen (ein leeres Produkt). (Wenn es iiberhaupt Transpositionen gibt,
also wenn n > 1, dann kann man auch 1 = ¢? fiir eine beliebige Transposition t € S,
schreiben.)

Induktionsschritt: Sei die Behauptung fiir £ < m schon bewiesen, und sei m + 1 die An-
zahl der Nicht-Fixpunkte von s. Da s # 1, gibt es ein a € {1,...,n} mit s(a) # a. Sei
b = s(a). Definiert man ¢t durch t(a) = b, t(b) = a und t(i) = i, falls i # a,b, dann ist ¢
eine Transposition.

Wenn j ein Fixpunkt von s ist, dann ist j # a, da s(a) # a, und j # b, denn sonst wére
s(b) = b = s(a), also - da s injektiv - a = b, ein Widerspruch. Daher ist st(j) = s(j) = 7,
d.h. j ist auch ein Fixpunkt von st. Es gilt auch st(b) = s(a) = b, also hat st hat noch
den zusétzlichen Fixpunkt b.

Mit anderen Worten: st hat mehr Fixpunkte als s, also weniger Nicht-Fixpunkte, d.h.
hochstens m Nicht-Fixpunkte. Nach Induktionsvoraussetzung ist st ein Produkt von
Transpositionen, etwa st = tity---t,. Dann ist s = sl = st> = tyty---t,t ebenfalls
ein Produkt von Transpositionen.

2.9 Bemerkung/Definition: Signum, gerade Permutation, ungerade
Permutation
Sei s€ S, und T = {4, j} eine zwei—elementige Teilmenge von [n] := {1,...,n}, dann ist

auch s(T') = {s(i), s(j)} eine zwei-elementige Teilmenge und die Abbildung 7" — s(7T') ist
eine Bijektion auf der Menge der zwei-elementigen Teilmengen von [n]. Daher ist

sign(s) := H %‘j(]) ==+1,
T={i,j}C[n]
T|=2

denn im Z&ahler wie im Nenner treten bis auf’s Vorzeichen die gleichen Zahlen auf. Man
nennt sign(s) das Signum von s.

Wenn sign(s) = 1, so heifit s gerade Permutation, andernfalls ungerade Permutation.

Wenn auch t€ .5, dann gilt

sion(s) — st(i) — st(j)
gns) TZ{%M ) —10)

denn dabei wird nur die Reihenfolge der Faktoren gedndert, da mit 7" auch ¢(7) alle
zwei-elementigen Teilmengen von [n] durchléuft.

11



2.10 Satz:

Fiir alle s,t€ S, gilt
sign(s ot) = sign(s) - sign(t).

Beweis:

sign(s) - sign(t) =

2.11 Lemma:
Fiir eine Transposition ¢ ist sign(¢) = —1.

Beweis:  Sei t die Transposition, welche a und b vertauscht und alle anderen Elemente
festhélt. Wenn T' eine zwei—elementige Teilmenge von [n] ist, dann gibt es vier Moglich-
keiten:

(1) T ={a,b}
(2) Tn{a,b} ={a} dh. T ={a,i},i # a,b
(3) Tn{a,b} ={b} d.h. T ={b,i},i # a,b
(4) Tn{a,b} =0
Daher ist
) tla) —t(b t(a) —t(z t(b) —t(i t(e) —t(g
SAECERTUN CORLUN, FORIONS, B0

A ' : - i—j
i#a,b i#a,b i,j7#a,b

2.12 Satz:

Sei s € S, als Produkt von Transpositionen geschrieben, etwa s = []'_, ¢;. Dann ist

sign(s) = (—1)".
Beweas:

=[J(-1) nach211
=1
= (—1)".
2.13 Korollar:

' . Dann ist r = s mod 2.

Sei tyty - - - t, = t)t}, - - - t. mit Transpositionen ¢;, t.

12



(1)
(2)
(3)

2.14 Definition: Homo—, Epi—, Mono—, Isomorphismus

Seien G und H Gruppen. Ein Homomorphismus « ist eine Abbildung o : G — H mit
a(zy) = afz)a(y) Yo,y G .

Ist der Homomorphismus « surjektiv, so heifit er Epimorphismus, ist er injektiv, so heift
er Monomorphismus, ist er bijektiv, so heifit er Isomorphismus.

2.15 Beispiele:

id¢g ist Isomorphismus.

Fiir beliebige Gruppen G und H ist ¢ : G — H definiert durch ¢(g) = 15 Vg€ G ein
Homomorphismus.

Fir G = H = 7Z (mit der Addition) und t€Z ist u(z) = tz ein Monomorphismus, falls
t # 0, und ein Epimorphismus (also sogar ein Isomorphismus), falls t = +1.

Fir G =S, und H = {+1,—1} ist sign : S,, — {41, —1} ein Epimorphismus, falls n > 2.

2.16 Definition: Ring, Koérper
Eine Menge R mit zwei Verkniipfungen Addition (4) und Multiplikation () heifit Ring,

falls folgende Axiome gelten:
(R, +) ist eine kommutative Gruppe.
(R, -) ist assoziativ, d.h. (ab)c = a(bc) fiir alle a,b, c€ R.

(a4 b)c = ac+bc und c¢(a+b) = ca + cb fir alle a, b, c€ R. (Diese Eigenschaft nennt man
Distributivitét.)

Wenn zusiétzlich
ab = ba fir alle a,be R

gilt, so heifit R kommutativer Ring.

Wenn zusétzlich
de€ R mit ea = ae = a fir alle ae R

gilt, so heiit R Ring mit Eins.

Ein Korper ist ein Ring K, so daf§ K \ {0} bzgl. der Multiplikation eine abelsche Gruppe
ist (,,0¢ ist dabei das neutrale Element fiir die Addition).

2.17 Bemerkung:

Ein Korper ist also ein kommutativer Ring mit 1 # 0 derart, dafl jedes Element # 0 ein
multiplikatives Inverse hat. Ein Koérper hat mindestens zwei Elemente.

Wenn R ein Ring mit Eins ist, dann ist diese eindeutig bestimmt (siehe Beweis von 2.5
(2)), man bezeichnet sie mit 1.
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2.18 Beispiel:

(i) Z,Q,R,C sind Ringe, die letzten drei sogar Korper. Diese Ringe sind alle kommutativ.
Beispiele fiir nicht—kommutative Ringe werden wir spéter kennenlernen.

(ii) R[z] = {Polynome in einer Unbestimmten mit Koeffizienten aus einem Ring R (mit Eins)}
mit der {iblichen Addition und Multiplikation von Polynomen ist ein Ring (mit Eins).

2.19 Lemma:
Sei R ein Ring. Dann gelten:

(1) a-0=0-a =0 fir alle a € R ( ’0’ ist - wie immer - das neutrale Element bzgl. der
Addition)
(2) (—a)-b=—(a-b)=a-(=0) fir alle a,be R
(3) (—a)-(—b) =a-b fir alle a,be R
Falls R ein Korper ist, gilt auch die Umkehrung von (1), d.h.
4) a-b=0a=0VvVb=0
Beweis:
(1) Esista-0=a-(0+0)=a-0+a-0,also a-0=0nach 2.5 (3). Analog zeigt man
0-a=0.
(2) Esist 0=0-b=(a+(—a))-b=a-b+(—a)-b,also (—a)-b= —(a-b) nach 2.5 (3).
Analog zeigt man a - (—b) = —
(3) Esist (—a)-(=b) =—(a-(-b)
2.5 (3).
(4) Sei a-b =0, zu zeigen ist a = 0 oder b = 0. Wenn a # 0, dann hat a ein Inverses

a~! bzgl. der Multiplikation, da R nach Voraussetzung ein Korper ist. Dann gilt
O=at0=alt(a-b)=(at a)-b=1-b=h.

= —(—(a-b)) nach (2), also (—a) - (—b) = a - b nach

14



3 Vektorraume

3.1 Definition: Vektorraum

Sei K ein Korper. Ein Vektorraum V iiber K ist eine abelsche Gruppe (V, +) zusammen
mit einer Abbildung K x V' — V geschrieben (k,v) — k- v fir (k,v) € K x V, mit
folgenden Axiomen:

(Assoziativitit) (k1ks) - v = ki - (ko - v) Yk, ko€ K Yo eV
(Einselement) 1x -v =v Yo eV

Distributivitat) (k; + k2) v = k1 v+ ky - v Ve, ke e KYo €V und k- (v) + vy) =
k"l]l—i-k"UQVkEval,Ugev

3.2 Bezeichnung/Bemerkung:

Die Elemente in K nennt man Skalare. Ein Element aus V' heiit Vektor. Wenn man
einen Vektor mit einem Skalar multipliziert, erhélt man also wieder einen Vektor. Wir
haben in diesem Produkt den Skalar links vor den Vektor geschrieben und sollten daher
genau genommen von einem Linksvektorraum sprechen. Rechtsvektorrdume sind analog
definiert. ,, Vektorraum® heifft in dieser Vorlesung immer ,, Linksvektorraum®. Fiir ,Sei V
ein Linksvektorraum iiber K*“ sagen wir kiirzer ,,Sei V' ein K-Vektorraum® oder noch
kiirzer ,,Sei V' ein K-VR®. Das gibt nur einen Sinn, falls K ein Korper ist.

Warnung: Die Addition in V' wird mit dem gleichen Symbol ,+* bezeichnet wie die
Addition in K. Die neutralen Elemente in diesen beiden abelschen Gruppen werden beide
»Null“ genannt (sind aber voneinander zu unterscheiden).

Die Multiplikation von zwei Skalaren gibt wieder einen Skalar (das ist einfach die Multi-
plikation in K), die Multiplikation von einem Skalar mit einem Vektor ergibt einen Vektor.
Die Multiplikation von zwei Vektoren ist gar nicht definiert.

3.3 Beispiel:

K=R,V=RxR={(a,b)|a,beR} (mit der ,komponentenweisen*“ Verkniipfung)
K=R, V ={f:R — R} die Menge aller reellen Funktionen
K=R,V={f:R— R]|f ist stetig}

K =R,V = R[z]

K beliebiger Korper, V = K" = {(ay, ..., a,) | a; €K}

K =R, V = {alle reellen Losungen der Gleichung 2x —y — 32 =0}, zB. x =y =2 =0,
oderx =1, y=—-1, z=1,oderz =2, y=1, z=1

(vii) Punkte der Ebene, wobei ein Punkt als ’Koordinatenursprung’ ausgezeichnet ist.

Die fehlenden Verkniipfungen zu erraten, sollte leicht sein.
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3.4 Lemma:

Sei V' ein K-VR und veV, k€ K. Dann gelten:

(1) kv=0k=0Vov=0
(2) (-l)jv=—v

Beweas:

(1),,<=“: Sei k = 0. Dann ist 0v = (0 + 0)v = Ov + Ov, also Ov = 0 nach 2.5. Sei v = 0. Dann
ist k0 = k(0 + 0) = kO + k0, also kO = 0, wieder nach 2.5.

.= Fertig, falls k = 0. Wenn k # 0, dann existiert das Inverse k~! zu k in K. Dann ist
0=k"10=Fk"kv) = (k7'k)v = 1v =.

(2) Esist0=0v=(1+(—1))v=1v+ (—1)v = v+ (—1)v, also (—1)v = —v nach 2.5.

3.5 Definition: Unterraum

Sei V' ein K-VR. Eine Teilmenge U von V heifit ein Unterraum von V', falls U selbst ein
K-VR ist mit der Addition und skalaren Multiplikation wie in V' (geschrieben U < V).

3.6 Beispiel:
i) V=R3U={(a,b,c)eR3|b=0}
(ii) U in 3.3 (iii) ist ein Unterraum von V in 3.3 (ii).
(iii) V in 3.3 (vi) ist ein Unterraum von R3.

(iv) In 3.3 (iv) ist fiir jedes d € N die Menge Uy = {p € K[z] | deg(p) < d} ein Unterraum
von K([z]. (Der Grad eines Polynoms p = a,x™ +a, 12" ' + -+ - + a7 + ag ist definiert als
deg(p) = n, falls a,, # 0. Der Grad des Nullpolynoms wird als —oco definiert.)

(v) {0} und V sind Unterraume von V. Diese beiden werden manchmal die trivialen Unterrdume
genannt. {0} heifit Nullraum.

(vi) Die Geraden durch den Nullpunkt sind Unterrdume der Ebene in 3.3(vii).

3.7 Satz: Unterraumkriterium

Sei V ein K-VR und U eine Teilmenge von V. Genau dann ist U ein Unterraum von V,
wenn

(1) (Nullelement) 0y € U
(2) (abgeschlossen unter ,+“) a,belU = a+beU
(3) (abgeschlossen unter Multiplikation mit Skalaren) k€K, a€U = kacU

Beweis:

= Sei U < V. Dann ist (U, +) eine abelsche Gruppe, also ist a + b€ U fiir a,be U, d.h.
(2) gilt. AuBlerdem enthiilt U ein neutrales Element 0y . Da Oy + 0y = Oy, folgt nach
2.5 (1) Oy = 0y €U, d.h. (1) gilt. Da schlielich U ein K-VR ist, mul ka € U sein
fir alle ac U, k€K, d.h. (3) gilt.
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»,<“ Umgekehrt seien (1)—(3) vorausgesetzt. Zu zeigen ist U < V.

Zunéchst ist (U, +) eine abelsche Gruppe, denn nach (2) ist ,,+“ eine Verkniipfung
auf U, diese ist assoziativ und kommutativ, da dies sogar auf ganz V' gilt. Nach (1)
gibt es ein neutrales Element. Nach (3) ist fiir a € U auch (—1)a€ U, d.h. —a€ U
nach 3.4 (2), also hat jedes Element von U ein Inverses in U bzgl. ,+*.

Nach (3) ist die Multiplikation mit Skalaren eine Abbildung K x U — U. Die VR~
Axiome gelten dann trivialerweise.

3.8 Definition: Summen

Fiir Teilmengen A und B des K-VR V ist die Summe definiert durch
A+ B :={a+blacA beB}.

Wenn B = {b}, schreibt man dafiir einfach A + b. Wenn nun U; < V', i € I, so sei die
Summe der U; definiert durch

ZUZ- = {Zul | u; €U;, fast alle u; = O} .

el el

,Fast alle“ bedeutet , alle bis auf hochstens endlich viele Ausnahmen®.

3.9 Satz:

Schnitte und Summen von Unterraumen sind wieder Unterraume.

Beweis:  Seien U;, i€ I, Unterrdume von V. Zu zeigen ist:

(@) Mie, Ui <V
(b) Zie[ Ui<V.

Dazu verwenden wir das Unterraumkriterium.

(a) (1) 0€(;e; Ui, da 0€U; fiir alle ie 1.
(2) Wenn a,be(;c; Us, dann a,beU; fiir alle i€ 1, also auch a + beU; fiir alle ic [
und daher a +be(),.; U;.
(3) Wenn k€K, a€(),.; U;, dann a €U, fiir alle 1 € I, also auch ka € U; fiir alle i € 1,
d.h. kae,c,; Ui

(b) (1) 0= Eielo € Zz’el Ui, da 0€Us.
(2) Wenn a = >, ., u; und b = Y. up in Y, U, fast alle u;,u; = 0, dann ist
u; +uj = 0 fiir fast alle 4 und u; +uj € U; fiir alle 4, also ist a+b = . (u; +u;) €
Ziel Us.
(3) Wenn @ = Y . .;u; € ), Us, fast alle u; = 0, und k € K, dann ist ka =
Yoierkui €Y ., Ui, denn ku; € U; und ku; = 0 fiir fast alle 7.

il
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3.10 Definition: FErzeugnis
Sei T eine Teilmenge des K-VR V| dann heifit

(Ty:= (U

U<V, TCU

der von T erzeugte Unterraum von V' oder einfach das Erzeugnis von T

3.11 Bemerkung:

Man schneidet also alle Unterrdume von V, welche 7" enthalten (solche gibt es, z.B. V
selbst). Der Schnitt enthélt immer noch 7" und ist ein Unterraum nach 3.9. Wenn W
ein beliebiger Unterraum mit 7" C W ist, dann ist W ,am Schnitt beteiligt“, also W >
(T). Daher ist das Erzeugnis von T der kleinste Unterraum von V', welcher 7' enthilt.
Insbesondere ist () = {0}.

3.12 Definition: Erzeugenden—System

Sei T eine Teilmenge des K-VR V. Man nennt T ein Erzeugenden—System (von V), falls
(T) = V. Man nennt V endlich erzeugt, falls V' ein endliches Erzeugenden—System besitzt.

3.13 Beispiel:

(V) =V, jeder VR hat also ein Erzeugenden—System.
0y = ({0}) = {0}, der Nullraum.

({(1,0), (0,1)}) = K2, wie man leicht sieht. Entsprechend hat K" ein Erzeugenden—
System mit n Elementen.

Dagegen ist der Vektorraum K|z] nicht endlich erzeugt, da je endlich viele Polynome in ei-
nem echten Unterraum Uy wie in 3.6, (iv) enthalten sind. Ein naheliegendes Erzeugenden—

System fiir diesen Vektorraum ist die Menge {1 = 2%, = 2!, 2%, 23, ...}.
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4 Basis und Dimension

Sei V' ein Vektorraum iiber dem Kérper K.

4.1 Definition: Linearkombination, Koeffizient
Sei X eine Teilmenge von V. Ein Vektor v der Form
v = Z k.x
zeX

(hochstens endlich viele &, # 0) heifit eine Linearkombination von X. In dieser Summe
heif3t &k, der Koeffizient von z.

4.2 Beispiel:

i) V =R} X = {(1,2,0), (1,-1,0), (2,2,0)}.
Nicht alle Vektoren von R3 sind Linearkombinationen von X. Der Vektor

(Cl,b, O) = (_a - b) ’ <1a 270) + (_b) ’ (]-7 _170) + (a + b) ’ (27270)
ist Linearkombination von X. Es gilt auch

b 2a —
ot (1’270)+ -

(a,b,0) = b-(1,—1,0)+0-(2,2,0),

man kann also u.U. denselben Vektor auf verschiedene Weisen als Linearkombination von
X schreiben.

(ii) 0 ist Linearkombination von X fiir jedes X (z.B. ganz einfach alle k, = 0).
(iii) Jedes x € X ist Linearkombination von X (k, =1, k, =0 fiir z # y € X).

4.3 Satz:
Fiir jede Teilmenge X von V ist U := {alle Linearkombinationen von X} ein Unterraum
von V, nédmlich U = (X).

Beweis: Mit dem Unterraumkriterium:

(1) 0€U nach 4.2 (ii).
(2) Wennwu =3 _yk,oundw’ =3 kl2inU sind, dannist auch u+u’' = Y (k. +
k! )x in U, denn k, + k) e K und k, + k/, = 0 fiir fast alle v € X.

(3) Fiir u wie oben und k€K ist ku = Y (kk;)r mit kk, € K und kk, = 0 fiir fast
alle xe X, also ku € U.

Daher ist U ein Unterraum von V. Auflerdem ist X C U nach 4.2 (iii). Da (X) der kleinste
Unterraum von V' ist, welcher X enthélt (siche 3.11), folgt (X) < U. Andererseits ist
X C (X) und da (X) ein Vektorraum ist, liegen auch alle Linearkombinationen von X in

(X), dh. U < (X). Also ist U = (X).
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4.4 Korollar:

Genau dann ist eine Teilmenge E von V ein Erzeugenden-System von V', wenn jeder
Vektor aus V sich als Linearkombination von E schreiben 148t.

4.5 Definition: lineare Unabhdingigkeit, Basis

Eine Teilmenge X von V heifit linear unabhéngig (l.u.), wenn

0="> kv, k€K =k, =0 fir alle r€ X,

zeX

d.h. wenn es nur eine einzige Moglichkeit gibt, 0 als Linearkombination von X zu schreiben
(ndmlich alle Koeffizienten = 0). Andernfalls heifit X linear abhéngig (1.a.).

Eine Teilmenge B von V heifit eine Basis von V| falls B ein linear unabhéngiges Erzeugenden—
System ist.

4.6 Beispiel/Bemerkung/Bezeichnung:
Sei V' = K" und sei e; := (1,0,...,0), e5 := (0,1,0,...,0) und allgemein

e%:mwwa%quwm

7

fur ¢ = 1,...,n. Dann ist > .  kje; = (ki,ka, ..., ky). Also 148t sich jeder Vektor aus
K™ als Linearkombination von B := {ey,...,e,} schreiben, d.h. B ist ein Erzeugenden—
System. Wenn > k;e; =0 = (0,...,0), dann sind alle Koeffizienten k; = 0, d.h. B ist
linear unabhéngig. Also ist B eine Basis von K". Man nennt B oft die Standardbasis von
K™. Der Vektor e; heifit der i-te Einheitsvektor von K".

Falls k, € K existieren mit ) _ k,x = 0, fast alle k, = 0, aber wenigstens ein k, # 0,
dann ist X nicht linear unabhéngig, sondern linear abhéingig. Insbesondere: Wenn 0 € X,
dann ist X linear abhéngig. Aber auch die Menge X aus 4.2 (i) ist linear abhéngig, denn

z.B. gilt
4 2

Die leere Menge ist linear unabhéngig.
Im allgemeinen gibt es mehr als eine Basis fiir einen Vektorraum.

Zum Beispiel ist B := {(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} eine Basis von R?. Denn wenn

a-(1,1,0)+b-(1,0,1) +c-(0,1,1) = 0 = (0,0,0),

dann ist
a+b=
a+c=0
b+c=0,
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also b=c= —a,2a=0,a=0=0>b=c. Also ist B linear unabhéngig. Auflerdem gilt
1 1

(a+b—c)-(1,1,0)—1—5(&—6—!—0)-(1,0,1)+§(—a+b+0)-(0,1,1)

(a+b—c+a—-b+c,a+b—c—a+b+c,a—b+c—a+b+c)

- (2a,2b,2¢) = (a,b,c).

N~ N~

Also ist jedes (a,b,c) € R? eine Linearkombination von B, d.h. B ist auch Erzeugenden—
System.
Diese Basis hat drei Elemente, genauso wie die Standardbasis von R3. Das ist kein Zufall!

(v) Eine Basis von K[z] (iv)) ist die Menge B = {z" | n €N} (siehe 3.13).
(vi) X = {v} ist genau dann linear unabhéngig, wenn v # 0.

(vii) Jede Teilmenge einer linear unabhingigen Menge ist linear unabhéngig.

4.7 Lemma:

Sei B eine Basis von V. Dann ist jedes v €V auf genau eine Weise Linearkombination von

B.
Beweis: ist leichte Ubungsaufgabe.

4.8 Lemma:

Sei L linear unabhéingig und v € V. Dann sind folgende Aussagen &dquivalent:

(1) v (L)

(2) v¢ Lund LU{v} ist linear unabhéngig
Beweis:

(1)=(2) Da L C(L),ist v & L. Sei kv + > ., k.v = 0. Zu zeigen ist k = k, = 0 fiir alle x.
Wiire k # 0, dann multipliziere mit £~*. Dies ergibt v = >, (—k 'k,)z, d.h. v ist
Linearkombination von L, also v € (L) (4.3), Widerspruch. Also ist k£ = 0. Daher ist
> ser kex = 0. Da L linear unabhéngig ist, miissen alle k, = 0 sein.

(2)=(1) Angenommen v € (L). Dann ist v = > _; kyx, also 1v + >, (—k,)z = 0. Aber
der Koeffizient von v in dieser Linearkombination ist 1 # 0, da v ¢ L. Dies ist ein
Widerspruch zur linearen Unabhéngigkeit von L U {v}.

4.9 Lemma: Austausch—Lemma von Steinitz

Sei L C V linear unabhéngig und E ein Erzeugenden—System von V', sei t € L. Dann
existiert ein s€ F derart, dal s ¢ L' = L\ {t} und L' U {s} linear unabhéngig ist. (¢t wird
gegen s € E ausgetauscht.)

Beweis:  Als Teilmenge von L ist L’ linear unabhéngig (siche 4.6 (vii)), ¢t ¢ L' und L =
L’ U {t} ist linear unabhéingig. Nach 4.8 folgt ¢ ¢ (L'). Da E ein Erzeugenden—System
ist, 1aBt sich ¢ als Linearkombination von E schreiben, etwa t = - k,y. Wiren alle
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y € (L), dann auch diese Linearkombination, da (L) ein Unterraum ist, d.h. t € (L'),
Widerspruch. Also gibt es ein s€ F mit s ¢ (L’). Nach 4.8 folgt: s ¢ L' und L' U {s} ist
linear unabhéngig.

4.10 Satz: Austausch—Satz von Steinitz

Sei L C V linear unabhéngig und £ ein Erzeugenden—System von V. Weiter sei 7' eine
endliche Teilmenge von L mit n Elementen; wir schreiben L' = L \ T. Dann existiert
eine ebenfalls n-elementige Teilmenge S C E derart, dafl L' NS = () und L' U S linear
unabhéngig ist. ( 7" wird gegen S ausgetauscht.)

Beweis:  Induktion iiber n. Der Fall n = 0 ist trivial. Sei n > 0 und 7' = T'U{t}; dann
ist also L = L’ UT" U {t}. Nach dem Austausch-Lemma gibt es ein s € E derart, dafl
s¢ L' UT und L UT'U{s} linear unabhéngig ist.

Da T’ nur n — 1 Elemente hat, finden wir nach Induktionsvoraussetzung eine Teilmenge
S" von E mit n — 1 Elementen derart, dal (L' U {s}) NS’ =0 und (L' U {s}) U S’ linear
unabhéngig ist. Daher hat S = S’ U {s} die gewiinschten Eigenschaften.

4.11 Korollar:

Wenn V ein Erzeugenden—System mit n Elementen hat und L C V' linear unabhéngig ist,
dann hat L hochstens n Elemente.

Beweis:  Andernfalls hitte L eine (n+1)—elementige Teilmenge T'. Nach 4.10 findet man zu
dieser eine (n + 1)—elementige Teilmenge S C F, ein Widerspruch, da F nur n Elemente
hat.

4.12 Voraussetzung/Bemerkung: Endlichkeit

Man kann eine Variante des Steinitz’schen Austausch-Satzes formulieren (und beweisen!,
allerdings mit mehr Aufwand), die auch fiir unendliches T gilt. Wir haben es uns leicht
gemacht und wollen dies auch im Folgenden tun:

Wir betrachten nur noch Vektorrdume, fiir welche es eine endliche Maximalzahl line-
ar unabhéngiger Elemente gibt. Es soll also zu dem Vektorraum V' eine natiirliche Zahl
d = d(V) geben derart, daf} eine linear unabhéngige Teilmenge L C V hochstens d Ele-
mente hat. Indem man ein solches d moglichst klein wéhlt, kann man annehmen, dafl es
in V' wirklich eine linear unabhéingige Teilmenge mit d Elementen gibt.

Die eben gemachte Annahme ist nach 4.11 jedenfalls fiir endlich—erzeugte Vektorrdume
erfiillt. Andererseits werden dadurch manche Vektorrdume (z.B. K|z], vergleiche 4.6(v))
von der Betrachtung ausgeschlossen, die einen Mathematiker durchaus interessieren kénnen.

4.13 Definition: Dimension

Sei V' ein Vektorraum. Wenn es in V' eine linear unabhéngige Teilmenge mit d Elementen,
aber keine solche Teilmenge mit d + 1 Elementen gibt, dann heifit d die Dimension von
V', geschrieben d = dim V = dimg V.
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4.14 Satz:
Sei d =dim V und B C V. Dann sind folgende Aussagen dquivalent:

(1) B hat d Elemente und ist linear unabhéngig.
(2) B ist eine Basis von V.
(3) B hat d Elemente und ist ein Erzeugenden—System von V.

Beweas:

(1)=(2) Es ist nur fraglich, ob (B) = V. Andernfalls gibt es v€ V' \ (B). Nach 4.8 ist dann
B U {v} eine linear unabhéngige Menge mit d + 1 Elementen, ein Widerspruch zu
d=dim V.

(2)=-(3) Es ist nur fraglich, ob B genau d Elemente hat. Mehr kann es nicht haben, weil es
linear unabhéngig ist (als Basis). Es kann aber auch nicht weniger haben, denn es
gibt ja wenigstens eine linear unabhéngige Menge mit d Elementen. Nach 4.11 hat
dann jedes Erzeugenden—System, inshbesondere also B, mindestens d Elemente.

(3)=(1) Es ist nur fraglich, ob B linear unabhéngig ist. Jedenfalls gibt es eine linear un-
abhéangige Teilmenge L von V mit genau d Elementen. Jetzt kann man den Austausch—
Satz mit 7" = L und £ = B verwenden und findet eine d-elementige Teilmenge S
von B (also S = B) mit (L \ T) U S linear unabhéingig, also B linear unabhéngig.

4.15 Beispiel:

(i) dim K" = n, denn die Standardbasis hat n Elemente.

(i) In 4.6 (iv) haben wir gesehen, daf$ {(1,1,0), (1,0,1), (0,1,1)} eine Basis von R? ist. Dabei
haben wir kontrolliert, daf3 diese Menge linear unabhéngig und ein Erzeugenden—System
von R3 ist. Nach 4.14 haben wir uns mehr Arbeit als nétig gemacht.

(ili) dimV =0« V = {0} ist der Nullraum.

4.16 Korollar:

Jeder Vektorraum hat eine Basis.

Beweis:  Es gibt nach Voraussetzung eine linear unabhéngige Teilmenge von V' mit dim V'
Elementen. Diese ist eine Basis nach dem vorigen Satz.

4.17 Lemma:

Sei X C V und F ein Erzeugenden—System von V. Wenn jedes e € F eine Linearkombi-
nation von X ist, dann ist auch X ein Erzeugenden—System von V.

Beweis:  Nach Voraussetzung ist £ C (X). Daher ist V = (E) < (X) < V.
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4.18 Satz:

Sei L C V linear unabhéngig und E ein Erzeugenden—System von V. Dann existiert ein
T C E derart, daB LNT = () und L UT eine Basis von V ist.

Beweis:  Wir wéhlen aus E eine moglichst groflie Teilmenge 71" derart, dafl

(1)
(2)

LNT =10

und
LUT linear unabhéngig.

Das geht, denn jedenfalls erfiillt 7' = () beide Bedingungen. Wenn dieses T vergroBert
werden kann, fiigt man ein geeignetes Element hinzu. Dies wiederholt man, bis keine
Vergroflerung von T' mehr moglich ist, ohne eine der Bedingungen zu verletzen. Da nach
Voraussetzung L U T hochstens d(V) Elemente hat, endet dieser Prozef.

Ein so gewonnenes 1" tut das gewiischte: Es ist nur zu zeigen, dafl LUT ein Erzeugenden—
System ist. Nach 4.17 geniigt es, e € (L UT) fiir jedes e € E zu kontrollieren. Wenn
dies fiir ein e nicht gilt, dann ist nach 4.8 sowohl e ¢ L U T als auch L UT U {e} linear
unabhéngig. Aber dann kann man 7" durch Zufiigen von e vergrofern, ein Widerspruch.

4.19 Korollar:
Es gelten:

Jede linear unabhéngige Teilmenge von V' kann zu einer Basis ergénzt werden.

Jedes Erzeugenden—System von V' kann auf eine Basis reduziert werden.

Beweas:

(1)
(2)

Verwende F = V| um die linear unabhéngige Menge L zu einer Basis zu ergénzen.

Ergénze die linear unabhéngige Menge () mit einer Teilmenge des Erzeugenden—System
zu einer Basis.

4.20 Korollar:
Sei dim V' = d. Dann gelten:

Jede linear unabhéngige Teilmenge von V' hat hochstens d Elemente.
Jedes Erzeugenden—System von V' hat mindestens d Elemente.
Sei U <V, dann ist dimU < dimV,und U =V < dimU = dim V.

Beweis:  Jede Basis von V' hat d Elemente (nach 4.14).

(1)
(2)
(3)

Nach 4.19 (1) 148t sich jede linear unabhéngige Teilmenge zu einer Basis (mit d Elementen)
erganzen.

Nach 4.19 (2) 148t sich jedes Erzeugenden—System zu einer Basis (mit d Elementen) ab-
magern.

Eine Basis B von U ist eine linear unabhéngige Teilmenge von V', nach (1) ist also dim U <
d. Wenn dim U = d, dann hat B ebenfalls d Elemente. Nach 4.14 ist B schon eine Basis
von V, also U = (B) = V. Die Umkehrung ist trivial.
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5 Faktorraum und lineare Abbildungen

Wieder sei V' ein Vektorraum iiber dem Korper K.

5.1 Definition: Nebenklasse
Sei U < V. Fiir jedes x €V nennt man die Menge
r+U :={r+uluelU}

eine Neben— oder Restklasse (von U in V'); x heifit (Nebenklassen—) Vertreter von = + U.

5.2 Beispiel:

Sei U eine Gerade durch den Nullpunkt in der Ebene. Die Nebenklassen von U sind die
zu U parallelen Geraden.

5.3 Lemma:
Sei U <V, z,yeV. Es gelten:

(1) U =0+ U ist eine Nebenklasse.
(2) Aquivalent sind:
i) (+U)N(y+U)#0
(ii) x —yeU
(ili) 24+ U=y+U
B) x+U=U=zeclU

4) (x+U)+ (y+U)=(zx+y)+ U, die Summe von zwei Nebenklassen ist also wieder eine
Nebenklasse.

Bewezs:

(1) trivial

(2) ()=@G):Seiz+uw =y+use(x+U)N(y+U), ug,us€U. Dann ist x —y = us —uy €U.
(ii)=-(iii): Sei u € U. Dann ist t +u = y+ (z —y)+ucy+ U, daxz —y,uc U, also
r—y+ueclU. Also ist x + U C y + U. Genauso folgt die umgekehrte Inklusion, da aus
x—yeU auch y —x = —(x — y) €U folgt.

(iii)=({): x =z +0€x+ U, da0€U. Also ist  + U # () und die Behauptung folgt.

(3) Esgilt x + U = U genau dann, wenn x + U = 0+ U (nach (1)), also genau dann, wenn
x —0€U (nach (2)).

(4) Zur Erinnerung: A+ B = {a+bla€ A,be B} fir A, B C V (siehe Definition 3.8). Sei
ve(x+U)+ (y+U). Dann ist v = (x + u1) + (y + u2) mit uy, up € U geeignet. Also
v=(r+y)+ (u1 +ux) €(x +y) + U, daherist (x +U)+ (y+U) C (x +y)+ U. Wenn
we(x+y)+U,etwaw=x+y+u,uclU,danmm w = (z+0)+(y+u)e(z+U)+ (y+U),
also (z4+y)+U C(z+U)+ (y+U).
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5.4 Lemma:

SeiU <V, z,yeV und k€eK. Wenn x +U =y + U, dann kx +U = ky + U.

Beweis:  Wenn x+U = y+U, dann x —y €U, nach 5.3 (2). Es folgt kz —ky = k(z—y) €U,
da U ein Unterraum ist. Also kx + U = ky + U, wieder nach 5.3 (2).

5.5 Satz/Definition: Faktorraum
Die Menge der Nebenklassen des Unterraumes U in V' bildet mit der Addition
(z+U)+(y+U)=(x+y)+ U x,yeV
und der skalaren Multiplikation
k(x+U)=kx+U keK,zeV

einen Vektorraum iiber K. Diesen Vektorraum bezeichnet man mit V/U (gesprochen V
modulo U) und nennt ihn den Faktorraum von V nach U.

Beweis: V/U ist abelsche Gruppe:

e Assoziativitdt und Kommutativitdt sind klar, da sie fiir Elemente von V' gelten.
e Neutrales Element ist U.
e Das Negative zu . + U ist (—x) + U.

Die Wohldefiniertheit der skalaren Multiplikation ist gerade 5.4. Die Vektorraum—Axiome
fiir V/U sind triviale Folgerungen aus den Axiomen fiir V.

5.6 Definition: lineare Abbildung, Homomorphismus, Mono—, Epi—, Iso—
, Endo—, Automorphismus, Bild, Kern

(1) Seien V und W Vektorraume iiber K. Eine Abbildung o : V' — W heifit lineare Abbildung
oder (Vektorraum—)Homomorphismus, wenn

a(vy + v9) = avy) + avy) fiir alle vy, v,€V

und

a(kv) = ka(v) fir alle veV, keK.

Eine injektive (surjektive, bijektive) lineare Abbildung heiffit Monomorphismus (Epimorphismus,
[somorphismus). Zwei Vektorrdume V, W heiflen isomorph (V' = W), falls ein Isomorphis-

mus « : V — W existiert. Wenn V' = W, dann nennt man die Homomorphismen auch
Endomorphismen, und die Isomorphismen auch Automorphismen.

(2) Sei a:V — W eine lineare Abbildung. Man nennt

Im (o) = {a(v) |veV} das Bild von «
und

Ker (o) = {veV | a(v) = 0} den Kern von a.

26



(i)
(i)

(vi)

5.7 Beispiel/Bemerkung/Definition:

Seien V und W beliebige K—Vektorriaume. Die Abbildung v — Oy fiir alle v € V' ist linear.
Diese Abbildung heifit die Nullabbildung.

Die Identitét idy : V' — V ist linear.

Sei U < V. Die Abbildung « : V' — V/U, welche durch k(v) = v + U definiert wird,
ist linear und surjektiv. Diese Abbildung heifit der kanonische Epimorphismus. Es ist

veKer (k) ©v+U =k(v) =0y =U & velU. Also ist Ker (k) = U.
Die Menge Hom (V, W) der linearen Abbildungen von V' in W bildet bzgl. der Addition

(a+B)(v) = a(v) + B(v), a, F€Hom (V, W) ,veV

eine abelsche Gruppe; das Negative —a zu € Hom (V, W) ist definiert durch (—a)(v) =
—a(v), und das neutrale Element ist die Nullabbildung. Fiir o € Hom (V, W) und k €K
definiert man ko durch

(ka)(v) = ka(v).

Damit ist Hom (V, W) ein K—Vektorraum.

Wenn o : U — V und B : V — W linear sind, dann ist auch fa : U — W linear.
Diese Multiplikation von Abbildungen vertriagt sich mit der in (iv) definierten Addition:
es gelten die beiden Distributivititsgesetze (a+ )y = ay + Sy und (B +v) = af + a,
sofern die Verkniipfungen definiert sind.

Insbesondere bildet die Menge End (V') = Hom (V, V') der Endomorphismen von V' mit
den oben definierten Verkniipfungen einen Ring mit Eins (= idy). Dieser Ring heifit
Endomorphismen-Ring von V.

(vii) ,,Isomorphie” ist eine Aquivalenzrelation:

(1) idy : V — V ist ein Isomorphismus (Reflexivitit).
(2) Wenn o : U — V und  : V — W Isomorphismen sind, dann ist auch fa: U — W
ein Isomorphismus (Transitivitét).

(3) Wenn v : V' — W ein Isomorphismus ist, dann gilt dies auch fiir die Umkehrabbildung
a ' W — V. Der Beweis dazu ist eine Ubungsaufgabe. Dies zeigt die Symmetrie.

5.8 Lemma:

Sei a: V' — W eine lineare Abbildung. Es gelten:

(1) Oé(()v) = OW
(2) a(-v)=—-a(v)
Beweis:

a(—v) = a((=1) -v) = (=1)a(v) = —a(v) (vergleiche 3.4)
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5.9 Lemma:

Sei o : V — W linear, dann:

(1) Im(a) <W
(2) Ker(a) <V.

Beweis: Verwende jeweils das Unterraumkriterium 3.7.

(1) Esist Oy = a(0y) €Im ().
Wenn wy, wy € Im («), etwa wy; = a(vy),ws = a(vy) mit vy,ve €V, dann ist wy + wy =
a(vr) + a(ve) = a(v + vy) €Im ().
Wenn w = a(v) €Im (o) und k€K, dann ist kw = ka(v) = a(kv) €Im (a).

(2) Esist a(0y) = Oy, also Oy € Ker ().

Wenn vy, v9 € Ker () dann ist a(v; + v2) = a(vy) + a(ve) = O + Oy = Oy, also
vy + ve € Ker (o).

Wenn v € Ker (o) und k€K, dann ist a(kv) = ka(v) = kOw = Oy, also kveKer (a).

5.10 Satz:

Sei o : V — W linear.

(1) Genau dann ist a ein Epimorphismus, wenn Im («) = W.

(2) Genau dann ist a ein Monomorphismus, wenn Ker () = {0}.
Beweis:

(1) trivial
(2),,=“: Sei @ ein Monomorphismus, und sei v € Ker (). Dann ist a(v) = Oy = a(0y). Da «
injektiv ist, folgt v = Oy. Also ist Ker (a) = {0y }.

,<="1 Zu zeigen: « ist injektiv. Sei a(vy) = a(vy). Dann Oy = a(vy) — a(ve) = a(vy — v2),
d.h. v; — vy €Ker (a) = {0y }. Also ist v; = vs.

5.11 Satz: Erster Isomorphiesatz

Sei a: V' — W linear. Dann ist Im («) = V/Ker («).

Beweis:  Definiere a : V/Ker (o) — Im(a) durch a(v + Ker («)) = «(v). Dann ist @
wohldefiniert; denn wenn v + Ker (o) = v' 4+ Ker («), dann ist v — v' € Ker () nach
5.3 (2), also 0 = a(v —v') = a(v) — a(v’) und daher a(v) = «(v’). Die Linearitéit von
a folgt sofort aus der Linearitdt von « und der Definition von Addition und skalarer
Multiplikation in V/Ker (). Offenbar ist & surjektiv. Wenn v + Ker («) € Ker (&), dann
0 =a(v+ Ker(a)) = a(v), also veKer (). Nach 5.3 (3) ist dann v 4+ Ker () = Ker («),
und dies ist gerade das Nullelement in V/Ker (). Wir haben gezeigt: Der Kern von &
besteht nur aus dem Nullelement. Nach 5.10 ist & ein Monomorphismus.
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5.12 Satz:

Sei a : V — W linear. Ergénze eine Basis X von Ker () zu einer Basis B = XUY von
V. Dann ist oy injektiv, und a(Y") ist eine Basis von Im («).

Beweis:  Sei y1,y2 € Y. Wenn «(y1) = a(ys), dann ist y; — yo € Ker (a), daher existieren

kr e Kmit y1 —yo — > oy kaw = 0. Wére y; # ys, so wire B nicht linear unabhéngig.
Also ist ayy injektiv.
Angenommen 0 = > .y kya(y) = « <Zy€Y kyy> , also >0 oy kyy € Ker (). Dann ist

doyey Ky = D pex ko fiir geeignete k, €K, also 0 = > oy kyy — >y kox. Weil B
linear unabhéngig ist, sind alle k, = 0. Also ist a(Y") linear unabhéngig.

Wenn w € Im (), dann w = a(v) fiireinv€ V. Dav =}y k.a+>" oy kyy fiir geeignete
koo ky €K, ist a(v) = 30 cx kea(r) + 30 ey kya(y) = >,y kya(y). Daher ist a(Y') auch
ein Erzeugenden—System von Im («).

5.13 Korollar:

Sei a: V — W linear. Dann ist

dim V' = dim Ker () + dim Im () .

Beweis:  Es ist mit den Bezeichnungen des Satzes 5.12 dimV = |B| = |X| + |Y], da

B = XUY, wobei |B], ... die Anzahl der Elemente in B, ... bezeichnet. Da X eine Basis
von Ker () ist, gilt | X| = dimKer (o). Da ajy : Y — a(Y’) bijektiv und a(Y") eine Basis
von Im () ist, gilt |Y| = |a(Y)| = dim Im («). Die Behauptung folgt.

5.14 Korollar:

Sei U < V. Dann ist
dimV =dimU + dim V/U

Beweis:  Der kanonische Epimorphismus « : V' — V/U hat Ker (k) = U; vergleiche 5.7.

5.15 Definition: Rang einer linearen Abbildung
Sei a : V' — W linear. Man nennt Rg (o)) = dim(Im («)) den Rang von a.

5.16 Korollar:
Seien V, W K-VR mit dimV = dimW = n und sei a : V — W linear. Dann sind

aquivalent:

38 : W — V mit fa = idy.
« ist injektiv.

Rg (@) =n

« ist surjektiv.

« ist ein Isomorphismus.
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AuBerdem gilt: 3 ist durch (1) eindeutig bestimmt, nimlich 3 = a~!. Insbesondere ist (3
auch linear und af = idy .

Bewes:

(1)=(2) Wenn a(vy) = a(v2), dann v; = fa(v1) = fa(ve) = ve, d.h. « ist injektiv.

(2)=-(3) Nach 5.10 ist Ker (a) = {0}, also auch dim Ker (a) = 0. Daher gilt mit 5.13 n =
dimV = dim Ker () + dim Im () = dim Im (o) = Rg ().

(3)=(4) Esist dimIm (a) = Rg(a) = n = dim W, also Im (a)) = W nach 4.20 (3), d.h. « ist
surjektiv.

(4)=(5) Wegen Im (a) = W gilt dim(Ker (a)) = dimV — dim W = 0, also Ker (a) = {0},

d.h. « ist injektiv. Also ist « ein Isomorphismus.

(5)=>(1) Wihle 8 = a~.

AuBerdem: Wenn Ba = idy = a la, dann ist 3 = Baa™! = a laa™ = a!. DaBl o™}
linear ist, ist in 5.7 (7) bemerkt. Es gilt aa™! = idy nach Definition.

5.17 Satz:
Sei B C V. Aquivalent sind:

(1) B ist eine Basis von V.
(2) Fiir jeden K-VR W und jede Abbildung a : B — W gibt es genau eine lineare Abbildung
a:V — W mit ap = a.

(3) Fiir jede Abbildung a : B — K gibt es genau eine lineare Abbildung « : V' — K mit
a)p = a.

Beweis:

(1)=(2) Wenn v € V, dann ist nach 4.7 v = >, 5 kb mit eindeutig bestimmten Skalaren
ky € K. Setze dann «o(v) = >, 5 kya(b) € W. Dann ist o wohldefiniert, linear,
a;p = a, und offenbar ist « die einzige Abbildung mit diesen Eigenschaften.

(2)=(3) trivial

(3)=(1) B ist linear unabhéngig: Sei ), 5 kb = 0 und by € B fest. Definiere ap : B — K
durch ag(by) = 1 und ao(b) = 0 fiir alle b # by. Sei ag : V — K linear mit agp = ao.
Dann ist 0 = ao(0) = > ,cp kpao(b) = ky,. Da dies fiir jedes by € B gilt, sind alle
ky = 0, d.h. B ist linear unabhéngig.
Es 148t sich B zu einer Basis B = BUX von V ergénzen (nach 4.19 (1)). Ange-

nommen z € X. Sei ag : B — K definiert durch ag(y) = 0 fiir alle y € B und sei
a1 : B — K definiert durch a;(x) = 1 und a;(y) = 0 fiir alle y # z, y € B. Seien
ap und oy die entsprechenden linearen Abbildungen V' — K (diese existieren nach
(1)=(2)). Dann ist gz = |, aber ag # ;. Dies widerspricht der Eindeutigkeit.

Also ist X = @ und B = B eine Basis von V.

5.18 Definition: lineare Fortsetzung

Die Abbildung « in 5.17 (2) heifit die lineare Fortsetzung von a auf V.
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5.19 Korollar:

Sei B eine Basis von V und seien «, 3 : V — W linear. Dann gilt:

a:ﬁ<=>Oz|B:ﬁ‘B.

5.20 Satz:
Seien V, W K-VR. Dann gilt:

VeEWedmV =dmW.

Bewezs:

= Sel a : V. — W ein Isomorphismus. Es ist Im (o) = W und Ker (a) = {0} nach 5.10.
Also ist mit 5.13 dim V' = dim Ker (o) + dimIm (o) = 0 + dim W = dim W.

,<": Sei B eine Basis von V und C' eine Basis von W. Dann ist nach Voraussetzung |B| = |C],
also existiert eine bijektive Abbildung a : B — C. Sei b : C' — B die Umkehrabbildung
zu a, « die lineare Fortsetzung von a und [ die lineare Fortsetzung von b. Da idy die
lineare Fortsetzung von idg ist, folgt Sa = idy, und ebenso af = idy,. Also ist « ein
Isomorphismus.

5.21 Korollar:

Sei V ein endlich dimensionaler K-VR, etwa dim V' = n. Dann ist V = K".
Bewers:  klar nach 5.20

5.22 Bemerkung:
Sei a : V' — W linear und we W. Setze X = {veV | a(v) = w}. Dann gelten:

(i) Falls (w,Im (a)) > Im («), dann X = 0.

(ii) Falls (w,Im (a)) = Im («), dann X = v+ Ker (o), wobei v € V' ein beliebiges Element mit
a(v) = w ist.

Beweis: X #0 < FveV :aw) =w e weln(a) < (w,Im(«a)) = Im («). Wenn v e X,
dann v € X & a(v) =w =a(v) & a(v; —v) =0 vy —veKer (o) & v €v+ Ker (a)
(siehe 5.3), also X = v + Ker ().

5.23 Satz: Zweiter Isomorphiesatz

Seien U und W Unterrdume von V. Dann gilt:

(U +W)/U=W/(UNW)

Beweis:  Vorbemerkung: U < U + W <V, also ist (U + W)/U sinnvoll, ebenso U N W <
W <V, also ist W/(U N W) sinnvoll.
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Zum eigentlichen Beweis: Sei ¢ : W — (U 4+ W)/U definiert durch e(w) = w + U.
Dann ist ¢ linear, sogar Epimorphismus, denn jedes z € (U + W)/U ist von der Form
r=w4+w)+U=w+u+U=w+U =c¢c(w) mit uecU,weW. Es ist we Ker (¢) &
U=0wsw)yuv =ew)=w+U < welUNW nach 5.3. Daher ist Ker (¢) = U N W. Nach
dem Ersten Isomorphiesatz (5.11) gilt

(U+W)/U =TIm(e) 2 W/Ker (¢) = W/(UNW).

5.24 Korollar:

Seien U und W Unterrdume von V. Dann gilt:

dimU + dim W = dim(U + W) + dim(U N W).

Beweis:
dim(U + W) + dim(UNW) =dim(U +W)/U + dimU + dim(U NW), nach 5.14,
=dimW/(UNW) + dim(UNW) + dimU,
nach 5.23 und 5.20,
=dimW 4 dimU, wieder nach 5.14.
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6 Dwualer Raum und duale Abbildung

6.1 Definition: Dualer Raum
Sei V ein K-VR. Man nennt

V*={f:V — K| f ist linear}

den zu V dualen Raum.

6.2 Bemerkung:

Durch (f 4+ g)(v) = f(v) + g(v) und (kf)(v) = k(f(v)) ist V* wieder ein K-VR. Das
rechtfertigt die Bezeichnung. (In der Tat ist V* = Hom (V, K) ein Spezialfall von 5.7.)

6.3 Satz/Definition:
Sei dimV =n < oo und sei B = {by,...,b,} eine Basis von V. Definiere b7 € V* durch

() = 1 fallsi=j
ST 00 falls i £

(vergleiche 5.17). Dann ist B* = {b},...,b:} eine Basis von V*, genannt die duale Basis
zu B.

Beweis: {bf,...,b;} ist linear unabhéngig, denn wenn ), kb7 = 0 (die Nullabbildung),
dann 0 = (zz klb:) (bj) = Zl ]CJ)?(()J) = kj fir alle j = 1, coa, .

Sei f:V — K linear und k; = f(b;). Dann ist (>, k;b¥) (b;) = k; = f(b;). Also stimmen
die beiden linearen Abbildungen f und (), k;b}) auf B tiberein. Nach 5.19ist f = > . k;b;.
Also bilden die b!’s ein Erzeugenden-System von V*.

6.4 Korollar:

Wenn dim V' < oo, dann V' = V'*.
Beweis: Nach 6.3 ist dim V' = dim V*. Die Behauptung folgt daher aus 5.20.

6.5 Definition: Duale Abbildung
Sei o : V' — W linear. Die Abbildung o* : W* — V*| definiert durch

o’ (f) = fo
fiir fe W™, heifit die zu o duale Abbildung.
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(1)
(i)
(i)

6.6 Bemerkung:
Wenn feW?*, dann ist W . K linear. Nach 5.7 ist dann auch V - W -1 K linear,
d.h. faeV™*.

a* ist linear, denn o*(f+¢9) = (f+g9)a = fa+ga = a*(f)+a*(g) und a*(kf) = (kf)a =
k(fa) =ka*(f) fur alle f,ge W* keK.

Wenn 6 : U — V und « : V — W linear sind, dann ist a3 : U — W ebenfalls linear,
und es gilt (af)* = f*a*

6.7 Satz:
Sei a : V' — W linear mit Rg (a) < co. Dann ist Rg (o*) = Rg ().

Beweis:  Sei Rg (o) = n = dimIm () und By = {by,...,b,} eine Basis von Im (o) < W.

Ergénze By zu einer Basis B von W. Definiere f; e W* fiir i = 1,...,n durch

£ = {1 falls b; = b

0 fallsb, #beB

(vergleiche 5.17).

Behauptung: Die Menge Bj = {a*(fi)|i = 1,...,n} besteht aus n Elementen und ist
eine Basis von Im (a*).

Es folgt dann Rg (o*) = dim Im (a*) = n = dimIm (o)) = Rg ().
By ist linear unabhéngig: Sei 0 = >~ | k;a*(f;) = > i, ki fioe die Nullabbildung. Wéhle

v;eVmita(v;) =b;,j=1,...,n.Dannist 0 = 0(v;) = > -, ki fic(vy) = Y0, ki fi(by) =
k; fur alle j = 1,...,n. Also ist |Bj| = n und B} ist linear unabhéngig.

Bj ist ein Erzeugenden—System von Im (a*): Sei g € Im (a*), etwa g = o*(f) = fa fiir ein
feWw=. Sei k; = f(b;), i =1,...,n. Dann ist

i=1
denn: Beide Seiten sind Elemente von V*  d.h. Abbildungen V' — K. Um die Gleichheit

zu zeigen, mufl man beide Abbildungen auf ein beliebiges Element v € V' anwenden. Wenn

veV, dann ist a(v) €Im (a), also a(v) = > 7 kib; fiir geeignete k; € K. Daher ist

9(0) = (fa)(0) = f (Z k;bj) = > Kk

und

<ikia*(ﬁ)> Zkfz Zkﬁz}sb —Zkk/fz Zk/ .

2,7=1
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7 Matrizen und lineare Gleichungssysteme

Sei K ein Korper.

7.1 Definition: Matriz

Seien n,m € N. Eine n xm-Matrix iiber K ist ein n x m—Tupel von Elementen aus K,
angeordnet in einem Rechteck von n Zeilen und m Spalten.

7.2 Beispiel/Bezeichnung/Bemerkung;:

Sei
1 2 —7 V3
A=1-1 0 2 10
11 11 0 0

Dies ist eine 3x4-Matrix iiber R. A hat also 3 Zeilen und 4 Spalten. Die Lénge der Zeilen
ist die Anzahl der Spalten (hier 4), ebenso ist die Spaltenlédnge gleich der Zeilenzahl
(hier 3). Jede Spalte kann also als Element von R? aufgefait werden. Allgemein: Die m
Spalten einer nxm—Matrix A {iber K sind Elemente aus K"™. Der von den Spalten erzeugte
Unterraum von K" heifit Spaltenraum von A. Entsprechend ist jede Zeile ein Element aus
K™ und der von den Zeilen erzeugte Unterraum von K" heiffit Zeilenraum von A. Die

Eintrage von A werden oft mit a; ; bezeichnet, wobei ¢ =1,...,n, j =1,...,m, und a;;
das Element in der i—ten Zeile und j—ten Spalte ist. Anstelle von A schreibt man dann
auch oft (a; ;). Im Beispiel ist ags = a3 =a34 =0, a1 3 = —7, az; = 11.

7.3 Bemerkung/Definition: Addition und skalare Multiplikation von
Matrizen

Seien A, B Matrizen der gleichen Grofle iber K. Dann ist die Summe A + B die Matrix,
welche durch komponentenweise Addition entsteht, d.h. wenn A = (a;;), B = (b;;), dann
ist A+ B = (¢; ;) mit ¢;; = a;; + b; ; filr alle 4, j. Fiir k€K ist das skalare Produkt kA
die Matrix, welche man durch Multiplikation aller Eintrige von A mit k erhélt.

Mit dieser Addition und Multiplikation mit Skalaren bildet die Menge aller nxm—Matrizen
iiber K einen K—Vektorraum der Dimension nm.

7.4 Bemerkung/Definition: Multiplikation von Matrizen

Sei A eine nxm— und B eine m x /—Matrix iiber K. Dann ist das Produkt C = AB die
nx {~Matrix, deren Eintrége c; ; definiert sind durch

m
Gy = @iubuyi=1,..nj=1,..10
pn=1
Das Produkt AB zweier Matrizen ist also nur dann definiert, wenn die Spaltenzahl von

A gleich der Zeilenzahl von B ist. In diesem Fall ist die Zeilenzahl von AB gleich der
Zeilenzahl von A und die Spaltenzahl von AB gleich der Spaltenzahl von B.
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(iii)

7.5 Beispiel/Definition: Nullmatriz, quadratische Matriz, Einheitsma-
trix

Sei A wie 7.2 und

N OO
W O =

-1 0

Dann ist B eine 4 x 2-Matrix. Da A eine 3 x 4-Matrix ist, ist AB definiert und eine
3 x 2-Matrix, ndmlich

1 2 —7 V3 8 (1)
AB=|-1 0 2 10 0 3
11 11 0 0 10

1-042-04(=7)- 243 (=1) 1-142-04(—7)-34++3-0
= (-1)-04+0-0+2-2410-(=1) (=1)-140-0+2-3+10-0
11-04+11-04+0-2+0- (1) 11-14+11-04+0-340-0
—2r—+/3 1-3n
= —6 5
0 11

BA ist nicht definiert, da Spaltenzahl von B = 2 # 3 = Zeilenzahl von A.

Sei A eine nxm— und B eine k x /—Matrix. Wenn AB und BA definiert sind, dann ist
m =k und ¢ = n. In diesem Fall ist AB eine n x n—Matrix und BA eine m x m—Matrix,
also sind AB und BA im Allgemeinen von verschiedener Gréfle. Sogar wenn n = m ist,
brauchen AB und BA nicht gleich zu sein, zum Beispiel:

10 0 1
=(0a) 2= (00)
0 1 00 . .
AB = <O O> ,BA = (O O) , die 2 x2-Nullmatrix.

Eine Matrix mit ebenso vielen Zeilen wie Spalten heifit quadratisch, zum Beispiel:

, die 3x 3-Einheitsmatrix.

O O =
_ o O

0
1
0

7.6 Wichtiges Beispiel /Definition: Matriz zu einer linearen Abbil-
dung

Sei o : V. — W linear. Sei {aq,...,a,} eine Basis von V und {b1,...,b,} eine Basis von
W, also dimV = m < oo und dimW = n < oco. Fiir jedes j = 1,...,m ist a(a;) € W,
kann also eindeutig als Linearkombination der b;’s geschrieben werden:

OC(CLj) = Z k?zjbz mit k?z'j eK.
=1
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Die Matrix A = (k;;) ist eine n x m-Matrix. Man nennt A die Matrix von a beziiglich
{a1,...,an} und {by,...,b,}. Die j—te Spalte von A erhilt man also, indem man das Bild
des j—ten Basisvektors von V unter « als Linearkombination der b;’s schreibt. Die Matrix
A héngt also ab von «, aber auch von der speziellen Wahl der Basen in V und W und
sogar von der Reihenfolge der Basisvektoren.

7.7 Bemerkung:
Sei a:V — W und A = (k;;) wie in 7.6. Wenn

U—Zx]aje‘/ z; €K,

7j=1
dann ist
w0 =S ) =3 S kb= S (zk) .
j=1 j=1  i=1 i=1 \j=1

dh. Y7 kijzy ist der Koeffizient von b; in a(v). Man erhilt diese Koeffizienten also
gerade durch Multiplikation A - x, wobei x der Spaltenvektor

T

T,
ist.
7.8 Beispiel:
Sei V =R? W =R?, und sei a definiert durch a(a,b) = (3a — b, 2a + 5b, —a).

Basis von V und W sei jeweils die Standardbasis in der natiirlichen Reihenfolge. Dann ist

a(1,0) = (3,2,-1), «(0,1) = (—1,5,0) und
3 -1 3 -1 3a—10b
A=[2 5|, 2 5 -(a): 2a + 5b
—a
Basis von V' sei {a1, as} mit a; = (1,2), az = (1,1). (Dies ist wirklich eine Basis, denn aus
0= k1a1 + ]fgaz = (k’l + ]{?2, 2]{?1 + ]{52) fOlgt ]{32 = —k’l und dann 0 = 2]{?1 + kQ == ]{?1 = k’g)

Basis von W sei wieder die Standardbasis. Dann ist a(a;) = (3 — 2,2+ 10, —1), a(as) =
(3—1,2+5,-1), (a,b) = (b—a)(1,2) + (2a — b)(1,1) und

12 12 . 3a —b
A=|12 7], 12 7 ~(2a_“b): 2a + 5b
-1 -1 ~1 -1 —a
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7.9 Beispiel:

Sei V' der Vektorraum der Polynome vom Grad kleiner als n € N in K[z], W = K", und
seien ap, ..., a, verschiedene Elemente von K. Wir definieren v : V' — W durch a(p) =
(p(ay),p(az),...,p(a,)). Es ist leicht zu sehen, dass « linear ist. Nun kann ein Polynom
# 0 vom Grad d hochstens d verschiedene Nullstellen haben (wir werden das spéter im
Abschnitt {iber Polynomringe beweisen). Daraus folgt, dass « injektiv ist: Wenn p€ V und
0= a(p) = (p(a1),p(az),...,p(a,)), dann hat p mindestens n Nullstellen. Da der Grad von
p kleiner ist, muss p = 0 sein. Daher ist Ker (o) = 0. Nun ist dim V' = dim W = n; nach
5.16 folgt, dass « ein Isomorphismus ist. Anders formuliert: Zu beliebigen kq, ... k, € K
gibt es genau ein Polynom p € V mit p(a;) = k; fiir alle ¢. Es ist auch nicht schwer,
dieses Polynom (das man das Interpolationspolynom nennt) direkt anzugeben, d.h. die
Umkehrabbildung zu a zu konstruieren:

Fiir festes ¢ sei

Offenbar ist f;(a;) =1 und f;(a;) =0, wenn j # i. Setzt man

b= Z kifi
i=1

so folgt p(a;) = k; fir alle j, d.h. a(p) = (ki, ..., k,). Durch Angabe des Interpolations-
polynoms wird also die Surjektivitit von o« direkt gezeigt; die Injektivitat folgt wieder aus

5.16.

Wir berechnen jetzt die Matrix zu o, wobei wir in V' die Basis {1 = 2°,z,2%,... 2"}
wihlen und in W = K" die Standardbasis {e1,...,e,}. Offenbar ist a(z?) = (al,...,al).
Daher ist

2 n—1
1 a af -+ a X
1 ay a2 --- a7~
2 2
A= :
2 n—1
1 a, aZ --- al

die Matrix von « beziiglich dieser Basen. Eine Matrix dieser Form (oder auch die trans-
ponierte Matrix; siehe 7.14 unten) nennt man eine Vandermonde’sche Matrix.

Wir wiederholen die Berechnung der Matrix zu «, wobei wir fiir W = K" die Standard-
basis beibehalten, aber in V' eine andere Basis wéhlen, ndmlich

{bo=1,by =x—a1,bp = (x —a1)(x —as),...,bp1 = (x —ay)(xr —as) - (x —a,_1)}.
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Da b; = z7+(Terme vom Grad kleiner j), sind die b;’s linear unabhéngig, bilden also
wirklich eine Basis von V. Es ist

alby)  =(1, 1, 1, e 1 )
alby) =1(0, as—ay, as — aj, e, ay — a1

alby) = (0, 0, (a3 —ay)(ag —az), ... ..., (an — ay)(a, — as) )
albyy) = (0, 0, 0, o (an—a)(an —a) - (an —an 1) )

Deshalb ist

1
1 a9 — a1 0
B=11 as—a (ag - a1)(a3 - a2)
1 a,—a; (an—a1)(a,—as) -+ (an—a1) (@, — ap_1)

(nur Nullen oberhalb der Diagonalen) die Matrix von « beziiglich dieser Basen. Eine
Matrix dieser Form nennt man eine untere Dreiecksmatrix.

7.10 Satz:

Sei dim V' = m und dim W = n, beide endlich. Wahle in V und W jeweils eine Basis, etwa
{a1,...,an}und {by,...,b,}. Zujedem o : V — W sei A(a) die zugehorige Matrix (bzgl.
dieser Basen). Dann ist die Abbildung o — A(«) ein Isomorphismus von Hom (V, W) auf
den Vektorraum der n x m—Matrizen.

Beweis:  Wenn a, 5 : V — W linear, dann ist (a + §)(a;) = a(a;) + B(a;), also ist die j-te
Spalte von A(a + ) die Summe der j—ten Spalten von A(«) und A(f3), d.h. A(a+ ) =
A(a) + A(B). Ebenso sieht man A(ka) = kA(a). Also ist A linear. Wenn (k;;) irgendeine
nxm-Matrix ist, setze w; = ., k;;b;. Nach 5.17 existiert genau eine lineare Abbildung
a:V — W mit a(a;) = w, fir j =1,...,m. Also existiert genau ein o€ Hom (V, W) mit
A(a) = (k;;). Daher ist A bijektiv.

7.11 Korollar:

Wenn dim V, dim W < oo, dann ist

dim Hom (V, W) = dim V' - dim W.

Beweis:  Wenn dim V' = m und dim W = n, dann ist Hom (V, W) = {nxm—-Matrizen} nach
7.10. Es folgt dim Hom (V, W) = nm = dim V' - dim W,

7.12 Satz:

Sei X = {z1,...,z,} eine Basis von U, Y = {y1,...,yn} eine Basis von V und 7 =
{z1,...,2,} eine Basis von W. Sei a : V' — W linear mit der Matrix A = (a;;) bzgl. YV
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und Z, und sei §: U — V linear mit der Matrix B = (b;;) bzgl. X und Y. Dann ist AB
die Matrix von a3 bzgl. X und Z.

Beweis:  Nach Voraussetzung ist

Blan) =Y binys, h=1,....¢
j=1

und .
a(y;) = Zaijzi, j=1,....,m.
i=1
Also ist
(af)(xp) = ijha(yj) = ijh Zaijzi = Z (Z aijbjh) zi, h=1,...,0.
J=1 j=1 i=1 i=1 \j=1

Aber Z;"Zl a;jbjp ist gerade der Eintrag von AB in der i—ten Zeile und der h-ten Spalte
nach der Definition der Matrizenmultiplikation. (Da A eine nxm—und B eine mx{—Matrix
ist, ist AB definiert und eine n x (~Matrix).

7.13 Korollar:

Wenn definiert, dann sind die Addition und Multiplikation von Matrizen assoziativ und
distributiv.

Beweis:  Das gilt fiir lineare Abbildungen.

7.14 Definition: transponierte Matrix

Sei A eine nxm-Matrix iiber K. Die mxn-Matrix A!, die man erhilt, indem man Zeilen
und Spalten vertauscht, heifit die zu A transponierte Matrix. Formal: Wenn A = (a;),
dann ist At = (bﬂ) mit bji = Q4y5, 1= 1,...,77,, ] = 1,...,m.

7.15 Beispiel/Bemerkung:
0
A= ((1) _21 ?7)>.Dann At =

~1
(A" = A

W N =

7

7.16 Satz:

Sei X = {zy,...,x,,} eine Basis von V und Y = {y1,...,y,} eine Basis von W. Wenn
a:V — W linear und A die Matrix von « bzgl. X und Y ist, dann ist A die Matrix von
a* bzgl. Y* und X* (siehe 6.3 zur Definition von X*).
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Beweis: Sei A = (a;;), d.-h. a(we) = D0 awys, £ = 1,...,m. Zu zeigen: Wenn o*(y;) =
Yo byt j=1,...,n, dann ist b;; = aj;. Es ist fiir jedes £ = 1,...,m:

Z bijx; (x0) (Z bi;x; ) (Oz*(yj*)) (x0)
a(ze) = y; Z ieYi = Z aieyi (Vi) = aje-

7.17 Korollar:
Seien A, B Matrizen so, da AB definiert ist. Dann ist auch B'A? definiert und es gilt

(AB)! = B'A".

Beweis:  Sei A die Matrix zu o und B die Matrix zu 3 (bzgl. fester Basen). Dann ist AB
die Matrix zu af (nach 7.12), und (AB)" die Matrix zu («a3)* bzgl. der dualen Basen
(7.16). AuBerdem (wieder nach 7.16) ist B' die Matrix zu §* und A’ die Matrix zu o,
also (nach 7.12) B'A" die Matrix zu §*a* (immer bzgl. der dualen Basen). Da nach 6.6
B*a* = (af)*, folgt B'A' = (AB)".

7.18 Definition: Spalten— und Zeilenrang

Der Spaltenrang einer Matrix ist die Dimension des Spaltenraumes von A. Entsprechend
ist der Zeilenrang definiert.

7.19 Satz:

Sei a : V' — W linear und sei A die Matrix von « (bzgl. fester Basen von V und W).
Dann ist der Spaltenrang von A gleich dem Rang von «.

Beweis:  Sei {xy,..., %} Basis von V und {yi,...,y,} Basis von W derart, dal A = (a;;)
die Matrix von « bzgl. dieser Basen ist, d.h. a(z;) = > 7" | a;jy;. Sei o : K" — W definiert

durch o(k1, ..., k,) = > ¢, kiy;. Dann ist o ein Isomorphismus, und wenn
Q1
aj - :
Qpj

die j—te Spalte von A ist, dann ist o(a;) = > ., a;;y; = a(x;). Daher ist die Ein-
schrankung von ¢ auf den Spaltenraum (a;|j = 1,...,m) von A ein Isomorphismus
auf (a(z;)|j =1,...,m) = Im («). Insbesondere ist also der Spaltenrang von A gleich

dimIm () = Rg («).

7.20 Korollar/Definition:

Fiir jede Matrix A ist der Spaltenrang von A gleich dem Zeilenrang von A. Man spricht
daher einfach vom Rang von A und schreibt Rg (A).
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Beweis:  Sei A die Matrix von « : K™ — K" (siehe 7.10). Dann ist

Spaltenrang von A = Rg () nach 7.19
= Rg (a®)nach 6.7
= Spaltenrang von A’ nach 7.16 und 7.19

= Zeilenrang von A ,

da die Spalten von A’ die Zeilen von A sind.

7.21 Korollar:
Fiir jede Matrix A gilt Rg (A) = Rg (A").
Beweis: Folgt aus 7.20.

7.22 Definition: elementare Zeilentransformationen

Die folgenden Umformungen einer Matrix heiflen elementare Zeilentransformationen:

Typ I : Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen Zeile.
Typ II : Vertauschen zweier Zeilen.

Typ IIT : Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar # 0.

7.23 Beispiel:

1234\ (4 =T34 4 -7 3 4
0 506|223 g 5 06| 223521 3 00
1300 1 3 00 0 5 0 6

g [(1T/A 341
-1 3 0 o0
0 5 0 6

7.24 Bemerkung:

(i) Jede elementare Zeilentransformation 148t sich durch eine elementare Zeilentransformati-
on wieder riickgéngig machen.

(ii) Der Zeilenraum einer Matrix &ndert sich bei einer elementaren Zeilentransformation nicht.
Insbesondere dndert sich der Rang der Matrix nicht.

(iii) Die elementaren Zeilentransformationen entsprechen Multiplikationen von links mit ge-
eigneten Matrizen, den so genannten Elementarmatrizen. Diese erhélt man, indem man die
Zeilentransformation auf die Einheitsmatrix der entsprechenden Gréfie anwendet. (Siehe
Ubungsaufgabe).
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7.25 Definition: Stufenform, strenge Stufenform, Treppenform

Eine Matrix hat Stufenform (Treppenform), wenn gilt:

(1) Alle Nullzeilen (wenn es welche gibt) stehen am Ende,

(2) Der erste Eintrag # 0 in der (i + 1)-ten Zeile steht weiter rechts als der in der i—ten
Zeile, falls die (i + 1)-te Zeile keine Nullzeile ist.

Wenn zusétzlich gilt:

(3) Der erste Eintrag # 0 in jeder Nicht—Nullzeile ist 1 (genannt eine , fithrende Eins®),

(4) Wenn eine Spalte eine fithrende Eins enthélt, dann sind alle anderen Eintrdge in
dieser Spalte = 0,

dann sprechen wir von strenger Stufenform (Treppennormalform).

7.26 Beispiel:
Die Matrix

3 1
0 0
0 2

=~ O =
o O Ot

hat keine Stufenform. Vertausche 2. und 3. Zeile. Die neue Matrix hat Stufenform.

Subtrahiere in der Matrix

1
0
1

N = O
N = O
_ o O

die 1. Zeile und das doppelte der 2. Zeile von der 3. Zeile. Die neue Matrix hat strenge
Stufenform.

7.27 Bemerkung:

Wenn die Matrix A Stufenform hat, dann ist der Rang von A gleich der Anzahl der
Nicht—Nullzeilen von A.

Beweis:  Offenbar sind diese Zeilen linear unabhéngig. Andererseits bilden sie ein Erzeugenden—

System des Zeilenraumes von A. Also ist ihre Anzahl gleich der Dimension des Zeilenrau-
mes, d.h. gleich dem Rang von A.

7.28 Satz:

Jede Matrix A kann durch elementare Zeilentransformationen vom Typ I und II (bzw.
Typ I, IT und III) auf Stufenform (bzw. strenge Stufenform) gebracht werden.

Beweis: Induktion iiber die Anzahl der Spalten.
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1. Fall: Die erste Spalte von A besteht nur aus Nullen, dann ist

0
A=1: B,
0

wobei die Matrix B eine Spalte weniger als A hat. Fertig per Induktion.

2. Fall: Es gibt einen Eintrag # 0 in der ersten Spalte von A. Durch geeignetes Vertau-
schen von Zeilen 148t sich erreichen, daf§ dieser Eintrag in der ersten Zeile steht (Typ II).
Anschlieflend addiert man geeignete Vielfache der 1. Zeile zu den iibrigen Zeilen derart,
dafl der erste Eintrag in den iibrigen Zeilen 0 wird (Typ I). Die Matrix hat dann folgende
Form:
ki ko -+ Kk,
O .
: B , mit ky # 0.
0
Per Induktion 148t sich B auf Stufenform bringen. Dann hat die ganze Matrix Stufenform.

Wenn B schon strenge Stufenform hat und in der i—ten Zeile und j—ten Spalte eine
fithrende Eins von B steht, dann addiere das (—k;)-fache der i-ten Zeile zur 1. Zeile. Die
neue 1. Zeile hat 0 in allen Spalten, welche eine fithrende Eins von B enthalten. Schliellich
multipliziere die 1. Zeile mit k;'. Das Ergebnis ist eine Matrix in strenger Stufenform.

7.29 Beispiel:

2 1135 21 1 3 5 21 1 3 5
4 2 1 1 2 . 00 -1 =5 =8 . 02 1 3 5
-2 1 0 0 0 02 1 3 5 00 -1 -5 =8
-2 21 3 5 03 2 6 10 03 2 6 10
21 1 3 ) 21 1 3 )
o213 5| Joz2 1 3 5
00 -1 -5 -8 00 -1 -5 =8
00 1/2 3/2 5/2 00 0 —1 —3/2
(ii) Die fithrenden Einsen sind fett gedruckt.
2 1135 -2 1 000 -2 1 0 0 0
4 2 1 1 2 . 0 21 3 5 . 0 1 1 3 )
-2 1 0 00 0 411 2 0O 0 -1 -3 =5
-2 2 1 3 5 0 113 5 0 0 -3 —-11 -18
-2 1 0 0 O -2 1 0 0 O 1 00 0 O
. 0o 1 1 3 5 . 0 1.0 0 O . 0100 O
0 0 -1 -3 =5 0 01 3 5 0010 1/2
0O 0 0 -2 =3 0 0 0 1 3/2 00 0 1 3/2
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(iii)

101 2 101 2 101 2 101 2
2 1 3 4 011 0 011 0 0110
3251 o222 51 7ooo 5] "looo1
415 8 011 0 000 0 0000
1010
0110

1o o001
0000

7.30 Definition: lineares Gleichungssystem, Koeffizientenmatriz, Kon-
stantenvektor, erweiterte Matrix, Losung, (in—)homogenes Gleichungs-
system

Ein lineares Gleichungssystem (LGS) iiber K mit n Gleichungen und m Unbestimmten
ist ein System

1171 + A12%2 + + -+ + ATy = by

211 + A2 + * + + + Ao Ty, = b2

(%)
Ap1T1 + GpaX2 + -+ - + ATy = bn

wobei alle a;;,b; € K sind. Man nennt die Matrix A = (a;;) die Koeffizientenmatrix
b1

des Systems und den Spaltenvektor b = ( : ) den Konstantenvektor. Die nx (m + 1)—
bn
Matrix A = (A, b), die man erhélt, indem man den Konstantenvektor als letzte Spalte an

die Koeffizientenmatrix anhéngt, heifit die erweiterte Koeffizientenmatrix. Schreibt man
1

schlieflich x = | : ), dann l&8t sich das System auch schreiben als Az = b. Jedes x € K™,

fiir welches diese x@leichung gilt, heilt eine Losung des Systems. Falls b = 0, nennt man
das Gleichungssystem homogen, andernfalls inhomogen.

7.31 Fragen:

Gibt es iiberhaupt Losungen? Genauer: Wann gibt es Losungen? (Losbarkeitskriterien).
Wenn es welche gibt, wie findet man eine oder sogar alle?

7.32 Bemerkung/Definition: triviale Lisung, Lisungsmenge

Ein homogenes LGS ist immer 16sbar, ndmlich z = 0 tut’s. Dies ist die triviale Losung
eines homogenen Systems.

Es ist sehr niitzlich umzudenken: Fiir jedes v € K™ ist Av € K", und die Abbildung
a : v +— Av ist eine lineare Abbildung K™ — K". Die Matrix von « bzgl. der Standard-
basis ist gerade A. Daher ist Im (o) der Spaltenraum von A. Die Losungsmenge X des
Gleichungssystems besteht also aus allen z € K™ mit der Eigenschaft a(x) = b.

45



7.33 Satz:

(1) Das LGS (%) ist genau dann losbar, wenn der Rang der Koeffizientenmatrix gleich dem
Rang der erweiterten Koeffizientenmatrix ist.

(2) Wenn x( eine Losung von (%) ist, dann erhédlt man alle Losungen als = = xg + y, wobei y
eine beliebige Losung des homogenen Systems Ax = 0 ist

Beweis:
(1) (%) ist losbar & Jz €K™ : a(z) = b < b€lm (a) < (b,Im (a)) = Im (o) < dimIm (o) =

dim(b, Im («v)).
Die Behauptung folgt, da

dim Im (o) = dim (Spaltenraum von A)
= Rg (4)
und dim (b,Im (a)) = dim (Spaltenraum von A)

= Rg(A) .

(2) folgt aus 5.22 (ii).

7.34 Bemerkung:

Das Problem ist also:
(i) Die Riinge von A und A berechnen.
Falls diese gleich sind,

(ii) eine spezielle Losung von (x) und

(iii) eine Basis von Ker (o) = {y| Ay = 0} zu finden (damit hat man dann alle Elemente
aus Ker («) als beliebige Linearkombination der Basisvektoren).

Dies geht alles gleichzeitig. Der Schliissel liegt in den elementaren Zeilentransformationen.
Es gilt ndmlich, wie man leicht sieht: Wendet man eine elementare Zeilentransformation
auf die erweiterte Matrix an, so hat das der neuen Matrix entsprechende lineare Glei-
chungssystem dieselben Losungen wie das urspriingliche. Nach 7.28 kann man die erwei-
terte Matrix durch elementare Zeilentransformationen auf Treppennormalform bringen
(ohne die Losungsmenge zu verdndern). Dann 1d8t sich aber alles ablesen.

7.35 Verfahren zum Lo6sen des linearen Gleichungssystems Ax =

b:

1. Schreibe die erweiterte Koeffizientenmatrix A auf.

Bemerkung: Achte auf die Reihenfolge der Unbestimmten. Bei homogenen Systemen
schreibt man nur die Koeffizientenmatrix auf.

2. Forme A mittels;elementarer Zeilentransformationen zu einer Matrix /11 = (A, by)
um derart, dal A; Treppennormalform hat.
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Bemerkung: Falls nach einigen Umformungen eine Matrix (A’,b’) erreicht wird, fiir
die offensichtlich Rg(A’) < Rg(A’,¥’) gilt, kann man aufhoren. Dann gibt es keine
Losung.

Sei Rg(A;) = Rg(Ay,b1). Dann ergénze (Aj,b;) mit Nullzeilen derart, dafi A; zu
einer quadratischen Matrix C' wird und die fithrenden Einsen auf der Diagonalen

stehen. Anschliefend ersetze die Nullen auf der Diagonalen von C' durch —1. Sei die
neue Matrix D = (D, d).

. Eine Losung des linearen Gleichungssystems ist d. Die Spalten von D mit —1 auf

der Diagonalen bilden eine Basis des Losungsraumes des zugehorigen homogenen Sy-
stems. Also ist die allgemeine Losung des Systems: d+(beliebige Linearkombination
dieser Spalten).

7.36 Beispiel:

(i)

6x9 + 1524 + 1825 — x4 + 3027 = —3x1 — 923
201 +4x9 + 623 + 24 + 26 + 727+ 9 = 625
4+ 21+ 229 + 3x3 + 14 + 16 + 627 = 225
4+ 214 2209 4+ 323 + 4 + 226 + 927 = 225

36 9 15 18 —1 30 O 1230 -40 1 -5
~ 246 1 -6 1 7 -9 x
A= — A =10 001 2 02 1
b2s =216 -4 0000 0 13 0
123 1 -2 2 9 —4
(Nullzeile fortgelassen)
1 2 3 0 —-40 1 -5
O -1 0 0 O 0 0 O
O 0 =10 0 0 0 O
—D=|0 0 0 1 2 0 2 1
O 0o 0 0 -10 0 0
o 0o 0 0o 0 1 3 0
O 0 0 0 0 0 -1 0
Allgemeine Losung:
T -5 2 3 —4 1
T 0 —1 0 0 0
x3 0 0 —1 0 0
Ty = 1 —|—>\1 0 —|—)\2 0 +)\3 2 —|—)\4 2
x5 0 0 0 —1 0
Tg 0 0 0 0 3
X7 0 0 0 0 -1

47



(
(
(
(

1
2
3
4

)
)
)
)

(i)
x1+x2+$3+x4:1
2[E2+2ZL‘3+25E4: —2
$1+21’2+3J}3+4I4:0
L1+ To + 225+ 34 =2

1111 1 1111 1 1000 2
i_loze2 2 _foria-) o111
1234 0 1012 2 1000 1
1123 2 0012 1 0012 1
1000 2
0111 —1
oo 12 1
0000 —1

An der letzten Zeile erkennt man, daf es keine Losungen gibt.

7.37 Definition: invertierbare Matriz, Inverse

Eine nxn-Matrix A heifit invertierbar (oder regulir), wenn eine nxn-Matrix B existiert
mit AB = BA = E,, = die n x n—Einheitsmatrix.

7.38 Bemerkung:

A ist invertierbar genau dann, wenn A die Matrix eines Isomorphismus ist.

Wenn A invertierbar ist und AB = BA = E,,, dann ist B eindeutig bestimmt. Man nennt
dann B = A~! die zu A inverse Matrix.

Wenn A und B invertierbar und von gleicher Gréfle sind, dann ist AB invertierbar, und
es gilt (AB)™' =B 1AL

(A=D1 = A,

7.39 Satz:

Sei A eine nxn-Matrix. Aquivalent sind:

A ist regulér.
d nxn-Matrix B mit BA = FE,,
Rg(A) =n

A ist Produkt von Elementarmatrizen.

AuBlerdem: Wenn (2) gilt, ist auch AB = E,, und B = A~

Beweis: A ist Matrix einer linearen Abbildung a : K* — K" (bzgl. der Standardbasis).

Beachtet man 7.19, so folgen die Aquivalenz von (1)-(3) und der Zusatz aus 5.16.
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(3)=-(4) Durch elementare Zeilentransformationen 1&8t sich A zu einer Matrix 7" in Trep-
pennormalform umformen. Nach 7.24 (ii) gilt Rg(7) = Rg(A) = n. Da T Trep-
pennormalform hat, folgt T = E,. Also gibt es Elementarmatrizen Xj,..., X} mit

Xg-...- X1+ A= FE (vergleiche 7.24 (iii)). Die Elementarmatrizen sind invertierbar,
ihre Inversen sind ebenfalls Elementarmatrizen. Daher ist A = X;'-... - X, ! wie
behauptet.

(4)=-(1) Als Produkt invertierbarer Matrizen ist auch A invertierbar.

7.40 Berechnung von A !:

Forme (A, E) durch elementare Zeilentransformationen zu (B, C') um, derart, da$ B Trep-
pennormalform hat. Genau dann ist A invertierbar, wenn B = E. Dann ist ¢ = A1

Beweis:  Der Umformung entsprechen Multiplikationen mit Elementarmatrizen. Insgesamt
werden also A und E beide mit einer Matrix C' multipliziert (C' = das Produkt dieser
Elementarmatrizen). Wenn B = CA = F, dann C' = A~L.

7.41 Definition: Matriz des Basiswechsel

Sei dimV = n und seien X = {zy,...,2,} und X' = {z,..., 2/} beides Basen von V.

Sei 7’ = Yoy tijx; mit ¢; € K fir alle 4, 7. Dann heit die n x n-Matrix T' = (t;;) die

Matrix des Basiswechsel von X nach X'.

7.42 Bemerkung:
(i) Wenn T wie oben, dann ist 7' die Matrix von idy bzgl. der Basen X’ und X.

(i) Jedes solches T ist invertierbar, 7! ist die Matrix des Basiswechsels von X’ nach X.

Beweis:

(i) ist klar.

(ii) Sei S die Matrix des Basiswechsel von X’ nach X. Dann ist S die Matrix von idy bzgl.
X und X', also ist (nach 7.12) T'S die Matrix von idy bzgl. der Basen X und X, also
TS =FE.

7.43 Satz: Anderung der Matriz einer linearen Abbildung bei Basiswech-
sel

Sei o : V — W eine lineare Abbildung und seien X und X’ Basen von V und Y und Y’
Basen von W. Sei T' die Matrix des Basiswechsel von X nach X’ und S die Matrix des
Basiswechsel von Y nach Y’. Wenn A die Matrix von « bzgl. X und Y und A’ die Matrix
von « bzgl. X’ und Y” ist, dann gilt A’ = ST1AT.

Beweis: Es ist T die Matrix von idy bzgl. X’ und X, A die Matrix von « bzgl. X und Y,
S~ die Matrix von idy bzgl. Y und Y’. Daher ist (nach 7.12) S~'AT die Matrix von
idy aidy = o bzgl. X’ und Y, also gleich A’.
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(i)

7.44 Beispiel:

Sei a : R? — R? definiert durch a(a,b,c) = (a +2b+ 3c,a — b+ c). Sei X = {e1, ez, €3},
X' ={(1,1,1),(2,1,0),(5,2,-3)}, Y = {e1,e2}, Y' = {(6,1),(4,1)}. Dann ist

1 2 5
1 2 3 6 4
(2 )10

Wir berechnen S~! nach 7.40:

6410y _ (1 1 0 1)_
1101 0 -2 1 -6

Dann ist
1 2 5
_ /2 =2 1 2 3
A= S7TAT = ( ) ( ) 11 2
-1/2 3 1 -1 1 1 0 -3
- /2 =2 6 4 0y (100
o -1/2 3 1 1.0/ \0 1 0/

Probe: a(1,1,1) = (6,1), a(2,1,0) = (4,1), a(5,2,—-3) = (0,0).

Wir nehmen das Beispiel aus 7.9 wieder auf. Die Matrix S des Basiswechsels von {20, ... 2" 1}

zu der dort definierten neuen Basis {bg, ..., b,_1} erhélt man, indem man die b;’s ausmul-
tipliziert. Zum Beispiel ist

by = (. — a1)(x — ag) = 2% — (a; + az)x + ajay

und entsprechend die dritte Spalte der Transformationsmatrix

a1a9
—(a1 + CLQ)
1
0

0
Offenbar ist S eine obere Dreiecksmatrix mit Einsen auf der Diagonalen. Sie sollten sich

fiir (z.B.) n = 4 davon iiberzeugen, dass AS = B gilt.

7.45 Bemerkung:

Gegeben sei a : V' — W. Dann héngt die Matrix A von der Wahl der Basen in V' und
W ab. Kann man diese Basen “geschickt” wéhlen, so dafl A eine moglichst einfache Form
hat? Im Beispiel oben ist A" schoner als A. Dieses Problem wird uns noch beschéftigen.
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8 Determinanten

8.1 Definition: Determinantenfunktion

Sei dim V' = n. Eine Abbildung D : V" — K heifit eine Determinantenfunktion (auf V),
wenn folgendes gilt:

(D].) D(Ul, cey Vs, U + ]{J’UZ{, Vit1y .- - ,Un) = D(Ul, ey Vi1, U5, Uiy - - ,’Un)
+kD(Ul7 s 7vi—l7vga Uity - - - 7vn)
fir allet=1,...,n und alle k€K, d.h. D ist linear in jeder Komponente.

(D2) D(vy,...,v,) =0, falls v; = v; fiir i # j
(D3) D ist nicht die Nullabbildung.

8.2 Lemma:

Sei D eine Determinantenfunktion. Dann gilt (fur i < j):

D(Ulv <oy Vi1,V Vit - -+ 5 Uj—1, Vg, Uty - - 7U'n,) =

—l)(’l)l7 ey Ui—1, V5, Vg1, - 005 V=1, V55 Vg1, - - -, Up

Beweis:  Es gilt nach (D1), (D2)

O:D(...,Ui—%—vj,...,vi—%—Uj,...)
i J
=D(..,v, ... 0,...)+D(.. v, .. v5, )+ Dy, )
+D(...,v5,...,0j,...)
=04+D(..,v...,05,...) +FD(...,vj,...,0;...) +0,

also D(..., v, ..., 05,...) = =D(..,0,...,0;...).
8.3 Lemma:
Sei D eine Determinantenfunktion und i # j. Dann gilt:

D(...,UZ',...,U]‘—’—]CUZ‘,..‘):D(...,UZ‘,...,’UJ',...)
1 !

i J

Beweis: Nach (D1), (D2) gilt

D(...,Ui,...,vj+l€vi,...):D(...,UZ',...,U]',...)+I€D(...,UZ',...,UZ',...)
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8.4 Lemma:

Sei D eine Determinantenfunktion. Wenn {vy,...,v,} linear abhéngig ist, dann gilt

D(vy,...,v,) =0.

Beweis:  Sei z.B. v, = 3.1, kv; Linearkombination der iibrigen v;. Dann ist nach (D1)
und (D2)

n—1
D(?}1,...,’l}n):ZkiD(Ul,...,Ui7...,Ui):O-
i=1

8.5 Satz:

Sei {b1,...,b,} eine Basis von V und sei k € K. Dann gibt es genau eine Funktion D auf V"
mit (D1), (D2) und D(by,...,b,) = k. Fiir diese gilt: Wenn v; = Z;”Zl a;jbj, j=1,...,n,

dann ist
n

D(vy,...,v,) =k - Z signaHai,g(i). (%)

€Sy =1
D ist Determinantenfunktion genau dann, wenn k # 0.

Beweis:  Sei D eine Funktion mit (D1), (D2) und D(by,...,b,) = k und seien v; wie oben.
Wegen der Linearitit in jeder Komponente (D1) gilt

D(Ul, e ,’Un) =D (Z (lebj, Z (Igjbj, e ,Z Clnjbj>
=1 i=1 j=1
= > [T eiseD (bsays- - bpmy) -

f:{1,...n}—={1,..,n} i=1

Wenn f nicht injektiv ist, dann ist f(i) = f(j) fiir i # j, also D (bs(1), ..., bpwn)) = 0 nach
(D2). Also braucht man nur iiber die injektiven f’s zu summieren. Diese sind bijektiv,
also Permutationen auf {1,...,n}, d.h. Elemente von S,,. Daher ist

D(Ul, Ce ,’Un) = Z H ai,o(i)D (ba(l)> ey ba(n)) .
oelS, i=1
Es geniigt deshalb zu zeigen, daf3
D (ba(1)7 e ,bg(n)) = ksigna

fiir jedes o € S5, gilt. o 1483t sich als Produkt von Transpositionen schreiben; o = 71 -...-7,.
Induktion iiber 7:
Sei r = (0. Dann ist o = id und
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Sei r > 0. Die Transposition 71 vertausche ¢ und j. Setze o9 = 75 - ... - 7., also 0 = 110y,
und sei og(z) =i und og(y) = j. Dann ist

D (b0(1)7 cee 7ba(n)) = D(bnao(l)7 ey bﬁJTo(x); cee 7b7'10'0(y)7 cee 7b7'100(n))

1
T Y

= D (bao(l)a e ,bn(i)y e ,bﬁ(j), e 7b0‘0(n))

=D (bao(l), . ,bgo(y), ey bao(x), Ce 7b00(n))

-D (bUO(l), ey bgo(x), ey bgo(y), AN 7b00(n)) nach 8.2,
= —(ksignog) nach Induktion,
= ksign 7 sign oy nach 2.11,
= ksign(mop) nach 2.10,

= ksigno.

Dies zeigt: Wenn D eine Funktion mit (D1), (D2) und D(by,...,b,) = k ist, dann gilt ()
fiir D, insbesondere ist D eindeutig bestimmt.

Es bleibt die Existenz einer solchen Funktion zu zeigen. Dazu zeigen wir: die durch (x)
definierte Funktion D : V" — K erfiillt (D1), (D2) und D(by,...,b,) = k. Der Fall n =1
ist trivial, sei n > 1.

Dafl D linear in jeder Komponente ist, zeigt eine triviale Rechnung.

Wenn v, = v, fiir r # s, dann ist a,; = a,; fiir alle j = 1,...,n. Sei 7 die Transposition,
welche r und s vertauscht. Die Relation ¢ ~ ¢/ < 0 = ¢/ Vo = o' ist eine Aquivalenzre-
lation auf S,,. Wenn o, ein Vertreter-System der Aquivalenzklassen durchliuft, dann sind

die Elemente von S,, genau {0,,0,7 |p =1,...,n!/2}. Also ist
D(...,vpy . vs,.0) =k Z signaHai,o(i)
0ESh =1
=k- Z sign o, H Ui 0, (i) T SIGN O, T H Qi 0,7(3)
p=1 i=1 i=1
=0,
denn sign 0,7 = —sign g, und

n n
Hai,UHT(i) = H Ai,0,(3) | Ar,op(s)As,op,(r)
=1 =1
1F£T,S

= [ T] @otr | @sano@ror = [ [ imiir
=1

. =1
IF£T,S

Daher ist (D2) fiir D erfiillt.
Wenn schliefilich b, = 2?21 a;;b;, dann ist a; = 1 und a;; = 0 fiir ¢ # j. Fiir 0 € 5, ist
also [[1; @iom) = 0, auBer o(:) = i fir alle s = 1,...,n, d.h. 0 = id. In diesem Fall ist
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[T @io@) = 1. Daher ist
D(bla e 7b'n,) = k' . Z Signo-Hai,U(i) — k81gn1d — k
ocESy i=1

Offenbar ist D nicht die Nullabbildung, erfiillt also auch (D3), genau dann, wenn k # 0.

8.6 Korollar/Definition: Determinante

Es gibt genau eine Abbildung det von der Menge der nxn—Matrizen iiber K in K mit den
folgenden Eigenschaften:

(1) det ist linear in allen Zeilen.

(2) det A =0, falls zwei Zeilen von A gleich sind.

(3) det £ = 1.
Man nennt det A die Determinante von A.
Beweis:  Die n Zeilen zq,...,z, einer n x n-Matrix A sind Vektoren von K". Betrachte
die Determinantenfunktion D : K” x --- x K" — K mit D(ey,...,e,) = 1. Setzt man

det A = D(z1,...,2,), so folgt die Behauptung.

8.7 Bemerkung:

(i) Wenn A = (a;;), dann ist also det A =Y~ __¢ sign(o) [Ti_; @iz
(i) Wenn A’ durch elementare Zeilentransformation aus A hervorgeht, dann bestehen

die folgenden Zusammenhénge zwischen det A und det A’:

e bei Typ I (Addition eines skalaren Vielfachen einer Zeile zu einer anderen) gilt
det A" = det A.
Beweis: 8.3

e bei Typ II (Vertauschen zweier Zeilen) gilt det A’ = — det A.
Beweis: 8.2

e bei Typ IIT (Multiplikation einer Zeile mit einem Skalar k # 0) gilt det A’ =
k- det A.

Beweis: folgt direkt aus (D1)

8.8 Satz:

Sei A eine n x n—Matrix. Genau dann ist A invertierbar, wenn det A # 0.

Beweis:  Sei A invertierbar. Dann ist Rg(A) = n nach 7.39, also bilden die n Zeilen
21, ..., 2, eine Basis von K". Daher ist det A = D(z,..., z,) # 0 nach 8.5. Wenn A nicht

invertierbar, dann sind z1,. .., z, linear abhingig und daher det A = D(zy,...,2,) =0
nach 8.4.
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8.9 Satz:
Seien A und B n xn—Matrizen. Dann gilt

det(AB) = det(A) det(B).

Beweis: 1. Fall: A ist nicht invertierbar.
Dann ist det A = 0 (nach 8.8), also det Adet B = 0. Wére AB invertierbar, etwa
(AB)C = E = C(AB), dann wére A invertierbar nach 7.39, Widerspruch. Also ist AB
nicht invertierbar, d.h. det AB = 0 nach 8.8, also gilt in diesem Fall die Behauptung.

2.Fall: A ist invertierbar.

Dann ist A Produkt von Elementarmatrizen, etwa A = X -...- X (7.39). Induktion iiber
S:

Sei s = 0. Dann ist A = E, AB = B, det A =1, also det AB = detB =1-detB =
det Adet B.

Sei s = 1. Dann ist A = X; eine Elementarmatrix. Die Behauptung folgt dann aus 8.7
(ii).

Sei s > 1. Dann ist A = X4 mit Ag = X5 - ... - X, und es gilt

= det(X7) det(Ap) det(B) (Induktion)
= det(X;Ap) det(B) = det(A) det(B).

8.10 Korollar:
Wenn A invertierbar, dann gilt
det(A™") = (det A)~".

Beweis: Esist 1 =det E = det(A™'A) = det(A™!) det(A). Die Behauptung folgt.

8.11 Korollar:
Seien A und 7' n xn-Matrizen und 7" invertierbar. Dann gilt

det(T 'AT) = det(A).

Beweis:  Es ist det(T*AT) = (det T) "' det Adet T = det A.

8.12 Korollar:
Sei A eine n x n—Matrix, dann ist
det(A) = det(A").
(Also sind zur Berechnung auch elementare Spaltentransformationen erlaubt).

Beweis:  Wenn A nicht regulir ist, dann ist auch A’ nicht regulir, da beide den gleichen
Rang haben nach 7.21. Dann also det A = 0 = det A’ nach 8.8. Wenn A regulér ist, dann ist
A = X;-...- X, mit Elementarmatrizen X; nach 7.39. Daher ist det A = det X;-...-det X,.
Andererseits ist A" = X! ... X! nach 7.17. Also det A" = det X! - ... det X. Es geniigt
daher det X = det X* fiir Elementarmatrizen X zu zeigen. Dies ist eine Ubungsaufgabe.

95



8.13 Bemerkung:

Was wir iiber die Zeilen bewiesen haben, gilt auch fiir die Spalten (nach 8.12), z.B.: Wenn
d eine Abbildung von den nxn—Matrizen in K ist mit: d ist linear in allen Spalten, d(A) = 0
falls A zwei gleiche Spalten hat, und d(E) = 1, dann ist d(A) = det A.

8.14 Bezeichnung:
Sei A eine nxn-Matrix und sei 1 <, j < n. Mit A;; bezeichnen wir die (n —1)x(n—1)—
Matrix, welche durch Streichen der i—ten Zeile und j—ten Spalte aus A entsteht.
8.15 Satz: Entwicklungssatz fiir Determinanten
Sei A = (a;;) eine nxn-Matrix und sei ein ¢ mit 1 <7 < n fest gewihlt. Dann gilt
det A = Z(—l)iﬂaﬁ det Ajz
j=1

(, Entwicklung nach der i—ten Spalte®.)

det A = Z(—l)”jaij det AZJ
j=1

(, Entwicklung nach der i—ten Zeile“.)

Beweis:  Es geniigt, die erste Behauptung zu zeigen. Die zweite folgt dann mit 8.12 durch

Transponieren, denn (A");; = (A;;)*, wie man leicht sieht. Dazu definieren wir die Abbil-
dung D von der Menge der n x n—Matrizen iiber K in K durch

n

D(A) = (=1)May det Ay;.

=1
und zeigen

(1) D ist linear in allen Zeilen.

(2) D(A) =0, falls zwei Zeilen von A gleich sind.

(3) D(E)=1.
Nach 8.6 ist dann D = det, und das ist die Behauptung. Die dritte Aussage ist offenkundig,
und die erste eine leichte Ubung. Wenn zwei Zeilen in A gleich sind, etwa die r—te und die

s-te mit r < s, dann hat auch Aj;; noch zwei gleiche Zeilen, solange j # r, s, und daher
dann det A;; = 0. Also ist

D(A) = (=1)"""a,;det Ay + (—1)ay; det Ay;

Da die r—te und die s—te Zeile von A gleich sind, ist a,; = a,;. Aber auch A,; und A,; haben
die gleichen Zeilen, nur in einer anderen Reihenfolge. Vertauscht man die r—te Zeile von
Ag; der Reihe nach mit den Zeilen von r + 1 bis s — 1, dann erhélt man gerade A,;. Durch
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diese (s—1)—(r+1)+1 = s—r—1 vielen Vertauschungen dndert sich das Vorzeichen der
Determinante nach 8.7 um den Faktor (—1)*""~!. Daher ist det A,; = (—1)*""!det As;.
Setzt man dies oben ein, so ergibt sich

D(A) 1)i+ra8i(_1)s—r—1 det Asi + (—1)i+5asi det Asi

(—
(-1 tagdet Ay [(—1)° 4+ (—1)Y]
0,

was zU zeigen war.

8.16 Korollar: Determinante von Dreiecksmatrizen

Die Determinante einer Dreiecksmatrix ist das Produkt der Diagonalelemente.

Beweis: Entwickeln nach der 1. Zeile und Induktion.

8.17 Beispiel: Vandermonde’schen Determinante

Wir nehmen noch einmal das Beispiel der Vandermonde’schen Matrix auf; vergleiche 7.9.
Dass die Determinante einer solchen Matrix A nicht 0 ist, folgt schon aus 8.8, denn A
ist die Matrix eines Isomorphismus’. Man kann die Determinante aber auch leicht genau
berechnen: Da AS = B (mit der Notation von 7.9 und 7.44), folgt aus dem Produktsatz fiir
Determinanten, dass det A det .S = det B. Nach dem vorangehenden Korollar ist det S =1

und
det B = H a; — a; .

1<i<j<n

Dies ist also auch die Determinante von A; man spricht von einer Vandermonde’schen Determinante.

8.18 Definition: adjungierte Matriz

Sei A eine nxn-Matrix, und sei B = (b;;) die nxn-Matrix, welche durch
bij = (-1)i+j det Aji

definiert ist. Dann heifit B die zu A adjungierte Matrix, B = adjA.

8.19 Satz:

Sei A eine n xn—Matrix. Dann ist
A(adjA) = (adjA)A = (det A)E.

Insbesondere gilt (det A)A™! = adjA, falls A regulir ist.
Beweis:  Wir zeigen zuerst A(adjA) = (det A)E, d.h.

- {det A fallsi=j

;a’“<) RRELEN ) falls i £ .
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Sei zunéichst ¢ = j. Dann ist > ; a;(—1)"" det Ay, = det A nach 8.15. Sei nun i # j.
Es bezeichne A die Matrix, welche man erhélt, indem man die j-te Zeile von A durch die
1—te Zeile ersetzt. Dann hat A zwei gleiche Zeilen, also ist

0=det A= a(—1)"" det Ay.
k=1

Aber a;, = a;; und fljk = Ajx, deshalb 0 = 377 aix(—1)F det Aji. Also ist A(adjA) =
(det A)E.

Ersetzt man A durch A und beachtet det A® = det A, so erhiilt man A’(adjA") = (det A)E.
Es ist eine leichte Ubung, adjA" = (adjA)! zu zeigen, also gilt A*(adjA)" = (det A)E. Durch
Transponieren folgt (adjA)A = (det A)E (siehe 7.17).

8.20 Korollar: Cramer’sche Regel

1 b1
Sei A eine reguldre n x n—Matrix und Ax = b mit =z = ( : ), b = ( : ) Sei A, die
Tn bn,
Matrix, welche man erhélt, indem man die k—te Spalte von A durch b ersetzt. Dann ist
. det Ak
~det A

Ty

Beweis: Es gilt durch Entwicklung nach der k-ten Spalte

det A, = (—1)""b; det Ay, .

j=1

Es ist (det A)z = (det A)A™'b = (adjA)b, also

(det Az =Y (adjA)i;b;

J=1

= bj(—l)kJrj det Ajk
j=1

= det Ak s
wobei die letzte Gleichheit durch Entwickeln nach der k—ten Spalte folgt. Daher ist xp =

det Ak
det A *

8.21 Zur Berechnung von Determinanten:

(1) n klein (d.h. hochstens 3)

(i) n=1
Dann ist det(a) = a.
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(i) n=
Dann ist

a1l a2 . .
det = sign(id)aq iq1) @242 + sign(7)aq ~1)a2 -

= a11Q22 — A120G21,

wobei 7 : 1 < 2.
(iii) n=3
Die Permutationen in S5 sind folgende:

gerade ‘ungerade
id 12
1—2—-3—-1 13
1—-3—-2—->1 2+ 3

Also ist

a1 aiz2 a3
det | a21 a2 ag3 | =aiiasass + ajsagsas; + aizaziass

azy Gz «a
31 a32 433 — (12021033 — Q13022031 — A11023032.

Eine einfache Merkhilfe ist die Regel von Sarrus:

a11 12 ai13 ail Q12
N X X /

21 22 23 a21 22
/ X X AN

a31 a3z a33 asi a32

(2) Spezielle Formen

(i) Eine Zeile (oder Spalte) enthélt viele Nullen. Entwickle nach dieser. Das reduziert
das Problem auf die Berechnung weniger (n — 1) X (n — 1)-Determinanten.

(ii) Die Matrix
a1 0
Qp1 -+ App

ist untere Dreiecksmatrix. Dann ist

det A = f[ (077
=1

und analog fiir obere Dreiecksmatrizen. Das steht schon in 8.16.

(iii) Block—Dreiecksform
Sei p
0
v=(s ¢)
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mit quadratischen Matrizen A und C| nicht notwendig von der gleichen Gréfle.
Dann ist
det D = det A - det C.

Beweis: Entwickeln nach der ersten Zeile und Induktion iiber die GréBe von A.
Ubergang zur Transponierten zeigt, dafl entsprechendes fiir obere Block—Drei-
ecksmatrizen gilt. Auflerdem 148t sich diese Regel natiirlich mehrfach anwenden,
z.B.: Fir

A A A
A=1 0 Ay O
0 Az Ass

mit quadratischen Untermatrizen A;q, Aso, Asz gilt
det A = det All - det AQQ - det A33.

(iv) Vorsicht! Einige nahe liegende ,,Vereinfachungen® zur Berechnung von Determi-
nanten sind leider im Allgemeinen falsch.
Betrachte z.B. fiir n = m/ eine Aufteilung der nxn—Matrix A in £ Untermatrizen
M;; vom Format m xm:

My - My
A= : : (%)
My - My
Man kann die ¢ x ¢—Matrix
det MH <o+ det Mlg
B = : :
det Mgl <o det Mgg

bilden und anschlieffend deren Determinante berechnen; im Allgemeinen ist je-
doch det B # det A.

Man kann auch A als ¢ x (—Matrix betrachten, deren Eintrdge nun aber keine
Skalare, sondern m x m—Matrizen sind, und die iibliche Determinantenformel
benutzen, um eine neue m x m—Matrix

14

D= Z sign o H M; o)

€Sy =1

zu berechnen; auch hier gilt aber im Allgemeinen det D # det A.

Beispiel:
A — My My
My Msy

11 10
M11:M22:(0 0),M12:M21:<1 1>'
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Dann ist det My, = det Myy = 0, det M1y = det My, = 1, also (mit den obigen
Bezeichnungen)

01
B—(l O),
1 1 10 0 1
D:M11M22—M12M21=(0 O>_<2 1):<_2 _1)>

somit det B = —1, det D = 2. Das richtige Ergebnis ist aber det A = 1. In
diesem Beispiel sind die M;; alle Dreiecksmatrizen, auflerdem kommutieren M,
und Mss sowie M5 und Moy, jeweils miteinander.

(v) Wenn alle M;; in (%) obere Dreiecksmatrizen sind, d.h.

dann ist
det A = det(aij) . det(sz) ot det(zij).

Beweis: am Beispiel ¢ = 3.

ai 12 @13
b1 b1o by
C11 C12 C13
0 0 0
a1 22 @23
4 ba1 b2 bas
o C21 C22 C23
0 0 0
a3 a32 a33
b3, b2 b33
C31 C32 C33
0 0 0

Vertauscht man die mit ag; bzw. mit az; beginnenden Zeilen nach oben an die
zweite bzw. dritte Position und ebenso die mit a;o bzw. mit a;3 beginnenden
Spalten nach vorne, so hat man ebenso viele Zeilen— wie Spaltenvertauschungen
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vorgenommen. Daher hat die neue Matrix

@11 a2 ais
21 Q929 A23 % * ES
a31 a3z (s3
b1 bia bis *
0 c11 C12 13
0 0 0
ba1 bao bas *
0 Ca1 €22 C23
0 0 0
b3 ba bss *
0 31 C32 33
0 o010 o1 0

die gleiche Determinante wie A. Aber diese Matrix hat Block—Dreiecksform, und
der untere Block hat (per Induktion) Determinante det(b;;) - det(c;;) - . ... Daher
folgt die Behauptung aus (iii) oben.

(vi) Natiirlich gilt (v) auch, wenn alle M;; in (%) untere Dreiecksmatrizen sind. Das
Beispiel in (iv) zeigt, dal (v) im Allgemeinen nicht mehr giiltig bleibt, wenn
sowohl obere als auch untere Dreiecksmatrizen auftreten.

(vii) SchlieBlich sei vermerkt, dafl mit den Bezeichnungen von (iv) tatséchlich det D =
det A gilt, wenn die M;; alle miteinander kommutieren. (Dies 148t sich natiirlich
im Allgemeinen nicht einfach an der Form erkennen.)

Beispiel: Die vier Matrizen

0 1 —
My = <_1 1) , Mg = <_

kommutieren miteinander. Daher 143t sich fiir
A= My My
My Mo
die Determinante berechnen als det A = det D, wobei

3

D= M11M22 - M12M21 = (2

_12) , also det A =T1.

Beweis: wird hier nur angedeutet: Uber einem geniigend groBen Korper (z.B. C)
gibt es eine invertierbare m x m Matrix S derart, daf§ alle Matrizen S~*M;;S
obere Dreiecksform haben. Verwende dann (v).

(3) Allgemeiner Fall
Verwende elementare Zeilentransformationen vom Typ I (d.h. Addition des Vielfa-
chen einer Zeile zu einer anderen). Dabei &ndert sich die Determinante nicht (nach
8.3). Die Matrix kann mit solchen Operationen auf obere (oder untere) Dreiecks-
form gebracht werden. Dann kann man die Determinante als Produkt der Diagonal—-
Elemente ablesen.
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8.22 Definition: Ahnlichkeit von Matrizen

Zwei n x n—Matrizen A und B heiflen dhnlich, wenn es eine regulidre n x n—Matrix T' gibt
mit B =T"1AT.

8.23 Bemerkung/Definition: Determinante einer linearen Abbildung

(i) Ahnlichkeit ist eine Aquivalenzrelation.
(ii) Ahnliche Matrizen haben die gleiche Determinante (8.11).

(iii) Wenn a€ End (V') und A (bzw. A’) die Matrix von a bzgl. einer Basis B (bzw. B’)
von V ist, dann sind A und A’ dhnlich (siche 7.43). Nach (ii) ist also det A = det A’,
d.h. unabhéngig von der Wahl der Basis. Man kann daher einfach von det o, der
Determinante von «, sprechen.
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9 Eigenwerte und Eigenvektoren

Sei V' ein n—dimensionaler Vektorraum iiber dem Korper K.

9.1 Definition: Eigenwert, Figenvektor

Sei « ein Endomorphismus von V' und sei A € K. Man nennt A einen Eigenwert (EW)
von «, wenn es einen Vektor 0 # v € V' gibt mit a(v) = Av. Jedes solche v heifit ein
Eigenvektor (EV) von o zum Eigenwert \.

Entsprechend sind Eigenwerte und Eigenvektoren zu einer n x n—Matrix definiert.

9.2 Satz:

Sei o ein Endomorphismus von V und sei A€ K. Aquivalent sind:

(1) X\ ist Eigenwert von a.

(2) Ker (A —a) # {0}
(3) det(A—a) =0

(In (2) und (3) ist A als Aidy zu lesen.)

Zusatz: In diesem Fall sind die Eigenvektoren von oo zum Eigenwert A genau die Vektoren
# 0 in Ker (A — «). Man nennt Ker (A — a) den Eigenraum von « zum Eigenwert \. (Als
Kern einer linearen Abbildung ist dies natiirlich ein Unterraum.)

Beweis: Es gilt a(v) = Av genau dann, wenn (A — «)(v) = 0, also genau dann, wenn
veKer (A — ). Dies ist die Aquivalenz von (1) und (2). Weiter gilt (2) genau dann, wenn

A — « nicht injektiv ist (nach 5.10), also genau dann, wenn A — « nicht invertierbar ist
(nach 5.16), also genau dann, wenn det(A — a) = 0 (nach 8.8).

9.3 Definition: charakteristisches Polynom

(1) Sei A eine n xn—Matrix. Das charakteristische Polynom von A (char pol A) ist das
Polynom

det(zFE — A) eK[z].

(2) Sei v ein Endomorphismus von V. Das charakteristische Polynom von « ist char pol
«a = charpol A , wobei A die Matrix von a bzgl. einer Basis von V ist.

9.4 Bemerkung:

(1) charpol A ist ein normiertes (d.h. der fithrende Koeffizient ist 1) Polynom vom Grad
n. Das absolute Glied ist gerade (—1)" det A.

(2) Wie in 8.23 sieht man, daf§ &hnliche Matrizen das gleiche charakteristische Polynom
haben. Daher ist char pol @ unabhéngig von der Wahl der Basis.
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9.5 Definition: Nullstelle
Sei p€K[z] ein Polynom. Eine Nullstelle (in K) von p ist ein A€ K mit p(A\) = 0.

9.6 Satz:

Sei a ein Endomorphismus von V und A € K. Genau dann ist A ein Eigenwert von «, wenn
A eine Nullstelle von char pol «v ist.

Beweis: Sei A€ K und p(x) das charakteristische Polynom von «. Dann ist p(x) = det(x —
a), also p(\) = det(A — ). Die Behauptung folgt aus 9.2.

9.7 Definition: Diagonalmatriz, diagonalisierbar

Die nxn-Matrix A = (a;;) heiBt Diagonalmatrix, wenn a;; = 0 fiir ¢ # j. Man nennt
A diagonalisierbar, wenn A zu einer Diagonalmatrix dhnlich ist. Ein Endomorphismus «
von V heifit diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V' derart gibt, daf§ die Matrix von «
bzgl. dieser Basis eine Diagonalmatrix ist.

9.8 Bemerkung:

Genau dann ist « diagonalisierbar, wenn es eine Basis von V' gibt, welche aus Eigenvek-
toren von « besteht. Die verschiedenen Eintrige auf der Diagonalen sind dann genau die
Figenwerte von .

9.9 Lemma:

Seien vy, ..., vs Eigenvektoren von « zu verschiedenen Eigenwerten Aq,..., \s. Dann ist
2;;1 v; # 0.

Beweis: Induktion iiber s: Klar fiir s = 1, da per Definition 0 kein Eigenvektor ist. Sei s > 1
und w; = (As — \)y; furi = 1,...,s — 1. Dann ist w; ein Eigenvektor zum Eigenwert ;.

Daher ist »

i=1 =1

per Induktion. Also ist > . v; # 0.

9.10 Satz:

Sei « ein Endomorphismus von V' und seien Aq, ..., A; die verschiedenen Eigenwerte von
a (in K). Fir j =1,...,s sei d; = dim Ker (\; — ). Dann gilt:

(1) 25 di <m
(2) Genau dann ist a diagonalisierbar, wenn » 3°_, d; = n.

Bewes:
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(1) Fir j = 1,...,s sei U; der Eigenraum zum Eigenwert );, also d; = dim Uj, und
sei {bji|i =1,...,d;} eine Basis von U;. Dann ist {b;;|j =1,...,s,i=1,...,d;}
linear unabhéingig, denn wenn

s

0= hyibji =D vj, wobei v; = kjibjs.
ji ’

J=1

und (fiir festes j) nicht alle kj; = 0, dann ist v; # 0, also ein Eigenvektor zu J; ; dies
widerspricht 9.9. Nach 4.14 ist dann

n>[bili=1,...si=1...d}=> d.
j=1

(2) Wenn ,,=*, dann sind die bj; eine Basis (wieder nach 4.14). Da sie alle Eigenvekto-
ren von « sind, ist a nach 9.8 diagonalisierbar. Umgekehrt sei a diagonalisierbar.
Nachdem man eventuell die Basisvektoren umordnet, hat dann « die Matrix

A1

At
A

As

wobei \; genau d;—mal in der Hauptdiagonale auftritt. Also ist Z;Zl d; =n.

9.11 Korollar:

Sei A eine n x n—Matrix mit n verschiedenen Eigenwerten. Dann ist A diagonalisierbar.

9.12 Bemerkung:

Wenn A diagonalisierbar ist, dann zerfillt das charakteristische Polynom in Linearfakto-
ren. Die Umkehrung gilt nicht!

9.13 Definition: direkte Summe, Projektion

Sei V ein VR, und seien Uy, ..., Uy Unterrdume. Man nennt V' die direkte Summe der U;,

und schreibt .
VoYU,
i=1

wenn jeder Vektor v €V sich eindeutig schreiben 148t als v = Y7 | u; mit u; €U,
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Man sagt, die Summe von Unterrdumen U;, ¢ = 1,...,s, ist direkt, falls Y7 U, =
Z?:l@ Ui.
Wenn V =37 @& U, sei m; : V — U; definiert durch

s
Uy E Uy = U;.
=1

Man nennt m; die Projektion von V auf U;

9.14 Bemerkung:
(i) WennV = Zle@ U;und 7; : V — U; die Projektion, dann ist 7; ein Epimorphismus.

(ii) Die Summe von Eigenrdumen zu verschiedenen Eigenwerten (eines Endomorphismus’
a) ist direkt.

(iii) « ist diagonalisierbar genau dann, wenn V = Y7 & U;, wobei U; der Eigenraum
zum Eigenwert )\; ist, und Ay, ..., s die verschiedenen Eigenwerte von « sind.

9.15 Satz:

Seien v und 3 diagonalisierbare Endomorphismen von V', welche miteinander kommutie-
ren (d.h. af = fa). Dann sind « und 3 gemeinsam diagonalisierbar (d.h. es gibt eine
Basis, die aus Eigenvektoren von av und (3 besteht).

Beweis:  Seien Aq, ..., \s die Eigenwerte von o und Uy, . .., U, die zugehorigen Eigenrdume.
Wenn wu; € U;, dann ist auch u, = (u;) € U;, denn a(u}) = af(w;) = fa(u;) = S(\u;) =
Ai(B(u;)) = Niuj. Nach 9.14ist V =37 @& U;, weil « diagonalisierbar ist. Sei {b,...,b,}
eine Basis von V', welche aus Eigenvektoren von 3 besteht (existiert, da 3 diagonalisierbar
ist), etwa 5(b;) = ;b;. Jedes b; 1a8t sich eindeutig schreiben als b; = Y, u;; mit u;; € U;.
Dann ist

> Blui) = Blby) = by = > pjuy;.
i=1 i=1

Da uj; = B(uy;) € U; fiir jedes i (siche oben) und piju;; € Uy, folgt aus der Eindeutigkeit
B(ui;) = pyui;. Wenn also u;; # 0, dann ist u;; Eigenvektor von o (zum Eigenwert ;)
und auch Eigenwert von § (zum Eigenwert ;). Die w;;’s, welche # 0 sind, bilden also
ein Erzeugendensystem aus gemeinsamen Eigenvektoren, aus welchem man nach 4.19 eine
Basis auswihlen kann.
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10 Orthogonale Raume

10.1 Bemerkung/Definition: komplexe Zahlen
Auf C =R? = {(a,b) | a,b€R} definiert man Addition komponentenweise, d.h.

(a,b) + (a',b") = (a+d',b+ 1)
und Multiplikation durch
(a,b) - (a',b') = (ad" — b, ab’ + ba') .

Mit diesen beiden Verkniipfungen bildet C einen Korper, genannt der Korper der komplexen Zahlen.

Die Abbildung a — (a,0) von R — C ist injektiv und ein Kérperhomomorphismus, d.h.
sie vertragt sich mit Addition und Multiplikation. Man kann also R als Unterkorper von
C betrachten.

Setzt man i = (0,1), dann gilt i = (—1,0) = —1. AuBlerdem bilden i = (0,1) und
1 = (1,0) eine R-Basis von C. Jede komplexe Zahl z hat also eine eindeutige Darstellung
z=a-+ bi mit a,beR.

Die Abbildung z = a + bi — zZ = a — bi ist ein Korperautomorphismus von C. Man nennt
z das Konjugierte zu z, die Abbildung Konjugation. Es gilt z =z und z = 2 & z€R (R
ist der , Fixkorper® der Konjugation). Auflerdem ist zz € R>o und zz = 0 < z = 0. Oft

niitzlich ist 27! = £ (fiir 2 #0), zB. (1 +2i)' = 1 — 24

10.2 Satz:

C ist algebraisch abgeschlossen, d.h. jedes nicht—konstante Polynom in C[z] hat eine Null-
stelle in C.

(ohne Beweis)

10.3 Definition: Bilinearform, symmetrische Bilinearform

Sei V' ein K-VR. Eine Abbildung ( , ):V xV — K heifit eine Bilinearform von V', wenn
folgendes gilt:

Yu, uy, ug, v, 01,02 €V VEeEK

(1) (w1 +u2,v) = (u1,v) + (uz,v)
(2) (u,v1 +v9) = (u,v1) + (u,vs)
(3) (ku,v) = k(u,v) = (u, kv)

Man nennt die Bilinearform symmetrisch, falls zusétzlich gilt:

4) (u,v) = (v,u) Yu,veV .
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10.4 Beispiel:

Sei V.= K". Fir ¢z = (21,...,2,) und y = (y1,...,yn) aus V wird durch (z,y) =
>, wy; eine symmetrische Bilinearform auf V' definiert. Betrachtet man x und y als
Spaltenvektoren, dann ist (z,y) = a'y.

10.5 Bemerkung/Definition:

(i) Wenn ( , ) eine Bilinearform auf V', dann ist (0,v) = (u,0) = 0 fur alle u,veV.

(ii) Wenn eine Bilinearform auf V' gegeben ist, dann ist durch Einschrinken auch auf
jedem Unterraum U < V eine Bilinearform gegeben.

(iii) Wenn ( , ) eine Bilinearform auf V und B = {by,...,b,} eine Basis, dann nennt
man
(b17 bl) Tt <b17 bn)
(bn)bl) et (bnabn)

die Gram’sche Matrix der Bilinearform (bzgl. der Basis B).

(iv) Wie bei Abbildungen geniigt die Kenntnis von G, um den Wert (u,v) fiir beliebige
Vektoren zu berechnen: Wenn

u= zn:xibi und v = zn:yibi 5
i=1 =1

dann ist
(u,v) = 2'Gy .
(v) Offenbar ist ( , ) symmetrisch genau dann, wenn G symmetrisch.
(vi) Geht man zu einer anderen Basis B’ = {b},...,b } iiber, dann ist die Gram’sche
Matrix G’ von ( , ) bzgl. B’ gegeben durch
G'=T'GT,

wobei T" die Matrix des Basiswechsels von B nach B’ ist (vergl. 7.41).

(vii) Wenn « ein Endomorphismus von V' ist, dann kann man eine neue Bilinearform <, >
durch < u,v >= (u,a(v)) definieren. Die Gram’sche Matrix dieser Bilinearform ist
GA, wenn A die Matrix von « ist (alles bzgl. B).
Ebenso kann man durch << u,v >>= (a(u),v) eine dritte Bilinearform definieren,
deren Gram’sche Matrix dann A'G ist.

10.6 Definition: ausgeartet, “U, U+

Sei (, ) eine Bilinearform auf V.

(1) V heiit nicht ausgeartet, falls (u,v) =0 Vv = u = 0.

(2) Wenn U ein Unterraum von V ist, dann setzt man ~U = {v €V |(v,U) = 0} und
Ut ={veV|(Uv) =0}
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10.7 Bemerkung:

(i) U und U* sind Unterrdume von V.

(ii) V ist genau dann nicht ausgeartet, wenn =V = {0}.

10.8 Satz:

Sei V' ein nicht ausgearteter Vektorraum der Dimension n, und sei U < V.

1) V+ = {0} (also ist ,nicht ausgeartet* links-rechts-symmetrisch)
2) dim U+ = dim *U =n — dimU
1 L
3) (UH)=(U) =U
4) Aquivalent sind:
(

(
(
(
(

i) U ist nicht ausgeartet.
(ii) *UNU = {0}
(i) *tUeU =V
(iv) *U+U=V
(v) U ist nicht ausgeartet.
(ii")~(v") wie (ii)~(v) mit , U statt ,, “U*

Beweis:

(1) FirueV sei (u,—) : V — K die Abbildung (u,—) : v + (u,v). Dann ist (u, —) eine
lineare Abbildung, also (u,—)€ V*. Sei A : V. — V* definiert durch A(u) = (u, —).
Dann ist A ebenfalls linear, und wenn u € Ker (\), dann ist (u, —) die Nullabbildung,
d.h. (u,v) = 0 fir alle v € V, also u = 0, weil V nicht ausgeartet ist. Also ist
A injektiv. Nach 6.3 ist dim V* = dim V, also ist nach 5.16 A auch surjektiv. Sei
0 # veV. Dann existiert eine Basis v = by, bo,...,b, von V. Sei b7, ..., b} die duale
Basis von V*. Dann ist bj(v) = 1. Weil X surjektiv, gibt es ein u €V mit A(u) = b7,
d.h. 0 # 1 =0bi(v) = AMu)(v) = (u,v). Also ist v ¢ V*. Daher ist V*+ = {0}.

(2) Seim =dimU, {by,...,b,} eine Basis von U. Ergénze diese zu einer Basis {by, ..., by, by, - - -

von V. Betrachte die Abbildung « : v +— ((v,b1),..., (v,b,)) EK". a ist eine lineare
Abbildung V' — K". Wenn v € Ker («), dann ist (v,b;) = 0 fiir alle i = 1,...,n.
Wenn w €V beliebig, w = > | k;b;, dann ist (v,w) = > k;(v,b;) = 0; also ist
v € TV = {0} (da V nicht ausgeartet), d.h. « ist injektiv. Nach 5.16 ist o auch
surjektiv. Daher ist auch g : V' — K™, definiert durch 5(v) = ((v,b1),...,(v,bn))
surjektiv. Nach 5.13 ist n = dim V' = dim Ker (5)+dim Im () = dim Ker (3)+m, d.h.
dimKer (6) =n—m =n—dimU. Aber veKer () < (v,0;) =0, i=1,...,m &
(v,U) =0« ve U, dh. *U = Ker (). Wir haben gezeigt: dim ~U = n — dim U.
Ebenso zeigt man dim U+ = n — dim U, da nach (1) auch V+ = {0}.

(3) Sei ucU, we U*. Dann ist (u,w) = 0, also (u, U) = 0 und daher u€ L(Ul). Also
ist U < L(Ul). Da nach (2) dim l(UL) =n—dim Ut =n—(n—dimU) = dim U,
folgt U = L(Ul). Ebenso U = (LU)l.
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(4) Nach 5.24 ist dim(U + *U) = dim U +dim ~U — dim(UN *U), also nach (2) dim(U +
LU) = dimV — dim(U N +U). Also
U+ *U =V & dim(U + *U) = dim V (nach 4.20)
& dim(U N 1U) =0
s UN LU ={0}
< (wel, (u,U)=0=u=0)
& U ist nicht ausgeartet .

Das zeigt die Aquivalenz von (i)-(iv). Wegen der Symmetrie von ,nicht ausgeartet®
(siehe (1)), ist (i) dquivalent zu (ii’)—(iv’), insbesondere gilt: U ist nicht ausgeartet
& UN U' ={0}. Verwendet man die letzte Aquivalenz fiir ~U, so folgt:

LU ist nicht ausgeartet < ~UN (lU)l = {0}
& tUNU = {0} (nach (3)).

Also ist (v) dquivalent zu (ii). Analog ist (v’) dquivalent zu (ii’).

10.9 Bemerkung:
(i) Es ist ( , ) nicht ausgeartet genau dann, wenn die Gram’sche Matrix G von ( , )
regulir ist, denn 2'Gy = 0 fiir alle 2 genau dann, wenn Gy = 0.

(ii)) Wenn dies der Fall ist, dann gibt es zu gegebener Matrix A genau eine Matrix B
mit B'G = G A, wie man durch Rechtsmultiplikation mit G~! sieht. Daher gibt es
dann zu gegebenem Endomorphismus a von V' genau einen Endomorphismus 3 mit
(B(u),v) = (u,a(v)) fir alle u, v.

(iii) Wenn ( , ) ausgeartet ist, stimmt (ii) nicht:

Sei V.= R? fiir x = (21,22), y = (y1,y2) € V definiere (z,y) = z1y; € R und
a(x) = (2,0). Seien e; = (1,0), es = (0,1) die Vektoren der Standardbasis. Dann
ist (z,e9) = 0 fiir jeden Vektor x und a(ey) = e;. Es folgt

(e1,a(ez)) = (e1,e1) =1 # 0= (B(e1), e2) ,

wie man auch (§ wéhlt.

10.10 Definition: orthogonal, orthonormal

Sei (, ) eine symmetrische Bilinearform auf V. Zwei Vektoren u, v €V heilen orthogonal
(senkrecht), falls (u,v) = 0.

Eine Basis {b;|i € I}, fiir welche (b;,b;) = 0 fir ¢ # j, heifit Orthogonalbasis. Falls
zusétzlich (b;, b;) = 1 fiir alle 4, so spricht man von einer Orthonormalbasis.

10.11 Beispiel:

In 10.4 bildet die Standardbasis eine Orthonormalbasis.
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10.12 Bemerkung:

Die Gram’sche Matrix G von ( , ) bzgl. einer Basis B ist genau dann eine Diagonalmatrix,
wenn B eine Orthogonalbasis ist, und G ist die Einheitsmatrix genau dann, wenn B eine
Orthonormalbasis ist.

10.13 Lemma:

Sei 1+ 1 # 0 in K (man sagt dann char K # 2) und V' ein K-VR mit einer nicht—trivialen
symmetrischen Bilinearform. Dann existiert ein v € V' mit (v, v) # 0.

Beweis:  Es gibt v und w mit (u,w) # 0. Wenn (u,u) # 0 oder (w,w) # 0, sind wir fertig.
Sonst setze v = u + w. Dann ist (v,v) = (u,u) + (v, w) + (w, u) + (w,w) = 2(u, w) # 0.

10.14 Satz:

Sei char K # 2 und V ein endlich dimensionaler K-VR mit einer symmetrischen Biline-
arform. Dann hat V' eine Orthogonalbasis.

Beweis:  Wenn die Bilinearform trivial ist, dann ist jede Basis eine Orthogonalbasis. An-
dernfalls existiert nach 10.13 ein v €V mit (v,v) # 0. Dann ist U = Kv nicht ausgeartet,
daher U N U+ = {0}. Also ist dim U+ < dim V. Per Induktion iiber die Dimension
hat U* eine Orthogonalbasis {by,...,b.}. Dann ist B = {v = by, by,...,b,} eine Or-
thogonalbasis von V: Offenkundig sind verschiedene Vektoren aus B zueinander ortho-
gonal. Wenn 0 = >0 k;b;, dann ist kobg = — >, kib; € U N U™ = {0}. Daher ist
ke =0=Fk = - = k., weil {by,...,b,} linear unabhéngig ist. Also ist B linear un-
abhéngig. Wenn w € V' beliebig, setze k = (o) Dann ist w — kby € Ut, also eine

(bo,bo) *
Linearkombination von {b,...,b.}. Daher ist w eine Linearkombination von B.

10.15 Definition: Skalarprodukt, euklidischer Raum, Vektorlinge

Sei V' ein reeller VR. Eine symmetrische Bilinearform ( , ) auf V' heifit Skalarprodukt,
wenn (v,v) > 0 fiir alle 0 £ v €V (,,positiv definit*). Ein reeller VR mit einem Skalarpro-
dukt heiBt ein euklidischer Raum. Man definiert dann |v| = /(v,v) als die Lange von v.

10.16 Beispiel:
10.4 mit K =R

10.17 Korollar:

Sei V ein endlich dimensionaler euklidischer Raum. Dann hat V' eine Orthonormalbasis.

_ 1

Beweis:  Sei {by,...,b,} eine Orthogonalbasis. Setze e; = |b_|b,-. Dann ist

falls i = 5

11 (b, b)) =1
(eiaej) = __(b“b]) = 10 ( ) . .
AR 0 falls ¢ # j.
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10.18 Bemerkung:

10.17 gilt auch noch fiir abzdhlbar-unendlich dimensionale euklidische Radume.

10.19 Satz:

Sei V' ein euklidischer Raum und v, w € V. Dann gelten:
(1) (v,w)? < (v,v)(w,w) (Schwarz’sche Ungleichung),
wobei ,=“ genau dann, wenn v und w linear abhéngig
(2) |rv| = |r||v| fir reR
(3) |[v+w| <|v|+ |w| (Dreiecks-Ungleichung),
wobei ,,=" genau dann, wenn v = 0 oder w = rv mit r > 0 ist.
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Beweis:

(1) Wenn v = 0 oder w = 0, dann ist die Aussage trivial. Sei also v, w # 0. Fiir jedes

reR gilt
0< (v—rw,v—rw)=(v,v) +r’(w,w) —2r(v,w) .
Insbesondere fiir r = ((Z'Ll”u))
0 < (v,v) (v,w)Q( )_Q(U,w)( )= ( )_(U7w)z
a (w7w)2 (w,w) » W v,V (w)w)

Also ist (v, w)? < (v,v)(w,w). Es gilt sogar ,,<“, aufier wenn v — rw = 0, d.h. wenn
v = rw, v und w linear abhingig. Umgekehrt: Falls v = rw, dann ist (v,w)? =

(rw,w)? = r*(w,w)* = (rw, rw)(w,w) = (v,v)(w, w).

(2) ist trivial

(3) Nach (1) ist (v,w) < |(v,w)] = /(v,w)? < /(v,0)(w,w) = |v||w|. (Dabei gilt
Gleichheit an der zweiten Stelle nur fiir v und w linear abhéngig. Wenn dles der Fall,

aber v # 0, dann ist w = rv. Aus Gleichheit an der ersten Stelle folgt dann r > 0.)
Daher

v+ w)* = (v+w,v+w) = (v,0) + (w,w) + 2(v,w)
< o2+ |wf? + 2] Jw] = (Jv] + |w])?,

also |v + w| < |v| 4+ |w| mit Gleichheit nur im angegebenen Fall.

10.20 Bemerkung/Definition: Kosinus

Nach der Schwarz’schen Ungleichung gilt fiir Vektoren v, w # 0 aus einem euklidischen
Raum, dass —1 <r = (gl’l:v) < 1ist. Daher gibt es einen Winkel o = a(v, w) mit cosaw = 7,
und durch die zusétzliche Annahme 0 < o < 7 ist « eindeutig bestimmt. Man nennt «
den von v und w eingeschlossenen Winkel. Insbesondere ist also & = 7/2 genau dann,

wenn cos « = 0, d.h. (v,w) = 0, also v orthogonal zu w.

10.21 Bemerkung: Kosinussatz

(1) Seien v,w,« wie oben. Setzt man s = %cos a und v = w — sv, dann ist w =
sv +u und (u,v) = (w,v) — s(v,v) = (w,v) — |v||w|cos o = 0, also u orthogonal
zu v. Auflerdem ist % = cos « das Verhiltnis von Ankathete zu Hypothenuse.

w u w—"v
o SV .
v
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(2) Es ist |w —v*> = |[v]? + |w|? — 2(v,w) = |v]* + |w]* — 2|v||w|cos a. Das ist der
Kosinussatz. Damit 148t sich aus zwei Seiten und dem eingeschlossenen Winkel die
Léange der dritten Dreiecks-Seite berechnen. Fiir den Fall, dass v und w orthogonal
sind, geht der Kosinussatz in den Satz des Pythagoras iiber.

10.22 Lemma:

A sei eine symmetrische, reelle n x n—Matrix. Dann sind alle Eigenwerte von A reell.

Beweis: Nach 10.2 hat A jedenfalls einen Eigenwert A€ C, zu zeigen: A€ R, d.h. A = . Sei

z1
z = ( : ) ein Eigenvektor zu A, d.h. Az = Az. Durch Konjugieren und Transponieren
folgt Z'A = ZtA! = Z' A, weil A reell und symmetrisch. Also ist Z\z = 7' Az = 7' \z. Da
Zt2 #£ 0, weil z # 0, folgt A = \.

10.23 Satz:

Sei V' ein endlich dimensionaler euklidischer Raum mit Skalarprodukt ( , ), und sei ( , )
eine zweite symmetrische Bilinearform auf V. Dann existiert eine Orthonormalbasis bzg].
(, ), welche zugleich Orthogonalbasis bzgl. ( , ) ist.

Beweis:  Sei {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis bzgl. ( , ) (existiert nach 10.17), und sei

a;; = (e;,ej). Dann ist a;; = aj; (da ( , ) symmetrisch). Also ist A = (a;;) eine symmetri-
k1

sche Matrix. Sei A ein (reeller!) Eigenwert von A und ( :
kn

> i1 aijk; = Mk;. Setze b= 3", kje;. Dann ist b # 0 und

7=1
Aei, b) = Nk = Za” = Z ei, ek el,Zk e;) = (e, b
J=1

Daher gilt fiir v =Y "  rie;€V

> ein Eigenvektor in R", also

3

A(v,b) = /\Zﬁ(ez‘,b) = rife;, b) = (v, b).
i=1 i=1
Insbesondere: Wenn (v,b) = 0, dann auch (v,b) = 0. Sei U = bt bzgl. ( , ). Setze
b = % und sei {by,...,b,} eine Orthonormalbasis von U bzgl. ( , ), welche zugleich
Orthogonalbasis bzgl. ( , ) ist (existiert per Induktion tiber die Dimension). Dann ist
{b1,...,b,} wie gewiinscht.

10.24 Definition: orthogonale Abbildung und Matrix

(1) Sei V ein euklidischer Raum mit Skalarprodukt ( , ) und « ein Endomorphismus
von V. Man nennt « eine orthogonale Abbildung, wenn

(v, aw) = (v,w) Yo,weV.

(2) Eine reelle n x n-Matrix A heifit orthogonal, wenn A'A = E.
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10.25 Bemerkung:
(i) A orthogonal < A’ orthogonal

(ii) Genau dann ist A orthogonal, wenn die Spalten von A eine Orthonormalbasis von
R™ bzgl. des iiblichen Skalarprodukts bilden. (Ebenso fiir die Zeilen von A.)

(iii) Produkte orthogonaler Matrizen sind orthogonal.

10.26 Lemma:

Sei V' ein endlich dimensionaler euklidischer Raum, und seien o und § Endomorphismen
von V mit Matrizen A, B bzgl. einer Orthonormalbasis {ey,...,e,}. Genau dann ist
(av,w) = (v, fw) fiir alle v,w eV, wenn B = A"

Beweis: Sei A = (a;j), B = (b;;). Dann gilt

(av,w) = (v, fw)Vv,weV & (we;, e;) = (e;, Bej) Vi, j
(,= trivial, ,<=*“ Bilinearitét)

< Q5 = <Z ki€, €j> = (Gz‘, Z bkjek> = b;; Vi,
k

k
< B = Al

10.27 Satz:

Sei V' ein endlich dimensionaler euklidischer Raum, und sei a ein Endomorphismus von
V. Aquivalent sind:

« ist eine orthogonale Abbildung.
lav| = |u] fir alle veV (d.h. « ist "ldngentreu’)

(1)
(2)
(3) Wenn {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis von V' ist, dann auch {«ey, ..., ae,}.
(4)
(5)

(1)=(2) (av,av) = (v,v) = |av| = |v|

(2)=(3) « ist injektiv, denn wenn av = 0, dann ist 0 = |av| = |v|, d.h. v = 0. Also ist «
ein Automorphismus von V. Daher ist {aey, ..., ae,} wieder eine Basis. Bleibt zu
zeigen, daf3

1 fallsi=j
(ae;, aej) =
0 sonst.
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Wenn ¢ = j, dann ist («e;, ae;) = |ae;|* = |e]? = (ei,e) = 1.

Wenn i # j, dann ist
2= (ei,ei) + (&5, €5) +2(ei €5) = (e + €, + ¢5)
= lei + ¢ = |a(e; + ¢;)” (nach (2))
= (ae; + aey, ae; + aej) = (ae;, ae;) + (aej, aej) + 2(ae;, aej)
=2+ 2(ae;, ae;),

also (ae;, aej) = 0.

(3)=(4) Sei{ey,...,e,} eine Orthonormalbasis, und sei A die Matrix von « bzgl. dieser Basis.
Sei [ die Abbildung mit der Matrix A’. Dann gilt nach Lemma 10.26 (av,w) =
(v, fw) fur alle v, we V. Insbesondere fiir v = €;, w = ae;:

1 fallse=y
0 fallsi#j

= (62-, ej)

(i, Baej) = (ae;, aej) = {

Dabher ist (e;, Bae; —e;) = 0 fiir alle 4, j. Es folgt (v, Sae; —e;) = 0 fur alle j und
alle veV, also e; = fae; fiir alle j. Dann ist aber fa = id, also A’A = E und daher
A orthogonal.

(4)=>(5) Klar mit 10.17.

(5)=(1) Sei {eq,...,e,} eine Orthonormalbasis derart, dafl die Matrix A von « bzgl. dieser
Basis orthogonal ist. Sei 3 die Abbildung mit Matrix A?, also Sa = id. Dann gilt fiir
alle v,weV: (v,w) = (v, faw) = (aw, aw), nach 10.26. Also ist o orthogonal.

10.28 Korollar:

Sei V' ein endlich dimensionaler euklidischer Raum und o : V' — V orthogonal. Dann
ist det @ = =+1, insbesondere ist o ein Automorphismus. Aulerdem sind +1 die einzig
moglichen Eigenwerte von a in R.

Beweis: Esist 1 = det E = det(A'A) = det A'det A = (det A)?, also det A = +1. Wenn v
Eigenvektor zum Eigenwert A€R von «, dann ist (v,v) = (av, av) = (Av, Av) = X (v,v).
Da (v,v) # 0, folgt A2 =1, also A = +1.

10.29 Korollar:

Sei V' ein endlich dimensionaler euklidischer Raum, und sei a ein Endomorphismus von
V. Wenn « bzgl. einer Orthonormalbasis eine symmetrische Matrix hat, dann gilt dies
bzgl. jeder Orthonormalbasis.

Beweis:  Sei {ey,...,e,} eine Orthonormalbasis bzgl. welcher die Matrix A von « symme-
trisch ist. Sei {by,...,b,} eine zweite Orthonormalbasis, und sei T' die Transformations-
matrix. Dann ist 7" die Matrix der orthogonalen Abbildung e; — b; beziiglich {ey, ..., e,},
also orthogonal nach 10.27, d.h 77! = T, auBlerdem ist 7' AT die Matrix von « bzgl.
{by,...,b,} nach 7.43. Dann ist (T 'AT)! = TAY (T = TLAYT?)! = T7LAT, also
T—1AT symmetrisch.
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10.30 Satz: Hauptachsen-Theorem

Sei A eine symmetrische reelle n x n—-Matrix. Dann existiert eine orthogonale Matrix T’
derart, da3 T*AT eine Diagonalmatrix ist.

Beweis:  Definiere auf R™ das iibliche Skalarprodukt (v, w) = v'w und eine weitere Biline-
arform ( , ) durch (v,w) = v"Aw ({ , ) ist symmetrisch, da A symmetrisch). Nach 10.23
existiert eine Orthonormalbasis {by,...,b,} bzgl. ( , ), welche zugleich eine Orthogonal-
basis bzgl. ( , ) ist. Sei T' die Transformationsmatrix, d.h. T'e; = b;. Nach 10.27 ist T
orthogonal. Aulerdem gilt fiir ¢ # j: 0 = (b;, b;) = bLAb;. Aber b; = Te;, also bl = e!T*,
und daher 0 = e!(T*AT)e;. Fiir eine beliebige Matrix S = (s;;) gilt jedoch elSe; = s;;.
Folglich ist fiir 7 # j der Eintrag in der i—ten Zeile und j—ten Spalte von T*AT gleich 0,
d.h. T*AT ist eine Diagonalmatrix.

10.31 Korollar:

Sei A eine reelle symmetrische n x n—Matrix. Seien \q, ..., s die verschiedenen Nullstel-
len des charakteristischen Polynoms von A in C. Dann sind alle \; reell. Wenn U; der
Eigenraum zum Eigenwert );, dann ist R” = U; @ --- @ Uy, wobei U; und U; fiir ¢ # j
orthogonal sind.

Beweis: Daf} die Eigenwerte reell sind, steht schon in 10.22. Da A diagonalisierbar ist (nach
10.30), ist R™ die direkte Summe der Eigenrdume (nach 9.14). Wenn v € U;, w € U; fiir
1 # 7, dann gilt
Ai(v,w) = (Ao, w) = (Av, w)
= (v, Aw) (nach 10.26)
= (0, ) = Xy (0, ),

also (A — Aj)(v,w) = 0. Da X\; # \;, folgt (v, w) = 0. Also sind U; und U; orthogonal.

10.32 Bemerkung:

Beschreibung der orthogonalen Abbildungen o von R™ (mit dem {iblichen Skalarprodukt)
fir n < 3.

(i) n=1
Nach 10.27 ist |a(er)| = |e1] = 1, also a(e1) = %e;. Es gibt also nur zwei orthogonale
Abbildungen, ndmlich o = id und a = —id.

(i) n =2
Wegen |a(er)| = 1 ist a(ey) wieder auf dem Einheitskreis. Sei ¢ der Winkel zwischen
e; und a(eq) (im positiven Umlaufsinn), also

= (527)

Da a(ey) senkrecht zu a(er) und |a(es)| = 1, ist

ater) = (o 2) oder afen) =~ ().

Ccos Ccos
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Die Matrix von a bzgl. {eq, es} ist also

D, — <cgsgp —smgp) oder S, — (qosgp sin )
sinp  cos singp —cosp

Dabei hat D, die Determinante 1 und ist gerade eine Drehung um den Winkel .
Es ist Dy = F und D, = —F; wenn ¢ # 0,7, dann hat D, keine Eigenwerte in R.
Aus D,Dy, = D, erhélt man die Additionstheoreme fiir sin und cos.

Es ist detS, = —1 und charpolS, = (z — cos¢)(z + cosg) — sinp = 22 — 1 =
(x 4+ 1)(x — 1). Also hat S, die Eigenwerte +1. Aus den Additionstheoremen fiir
& = ¢ — £ erhilt man

i P b
cosy  sing coS ) = cos p
. . . ,
sing —cosy) \sin% sin £
®
sin £

ein Eigenvektor zum Eigenwert 1. Ein zu s senkrechter Vektor ¢ ist dann Eigenvektor
zum Eigenwert —1. Also ist S, die Spiegelung an der Geraden Rs.

also ist
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(iii) n =3
(A) 1 ist Eigenwert.
Sei U der Eigenraum zum Eigenwert 1.

(Aa) dimU = 3. Dann ist « = id.

(Ab) dimU = 2. Dann ist « die Spiegelung an der Ebene U (und —1 ist ebenfalls
Eigenwert von «).

(Ac) dimU = 1. Dann ist « die Drehung um die Achse U mit einem geeigneten
Winkel ¢ # 0.

(B) 1 ist kein Eigenwert.
Da das charakteristische Polynom den Grad 3 hat, gibt es eine reelle Nullstelle.
Diese ist dann —1 nach 10.28. Dann ist 1 ein Eigenwert von —a. Also ist —« in
(A) beschrieben.
Der Fall (Ab) tritt fiir —« nicht ein, da sonst —1 Eigenwert von —a ist, also 1
Eigenwert von a entgegen der Annahme.

10.33 Schmidt’sches Orthonormalisierungsverfahren:

Sei {b1,by,...} eine hochstens abzihlbare, linear unabhéngige Menge im euklidischen
Vektorraum V. Dann gibt es eine orthonormale Menge {ej,es,...} mit (by,...,b,) =
(e1,...,ey) fir alle n < [{b1,bs,...}|.

Beweis:  Die e; werden induktiv definiert. Sei e; = lZ—h Dann ist |e;] = 1 und (e;) = (by).

Seien ey, ..., e, schon definiert mit |e;| = 1, (e;,e;) = 0 fiir ¢ # j, und (ey,...,e,) =
(br, ..., by). Sei

n

Ap+1 = bn+1 - Z(bn+17 €z‘)6i-

=1

Dann gilt (a,1,€1, .-, 6n) = (bps1, €1,y €n) = (bps1, 01, .., b)) = (b1, .., by) = (e1,...,en),
da byi1 ¢ (b1,...,b,) wegen der linearen Unabhéngigkeit der b;. Insbesondere ist a,, 1 # 0.

Aber fiir ¢ < n gilt (any1,€) = (bng1,€i) — (bng1,€;) = 0. Setze e, = ;”E‘. Dann
ist {e1,...,e,41} eine orthonormale Menge und (eq,...,e,41) = (€1,...,€n,0n1) =

<b1, .. 7bn+1>~

10.34 Algorithmus: zur Diagonalisierung symmetrischer reeller Matri-
zen mit orthogonalen Transformationsmatrizen
Gegeben: symmetrische reelle n x n—Matrix A

Gesucht: orthogonale Matrix 7' mit T* AT diagonal (Existenz klar nach Hauptachsen Theo-
rem)

Schritt 1: Berechne das charakteristische Polynom p(z) zu A.
Schritt 2: Finde die Nullstellen von p(x), d.h. die Eigenwerte von A.

Schritt 3: Zu jedem Eigenwert A berechne eine Basis des zugehorigen Eigenraumes (durch
Losen des homogenen linearen Gleichungssystems (A — AE)x = 0).

Schritt 4: Wende fiir jedes A das Schmidt’sche Orthonormalisierungsverfahren auf die in
Schritt 3 gefundenen Basisvektoren an.
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Schritt 5: Die so gefundene Orthonormalbasis bildet die Spalten von T'.

10.35 Beispiel:

Dann ist

charpolA=det | -1 x—2 1
-1 1 -2
=(x-2°+1+1-3(x—-2)
=2° — 627 + 9z
=z(z —3)?
A hat also die Eigenwerte 0 und 3. Wir bestimmen die dazugehorigen Eigenrdume Uy und
Us.

Bestimmung von Uy:

2 1 1 1 2 -1 1 2 -1 1 0 1
12 -1l—10 -3 3] —1(01 —-1]—1{(0 1 —1
1 -1 2 0 -3 3 00 O 00 O

1
Also ist b; = <7i> eine Basis von Uj.

Bestimmung von Us:

-1 1 1 1 -1 -1
1 -1 -1} — |0 0 O
1 -1 -1 0 0 0

Also bilden by = (Eﬁ) und by = (?Ji) eine Basis von Us.

Anwendung des Schmidt’schen Orthonormalisierungsverfahren auf {b; } und {bs, b3} liefert

b1 (!
bl vB
und

TN

TVl
—1 —1 1 1

az =bs — (bs,e2)e2 = 0 | —5 | -1 =-5 |1

—1 0 2
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1
o= = [-1

_|a3|_ \/6 9

Also ist 1/\/§ _1/\/5 —1/\/6
T=1|-1/vV/3 —-1/vV2 1/V6
-1/v/3 0 —2/V6

Zur Probe kann man

T'T = E und T'AT =

o O O
o w O
w o O

verifizieren.

10.36 Anwendung:

Gegeben sei

1
p(x1, 29, 23) = 207 4 225 + 203 + 2019 + 22123 — 27973 + 4y + 3T + T3 + 6

Wir wollen die Punktmenge {x = (%) e R?|p(x) = ()} beschreiben.

Mit A und T wie in 10.35, b = (%) und ¢ = § kann man p(z) schreiben als z* Az + bz +c.

Setzt man y = T'x = (%2 ), dann ist x = Ty, also

p(x) =y'T' ATy + (T*b)'y + ¢ = q(y).

Es ist

0 0O Y1

y'T'ATy = (y1,92,y3) [0 3 0 Yo :3y§+3y§

0 0 3 Y3

und
0
Th= | —7/V2

—3/v6

Dabher ist

7 \? 1 \* 1 72 12
=3 (- —— 3(ys — —— -3 ~3
(y2 6\/§> * (y3 2 6) 5 T2 "6

also 0 = p(z) = ¢q(y) genau dann, wenn

O
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Dies ist ein Kreiszylinder, dessen Achse parallel zur y;—Achse ist und durch den Punkt

0
7/(6v/2)
1/(2V/6)

geht. Sein Radius ist \/g . In den urspriinglichen Koordinaten ist die Achse parallel zu

1 1
R-T{O]=R-|-1
0 -1
und geht durch den Punkt
0 1 4
T(7/(6v2) | = - 13
1/(2v6) 1

10.37 Bemerkung:

Wie hier im Beispiel 148t sich die Nullstellen-Menge eines beliebigen, héchstens quadrati-
schen Polynoms in R™ beschreiben. Sei also

n

p(xy, -, xy,) = Zaiix? + QZaijxixj + QZbixi + c = 2'Ax + 2’z + ¢,

i=1 i<j i=1
wobei z = (z1,--+ ,x,), b" = (b1, -+ ,b,), ¢ eine Konstante und A die (symmetrische)
Matrix
a1 airz2 a3 . . . QAin
Q12 QAz9 G23 . . . QAan
ays G23 33 . . . A3p
A=
A1n A2n AaA3n Apn

ist. Wenn A = 0, dann ist p hochstens linear, und die Nullstellen-Menge ergibt sich als
Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems. Diesen Fall ist schon ausfiihrlich disku-
tiert worden und wird hier beiseite gelassen. Wir nehmen also A # 0 an. Fiir eine geeignete
orthogonale Matrix 7" und Diagonalmatrix D = (d;;) gilt nach 10.30 A = T*DT, also (mit
y=Tx und f =T0b)

p(z) =2'T'DTx + 26'T'Tx + c=y'Dy + 2f'y + ¢ = q(y)

(der Ubergang von z zu y entspricht einer Drehung des Koordinatensystems; das Polynom
q hat keine gemischten Terme y;y; mit ¢ # j mehr). Wenn d;; # 0, kann man

fi 1
diy? + 25y = dii(y + E)Q —
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benutzen, um durch die Substitution z; = y; + dL ein neues Polynom
r(z)=2'Dz+g'2+k

zu gewinnen, welches zu keinem ¢ sowohl einen quadratischen als auch einen linearen
Term enthélt (dies entspricht einer Verschiebung des Koordinatensystems). Wenn es
jetzt iiberhaupt noch lineare Terme gibt, dann kann man sogar erreichen, dass es nur
einen solchen gibt, indem man wieder dreht: wenn 0.B.d.A. d; # 0 < ¢ < r und
0#g=10,-,0,gr41, " ,9n) dann ist gy = % ein Vektor der Linge 1, welcher
senkrecht zu den Einheitsvektoren ey, --- e, steht; c{aher gibt es eine Orthonormalbasis
{e1, -+ ,er, o, +. Nochmaliger Ubergang zu neuen Koordinaten liefert also schlielich
ein Polynom

S(U) = Zd”lb? +hur+1 + l,
=1

wobei r < n, falls b # 0. Auerdem kann man dann » < 0 und [ = 0 durch die Substitu-
tion u),, = Fu,41 + 1 erreichen.

Wenn dagegen kein lineare Term mehr auftritt, aber der konstante Term ungleich 0 ist,
kann man durch geeignete Multiplikation erreichen, dass die Konstante gleich —1 ist.
Ist der konstante Term dagegen 0, dann 148t sich durch Multiplikation mit 41 errei-
chen, dass die Anzahl der positiven d;; mindestens so grofl wie die der negativen ist.
Solche Multiplikationen mit einem Skalar # 0 &ndern zwar das Polynom, aber nicht seine
Nullstellen-Menge.

10.38 Bemerkung: Klassifikation der Hyperflichen zweiter Ordnung in
R? und R3

Alle auftretenden reellen Zahlen a,b,--- seien positiv. Sei zunéchst p(x,y) ein quadra-
tisches Polynom in zwei Unbestimmten. Die folgenden Félle sind méglich; in Klammern
steht immer eine geometrische Beschreibung der Nullstellen-Menge:

(A) rg(D) =2

(A1) p(z,y) = az®+by*—1  (Ellipse)

(A2) p(z,y) = ax®—by* -1 (Hyperbel)

(A3) p(z,y) = —az® —by* — 1 (leere Menge)

(Ad) p(z,y) = az”®+ by? (Nullpunkt)

(A5) p(z,y) = ax? — by? (zwei Geraden, die sich im Nullpunkt schneiden)
(B) rg(D) =1

(B1) p(x,y) = az®—1 (zwei parallele Geraden)

(B2) p(r,y) = —az® — 1 (leere Menge)

(B3) p(z,y) = az® (y-Achse)

(B4) p(z,y) = az® —by (Parabel)

Die analoge Liste fiir ein quadratisches Polynom p(z,y, z) in drei Unbestimmten:

(A) rg(D) =3
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(A1) p(z,y,2) = ax® +by*+cy*—1  (Ellipsoid)

(A2) p(x,y,2) = ax® +by* —cz® —1 (einschaliges Hyperboloid)
(A3) p(x,y,2) = ax® —by? —cz? —1 (zweischaliges Hyperboloid)
(A4) p(z,y,2) = —az® —by* —cy* =1 (leere Menge)

(A5) p(z,y,2) = az® +by® + c2? (Nullpunkt)

(A6) p(z,y,2) = ax®+by* —cz® (elliptischer Kegel)
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(B1) p(z,y,2) = az® +by* —1 (elliptischer Zylinder)

(B2) p(z,y,2) = azx*—by* —1 (hyperbolischer Zylinder)

(B3) p(x,y,2) = —az® —by? — 1 (leere Menge)

(B4) p(x,y,2) = az®+ by? (z-Achse)

(B5) p(z,y,2) = ax? — by? (zwei sich in der z-Achse schneidende Ebenen)

(B6) p(z,y,2) = ax*+by* —cz  (elliptisches Paraboloid)

(B7) p(x,y,2) = ax®>—by* —cz  (hyperbolisches Paraboloid)
(C) rg(D) =1

(C1) p(z,y,2) = az?—1 (zwei parallele Ebenen)

(C2) p(x,y,2) = —az® -1 (leere Menge)

(C3) plz,y,2) = az’ ((y,2z)-Ebene)

(C4) p(z,y,2) = az® —by (parabolischer Zylinder)

10.39 Bemerkung: Kegelschnitte

Ellipse, Parabel und Hyperbel sind Kegelschnitte, d.h. sie entstehen als Schnitt eines
Doppelkegels mit einer Ebene. Das 148t sich wieder leicht mit dem Hauptachsen-Theorem
zeigen: Sei p (z,y) ein quadratisches Polynom in zwei Unbestimmten und Koeffizienten
aus R. Definiert man , Ty

fy =2, Y
dann ist f(z,y,z) ein Polynom in drei Unbestimmten, in dem alle Terme vom Grad 2
sind; auBerdem ist p (z,y) = f(z,y,1). (Zum Beispiel fithrt p (z,y) = 32% — 2y* — 3z + 4

zu f(x,y,z) = 3z* — 2y* — 3z2z + 42%.) Wie oben kann man

i

flz,y,2) = (v,y,2)A | y
<

mit einer symmetrischen, reellen 3 x 3-Matrix A schreiben. Nach dem Hauptachsen-
Theorem darf man nach Ubergang zu neuen Unbestimmten x1,y;,2; annehmen, dass
A eine Diagonalmatrix ist. Wir nehmen jetzt zusétzlich an, dass Rg (A) = 3 (Sie sollten
sich auch tiberlegen, was in den anderen Féllen geschieht!); dann sind die drei Eintrége
auf der Diagonalen alle ungleich 0. Wenn sie das gleiche Vorzeichen haben, dann ist
(x,y,z) = (0,0,0) die einzige Nullstelle von f, also hat p keine Nullstelle. Im anderen
Fall kann man die Variablen so umbenennen, dass man eine Nullstelle genau dann erhélt,
wenn

Liyva | (Y12
ey (U

gilt. Das beschreibt einen elliptischen Doppelkegel. Die Nullstellen von p ergeben sich als
Schnitt dieses Doppelkegels mit der Ebene z = 1.

2=
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11 Hauptidealringe

11.1 Definition: Links—, Rechts—, zweiseitiges Ideal

Sei R ein Ring (siehe 2.16), und sei I eine Untergruppe von (R,+). Man nennt [ ein
Linksideal (von R), falls rz €I fiir alle r € R, x € I. Entsprechend (zr € I fiir alle r € R,
x € I) sind Rechtsideale definiert. Falls I sowohl Rechts— als auch Linksideal ist, heifit 1
ein (zweiseitiges) Ideal von R (Schreibweise: 1< R).

11.2 Beispiel/Bemerkung;:

(i) {0} (das Nullideal) und R sind Ideale fiir jeden Ring R.
(i) R=7Z, I = {alle geraden Zahlen} ist ein Ideal.

(iii)) Wenn R kommutativ ist, fallen die Begriffe Linksideal, Rechtsideal und Ideal zusam-
men.

(iv) Die Menge R aller stetigen Funktionen von R in R bildet mit den Verkniipfungen

(f +9)(z) = f(z) + g(z)
(f - 9)(x) = f(x) - g(z)
einen (kommutativen) Ring. Sei X eine Teilmenge von R. Dann ist
Nx ={feR|f(x)=0Vze X}
ein Ideal von R. Es ist
X =04 Nx =R,
X dicht in R < Ny = {0}.
(v) Wenn R ein Ring mit Eins ist und [ ein einseitiges Ideal, dann gilt
I=R& 1el.
,=": trivial

,<=“SeireR. Esist r=r-1=1-rel, da I Links— oder Rechtsideal ist. Also ist
R C I. Immer gilt I C R, also R = 1.

(vi) Schnitte und Summen von Linksidealen sind wieder Linksideale.

(vii) Sei a€ R. Es ist Ra = {ra|r € R} ein Linksideal von R, genannt das von a erzeugte
Linkshauptideal.

11.3 Definition: Hauptideal, Hauptidealring

(1) Sei R ein kommutativer Ring, und sei I ein Ideal von R. Man nennt / ein Hauptideal,
wenn ein a € R existiert mit I = Ra.

(2) Ein Hauptidealring ist ein kommutativer, nullteilerfreier (d.h. fiir alle a,b € R gilt:
ab =0 = a =0 oder b = 0) Ring mit Eins, in welchem jedes Ideal ein Hauptideal
ist.
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11.4 Lemma:

7, ist ein Hauptidealring.

Beweis: 7 ist kommutativ, nullteilerfrei, mit Eins. Sei I ein Ideal von Z, zu zeigen: [ ist
ein Hauptideal. Falls I = {0}, dann ist / = Z - 0, fertig. Sei also I # {0} und 0 # z € [.
Dann ist auch —x € I (da I Untergruppe von (Z,+)). Entweder x oder —z ist positiv,
also aus N. Daher ist I NN # (). Sei m das kleinste Element in I NN (= m # 0).

Behauptung: I = Zm

Beweis: Da m € I, ist auch zm € [ fiir alle z € Z, also Zm C I. Umgekehrt sei a € I.
Division mit Rest ergibt a =tm +r mit t,r€Z und 0 < r < m. Dann ist r = a —tmel,
denn a€l und tmeZm C I und [ ist Untergruppe. Da » < m und m minimal in I NN,
ist r ¢ INN, also r ¢ N. Daher ist r = 0, a = tm€Zm, also [ C Zm.

11.5 Definition: Grad eines Polynoms

Sei K ein Korper und p = a,2" +. ..+ a1x 4+ ag €K[z]. Wenn a,, # 0, dann heifit n = degp
der Grad von p. Wenn p das Nullpolynom ist, setzt man degp = —oo.

11.6 Lemma: Gradformel

Sei p, g € K[z]. Dann gelten

(1) deg(pg) = deg(p) + deg(q)
(2) deg(p + q) < max(degp, degq). Wenn deg p # deg g, gilt Gleichheit.

Beweis: ist trivial.

11.7 Lemma: Division mit Rest in K[x]

Sei K ein Korper und seien p, ¢ € K[z] mit ¢ # 0. Dann existieren ¢, r € K[z| mit p = tg+r
und degr < degq. Die Polynome ¢ und r sind dadurch eindeutig bestimmt.

Beweis:

Existenz: Induktion iiber deg p

Wenn deg p < deg g, wihlet = 0, r = p. Sei also p = a,2"+...4ag, ¢ = b, x™+...+bg, mit
Uy by # 0 und n > m. Sei t; = a,b,lz" ™ €K[z]. Dann ist t;q = a,2"+ Terme kleineren
Grades. Setzt man p; = p — t1¢q, dann ist degp; < degp. Per Induktion gibt es o, r € K[z]
mit p; = toq + r und degr < degq. Also ist p = p1 + t1g = taq+ 1+ t1g = (t1 + t2)q + 1}
fertig mit ¢t = t1 + to.

Eindeutigkeit: Sei auch p = t'¢ + r’ mit degr’ < degq. Dann ist tq +r = t'q + 1/, also
(t—1t)g =1 —r. Wéare t # t/, dann deg(t — t') > 0, also deg(r’ — r) = deg((t' —
t)q) = deg(t’ —t) + degq > degq nach 11.6 (1). Nach 11.6 (2) ist aber deg(r’ — r) <
max(degr,degr’) < degq, ein Widerspruch. Also ist t =t und ' —r = (t —t')g = 0, d.h.
r=r.
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11.8 Satz:
K[z] ist ein Hauptidealring fiir jeden Korper K.
Beweis:  K|x] ist kommutativ mit Eins.

Nullteilerfrei: Wenn p,q € K[z| beide # 0, dann ist degp, degg > 0, also deg(pg) =
degp + degq > 0 und daher pq # 0.

Sei I ein Ideal von K]z], zu zeigen: I ist Hauptideal. Dies ist klar, falls I = {0}. Andernfalls
wéhle in [ ein Polynom ¢ # 0 vom kleinsten Grad. Klar ist K[z|q C I, weil I ein Ideal ist.
Umgekehrt sei p € I. Dann ist p = tq + r mit geeigneten t,r € K[z] so, dafl degr < degq
(nach 11.7). Da r = p — tq € I, erzwingt die Wahl von ¢, daf§ » = 0, also p = tq € K|[x]q.
Daher ist I = K[z]|q ein Hauptideal.

11.9 Definition: FEinheit, Inverse, Vielfaches, irreduzibel, teilerfremd,
Primideal, Primelement, maximales Ideal

Sei R ein kommutativer, nullteilerfreier Ring mit Eins.

(1) u € R heifit Einheit, falls ein v € R existiert mit wv = 1. (v ist dann eindeutig
bestimmt und heifit das Inverse von u, v = u™!).

(2) Seien a,be R. Man sagt a teilt b oder b ist ein Vielfaches von a und schreibt a | b,
falls ein c€ R existiert mit ac = b.

(3) Wenn p keine Einheit ist, aber aus p = ab stets folgt, dal a oder b eine Einheit ist,
dann heifit p irreduzibel.

(4) Seien ay,...,a, € R. Man nennt diese Elemente teilerfremd, falls gilt:
ula;Vi=1,...,n = u ist Einheit.
(5) Ein Ideal P # R heifit Primideal, falls gilt:
abe P = a€ P oder be P.

(6) Ein Element 0 # p€ R heifit Primelement, wenn Rp ein Primideal ist.

(7) Ein Ideal M heifit maximal, falls {0} € M C R und kein Ideal I existiert mit
MCICR.

11.10 Bemerkung:

(i) In einem Korper sind alle Elemente # 0 Einheiten; Primelemente gibt es nicht. In
Z sind nur £1 Einheiten; Primelemente sind die Primzahlen und ihre Negativen. In
K[z] sind die Einheiten genau die konstanten Polynome # 0; Primelemente sind die
irreduziblen Polynome, wie wir gleich zeigen werden.

(i) alb genau dann, wenn Ra > Rb. Insbesondere ist Ra = Rb genau dann, wenn es eine
Einheit v € R gibt mit b = ua.
(iii) Ein Primelement p ist stets irreduzibel.

Beweis: Sei p = ab. Dann ist ab € Rp, und da dies ein Primideal ist, folgt 0.B.d.A.
be Rp, also b = cp fiir ein ¢ € R. Daher ist p = acp, d.h. (1 — ac)p = 0 und daher
1 = ac. Also ist a eine Einheit. Weil Rp # R, ist p keine Einheit.
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(iv) Die Umkehrung gilt i.A. nicht. Beispiel: Die Menge R = {a + bi\/5|a,b € Z} ist
ein Unterring mit Eins von C, daher kommutativ und nullteilerfrei. Das Element
2 4+ iv/5 € R ist irreduzibel, aber kein Primelement. (Ubungsaufgabe)

(v) In einem Hauptidealring braucht man irreduzible Elemente und Primelemente nicht
zu unterscheiden. Dies ist Teil des néchsten Satzes.

11.11 Satz:
Sei R ein Hauptidealring und 0 # p€ R.

(1) Jede nichtleere Menge von Idealen enthélt maximale Elemente. Insbesondere ist jedes
Ideal # R in einem maximalen Ideal enthalten.

(2) Die folgenden Aussagen sind dquivalent:

(i) p ist Primelement.

(ii) p ist irreduzibel.
(iii) Rp ist maximales Ideal.
(iv) Rp ist Primideal.

Beweas:

(1) Um diese Aussage in voller Allgemeinheit zu beweisen, benétigt man das Zorn’sche
Lemma, welches wir nicht zur Verfiigung haben. Daher beschrinken wir uns beim
Beweis auf die beiden Spezialfille R = Z und R = K|z]. Sei ) # M eine Menge von
Idealen. Wenn M nur das Nullideal enthélt, ist nichts zu zeigen. Wir nehmen also
das Gegenteil an. Jedes Ideal {0} # I € M ist von einem Element 0 # a = a([)
erzeugt. Wéhlt man I € M so, dass 0 < |a(])| (fir R =Z) b.z.w. 0 < deg(a(I)) (fir
R = K[z]) minimal wird, dann ist I maximal in M, denn ein groBeres Ideal wird
nach 11.10, (ii) von einem echten Teiler von a(I) erzeugt.

Die zweite Aussage folgt aus der ersten: sei I # R ein Ideal; ein maximales Element
in der (nicht-leeren) Menge M = {A|I < Ad R, A # R} ist dann ein maximales
Ideal von R, welches I enthélt.

(2) (i)=(ii): steht schon in 11.10, (iii).

(ii)=-(iii): Weil p keine Einheit ist, ist Rp # R. Sei Rp < A fiir ein Ideal A. Zu
zeigen: A = R. Da A ein Hauptideal ist, folgt A = Ra fiir ein a. Wegen p € A gibt
es ein b mit p = ab. Die Irreduzibilitdt von p erzwingt, dafl a oder b eine Einheit ist.
Wire b eine Einheit, dann a = pb~! € Rp, also A = Ra < Rp, Widerspruch. Also ist
a eine Einheit und daher A = Ra = R.

(iii)=-(iv): Sei ab € Rp. Angenommen, weder a noch b liegen in Rp. Dann sind die
Ideale Ra + Rp und Rb + Rp beide echt grofier als Rp, also gleich R wegen der
Maximalitédt von Rp. Daher gibt es 7, s, ¢, u € R mit ra+sp = 1 = tb+up. Dann folgt
1 = (ra+ sp)(tb + up) = rtab + p(rua + stb+ sup) € Rp, also Rp = R, Widerspruch.
(iv)=-(i): ist trivial.
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11.12 Bemerkung:

Aufler den von den Primelementen erzeugten Idealen hat ein Hauptidealring noch genau
ein weiteres Primideal, ndmlich {0} (da der Ring nullteilerfrei ist). Dieses Primideal ist
genau dann ein maximales Ideal, wenn der Ring ein Kérper ist.

11.13 Satz: Primfaktorzerlegung in Hauptidealringen

Sei R ein Hauptidealring und {Rp; |i€ [} die Menge der maximalen Ideale # {0}. Dann
hat jedes Element 0 # a € R eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutige Faktorisierung

_—
el
mit n; € Ny, fast alle n; = 0, und einer Einheit u.
Beweis:
Existenz: Es sei
M = {Rb | a= pr;“, fast alle n; = 0} :
il
Dann ist M # (), denn Ra € M. Also gibt es ein maximales Element Rc¢ in M nach 11.11
(1).
Wenn Rc # R, dann liegt Rc in einem maximalen Ideal M von R. Es ist M # {0}, denn

sonst ist Re = {0}, also ¢ = 0, a = 0, Widerspruch. Also ist M = Rp; fiir ein j€I. Dann
ist e C Rpj, also ¢ = dp; mit geeignetem d. Wegen

a= ch?" = dp; Hp;“
iel el

folgt Rd € M. Es ist aber ¢ = p;d € Rd, also Rc C Rd, und daher Rc = Rd, wegen der
Maximalitét von Rc in M. Es folgt, dafl p; eine Einheit ist, d.h. Rp; = R. Aber Rp, ist
ein maximales Ideal, Widerspruch.

Also ist Rc = R, d.h. ¢ ist Einheit und a = ¢ [, p/"* eine Faktorisierung wie gewollt.
Eindeutigkeit: Angenommen, es ist
i b;
u Hp? =V H p;
iel iel

mit a; > by. Dann ist
upi ™ pr =0 pr € Rp;.
i#1 i#1
Da Rp; ein Primideal ist, mufl mindestens einer der Faktoren von v [, 41 pfi in Rp; liegen.
v tut’s nicht, weil v eine Einheit ist. Es ist aber auch p; ¢ Rp;, denn sonst ist Rp; C Rpy,
also Rp; = Rp;, wegen der Maximalitét von Rp,; und Rp; (11.11), Widerspruch. Also ist
a; = b; fir alle 7 und dann auch v = v.
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11.14 Korollar:
Sei 0 # f€K[z] ein Polynom vom Grad n. Dann hat f héchstens n Nullstellen in K .

Beweis:  Wenn ay, ..., a,, € K Nullstellen von f sind, dann sind z —ay, ...,z — a,, verschie-
dene irreduzible Teiler von f. Daher ist auch das Produkt dieser m linearen Polynome ein
Teiler von f. Die Behauptung folgt.

11.15 Lemma:

Seien aq, ..., a, teilerfremde Elemente aus dem Hauptidealring R. Dann gibt es by, ...,
bneR mit 1 = Z?:l blal

Beweis:  Sei I =", Ra;. Dann ist I ein Ideal, also I = Ra fiir ein a. Da a; € I, gibt es
ein ¢; mit a; = ¢a, also ala; fiir i = 1,...,n. Nach Voraussetzung ist dann a eine Einheit,
also I = R. Insbesondere ist 1€ 1, also gibt es b; mit der gewiinschten Eigenschaft.

11.16 Bemerkung/Definition: grifiter gemeinsamer Teiler

Seien ay, ..., a, Elemente aus dem Hauptidealring R. Dann ist I = > | Ra; ein Ideal,
also I = Ry fiir ein g€ R, welches bis auf Einheiten eindeutig bestimmt ist. Man nennt g
den grofiten gemeinsamen Teiler (ggT) von ay, . .., a,.

11.17 Bemerkung:
(i) Nach Definition von g gibt es by,...,b, € R mit g = " ba;. Dies ist eine Verall-
gemeinerung von 11.15.

(ii) Weil Rg > Ra;, ist g|a; fiir jedes ¢ nach 11.10 (ii), d.h. g ist gemeinsamer Teiler der
a;. Wenn auch t|a; fiir jedes ¢, dann ist Ra; < Rt , also Rg =Y, Ra; < Rt, und
daher t|g. Daher ist g der ’grofite’ gemeinsame Teiler.

11.18 Bemerkung/Definition: kleinstes gemeinsames Vielfaches

Seien ay, ..., a, Elemente aus dem Hauptidealring R. Dann ist I = ();_, Ra; ein Ideal,
also I = Rk fiir ein k € R, welches bis auf Einheiten eindeutig bestimmt ist. Man nennt &
das kleinste gemeinsame Vielfache (kgV) von ay, ..., a,.

11.19 Bemerkung:

Weil Rk < Raj;, ist a;|k fiir jedes ¢ nach 11.10 (ii), d.h. k ist gemeinsames Vielfaches der
a;. Wenn auch a;|l fiir jedes ¢, dann ist Ra; > Rl , also Rk = (;_; Ra; > Rl, und daher
k|l. Daher ist k das 'kleinste’ gemeinsame Vielfache.

11.20 Bemerkung:

Sei 0 # a; fir i = 1,...,n und sei a; = [] ;p;” die Faktorisierung in Primelemente
(Einheiten kénnen ignoriert werden). Fiir jedes j sei w; = min(ey,,...,e,;) und 0; =

max(ey;, ..., €y;). Dann ist g = [, p;’ der grofte gemeinsame Teiler und & = [, p;’ das

€45
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kleinste gemeinsame Vielfache der a;. Wenn insbesondere n = 2, dann folgt hieraus und
aus min(z,y) + max(z,y) = x +y, dass k- g = a; - as.

11.21 Bemerkung: FEuklidischer Algorithmus

Um den grofite gemeinsame Teiler zweier Polynome a # 0 und b # 0 in K[z]| zu berechnen,
ist es nicht notig, diese in irreduzible Faktoren zu zerlegen. Wir diirfen deg(a) > deg(b)
annehmen. Durch wiederholte Division mit Rest erzeugen wir dann drei Folgen von Poly-
nomen ag, i, ..., Gn, Gne1 =0, So, S1,..., S, = sund tg, t1,..., t, =t mit a; = s;a+1t;b
fir ¢« = 0,...,n und g¢7(a,b) = gg9T(a;,ai11) = a, = s-a+t-b. Dazu setzen wir
ag=a, so=1,tg=0,a; =b, sy =0 und t; = 1, so dass also a; = s;a + t;b fiir : =0, 1
und ggT'(a,b) = ggT (a;,a;41) fiir i = 0 gelten. Solange nun a; # 0 ist, definieren wir a;;
durch Division mit Rest:
Qi—1 = Qi0; + Qi1

Aus dieser Gleichung folgt schon, dass ;K[z] + a;11K[z] = a;,_1K[z] + a;K[z], also
9971 (as, aiv1) = 99T (ai—1, a;) = ggT'(a,b)

wobei die zweite Gleichheit per Induktion gilt. Setzt man s;,1 = s;_1 — ¢;s; und ;31 =
t;_1 — q;t;, dann ist — wieder per Induktion —

Qip1 = i1 — ¢a; = (Si—10 + tio1b) — qi(sia + s;b) = sip1a + tipab .

Da die Grade der Polynome a; fallen, geht die Division schlielich auf. Es ist dann a,, .1 =
0, also ggT'(a,b) = ggT (an, ani1) = ay.

Wenn man nur am gg7'(a,b) interessiert ist, nicht an seiner Darstellung durch a und b,
braucht man offenbar nur die a;’s zu berechnen, nicht die s;’s und ¢,;’s.

Ganz analog kann natiirlich in Z verfahren werden.
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12 Normalformen von Matrizen I: Die kanonische rationale

Im ganzen Paragraphen ist K ein beliebiger Korper, V' ein endlich-dimensionaler K-VR,
etwa dim V' = n, und « ein Endomorphismus von V.

12.1 Bemerkung/Definition: Minimalpolynom von «

Fir jedes f € Klz] ist f(«) ein Endomorphismus von V; es ist leicht zu sehen, dass
I = {feK][z] | f(a) =0} ein Ideal von K[z] ist. Dieses Ideal ist nicht das Nullideal: da
dim End (V) = n? (siehe 7.11), kénnen die Elemente idy = a°, , o2, - -, &™ nicht linear
unabhéngig sein. Also gibt es ko, - - - , k,2 €K, nicht alle = 0, mit Z:'io ko' = 0. Damit
ist ein Polynom # 0 in I gefunden. Nach den Ergebnissen des vorigen Paragraphen ist
I = mK]z] fiir ein Polynom m # 0, welches als normiert angenommen werden kann, und
dann durch « eindeutig bestimmt ist. Dieses m heifit das Minimalpolynom von a.

Wenn A eine quadratische Matrix ist, definiert man entsprechend das Minimalpolynom
von A.

12.2 Bemerkung:

(i) Minimalpolynom und charakteristisches Polynom von « miissen unterschieden wer-
den! Zu den Beziehungen zwischen beiden folgt unten genaueres.

(ii) Wenn A die Matrix von « beziiglich einer beliebigen Basis ist, dann ist das Minimal-
polynom von A zugleich das Minimalpolynom von «. Insbesondere haben &hnliche
Matrizen das gleiche Minimalpolynom.

(iii) Das Argument in der Definition zeigt, dass es ein Polynom # 0 in I vom Grad < n?
gibt. Also ist insbesondere degm < n?. Wir werden zeigen, dass sogar degm < n
gilt.

(iv) Nach Definition von m gilt fiir beliebiges f € K|z], dass f(a) = 0 genau dann, wenn
12.3 Bezeichnung:

Im ganzen Paragraphen ist m das Minimalpolynom von «. Um Klammern zu sparen,
schreiben wir einfach fv fir (f(«))(v), wenn v € V und f € K[z]|. Entsprechend sind

Ker (f) = Ker (f(a)) und Tm (f) = Im (f(a)).

12.4 Definition: invarianter Unterraum

Ein Unterraum U < V mit a(u) €U fiir alle u€ U heifit invarianter Unterraum von V.

12.5 Bemerkung/Definition:

(i) Beispiele fiir invariante Unterrdume sind Im (f) und Ker (f) fiir beliebiges f € K|x].
AuBlerdem sind Summen und Schnitte von invarianten Unterrdumen invariant.

94



(i) Wé&hlt man ein beliebiges v € V' und betrachtet dann den Unterraum U, der von
{v,a(v),a?*(v),-- - } erzeugt wird, so erhilt man einen invarianten Unterraum. Solche
invarianten Unterrdumen heiflen zyklisch.

(iii) Wenn U ein invarianter Unterraum ist, dann kann man « auf U einschrinken und
erhélt einen Endomorphismus oy von U. Dieser hat ebenfalls ein Minimalpolynom,
etwa my. Da m(ayy) = 0 ist, folgt my|m aus 12.2 (iv).

12.6 Lemma:

Wenn f - g =m mit f und ¢g normiert, dann ist U := Ker (g) > Im (f), und my = g.

Beweis:  Es ist gfV = mV = 0, also Im(f) = fV < Ker(g) = U. Insbesondere ist
my fV =0, also m|f - my und daher g/my. Andererseits ist g(oq) = 0 nach Definition
von U, also my|g. Da beide Polynome normiert sind, folgt Gleichheit.

12.7 Satz: zyklische Rdume

Wenn V ein zyklischer Raum ist, etwa V =< v, a(v), a?(v), - - - >, dann gelten:

(i) n=dimV =degm , und {v,a(v),...,a" *(v)} ist eine Basis von V. Auflerdem ist
m das normierte Polynom kleinsten Grades mit mv = 0.

(ii) Beztiglich der Basis in (i) hat o die Matrix

0 0 —ko
1
A=1o0 :
1 0

0 0 1 —k,

wobei .
m(zx) =a" + Z kjax’
§=0

das Minimalpolynom ist.
(iii) m ist zugleich das charakteristische Polynom von «a.

(iv) Wenn m = f - g eine Faktorisierung von m mit normiertem f und ¢ ist, dann ist
Im (f) = Ker (g) ein invarianter Unterraum U von V mit my = g. Der Unterraum
U ist ebenfalls zyklisch, und es gilt dim U = degg.

(v) Die Abbildung g — Ker (g) ist eine Bijektion zwischen den normierten Teilern von

m und den invarianten Unterrdumen von V.

Beweis: (i) Sei r € N so gewiihlt, dass {v,a(v),...,a" ' (v)} linear unabhingig, aber
{v,a(v),...,a" 1 (v),a"(v)} linear abhingig ist. Offenbar ist dann a”(v) eine Linearkom-
bination von {v,a(v),...,a" *(v)} (vergleiche 4.8). Also gibt es k; €K mit
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mit )
p(z) =2" + Z kx|
i=0

und nach Wahl von r ist p das normierte Polynom kleinsten Grades, welches v annulliert.
Es annulliert dann aber auch alle o (v), also auch deren Erzeugnis, d.h. ganz V. Daher
ist p = m, insbesondere degm = r.

Per Induktion sieht man leicht, dass sich mit a"(v) auch jedes a®(v) fiir s > r als Line-
arkombination von {v, a(v),...,a"!(v)} schreiben 148t . Diese Menge ist also eine Basis
von V', insbesondere ist r = n.

(ii) Das Bild eines der Basisvektoren o/ (v) unter « ist a/™!(v), also der niichste Basisvek-
tor auler im Fall j =n — 1. Dann ist

a"(v) = — 2 ki (v) .

Daher hat A die angegebene Form.
(iii) Es ist

xZ 0 k?()
-1 :
tE—A=1| o
s =1 «x ko
0O -+ 0 =1 z+4+k, 4

Die Untermatrix, welche durch Streichen der ersten Zeile und ersten Spalte entsteht, hat
die gleiche Form, also (per Induktion) die Determinante

n—1
xn—l + E kixz—l ]
i=1

Durch Entwickeln nach der ersten Zeile (siehe 8.15) erhédlt man daher

n—1

det(zE — A) = z(z"* + Z ko™ ) + (=1)" T ho(=1)"t = m(x) .

i=1
Das ist die Behauptung.
(iv) In 12.6 stehen schon viele der Aussagen. Wir zeigen, dass Ker (¢g) < Im (f). Dazu sei
ueKer (g). Weil V' zyklisch ist, gibt es ein Polynom h mit u = hv, also v €Im (h). Dann
ist 0 = gu = ghwv, also nach (i) m = gf ein Teiler von gh und daher f|h. Folglich ist
Im (f) > Im (h) und insbesondere u € Im (f).
Es ist klar, dass {fv,a(fv),...} ein Erzeugenden-System von fV = U ist; also ist U
zyklisch. Nach (i) ist dann dim U = degmy = deg g.
(v) Wenn g und h normierte Teiler von m sind mit Ker (g) = Ker (h) = U, dann ist
g = my = h nach 12.6. Also ist die Abbildung g — Ker (g) injektiv. Sie ist auch surjektiv:
Dazu sei U ein beliebiger invarianter Unterraum. Setzt man [ = {h € K[z| | hv € U},
dann ist leicht zu kontrollieren, dass I ein Ideal von K[z] ist, welches m enthélt. Also ist
I = KJz]f fiir ein geeignetes normiertes f € Kx] mit f|m, etwa m = f-g. Weil V' zyklisch
ist, ist U = Iv = fK[z]v = fV =Im(f) = Ker(g), wobei die letzte Gleichheit aus (iv)
folgt.
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12.8 Lemma:
Seien Ai,...,\;€V* Dann
(i)
t
dim( ﬂKer()\i) y>n—t.
i=1

(ii)) Wenn p€ V™ eine Linearkombination von {A,..., \;}, dann
t t
Ker (1) N[ ) Ker (\;) = [ Ker (\;) .
i=1 i=1

Beweis: (i) Sei A : V — K definiert durch A(v) = (A(v),..., \¢(v)). Dann hat Im ()\) als
Unterraum von K! hochstens die Dimension t. Weil

Ker (\) = m Ker (\;) ,

folgt die Behauptung aus 5.13.
(ii) Ein v € Ker () wird auch von jeder Linearkombination der \;’s annulliert, liegt also
auch in Ker (p1). Daraus folgt die Behauptung.

12.9 Satz:

Wenn m = p” eine Potenz eines irreduziblen Polynoms p ist, dann gilt:

(i) Es gibt einen zyklischen invarianten Unterraum Z von V' mit my = m.

(ii) Zu jedem Z wie in (i) gibt es einen invarianten Unterraum W mit V = Z & W.

Beweis: (i) Sonst wire zu jedem invarianten zyklischen Unterraum U das Minimalpolynom
my ein Teiler von p"~!. Aber dann wire p" ! (a) = 0 entgegen der Minimalitéit von m.
(ii) Nach 12.7 (iv) und (v) enthélt Z genau einen kleinsten invarianten Unterraum # 0,
némlich S = p"~'Z. Sei A € V* so gewihlt, dass \g # 0. Fiir jedes ¢ = 0,1,... ist
i i= Ao’ €V*. Sei

(o.¢]
W= [)Ker () .
i=0
Dann ist W invariant, denn wenn w € W, dann ist \;a(w) = Aj1(w) = 0 fur alle 4,
also a(w) € W. Setzt man t = degm, so ist o und jede hohere Potenz von « eine

Linearkombination von {a?, ..., a!~1}, folglich sind A, A¢;1, ... Linearkombinationen von
{Aos - Ai—1}. Aus 12.8 folgt jetzt, dass

t—1

W = ﬂ Ker (\;)

1=0

und dass dim W > n —t.
Als Schnitt von invarianten Unterrdumen ist Z N W invariant. Daher ist ZNW = 0, denn
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sonst ware S < ZNW < W < Ker () im Widerspruch zur Wahl von A.
Weil Z zyklisch mit Minimalpolynom m ist, gilt dim Z = degm = t nach 12.7, (i). Folglich
ist nach 5.24

n=dim(V) > dim(Z + W) = dim(Z) +dim(W) >t+ (n—t) =n .
Es folgt Z & W =V, wie behauptet.

12.10 Satz:

Wenn m = my - mg - --- - m, eine Faktorisierung in paarweise teilerfremde, normierte
Faktoren ist (d.h. fiir ¢ # j sind m; und m; teilerfremd), und wenn U; = Ker (m;) fir
1=1,---,r, dann gilt:

(i) Jedes U; ist invariant.
(ii) m, ist das Minimalpolynom von ay,.
(i) V=U,&aU,.
Beweis: (i) steht schon in 12.5 und (ii) in 12.6.
(iii) Induktion iiber r. Der Fall » = 1 ist trivial, denn Ker (m) = V.

r = 2. Nach 11.15 gibt es Polynome f und g mit fm; 4+ gms = 1. Fiir jedes v € V gilt
daher v = 1v = gmov + fmyv €Uy 4+ Us, denn gmov € Im (mgy) < Ker (m;) = Uy nach 12.6
und ebenso fmyv€U,. Wenn v e U; NUs, dann ist v = 1lv = gmov + frmyv = 0 ; damit ist
V =U; @ U, gezeigt.

Fiir r > 2 setze my =mq -mg -+ - m,_; und U; = Ker (m1). Verwende den Fall r = 2 fiir
m = m; - m, sowie Induktion fiir g

1"

12.11 Satz: kanonische rationale Form

Es gibt eine Basis von V' bzgl. derer die Matrix A von « die folgende Form hat:

Ay 0
A= A2
0 A,
mit n; X n;—Matrizen A; der Form
0 0 —kY
1
Ai = 0 )
1 0
0 0 1 —kY
wobei
n;—1 ' '
x4 kz](-l)x] = pi(x)*
§=0



mit s; € N und p; € K[z] irreduzibel ist. (Dabei gilt natiirlich: Wenn d; = degp;, dann
n; = d;s; und 22:1 n; =dimV.)

Beweis:  Faktorisiere das Minimalpolynom in Potenzen von normierten irreduziblen Fakto-
ren wie in 11.13 : .
m = H pjj )
j=1

Mit U; = Ker (pjj) ist dann V = U; @ --- @ U, nach 12.10, wobei pjj das Minimalpo-
lynom von ajy, ist. Nach 12.9 (und trivialer Induktion iiber die Dimension) ist jedes Uj
eine direkte Summe von zyklischen invarianten Unterrdumen. Fiir jeden von diesen kann
man eine Basis wie in 12.7 (i) wéhlen. Die Vereinigung der Basen all dieser zyklischen
Unterrdume ist dann eine Basis von V', beziiglich derer die Matrix von « die behauptete
Form hat.

12.12 Korollar:

Es gibt eine Zerlegung V = Z; & - -- & Z; derart, dass jedes Z; ein zyklischer invarianter
Unterraum und jedes Minimalpolynom m; von oz, Potenz eines irreduziblen Polynoms
ist.

Beweis: Folgt aus dem Beweis von 12.11.

12.13 Definition: kanonische rationale Form

Man sagt, daf§ die Matrix A kanonische rationale Form hat, wenn A wie in 12.11 ist.

12.14 Lemma:

Ay
Sei A = ( ) in kanonisch rationaler Form. Dann gelten:
At

f(A1)
(1) Fir jedes feK[z] ist f(A) = ( ) :
f(Ab)

(2) Wenn m; das Minimalpolynom von A; ist, dann ist m das kleinste gemeinsame
Vielfache der m;.
Beweis:

(1) ist trivial.

(2) Nach (1) ist f(A) = 0 genau dann, wenn f(A;) = 0 fiir jedes i. Nach 12.2 (iv) ist dies
dquivalent zu my;|f fiir jedes i, d.h. f ist gemeinsames Vielfaches aller m;. Daraus folgt
die Behauptung.

12.15 Korollar: Cayley-Hamilton

(i) Das Minimalpolynom ist ein Teiler des charakteristischen Polynoms.

(ii) o ist Nullstelle seines charakteristischen Polynoms.
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(iii) Jeder irreduzible Teiler der charakteristischen Polynoms ist auch Teiler des Minimal-
polynoms.

Beweis:  Sei A eine Matrix zu « in kanonischer rationaler Form und m; das Minimalpolynom
von A; wie oben. Dann ist m das kleinste gemeinsame Vielfache der m; nach 12.14. Fiir
jedes i ist m; zugleich das charakteristische Polynom von A; nach 12.7 (iii). Daher ist
das charakteristische Polynom von A gleich dem Produkt der m;. Daraus folgen alle
Behauptungen.

12.16 Satz:
A
Jede quadratische Matrix B ist dhnlich zu einer Matrix A = 1 in kanonisch
Ay
rationaler Form. Bis auf die Reihenfolge der Blocke A; ist A durch B eindeutig bestimmt.
Sei p € K[z] irreduzibel und 0 < k € N; dann 148t sich die Anzahl z = z(p, k) der Blocke
A; mit Minimalpolynom m; = p* aus der Formel

z-degp =Rg (p"'(B)) + Rg (""" (B)) — 2- Rg (p"(B))

bestimmen.

Beweis:  Die erste Aussage ist nur eine Umformulierung von 12.11. Die behauptete Eindeu-
tigkeit von A folgt aus der Formel fiir z ; es geniigt also, diese zu beweisen. Weil dhnliche
Matrizen gleiche Rénge haben (das folgt aus 7.19), darf man fiir den Beweis B durch A
ersetzen. Aus 12.14 folgt, dass fiir f €K[z] stets Rg (f(A)) = S_i_, Rg (f(A;)) gilt. Daher
geniigt es, einen Block A; zu betrachten und

degp falls m; = p*

r; := Rg (pk_l(Ai)) + Rg (pkH(Ai)) —2-Rg (pk(A’)) - {0 sonst

Zu zeigen.

Sei also m; = ¢° mit einem irreduziblen Polynom g¢.

Wenn p # ¢, dann sind p* und m; teilerfremd. Nach 11.15 gibt es f, g€ K[z] mit 1 =
f - p* + g - m;. Durch Einsetzen von A; folgt

E = f(A) - p"(Ai) + g(A;) - mi(Ai) = f(4) - p"(Ai)

denn m;(A;) = 0. Hierbei ist £ die Einheitsmatrix passender Grofle. Insbesondere ist
pF(A;) invertierbar, hat also vollen Rang (7.39). Mit derselben Begriindung gilt dies auch
fiir p*~1(A;) und pF*t1(A4;). Da die drei Matrizen den gleichen Rang haben, ist r; = 0.

Sei also p = ¢. Wenn s < k, dann ist s < k — 1 und daher p*~1(A;) = 0 und erst recht
p*(4;) = p"(A;) = 0. Auch in diesem Fall haben also alle beteiligten Matrizen den
gleichen Rang (diesmal 0), und daher ist r; = 0.

Wenn s = k, dann ist wieder p¥(A4;) = p*™(A;) = 0. Dagegen ist Rg (p"'(4;)) = degp
nach 12.7 (iv) (die Faktorisierung ist hier m; = p* = p*~! . p ; auBerdem sollten Sie sich
daran erinnern, dass der Rang einer Abbildung die Dimension des Bildes ist). In diesem
Fall ist also r; = degp.

Mit 12.7 (iv) wird auch im letzten Fall s > k argumentiert: Wenn etwa s = k + ¢, dann
ist m; = p* = p* - p' eine Faktorisierung, also Rg (p*(A;)) = degp’ = t - deg p. Genauso
ist Rg (p*™(A;)) = (t — 1) - degp und Rg (p*~*(4;)) = (t + 1) - deg p. Daraus ergibt sich
wieder r; = 0.
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12.17 Beispiel:
Sei

17

—6
24
6

10
—26
-8

4
22
-2
-3

—27
—24
27

—4
2
2
3

15

12

—15

—12
27

—12
24

Es ist cg = (x — 6)7 das charakteristische Polynom von B; dieses enthilt also nur einen
irreduziblen Faktor, ndmlich p(z) = = — 6 . Durch elementare Zeilentransformationen
erhalten wir die Treppennormalform der Matrix p(B) = B — 6F :

10 4/5 00 6/5 4/5
v | 100 65 4
- 10 —3/2 -1
1 -9/2 -3
(Nullzeilen fortgelassen). Also hat p(B) den Rang 4. Es ist
-4 -1 -1 —4 0 0 O
6116 4 4 16 0 0 O
XpB)=z109 0o 0 0 000l
0 0 0 0O 0 00

also ist
Y=(1 1/4 1/4 1 0 0 0)

die Treppennormalform der Matrix p*(B). Der Rang ist jetzt 1. Es ist Y - p(B) = 0.
Folglich ist p* das Minimalpolynom von B. Auflerdem gilt fiir

z=z(k) = dogp [Rg (»""(B)) + Rg (»"""(B)) —2-Rg (p"(B)) ] ,
dass
kE | Rg (pk(B)) z
0 7 —
1 4 7T+1—-2-4=0
2 1 44+0—-2-1=2
3 0 1+40-2-0=1
>4 0 0+0—-2-0=0
Die kanonische rationale Form von B ist also
00 63
1 0 —3-62
01 3-6
A= 0 —62
1 2-6
0 —62
1 2-6

1
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12.18 Bemerkung:

(i) Im obigen Beispiel ist die Faktorisierung des charakteristischen Polynoms in irredu-
zible Faktoren einfach. Im allgemeinen liegt da aber eine grofie Schwierigkeit, obwohl
nach Satz 11.13 diese Faktorisierung immer moglich ist. Ein Patentrezept, wie man
das macht, kann ich Ihnen nicht anbieten.

(ii) Noch in einer zweiten Hinsicht ist das Beispiel nicht typisch: Im allgemeinen enthélt
das charakteristische Polynom natiirlich mehrere irreduzible Faktoren py,
P2,... . Man muss dann fiir jedes j die Rénge von p}(B),p?(B), ... berechnen,
und zwar solange, bis zum ersten Mal Rg (p%(B)) = Rg (p?“(B)) ist. Fir grofiere
Potenzen dndert sich der Rang nicht mehr. Dieses k ist dann der Exponent von p;

im Minimalpolynom.

(iii) Mit der im Beispiel gezeigten Methode findet man zu B die kanonische rationale
Form A = T~!. B -T. Wenn auch eine Matrix 7' mit dieser Eigenschaft gesucht
wird, hilft ein genauer Blick auf den Beweis von 12.9. Wir zeigen das Vorgehen am
gleichen Beispiel:

12.19 Beispiel: Fortsetzung

Es ist
—96 —24 —24 —-96
264 66 66 264
120 30 30 120
p(B) = 0 0
0 0
00
0 0
WEeil die ersten vier Spalten nicht 0 sind, kann man als einen ersten Basisvektor z.B. jeden
der Vektoren ey, ..., es nehmen. Wir entscheiden uns fiir b; = es. Dann liegen b, = B - by

(d.h. die zweite Spalte von B) und bs = B? - b; (d.h. die zweite Spalte von B?) fest.

In der Matrix sind die ersten drei Eintrdge in der zweiten Spalte nicht 0 ; also kann man
fiir A z.B. die Projektion auf eine dieser Komponenten nehmen. Wir entscheiden uns fiir
die dritte Komponente. Den Schnitt

ﬁKer (A BY) = ﬁKer (A BY)

1=0 1=0

erhélt man dann als Losungsmenge des homogenen linearen Gleichungssystems, dessen
Koeffizientenmatrix aus den dritten Zeilen von B°, B! und B? besteht, also

o o0 1 0 0
-1 6 -8 =2 2

0 0
0 0]-2=0.
108 102 —102 96 24 0 O
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Eine Basis des Losungsraumes sind die Vektoren

26 -2 0 0
—4 8 0 0
0 0 0 0
by=1|—-25],b5 = 0 be=101,0,=10
0 —25 0 0
0 0 1 0
0 0 0 1
Zusammen mit by, by, b3 bilden sie die Spalten einer Matrix
0 -6 -9 26 -2 00
1 24 318 —4 8 0 0
0O 6 102 O 0O 00
T7,=10 0 0O =25 0 00
0 O 0 0 —-25 0 O
0 O 0 0 0 10
0 O 0 0 0 01
Damit ist
0 0 216
1 0 —108
0 1 18 A
B :=T7'-B-T, = -3 3 0 0 _<1 c)’
27 15 0 0 !
600 —300 —12 -—12

—675 375 27 24

d.h. die Matrix B enthélt schon den richtigen 3 x 3-Block links oben auf der Diagonalen.
Um C zu verdndern, wird das Verfahren fiir den Unterraum < by, b5, bg, by > wiederholt:
Weil (C; — 6) - by # 0, aber (C; — 6)*> = 0, kann man ¢, = by wihlen und hat dann
c5 = C - ¢4, d.h die erste Spalte von C. Wahlt man fiir A die Projektion auf b4, so ist die
Koeffizientenmatrix des zugehorigen homogenen Systems gerade

1 000
-3 3 00

(erste Zeilen von CY und C}). Der Losungsraum hat offenbar Basis {bg, b7 }. Entsprechend
findet man als néchste Transformationsmatrix

1 -3 00
0 —27 0 0
T = 0 600 1 0
0 —675 0 1
und damit
0 —36 0 0
el 1 12 0 0
Co=T, -Ci- Ty 0 0 =12 —12
0 0 27 24
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Jetzt muss nur noch der 2 x 2-Block rechts unten auf die richtige Form gebracht werden.
Dies ist offenbar mit 73 = (1) _2172) zu erreichen.

Insgesamt findet man als Matrix des Basiswechsels

0 -6 —96 26 —24 0 0
1 24 318 —4 -204 0 O

0 6 102 0 0 0 0

T—Tl-(E3 T)-(E5 T)— 00 0 -2 7 0 0
2 3 0 0 0 0 675 0 0

0O 0 0 0 600 1 —12

00 0 0 —6750 27

und kann 77! - B-T = A (oder einfacher B-T =T - A und T regulir) kontrollieren.
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13 Normalformen von Matrizen II: Die Jordan’sche Form

Sei weiterhin V' ein n—dimensionaler VR iiber dem Koérper K und « ein Endomorphismus
von V' mit Minimalpolynom m. Wir setzen voraus, dass alle irreduziblen Faktoren des
charakteristischen Polynoms von « linear sind.

13.1 Bemerkung:

Diese Voraussetzung ist fiir jedes « erfiillt, wenn K algebraisch abgeschlossen ist, denn
wenn p € K[z] nicht konstant ist, dann hat p nach Voraussetzung eine Nullstelle, etwa
A. Aber dann ist x — X ein Teiler von p. Insbesondere gilt: p = x — A ist linear, wenn p
irreduzibel und normiert ist.

13.2 Satz/Definition: Jordan’sche Normalform

Bziiglich einer geeigneten Basis von V' hat die Matrix A von a Jordan’sche Normalform,
d.h.

Ay 0
A= As
0 Ay
mit ,, Jordan—Ké&stchen“ A; der Form
Yy 0
A=t
0 1. by

Bis auf die Reihenfolge der A; ist die Jordan’sche Normalform durch « eindeutig bestimmt.

Beweis:  Existenz einer geeigneten Basis: Nach 12.12 ist V = Z; & - - - @ Z; mit zyklischen
invarianten Unterrdumen, deren Minimalpolynome m; Potenzen von irreduziblen Teilern
(nach 12.15) des charakteristischen Polynoms von « sind. Es geniigt, fiir jedes Z; eine
Basis anzugeben derart, dass die Matrix von o)z ein Jordan-Késtchen ist. Also darf
man annehmen, dass V' = Z; zyklisch ist und dass m = (x — \)" fir geeignetes A € K
gilt. Daher gibt es eine Basis v, a(v),...,a" !(v). Dann ist leicht zu sehen, dass auch
by =v, by = (a—AN)(v),...,b, = (& — \)" ! (v) eine Basis ist. Aus (o — \)(bx) = bpy1
(fiir £ < n) bzw. (o — X)(by) = (v — X\)"(v) = 0 folgt a(by) = b1 + Aby (fiir & < n) bzw.
a(b,) = Ab,. Beziiglich dieser Basis hat « also die angegebene Form.

Die Eindeutigkeit ergibt sich aus 13.3 unten.
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13.3 Bemerkung:

Fiir jeden Teiler z — A des charakteristischen Polynoms und fiir jedes s ist die Anzahl
z = z(\, s) der Jordan-Késtchen

A 0
1
0 1 A

der Grofle sx s gegeben durch

z=Rg(a—XN"+Rg(a— N —2.-Rg(a—\)° .

Beweis:  Das ist genau die Formel aus 12.16, da degp = 1.

13.4 Bemerkung:

(i) Um die Jordan’sche Normalform zu finden, muf man die Rénge von (a — \)*® fiir
jeden Eigenwert A von « und fiir jedes s berechnen.

(i) Mit 13.3 findet man zwar ziemlich leicht die Jordan’sche Normalform (falls man
die Nullstellen des charakteristischen Polynoms findet), aber man hat damit noch
nicht eine geeignete Basis (bzw. Transformationsmatrix) gefunden. Dazu sind im
wesentlichen die Schritte wie in 12.19 durchzufiihren.

(iii) Wenn die kanonische rationale Form schon gegeben ist, dann ist eine Transformati-
onsmatrix leicht zu finden. Es geniigt, dies blockweise zu tun. Man muss dann also
die Matrix des Basiswechsels von {a?(v)|j = 0,...,s—1} zur Basis {(a—\)/(v) | j =
0,...,s—1} angeben, d.h. die neuen Basisvektoren durch die alten ausdriicken; dabei
hilft der Binomische Lehrsatz:

13.5 DBeispiel:

Ein 4 x 4-Matrix mit Minimalpolynom (z — A\)* hat die kanonische rationale Form

00 0 =\t

1 0 0 4)
B=10 10 —6x

0 01 4)\

und die Jordan’sche Normalform

A0 00

1 X0 0
J = 01 XN O

00 1 X\
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Die Transformationsmatrix lautet

I =X A2 =X

0 1 =2\ 3X\°
= 0 0 1 =3

0 0 0 1

(Probe: T'J = RT))
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14 Niherungslésungen reeller linearer Gleichungssysteme

14.1 Bemerkung:

Gegeben sei das reelle lineare Gleichungssystem Az = b mit einer n x m-Matrix A und
b € R™. Auch wenn dieses System unlésbar ist, kann man nach Nédherungslosungen fragen,
d.h. nach solchen x € R™, fiir die Az ’dicht’ an b liegt. Damit soll gemeint sein, dass der
Abstand ||Az — b|| moglichst klein ist. Das fithrt zu:

14.2 Definition: Beste Niherung

Sei A eine reelle n x m-Matrix und b € R". Man nennt u € R™ eine beste Nédherungslosung
des linearen Gleichungssystems Az = b, wenn ||Au — b|| < ||Av — b|| fur alle v € R™ ist.

14.3 Beispiel:

Sei
1 2 1
A=|3 4], b= |4
5 6 )
Wé&hlt man v = (-3, 3), so erhélt man
2
Av—b=|-1] ,
—2
also ||Av —b|| = V4 + 1+ 4 = 3. Wahlt man dagegen u = (2/3,1/3), so erhilt man
1/3
Au—b=|-2/3| ,
1/3

also [|[Au —b|| = \/1/9 +4/9 +1/9 = 1/3/6 < 1. Daher ist v sicher keine beste Niihe-
rungslosung. Dagegen wird sich zeigen, dass u eine beste Naherungslosung ist (und sogar
die einzige solche).

14.4 Bemerkung:

Wenn das Gleichungssystem losbar ist, dann sind natiirlich die Losungen u die besten
Néherungslosungen, denn fiir diese und keine anderen Vektoren gilt ||Au — b|| = 0.

14.5 Lemma:

Sei A eine reelle n x m-Matrix. Die Unterrdume Im (A) und Ker (A") von R" enthalten
nur den Nullvektor gemeinsam.

Beweis:  Sei v = Au € Ker(AY) NIm (A). Dann ist 0 = A'v = A" - Au. Erst recht ist
0=u'A" Au = (Au)" - Au = v'v. Da das Skalarprodukt auf R" positiv definit ist, folgt
v = 0 wie behauptet.
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14.6 Satz:

Sei A eine reelle n x m-Matrix und b € R™. Dann gilt:

(i) Das Gleichungssystem A’ - Ax = A" ist immer 15sbar.

(ii) Die Losungen dieses Gleichungssystems sind genau die besten Naherungslosungen
von Az = b.

Bewets:
Behauptung 1: Im (A” - A) = Im (A?).
Bew.: Sei u € Ker (A" A) und v = Au. Dann ist v € Im (A) N Ker (A") = 0 (nach dem
Lemma), also u € Ker (A). Wir haben gezeigt, dass Ker (A*- A) < Ker (A). Daher ist
dim Ker (A" - A) < dim Ker (A4). Aus 5.13 folgt

dimIm (A" - A) > dimIm (4) = Rg (A4) = Rg (A") = dimIm (A")

(vergleiche 7.21). Da offensichtlich Im (A* - A) < Im (A"), folgt die Gleichheit aus 4.20.
Behauptung 2: Das Gleichungssystem A’ - Ax = A'b ist 16sbar.

Bew.: Da Im (A") = Im (A" - A) nach (1) und da A’ € Im (A?), gibt es u mit (A" - A)u =
A'b. Das ist die Behauptung.

Behauptung 3: Jede Losung von At- Az = AD ist eine beste Niherungslésung von Az = b.
Bew.: Wir miissen zeigen, dass ||Au — b|| < ||Av — b]] fiir alle v € R™, wenn

(+) At Au= A .

Es geniigt offenbar, ||Av — ][> — ||Au — b||* > 0 zu zeigen. Dazu schreiben wir v = u + w,
also Av — b= Au— b+ Aw. Dann ist

[|[Av = b||? — ||Au — b||* = (Au—b+ Aw)'(Au—b+ Aw) — (Au —b)*(Au — b)
2(Aw)t(Au —b) + || Aw]|?

= 2uw'(A"- Au — A'D) + || Aw||?

|| Aw][?

0.

AVANI

Behauptung 4: Jede beste Niherungslosung von Az = b ist eine Losung von At Az = A’b.
Bew.: Sei v eine beste Ndherungslosung von Ax = b. Nach (2) existiert eine Losung
u von A"+ Az = A'b und diese ist nach (3) ebenfalls eine beste Ndherungslésung von
Az = b; daher ist ||Au — b|| = ||Av — b||. Schreibt man wieder v = u + w, dann ist also
0 = ||Av — b]|? — ||Au — b||* = ||Aw]||?, wie gerade im Beweis von (3) berechnet. Das geht
aber nur, wenn Aw = 0, also erst recht A'- Aw = 0. Folglich ist A*- Av = Al Au+ At Aw =
Al - Au = A%, also v eine Losung von Al - Ax = A'b.

14.7 Bemerkung:

Da A'- A eine quadratische und sogar symmetrische Matrix ist, darf man sich also bei der
Losung reeller linearer Gleichungssysteme auf solche mit quadratischer und symmetrischer
Koeffizienten-Matrix S beschrianken! Fiir solche gibt es nach dem Hauptachsen-Theorem
eine orthogonale Matrix T derart, dass 7% - S - T = D eine Diagonalmatrix ist. Durch
Multiplikation mit 7% wird aus Sz = b das dquivalente Gleichungssystem T = T - Sx =
Tt-S-T-T'z = D - Tz, welches sehr leicht zu lésen ist, da D diagonal ist.
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14.8 Beispiel:

Bevor ein Bécker in den Urlaub fahrt, mochte er seine Vorrdte moglichst verbrauchen.
Eine Inventur ergibt die folgenden Bestédnde (Wert in Euro)

Mehl
120

Eier
170

Butter Milch  Gewlirze
250 63 30 ,

aus denen drei verschiedene Kuchensorten Ky, Ky, K3 hergestellt werden sollen. Den Wert
der Zutaten fiir diese Kuchen kann man der folgenden Tabelle entnehmen:

K, Ky K;
Mehl 0.5 05 0.6
Eier 0.6 09 0.9
Butter 1.0 15 1.0
Milch 03 02 0.3
Gewiirze 0.1 0.1 0.2

Wenn z; die Anzahl der Kuchen vom Typ ¢ = 1,2,3 ist, dann ergibt sich daraus ein
lineares Gleichungssystem, ndmlich

0.5 0.5 0.6 120
0.6 0.9 0.9 it 170
1.0 1.5 1.0 To | = | 250
0.3 0.2 0.3 T3 63
0.1 0.1 0.2 30

Dieses Gleichungssystem ist nicht losbar, da der Rang der Koeffizienten-Matrix 3, der
Rang der erweiterten Matrix aber 4 ist. Also multipliziert man mit der Transponierten

der Koeffizienten-Matrix und erhalt

0.5 0.5 0.6
1.71 2.36 1.95 T 0.5 0.6 1.0 0.3 0.1 0.6 0.9 0.9 it
2.36 3.36 2.69 z2 | =105 09 15 0.2 0.1 1.0 1.5 1.0 T2
1.95 2.69 2.30 T3 0.6 09 1.0 03 0.2 0.3 0.2 0.3 T3
0.1 0.1 0.2
120
0.5 06 1.0 0.3 0.1 170 433.9
=105 09 15 02 0.1 250 | = | 603.6
0.6 09 1.0 03 0.2 63 499.9

30

Die Determinante der (quadratischen, symmetrischen) Koeffizienten-Matrix ist nicht 0,
also hat dieses Gleichungssystem genau eine Losung, die dann die einzige beste Ndherung
fiir das urspriingliche Problem ist. Gerundet ergibt sich (xy,z9,23) = (111.6,47.1,67.6).
Jedenfalls kann der Béacker also 111 Kuchen der ersten, 47 Kuchen der zweiten, und 67
Kuchen der dritten Sorte backen. Wie man kontrolliert, reichen die restlichen Zutaten
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nicht mehr fiir einen weiteren Kuchen nach einem der drei Rezepte.

Es sollte angemerkt werden, dass wir (oder der Bécker) hier Gliick gehabt haben, weil
alle Komponenten der besten Néherungslosung positiv sind. Was kénnte der Béacker mit
der Information anfangen, dass er am besten —10 Kuchen der Sorte K5 backen sollte? Die
Bedingung z; > 0 ergibt sich aus der Problemstellung, wir haben sie aber bei Berechnung
nicht berticksichtigt und eben nur Gliick, dass sie von der Losung erfiillt wird. Der richtige
Ansatz ist Ax < b, z > 0 und = ganzzahlig. Das (optimale) Losen von linearen Unglei-
chungssystemen ist Gegenstand der 'Linearen Optimierung’, auf die in dieser Vorlesung
nicht eingegangen wird.
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15 Multilineare Abbildungen und Tensorprodukt

15.1 Definition: n—fach linear

Seien Vi, Vs, ..., V, und W alles Vektorrdume iiber demselben Kérper K. Eine Abbildung
p: Vi xVyx.--xV, — W heifit n—fach linear, wenn sie linear in jeder Komponente ist,
d.h. wenn fiir jedes i = 1,...,n, jedes k€K und alle Vektoren v; €V}, j # i, v;, v, € V; gilt

!
O(v1, ..y Vi1, U + kUL Vi, L, U)

/
= 90(017 ey Vi—1, Uiy Vig1,y - - 7Un) + k?SO(Uh sy Vi1, U5 Vgt - - 7%).

15.2 Beispiel:

(i) Die Determinantenabbildung det ist n—fach linear (fir V) = Vo = .- =V, = K",
W =K).

(i) Bilinearformen sind 2-fach linear (fir V; = V5, W = K).

(iii) Wenn ¢ : Vj x Vo x -+ x V,, — W n—fach linear und o : W — U linear, dann ist
ap: Vp x Vo x -« xV, — U n—fach linear.

15.3 Bemerkung:
Wenn ¢ und ¢ wie in 15.1 sind, dann ist auch ¢ + 1, definiert durch

(p+ V) (v1,...,0n) = @(v1, ... 0,) + (01, .., 0p),
eine n—fach lineare Abbildung V; x --- x V,, — W. Ebenso ist fiir k€K durch
(ko) (v1, ... 0n) = ko(vy, ..., vp)

eine n—fach lineare Abbildung definiert. Mit dieser Addition und skalaren Multiplikation
bilden die n—fach linearen Abbildungen von V; x --- x V,, in W einen Vektorraum, den
wir mit £(V3, ..., Vy; W) bezeichnen.

15.4 Satz:
Fiir jedes ¢ ist die Abbildung

o:Hom (V;, LVi,...,Vie1,Vigq, ..., Vs W) =H — L(Vy, ..., Vi, W),
welche fiir « € H durch
OCU<U1, e ,Un) = CY(Ui)<U1, e Vi1, Vg1, - - ,Un)

definiert wird, ein Isomorphismus.

Beweis:  Sicher ist a” eine Abbildung V; x --- x V,, — W.
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a? ist n—fach linear: In der j—ten Komponente (j # i), weil a(v;) € L(Vi,..., Vi 1, Vi1,
..o, Vs W); in der i—ten Komponente, weil «v linear und nach Definition der Vektorraum—
Struktur auf L.

Also ist o wirklich eine Abbildung H — L(V4, ..., V,; W). Nach Definition der Vektorraum-—
Strukturen auf £ und H ist ¢ linear.

o ist bijektiv: Fir o€ L(Vi, ..., V,; W) sei
(;OT . ‘/; _)'C(‘/la"'7‘/;—17‘/;+17"'7Vn;W)

definiert durch
O (Vi) (V1 V1, Vigy e ey Un) = @(V1, 0, ).

Dann ist ¢” € H und
OéUT(’UZ‘)(Ul, ey Vi1, Vg1, - - - 7Un> = Oéa<1}1, RN 7Un)
:O((’Ui)<1)1,...7’UZ'_1,UZ'+1,...,UH),

also a7 = «, o7 = id, und

T (v1, e 0n) = @ () (V1 Vi1, Vigdy ey V) = O(U1, e, Un),

d.h. ™ =, To =1id.

15.5 Korollar:

Wenn die Vektorrdume V;, W alle endlich—dimensional sind, dann gilt
dimL(Vy, ..., Vy; W) =dimV; -dim Vs - ... - dim V,, - dim W.

Beweis:  durch Induktion iiber n.
Fiir n = 1 hat der VR £(V1; W) = Hom (V;, W) die Dimension dim V; - dim W. Fiir n > 1
ist nach 15.4 und Induktionsvoraussetzung
dim £(Vi,...,V,; W) =dim Hom (V, L(Va, ..., V,; W)
=dimV; - dim L(Va, ..., V,,; W)
=dimV; -dimV;-...-dimV, - dim W.

15.6 Bemerkung:

(i) Wir wollen jetzt aus V7, ..., V,, einen neuen Vektorraum (genannt das Tensorprodukt,
geschrieben V; ® Vo ® --- ® V,,) konstruieren derart, daf fiir jedes W die n—fach
linearen Abbildungen Vi x V5 x --- x V,, — W bijektiv den linearen Abbildungen
VieV,®---®V, — W entsprechen. Dazu folgende Vorbemerkung:

(ii) Sei M eine beliebige Menge, K ein Korper. Die Menge

Fy={f:M — K| f(m) =0 fiir fast alle me M}
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bildet mit der iiblichen Addition und Multiplikation einen Vektorraum. Eine Basis
von Fyy ist {d,, |me M}, wobei d,,, : M — K definiert ist durch

d(@) = {1 falls z = m

0 sonst.

Die Basis ist also in Bijektion zu M. Schreibt man [m] fir d,,, dann besteht also Fy,
aus allen (endlichen) Linearkombinationen

Z Ep[m
meM
mit k,, € K.

15.7 Definition: Tensorprodukt

Seien Vi,...,V, gegeben. Sei U der Unterraum von Fy,«..xy, = F, welcher von allen
Elementen der Form

[(V1, .y Vi1, U+ VL Uity - e U]
— (V1,01 U, Vi1, - 0R)] = [(V1, e Vi1, V) Vit e U]
und
(01, Vi1, KV Vi1, s On)] — K01, oo Vi1, U, Vigt, - oo, Un)]
erzeugt wird. Der Faktorraum F/U wird das Tensorprodukt von Vi, ..., V,, genannt und
als

FIU=Vi® @V, =XV

geschrieben. Wenn (v, ...,v,)€Vy X -+ x V,,, dann ist [(vy,...,v,)] €F, also
T(vi,...,vn) i =[(v1,...,0)] +UEF/U=V1® - Q@ V,.

Zur Abkiirzung schreibt man T'(vy,...,v,) = 11 ® -+ Q@ v,. Also ist T eine Abbildung von

Vix--xV,mVi®---®V,.

15.8 Lemma:

T ist n—fach linear.

Beweis: Es ist

T(.,v4v,...)=](.. vz—i—vl,.. )] +

weil [(...,vi—i-v;,...)]—[(...,vi,...)]—[(...,vg,...)]eU,

Ebenso fiir Skalare.
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15.9 Bemerkung:
(i) Jedes Element von V; ® --- ® V,, ist eine endliche Summe von Elementen der Form
V1 Q- Q.
Beweis: Da die Elemente [vy,...,v,] eine Basis von F' bilden, sind die v; ® -+ ®
Uy = [v1,...,v,] + U ein Erzeugendensystem von V; ® --- ® V,,. Jedes Element aus

Vi®---®V, ist also eine endliche Linearkombination von Elementen dieses Typs.
Wegen

k(vl®"'®vn):kT<U17"‘7UH>:T(kvlw"avn):(kvl)®”'®vn

folgt die Behauptung.
(ii) Beim Rechnen in V} ® --- ® V,, gilt
(1 +0) QR U, =010 U, +1 QU - DU,
und
(kv1) @2 @ - QU = k(1 @ V2 ® -+ @ Vp).

Ebenso fiir alle anderen Komponenten. Insbesondere darf man Skalare schieben:
N kR BV QU=11® QU R Qkv; ® - @ Uy

fiir alle 7, .

15.10 Satz:

Seien V1, ..., V,, und W Vektorrdume iiber K. Die Abbildung a — T ist ein Isomorphis-
mus von Hom (V; ® - - @ V,,, W) auf L(Vi, ..., V,; W).

Beweis: DaT :Vix---xV, - Vi®---®V, n-fach linear ist (15.8) und o : V1 ®---®V,, — W
linear, ist a7 : V§ x -+ x V;, = W n—fach linear nach 15.2, d.h. aT € L(V1,...,V,,; W).

Offenkundig ist o — aT eine lineare Abbildung. Wenn « # 0, dann gibt es ein Element
rzeVi®---®V, mit a(z) # 0. Danach 15.9 das Element x eine Summe von Elementen der
Form v; ® - - - ® vy, ist, gibt es also ein solches Element v; ® - - - @ v, mit a(v; ® - Qv,) =

aT(vy,...,v,) # 0. Also ist dann T # 0, d.h. « — aT ist injektiv.

Die Abbildung ist auch surjektiv: Sei p € L(V4, ..., V,; W). (Gesucht ist e e Hom(Vi® - - -®
Vo, W) mit oT = ¢.) Dann ist durch ¢([(vy,...,v,)]) = @(v1,...,v,) eine Abbbildung
auf der Basis von F' in W definiert. Diese 148t sich nach 5.16 eindeutig zu einer linearen
Abbildung ¢ : F — W fortsetzen. Es ist

L [T o A | I | G P | I [ GRS 1))
=p(.,vFv,. )=o) — e vl ),
nach Definition von ¢,

= 0, da ¢ n—fach linear.

Ebenso fir [(..., kv, ... )] —k[(-..,v;,...)]. Also gilt U < Ker (¢). Daher ist durch a(f +
U) = ¢(f) eine lineare Abbildung a: F/U =V} ® --- ® V,, — W definiert, und es gilt

aT(vy,...,v,) = a([(v1,..., )]+ U) = @([(v1, ..., v0)]) = @(v1, ..., Un),
d.h. oT = .
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15.11 Korollar:

Zu jedem Vektorraum W und jeder n—fach linearen Abbildung ¢ : Vi X -+ x V,, — W
existiert genau eine lineare Abbildung a: V), ® --- ®@ V,, — W mit ¢ = oT.

Der néchste Satz zeigt, dafl dies das Paar (V; ® --- ® V,,, T') charakterisiert.

15.12 Satz:

Sei U ein Vektorraum und S : V; x -+ x V,, — U eine n—fach lineare Abbildung mit der
Eigenschaft:

Zu jedem Vektorraum W und zu jeder n—fach linearen Abbildung ¢ : Vi X -« x
V,, — W existiert genau eine lineare Abbildung o : U — W mit ¢ = aS.

Dann gilt: Es gibt genau einen Homomorphismus o : V} ® ---® V,, — U mit S = o7, und
dieses o ist ein Isomorphismus.

Beweis:  Zunéchst sei W =V ®@--- @V, und p =T : Vi x--- xV, = V1® -V,
gewihlt (¢ ist n—fach linear nach 15.8). Nach Voraussetzung gibt es dann genau eine
lineare Abbildung 7 : U - Vi ® --- @V, mit T = 75. Weil S : Vj x --- xV,, - U
n—fach linear ist, gibt es nach 15.11 (mit W = U, ¢ = S) genau eine lineare Abbildung
c:Vi®---®V,—Umit S =o0T.

Dann ist id7T = T = 75 = 70T. Wegen 15.11 (Eindeutigkeit) ist also 70 = idy,g...gv, -
Ebenso ist idS = S = ¢T = o715, also nach Voraussetzung an (U, S) (Eindeutigkeit)
o7 = idy. Daher ist o ein Isomorphismus (und 7 = o~ 1).

15.13 Satz:
Wenn dim V; endlich fiir = 1, ..., n, dann gilt:

dim (@ w) =[] dimV;.
i=1 i=1
Beweis: Es ist fiir den dualen Raum
(®V> = Hom (V; @ --- ® V;,, K)
i=1

= L(V1,...,V,;K), nach 15.10.

Nach 15.5ist dim £(V4, ..., V; K) =[], dim V;. Also ist dies die Dimension von (®7, V;)*.
Da dim(®!",V;) endlich, gilt nach 6.3

dim (é V;) = dim <® Vi) = ﬁdim Vi.
i=1 i=1 i=1
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15.14 Satz:

Das Tensorprodukt ist assoziativ, d.h. fiir Vektorrdume V7, V5, V3 gilt
Mehelz2VeheVz2Vie (1hels)

(kanonisch).

Beweis: Sei S =V; x Vo x V3 — (V1 ®@V,) ® V3 definiert durch S(vq,v9,v3) = (v1 @ v9) @ vs.
Dann ist S 3-fach linear (triviale Verifikation). Wenn W ein beliebiger Vektorraum ist,
und ¢ : Vi x Vo x V3 — W 3-fach linear, dann sei v, : V} x Vo — W fiir festes vz € Vj
definiert durch v, (v1,v2) = @(vy1, v2,v3). Dann ist ¢, bilinear, also gibt es ein lineares
Qpy » V1 @ Vo — W mit a, (v) ® vg) = @(v1,v2,v3). Die Abbildung (V; ® V,) x V3 — W,
welche durch (z,v3) — () fiir x € V; ® V5 definiert wird, ist bilinear, definiert also eine
lineare Abbildung a : (Vi®@V2)@Vs — W mit a((v1®ve) Qvs) = au, (v1®@v2) = @(v1, V9, v3).
Also ist a.S = ¢, und offenbar ist « die einzige lineare Abbildung mit dieser Eigenschatft.
Wir haben gezeigt, dass S und U = (V}; ® V4) ® V3 die Voraussetzungen von Satz 15.12
erfiillen. Daher gibt es (genau einen) Isomorphismus ¢ : V; @ Vo @ V3 — (V1 @ V) @ V3
mit S = o7, d.h.

o(v1 ® vy ®v3) = 0T (v, v9,v3) = S(v1,v2,03) = (V1 ® V) ® V3.

Analog sieht man V; @ Vo @ V3 =V @ (V2 ® V3).

15.15 Lemma:

Seien z1,...,x, € X und y1,...,y, €Y, die y; linear unabhéngig (X und Y VR’e tiber
K). Wenn " | x; @ y; = 0, dann alle z; = 0.

Beweis:  Sei A : X — K eine beliebige lineare Abbildung, und sei ¢; : ¥ — K eine lineare
Abbildung mit ¢;(y;) = 1, €;(y;) = 0 fiir alle j # . Dann ist §;(z,y) = A(x)eg;(y) eine
bilineare Abbildung X xY — K. Also gibt es einen Homomorphismus o; : X®Y — K mit
Bi =T, wobeiT : X xY — X ®Y die kanonische Abbildung ist (d.h. T'(z,y) = 2 ®y).
Dann ist

Z)\ 33] ) y] Zﬂl x],y]
= ZO{Z'T(LE'j,yj) = Zai<xj ® y])
j=1 J=1
= oy (ij ®yj> = 07
j=1

da Z?Zl z; ® y; = 0 nach Voraussetzung. Also gilt A(x;) = 0 fiir jedes A : X — K. Daher
ist x; = 0 (fiir alle 7).

15.16 Satz:

Seien V und W K-Vektorrdume. Wenn {a; | i€ I} eine Basis von V und {b;|j € J} eine
Basis von W, dann ist {a; ® b;|i€1,j€ J} eine Basis von V ® W.
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Beweis: {a; @ bj|i€l,j€ J} ist linear unabhéngig: Wenn

0 = Zk’”(az X b]) = Z (Z k:ijaz-> (=Y bj,
i, {

J
dann ist ) . k;ja; = O fiir jedes ¢ nach Lemma 15.15. Da die a;’s linear unabhéngig sind,
folgt k;; = 0 fiir alle ¢, j.

{a; ® bj|i € 1,j € J} ist Erzeugenden-System: Wenn v € V, etwa v = >, k;a;, und
weW, etwa w = Zje]ljbj7 dann ist

VR W= (Z ka) ® (Z zjbj> = kilj(a; ® b;)

eine Linearkombination der a; ® b;’s. Nach 15.9 (i) folgt die Behauptung.

15.17 Bemerkung:

(i) Der vorige Satz 148t sich leicht auf Tensorprodukte mit mehr als zwei Faktoren
verallgemeinern.

(ii) Man erhalt dann einen anderen Beweis fiir 15.13.

15.18 Bemerkung:

Seien X1,..., X, und Yy,..., Y, K—Vektorraume. Dann kann man die folgenden weiteren
Réume konstruieren: X; ® --- ® X,,, V1 ® --- ® Y, und Hom(X; ® --- ® X,,, Y1 ® ...
®Y,) = H;. Ebenso kann man zuerst die Homomorphismenrdume bilden: Hom (X3, Y]),
...,Hom (X,,Y,), und dann das Tensorprodukt Hom (X;,Y})®---® Hom (X, Y,) = Ho.
Was ist der Zusammenhang zwischen H; und Hy?

Sei a; € Hom (X, Y;), i =1,...,n, und sei z; € X;. Durch
x1®~'-®1‘n'—>041($C1)®"'®04n(xn)
ist eine lineare Abbildung
olag,...,0,): X1®@- X, -Y1®---QY,

bestimmt. Also ist ¢ eine Abbildung von Hom (X3,Y;) x - -+ x Hom (X, Y,,) in H;. Man
rechnet leicht nach, dal ¢ n—fach linear ist. Also existiert nach 15.11 genau eine lineare
Abbildung

v : Hy =Hom (X,Y]) ® -+ ® Hom (X,,,Y,,) — H;

mit der Eigenschaft

’y(al R ® an)(ﬂjl R ®37n) — 041(331) R ® an(xn)
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15.19 Satz:
Die lineare Abbildung v aus 15.18 ist injektiv.

Wenn die Rdume X; alle endliche Dimensionen haben, dann ist v ein Isomorphismus.

Beweis:  Jedes Element ¢ aus Hom (X1,Y]) ® - -+ ® Hom (X,,,Y,,) 1aBt sich darstellen als

f: Zwﬂ@ai
=1

mit w; € Hom (X1,Y7) ® -+ ® Hom (X,,—1,Y,—1) und o; € Hom (X,,,Y,,), i = 1,...,m.
Weiter kann man annehmen, daf§ wy,...,w, linear unabhingig sind, denn wenn etwa

m—1 m—1
Wiy = Yoy kiw;, dann wy, ® g, = Y000 wi @ Koy, also

m m—1 m—1 m—1
Zwi ®Oéi = Zwi ®C¥i -+ Zwi ®l€105m = Zwl® (Odi +kZOém)
=1 =1 =1 =1

Sei nun £ € Ker (7). Wenn ¢ # 0, dann 0.B.d.A. ay # 0. Sei x,, € X,, mit oy (x,,) # 0. Nach
geeigneter Umnumerierung kann man annehmen, daf fiir ein £ mit 1 < k < m die ersten
k Vektoren oy(x,),...,ax(x,) linear unabhéngig sind, wiahrend o;(z,) fir £k < j < m
eine Linearkombination dieser Vektoren ist, etwa a;(z,) = Zle cjic;(z,) mit ¢j; € K.
Seien nun x1 € Xy, ..., z,_1 € X,,_1 beliebig. Dann gilt

0 =91 ® - @m,)
S w @) (1 @ @ xy,)
= Z:ll 7,(%‘)(961 K& .rnfl) X ai(xn),
wobei 4/ definiert ist wie v fiir n — 1 Vektorrdume,
- Zf:l Y (Wwi)(x1 @ @ Tn1) ® i(w,) + Z;ﬁ:kz—&-l V(W) (X1 ® - @ Tp1) ® Zfﬂ Cjicti ()

= Zf:l (7/(%) + Z?:kﬂ Cjﬂ’(%’)) (1 ® - @ xp_1) ® ay(xy,) .

Da die «;(z,)’s linear unabhéngig sind, folgt nach Lemma 15.15

(7'(%‘) + Cjﬂ'(%‘)) (1@ @p0) =0

j=k+1

fiir i = 1,..., k. Dies gilt fiir alle x1 € Xy, ..., 2,1 € X,,_1. Also ist

0=7(w)+ D 7' (w) =7 <°"i + Cﬁwﬂ‘) :

Per Induktion iiber n ist 7" injektiv, d.h. w; + 377", cjiw; = 0 fiir i = 1,..., k. Dies
widerspricht der linearen Unabhéngigkeit der w;’s, also ist £ = 0 und daher ~ injektiv.

Nun sei vorausgesetzt, dass alle X; endliche Dimensionen haben. Fiir jedes i wahlen wir
Basen B(X,7) und B(Y,i) von X; und Y;. Nach 15.16 und 15.17 ist dann Bx = {z; ®
@@y, | x; € B(X,i))} eine Basis von X; ® - -+ ® X,,, und analog findet man eine Basis
By ={y1®---Qun | y; € B(Y,i))} von Y1 ® - - - ®Y,,. Sei nun «,, die lineare Abbildung,
die einen festen Basisvektor x € By auf y € B, abbildet, und alle anderen Elemente in
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Bx auf 0. Es ist dann leicht zu sehen, dass «,, € Im (7).

Wenn ¢ 0 X1 ® - ® X, — Y] ® --- ® Y, eine beliebige lineare Abbildung ist, dann
lasst sich « als endliche Summe von Abbildungen schreiben, die jeweils alle bis auf einen
Basisvektor von By auf 0 abbilden, da Bx endlich ist. Das Bild dieses Basisvektors ist
dann eine (endliche!) Linearkombination von By. Daher ist « eine Linearkombination der
ag,’s, also auch in Im (y). Daher ist v surjektiv.

15.20 Bemerkung:

Im Allgemeinen ist + nicht surjektiv. Als Beispiel betrachte man zwei Vektorrdume V;
und V5 mit dimV; = dim Vo = |N|, und W; = W, = K. Sei {aj, as, ...} eine Basis von
Vi und {by, b, ...} eine von V,. Dann ist {a; ® b; | 4,7 = 1,2, ...} eine Basis von V} ® V4,
und durch

1®1 wenni=j

e(a; ®b;) = {

wird eine lineare Abbildung ¢ : V; ® Vo — W @ W, definiert. Es ist € ¢ Im (). Andernfalls
gibt es aq, ..., : Vi = Wiyund By,..., 06, : Vo — Wy mit

E=7 (Z@t(@ﬁt)-
t=1

Setzt man A; = (o (a;), ao(a;), ..., a.(a;)) und B; = (B1(b;), Ba(bi), - - ., 5r(b;)), dann sind
A;, B;€K" und

0 sonst

e(a; ®bj) =~ <Z ap @ 5t> (a; ® b;)
= au(a;) ® Bilby)

= afa)Bi(b) @1
= (:41’ Bj) ® 1,

wobei (, ) : K"xK" — K das iibliche Skalarprodukt ist. Also ist (A;, B;) = d;;. Aber alle
Vektoren A; sind aus K”; die unendlich vielen A;’s kénnen also nicht linear unabhéngig
sein. Daher gibt es eine Linearkombination A, = Z;:ll ksAs. Es folgt der Widerspruch

n—1

1= (An, By) = ky(As, By) =0.

s=1
15.21 Bemerkung:
Seien wieder «; : X; — Y; lineare Abbildungen und
a=701® Q) : X1®-X, =Y ® -QY,

wie oben. Was ist der Kern von a? Er sollte etwas zu tun haben mit Ker (o;) fiir i =
1,...,n. Zur Beschreibung dient:
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15.22 Bezeichnung:
Sei U; ein Unterraum von X;. Man setzt
Uy,....U)=(1® - ®z,e X1 ® - @ X, |Ji:z;€U;).

Also ist [Uy, ..., U,] ein Unterraum von X; ® --- ® X,.

15.23 Satz:

Ker (o) = [Ker (a1) ,...,Ker (ay,)] =: K

Beweis: Sei 11 ® -+ @z, € X1 ® -+ ® X,, und x; € Ker («;) fiir ein festes i. Dann ist
At ® - ®xy) =a1(11) @+ ® ap(z,) =0, da a;(x;) = 0. Also liegen die erzeugenden
Elemente von K in Ker (o) und daher ist K < Ker (). Man kann dann

a:(X1®---0X,)/K—=Im(a) ®---®Im (ay,)

durch
At @ Qx,+ K)=o(11) ® -+ @ an(zy)
definieren.
Die andere Inklusion ist schwieriger: Sei y; € Im (o) fir i = 1,...,n, etwa y; = a;(z).

Wenn auch y; = a;(x}), dann ist x; — 2, € Ker («;), also

TR QT — Q- R, = (11— 2]) QT2 Q-+ @ Ty
+21Q (T2 —25) QT3 Q -+ @ Ty
+ 21z, ® (x5 —24) QEs® - Q 1y

+ @ Q1 | ® (v, — )
eK.

Definiere
t:Im(ay) X+ xIm(a,) = (X1® - ®X,)/K

durch
Wy Un) =21 Q-+ Rz, + K, falls y; = az;).

Diese Abbildung ist wohldefiniert und n—fach linear, also gibt es genau einen Homomor-

phismus
7:Im(o)®---®@Im(a,) = (X1® - ® X,)/K

mit 7(y1 @+ - Qyp) = t(y1,...,yn). Dannist 7a: (X1 ®---0X,)/K - (Xi®---®X,,)/K
die Identitdt. Also ist {0} = Ker (a) = Ker («) /K, also Ker (o) = K.

15.24 Korollar:

Sei U; < V;,i=1,...,n. Dann ist

VUL & -V, /U, =Z2(Vi®---@V,)/[U,...,Uy,].
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Beweis: Betrachte den kanonischen Epimorphismus &; : V; — V;/U;. Dann ist y(k; ® - - ®
Kp) €in Epimorphismus von Vi ® --- ® V,, auf V4 /U; ® --- ® V,,/U,,, und nach 15.23 ist
Ker (v(k1 ® --- ® ky,)) = [Ker(ky1),...,Ker(k,)] = [Ui,...,U,]. Die Behauptung folgt
aus dem ersten Isomorphiesatz 5.11.
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16 Alternierende Abbildungen und dusseres Produkt

16.1 Definition: alternierende Abbildung

Seien V' und W K-Vektorrdume und a : V" — W n-fach linear (n > 2). Man nennt «
eine alternierende Abbildung, wenn fiir jedes n—Tupel (vy,...,v,) € V"™ mit zwei gleichen
v;’s gilt

a(vy,...,v,) =0.

16.2 Beispiel:

(i) Die Determinantenabbildung det ist alternierend (mit V' = K" und W = K).
(ii) Die Nullabbildung ist alternierend.

(iii) Seien ov und 3 : V™ — W alternierend. Dann ist o + 3 alternierend und ebenso ko
fir k€ K. Die Menge A,,(V,W) der alternierenden Abbildungen bildet damit einen
Vektorraum.

(iv) Wenn « : V" — W alternierend und A : W — U linear, dann ist Ao : V" — U
alternierend.

16.3 Lemma:

Sei a : V™ — W alternierend. Wenn wvy,...,v, € V linear abhéingig sind, dann ist
a(vy,...,v,) =0.

Beweis: Sei 0= )", kwv; und 0.B.d.A. k1 # 0. Dann ist

n n
0=« ( g kivi, va, . .. ,vn> = E kia(vi, va, ... vp) = kra(vy, va, ... 0y),
i1 i=1

also a(vy,...,v,) = 0.

16.4 Satz:

Seien V und W K-Vektorrdume. Sei B = {b;|i € I} eine Basis von V und sei X die
Menge aller n—elementigen Teilmengen von B. Zu jedem x = {b;,...,b;, } € X wihle
man eine Anordnung b;, < --- < b;, und ein Element w, € W. Dann gibt es genau eine
alternierende Abbildung o : V" — W mit a(b;,,...,b;,) = w,.

Beweis:  Eindeutigkeit:

Da « n—fach linear ist, ist a schon bestimmt durch «(ay, ..., a,) fir jedes n—Tupel von
Basiselementen. Dies ist gleich Null, wenn nicht alle a;’s verschieden sind (da « alternie-
rend). Wenn sie alle verschieden sind, dann ist {a,...,a,} = x € X. Daher gibt es eine
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Permutation 7 €5, mit a; =b;_,, j =1,...,n. Da « alternierend ist, gilt

O:a(...,vi—{—vj,...,vi+vj,...)
i j
=al.., v, 0. ) Fal.,v, .0, ) ol v 0,
+of. 5, )
=a(... v, 05, ) F ol v, ),
also
alc. 0,05, ) ==l U, ),

d.h. das Vorzeichen des Wertes von « &dndert sich, wenn man zwei der v;’s vertauscht. Da
7 sich als Produkt von k Transpositionen schreiben 1a83t, &ndert sich das Vorzeichen von
7 genau k—mal, also

alay,...,a,) = a(b b)) = (=) a(b;,, ..., b;,) = signm - w,,.

iﬂ'(l)’ P
Existenz:

Es geniigt, o auf n—Tupeln von Basiselementen zu definieren und dann n—fach linear

fortzusetzen. Auf einem solchen n—Tupel (a4, ...,a,) definiert man « wie oben, d.h.
0 wenn nicht alle a; verschieden
a(ay,...,a,) = 4 signm - w, wenn {ay,...,a,} =x€X und a; = bipyr J=1,...,m,
TES,.

. . ¢ .
Dann ist a alternierend, denn wenn v; = v; = > ,_, kaby, dann ist

a(vr, ..., U, V), V)

Y4
= > kakua(vr,. by b vn)

Ap=1

Y4
= > kakua(vr,. by b vn)
Ap=1
AFEp

= Z k,\ku(a(vl,...,b,\,...,bu,...,vn)+a(v1,...,bH,...,bA,...,vn))

1< <p<t
= Z kkku(a(vl,...,b,\,...,bu,...,vn)—oz(vl,...,b,\,...,bu,...,vn))
1< <u<t

=0.

16.5 Korollar:

Seien V' und W endlich-dimensional mit Basen B = {by,...,b4} von V und {wy,...,w,}
von W. Sei x = {b;,,...,b;, } eine feste n—elementige Teilemenge von B mit i; < - -+ < iy,
und sei 1 < p < r fest. Sei a, , diejenige alternierende Abbildung V" — W, fiir welche
Qpo(biyy ... bi) = w, und ay,(ar,...,a,) = 0 fir jede Teilmenge {ay,...,a,} # =,
{ai,...,a,} C B gilt (nach 16.4 gibt es genau eine solche alternierende Abbildung).
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Dann bilden die «, ,’s eine Basis von A,,(V, W).
Beweis:  Lineare Unabhéngigkeit:
Sei ), , ko0 = 0. Dann ist fiir jedes feste y = {b;,,...,b;,} C B

0= kugagbis, - bi) =Y kyow,.
x,0 4

Da die w,’s linear unabhéngig sind, ist &, , = 0 fiir alle g, y.
Erzeugenden—System:
Sei a€ A, (V,W) und sei © = {b;,,...,b;, } fest. Dann ist

a(bz-l,...,bin) :wxEW
=2 bty
e
= Z kx,gaz,g(bila c ,bln)
e

- Z kyVQayvg(bllﬁ LR 7bin)'
o,y

Also stimmen o und >, ky o, auf allen (b;,, ..., b;,) iiberein. Da beides alternierende
Abbildungen sind, miissen sie wegen der Eindeutigkeit (Satz 16.4) gleich sein. Daher ist
a eine Linearkombination der oy, ,’s.

16.6 Korollar:
Seien V und W wie in 16.5. Dann ist

dim A, (V, W) = (d> r.

n

Beweis: Es gibt (z) n—elementige Teilmengen = von B = {by,...,bs}, also (g)r Abbildun-
gen oy ., © € B, |z| =n, o =1,...,r. Die Behauptung folgt aus 16.5.

16.7 Bemerkung:

Wir wollen jetzt zu gegebenem V' und n einen neuen Vektorraum V", genannt das n—fache
duBlere Produkt von V, und eine alternierende Abbildung A : V™ — V" konstruieren
derart, dafl fiir jeden Vektorraum W die Abbildung

Y : Hom (V" W) — A, (V.W), ¥(\)=)\A

ein Isomorphismus ist.
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16.8 Definition: n—fache dufleres Produkt
Sei

VEr=V@---@V

—_——

und sei U der Unterraum von V®" welcher von allen Elementen v; ® - -+ ® v,, mit zwei
gleichen v; = v; erzeugt wird. Der Faktorraum

VA= e U

wird das n—fache duflere Produkt von V' genannt. Fiir das Bild von v; ® - -+ ® v,, unter
der kanonischen Abbildung « : V& — V& /U schreibt man auch vy A - -+ A v, d.h.

VA AUp=0Q - Quv, + UeV"™,
Sei A = kT, also

A(vy, .o oyvn) = KT (01,0, 0,) = K011 Q@ QUp) =01 Q- QU +U =01 Ao - Ay,

16.9 Lemma:

Die Abbildung A : V"™ — V" ist alternierend.

Beweis:  Da T n—fach linear (15.8) und & linear ist, ist A n—fach linear (15.2). Wenn
(v1,...,v,) €V™ mit zwei gleichen v; = v;, dann ist T'(vq,...,v,) =11 ®---®@ v, €U, also
A(vy, ..., v,) = kT (v1,...,v,) =0, da U = ker k. Daher ist A alternierend.

16.10 Satz:
Seien V und W K-Vektorraume. Die Abbildung

A — AA st ein Isomorphismus Hom (V" W) — A, (V,W).

Beweis: Da A alternierend ist (16.9), ist AA alternierend (16.2), d.h. NA€ A, (V,W). Da8
die Abbildung linear ist, ist trivial.
Injektiv:
Sei A # 0, zu zeigen ist AA # 0. Da A # 0, gibt es ein Element z in V" = V®" /U mit
A(z) # 0. Da x eine endliche Summe von Elementen der Form v; ® - - - ® v, + U ist, gibt
es (V1,...,0,) €V mit 0 # Nvy ® -+ - @ v, + U) = AA(vy, ..., v,). Daher ist AA # 0.
Surjektiv:
Sei a : V™ — W eine alternierende Abbildung. Gesucht ist A\ : V" — W linear mit

a = AA. Da « insbesondere n—fach linear ist, gibt es es nach 15.10 eine lineare Abbildung
e VO — W mit o = pT'. Sei v; @ - - - ® v, € VO™ mit zwei gleichen v; = v;. Dann ist

p(vg & -+ @uy) = uT(ve,...,0,) = (vq,...,0,) =0,

da « alternierend ist. Also ist dann v; ® -+ ® v, € Ker(u). Da diese Elemente den
Unterraum U erzeugen, folgt U < Ker (u). Also ist durch ANz + U) = u(z) fur z € V&
eine lineare Abbildung A : V" — W wohldefiniert, und es gilt a = uT = AxT = \A.
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16.11 Korollar:

Wenn V' die endliche Dimension d hat, dann ist

dim V" = (d)
n

Wenn {by, ..., bs} eine Basis von V ist, dann ist
{oiy Ao ANy, | 1<y <o <y, < d}
eine Basis von V",
Beweis:  Verwende Satz 16.10 mit W = K. Dann ist
(VA™)* = Hom (V" K) = A,(V,K).

)
Nach 16.6 ist dim A, ( ( ). Also hat (V"™")" endliche Dimension (i) Daher hat

auch V" endliche Dlmensmn ) da dim W = dim W* fiir dim W < oo. Die Aussage
iiber die Basis folgt dann, da die angegebene Menge nach 15.17 ein Erzeugenden System
ist.

16.12 Definition: antisymmetrische Abbildung

Eine n—fach lineare Abbildung « : V™ — W heifit antisymmetrisch, wenn

a(vr,. . UV, 0n) = —a(Ur, U, Y, Up)

fir alle vy, ..., v, €V gilt.

16.13 Bemerkung:

(i) Jede alternierende Abbildung ist antisymmetrisch.

(ii) Wenn « antisymmetrisch ist, dann gilt
a(Vr(1), - -+ Un(ny) = signm - avy, ..., vp)

fir alle 7€ S, v1,...,v,€V.
(Vergleiche den Beweis von 16.4)

16.14 Definition:
Sei ¢ : V™ — W eine n—fach lineare Abbildung. Dann definiert man ¢, : V* — W durch

©a(V1, ... 0,) = Z Sign - O(Vr(1)s - - - Vn(n))-

TESy
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16.15 Satz:

Die Abbildung ¢, ist n—fach linear und alternierend (also insbesondere antisymmetrisch).
Ist umgekehrt « : V™" — W alternierend, dann existiert eine n—fach lineare Abbildung
V" = W mit a = @,.

Beweis: ¢, ist n—fach linear:

Ca(V1y o kv, 0y) = Z signm - (vﬂ(l), o KUy - - ,Uﬂ(n)) ,
TESRK

wobel 7(jz) =i, jr =7 (i),

=k Z Signﬂ' ' (Uﬂ'(l)’ s 7?}“(”))

TESy
= kpa(v1,...,0,).
Ebenso fiir Summen.
g ist alternierend:

Sei v; = vj, i # j, und sei 7 die Transposition (ij). Dann ist S, = A, U7A,, und

©a(V1,. .. 0p) = Z signm - (Uﬂ(l), . ,vw(n)) — Z signm - ¢ (vm(l), o ,Um(n)) .

TEAR TEAR

Fiir festes m€ A,, sei (k) =i und n(¢) = j. Dann ist

@ (Un(1)s -+ 2 Un(m)) = @ (V1) -+ 5 Vrn(m))

= gD(UW(l),...,Ui,...,Uj,...,Uﬂ(n)) - (p(UTW(l),...,Uj,...,vi,...,UTﬁ(n))
:O7
weil v; = v;. Daher ist ¢, (v1,...,v,) = 0.

Sei schliefflich a : V™ — W eine beliebige alternierende Abbildung. Sei B eine Basis von
V. Fiir jede n—elementige Teilmenge x von B sei eine Anordnung gewéhlt; © = {b;, <
-+ < b;, }. Sei nun

a(bj,,...,b;,) falls die b, alle verschieden sind und in der
wo(bj,, ..., b5,) = richtigen Reihenfolge vorkommen
0 sonst.

Dann l&8t sich g eindeutig zu einer n—fach linearen Abbildung ¢ : V" — W fortsetzen.
Es ist ¢, = o, denn:

Oa(biyy ..y b)) = Z signm - (bw(il), e bﬂ(in))

TESh
= Z Signﬂ- A (bﬂ'(’il)7 s 7b7r(in))
TESK
= Oé(bil, . 7bzn)
Also stimmen ¢, und « auf allen (b;,,...,b;, ) iiberein. Da beide alternierend sind, sind

sie nach 16.4 gleich.
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(iii)

17 Affine und projektive Ebenen

In G.Pickert, Projektive Ebenen, Springer 1955, findet man zu den folgenden Kapiteln
viele weitere Ergebnisse.

17.1 Definition: Inzidenzstruktur

Seien zwei Mengen P (die 'Punktmenge’) und G (die ’Geradenmenge’) sowie eine Teil-
menge I C P x G gegeben. Wenn (P,~y) € I (P ein Punkt, v eine Gerade), dann sagen wir,
dass P auf v liegt, oder auch, dass 7 durch P geht. Man nennt das Tripel (P, G, I) eine

Inzidenzstruktur, wenn es durch zwei verschiedene Punkte hochstens eine Gerade gibt.
Punkte P, ..., P, heiflen kollinear, wenn sie alle auf einer Geraden liegen.

17.2 Bemerkung:

Zwei verschieden Geraden 7y # § konnen daher hochstens einen Punkt P gemeinsam
haben. Wenn ein solcher Punkt existiert, heifit er der Schnittpunkt v N der Geraden;
man sagt auch, dass die Geraden sich in P schneiden.

17.3 Definition: Affine und Projektive Ebenen

Eine Inzidenzstruktur heifit affine Ebene, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

Durch je zwei verschiedene Punkte gibt es eine Gerade.

Wenn P ein Punkt ist, der nicht auf der Geraden ~ liegt, dann gibt es genau eine Gerade,
welche durch P geht und ~ nicht schneidet.

Es gibt drei nicht kollineare Punkte.

Eine Inzidenzstruktur heiflt projektive Ebene, wenn die folgenden Axiome erfiillt sind:

Durch je zwei verschiedene Punkte gibt es eine Gerade.
Je zwei verschiedene Geraden haben einen Schnittpunkt.

Es gibt vier Punkte, von denen keine drei kollineare sind.

17.4 Bezeichnung/Bemerkung: Parallelen

Durch je zwei verschiedene Punkte P, () einer projektiven oder affinen Ebene gibt es also
genau eine Gerade, die wir die Verbindungsgerade P nennen. Wenn diese Bezeichnung
auftaucht, ist also immer zu kontrollieren, ob wirklich P # @). Ebenso ergibt v N § nur
dann einen Sinn, wenn die Geraden v und ¢ im projektiven Fall verschieden und im
affinen Fall nicht parallel (s.u.) sind. Die Verifikation dieser Bedingungen wird manchmal
stillschweigend Thnen iiberlassen!

Die Eigenschaft, das keine drei Punkte einer Punktmenge kollinear sind, wird manchmal
auch so formuliert, dass die Punkte 'in allgemeiner Lage’ sind.
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(iii) Die Axiome fiir eine projektiven Ebene £ lassen sich auch so ausdriicken:

(iv)

(vi)

e Durch je zwei verschiedene Punkte geht genau eine Gerade.
e Zwei verschiedene Geraden schneiden sich in genau einem Punkt.
e Es gibt vier Punkte in allgemeiner Lage.

Die zu &€ duale Ebene £* = (P*,G*, I*) hat als Punkte die Geraden von &, als Geraden
die Punkte von £ und die Inzidenz ist durch (v, P) € I* < (P,~) € I definiert. Die beiden
ersten Axiome sind dann fiir £* klar. Das dritte gilt, da es in £ vier Geraden gibt, von
denen keine drei durch einen Punkt gehen.

Vertauscht man in einem Satz {iber projektive Ebenen "Punkt’, und 'Gerade’, so erhélt
man also wieder einen (den dualen) Satz. Zum Beispiel werden wir gleich zeigen, dass auf
jeder Geraden einer projektiven Ebene wenigstens drei Punkte liegen. Dualisieren ergibt,
dass durch jeden Punkt wenigstens drei Geraden gehen.

Die in einer affinen Ebene nach (ii) der Definition existierende Gerade nennt man die
Parallele zu v durch P. Wenn P auf « liegt, versteht man darunter einfach v selbst.

Geraden v und ¢ heiflen parallel, wenn v = § oder v und ¢ sich nicht schneiden. Man
schreibt dann || 4.

Die Parallelitét ist eine Aquivalenz-Relation auf den Geraden einer affinen Ebene: Sym-
metrie und Reflexivitédt sind klar. Sei «|| f und ]| v; zu zeigen ist a||y. Wenn a = 3,
dann gilt dies offenbar; wir nehmen daher o # 3 an. Wenn « und v keinen Punkt gemein-
sam haben, sind sie parallel. Im anderen Fall sei P ein Punkt, welcher sowohl auf « als
auch auf v liegt. Dann liegt P nicht auf 3, weil a und 3 parallel, aber verschieden sind.
Daher sind a und v Parallelen zu # durch P. Wegen der Eindeutigkeit ist o = =, also
wieder « || 7. Dies zeigt die Transitivitat. Die Menge aller zueinander parallelen Geraden
nennt man auch eine Parallelenschar.

(vii) Das dritte Axiom ist fiir die projektiven Ebenen etwas stirker formuliert als fiir die

affinen, aber auch die affinen Ebenen erfiillen diese stérkere Forderung. Denn seien A, B, C'
drei nicht kollineare Punkte. Sei v die Parallele zu AB durch C und 3 die Parallele zu
AC durch B. Dann ist v # AB (denn C liegt auf 7, aber nach Voraussetzung nicht auf
AB) und ebenso  # AC. Aufierdem sind  und (3 nicht parallel, denn sonst wére auch
(AB) || (AC) (wie wir gerade unter (vi) gesehen haben), also AB = AC, was wieder
nicht geht, da A, B, C' nicht kollinear sind. Daher haben v und (3 einen Schnittpunkt S.
Keine drei der Punkte A, B, C, S sind kollinear: Fiir A, B, C ist dies klar. Waren A, B, S
kollinear, also S auf AB, dann hétten v und AB den Punkt S gemeinsam. Da diese
Geraden parallel sind, wéren sie gleich, ein Widerspruch. Analog zeigt man, dass A, C, S
nicht kollinear sind. Insbesondere ist S verschieden von A, B, C. Wére S auf der Geraden
BC', dann wire v = C'S = CB, und B wire Schnittpunkt von v und AB, Widerspruch.

17.5 Beispiel: Affine und projektive Ebenen

Sei K ein Schiefkorper, d.h. die Multiplikation in K braucht nicht kommutativ zu sein;
alle anderen Korperaxiome gelten in K. Es ist leicht zu kontrollieren, dass die elementaren
Satze tiber Vektorrdume (wie {iblich definiert) immer noch gelten, da ihre Beweise keinen
Gebrauch von der Kommutativitdt der Multiplikation machen. Man muss sich allerdings
entscheiden, ob man Rechts- oder Links-Vektorrdaume betrachtet.
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(i)

Zu einem zweidimensionalen K-Vektorraum V konstruiert man eine affine Ebene A =
A(V) wie folgt: Die Punkte von A sind die Vektoren, die Geraden die sémtlichen Ne-
benklassen v + U, wobei v alle Vektoren und U alle eindimensionalen Unterrdume von
V' durchléuft. Die Inzidenz ist durch a I (v +U) < a€ (v+U) & a+ U = v+ U defi-
niert (vergleiche 5.3). Durch zwei verschiedene Punkte a, b geht dann genau eine Gerade,
némlich a + K (b—a). Wenn a+ Uy und b+ U, zwei verschiedene Geraden sind, dann kann
U, = U, sein. In diesem Fall schneiden sich die Geraden nicht. Wenn dagegen U; # U,
dann ist V = U; +U,, da dim V' = 2. Folglich gibt es u; € Uy, us € Uy mit u; —us = b—a,
also a +uy = b+ uy € (a+ Up) N (b+ Uy). SchlieBlich sind die drei Punkte 0, a, b nicht
kollinear, wenn a, b linear unabhéngig sind. Daher ist A eine affine Ebene.

Zu einem dreidimensionalen K-Vektorraum W konstruiert man eine projektive Ebene £ =
E(W) wie folgt: Die Punkte von &£ sind alle eindimensionalen Unterrdume, die Geraden
alle zweidimensionalen Unterrdume von W. Wenn U ein Punkt, V' eine Gerade ist, dann ist
die Inzidenz durch U IV < U < V definiert. Durch zwei verschiedene Punkte Uy, Uy geht
dann genau eine Gerade, ndmlich U; + Uy. Wenn Vi, V5 zwei verschiedene Geraden sind,
dann ist dim (V4 N V,) = 1 nach 5.24, also ist V; NV, der Schnittpunkt der Geraden. Wenn
b1, bo, b3 drei linear unabhéngige Vektoren sind, dann erzeugen je drei der vier Unterrdume
Kby, Kby, Kbs, K(by + by + b3) schon den ganzen Raum, sind also nicht kollinear. Daher
liefert £ ein Beispiel fiir eine projektive Ebene.

17.6 Bemerkung:

Aus jeder projektiven Ebene &£ lat sich durch Weglassen einer Geraden  und aller
Punkte auf dieser Geraden eine affine Ebene &, gewinnen: Wenn « eine Gerade und P ein
Punkt von &, sind, und P nicht auf « liegt, dann findet man die Parallele zu o durch P,
indem man die Verbindungsgerade 5 (in £) von P mit v N « bildet. In &, sind a und 3
dann parallel. Jede andere Gerade durch P schneidet « in einem Punkt, der nicht auf ~
liegt, also noch zu &, gehort. Damit ist das zweite Axiom kontrolliert. Wir miissen noch
drei nicht kollineare Punkte in &, finden. Nach Voraussetzung gibt es in & vier Punkte
P, P,, P3, P;, von denen keine drei kollinear sind. Wenn wenigstens drei dieser Punkte
nicht auf v liegen, dann sind wir fertig. Wenn dagegen etwa P3, P, auf ~ liegen, dann kann
man zu P, P, als dritten Punkt den Schnittpunkt von P, P; und P, P, hinzunehmen, denn
dieser liegt weder auf v noch auf P P,.

Wir werden gleich sehen, dass man alle affinen Ebenen auf diese Weise aus projektiven
Ebenen erhélt.

Die Konstruktion einer affinen Ebene aus einer projektiven Ebene durch Weglassen einer
Geraden 4Bt sich umkehren. Fiir jede Aquivalenzklasse paralleler Geraden in einer affinen
Ebene A fligt man einen (uneigentlichen oder unendlichen) Punkt hinzu, durch den genau
die Geraden dieser Parallelenschar gehen; diese schneiden sich in der so erweiterten Ebene
also alle in diesem uneigentlichen Punkt (das ist der Sinn der etwas mystischen Aussage,
dass sich zwei Parallelen 'im Unendlichen’ schneiden). Auflerdem fiigt man noch genau
eine Gerade, die uneigentliche Gerade, hinzu, auf der genau die uneigentlichen Punkte
liegen. Es ist klar, dass die so gewonnene Inzidenzstruktur A die beiden ersten Axiome
fiir eine projektive Ebene erfiillt. Das dritte gilt sogar schon in A, wie wir in 17.4, (vii)
gesehen haben.

Wenn man die uneigentliche Gerade aus A wieder entfernt, so erhilt man natiirlich A

131



(i)

(iv)

A~~~ T~ I/~ —~
w N
~— — — ~— ~—

zuriick; also enstehen alle affinen Ebenen aus projektiven.

Wihrend sich aus einer projektiven Ebene viele affine Ebenen gewinnen lassen, da ja die
wegzulassende Gerade beliebig gewihlt werden kann, ist die Konstruktion der projektiven
Ebene aus einer gegebenen affinen Ebene véllig eindeutig. Wir sprechen auch von der
zugehorigen projektiven Ebene.

Im Beispiel oben sei V' ein zweidimensionaler Unterraum des dreidimensionalen Raums
W =V + Kb. Zu jedem Punkt der affinen Ebene A = A(V), also zu jedem Vektor
v € V, bilden wir den eindimensionalen Unterraum K (v-+b) < W. Dies ist ein Punkt der
projektiven Ebene £ = £(W). Wir erhalten so eine Bijektion zwischen den Punkten von A
und den Punkten von £, welche nicht auf V' liegen. Zu jeder Geraden von A, also zu jeder
Nebenklasse v+ U mit einem eindimensionalen U < V', bilden wir den zweidimensionalen
Unterraum K (v+b)+U < W. Dies ist eine Gerade von €. Wir erhalten so eine Bijektion
zwischen den Geraden von A und den Geraden # V von £. Als uneigentliche Gerade
nehmen wir noch V' selbst dazu. Offenbar ist V N (K (v+b)+U) = U, also schneiden sich
alle Parallelen v + U von A im uneigentlichen Punkt U von £.

Damit ist gezeigt, dass A(V) = £(WW). (Die genaue Definition von Isomorphie folgt unten.)

Diese Diskussion ist in W = R? gut zu veranschaulichen: Als V wihlen wir zum Beispiel
die (z,y)-Ebene. Dazu parallel, etwa im Abstand 1, betrachten wir eine zweite Ebene
H={(z,y,1) | z,y € R} =(0,0,1) + V. Jede Gerade U durch den Nullpunkt, die nicht
in der (z,y)-Ebene liegt, schneidet H in genau einem Punkt (zy,yy,1); fallt man von
diesem Punkt das Lot auf V' (d.h. ersetzt man 1 durch 0), so erhélt also zu U einen Punkt
vy € V. Jeder zweidimensionale Unterraum X # V von W (d.h X ist eine andere Ebene
durch den Nullpunkt) schneidet H in einer Geraden, die wir wieder in die (z,y)-Ebene
projizieren konnen. (Die Gerade, welche man dabei erhilt, braucht aber nicht durch den
Nullpunkt zu gehen.)

In einer projektiven Ebene entfillt bei zwei Geraden die lidstige Unterscheidung, ob sie
parallel sind oder nicht. Auflerdem gibt die Dualitdt ein bequemes Hilfsmittel bei Be-
weisen. Daher sind projektive Ebenen ’einfacher’ als affine. Sie sind allerdings weniger
anschaulich. Wir werden daher hauptséichlich mit affinen Ebenen arbeiten und uns bei
Bedarf erinnern, dass diese in einer etwas grofleren projektiven Ebene enthalten sind.

17.7 Satz:
Sei & eine projektive Ebene.

Auf jeder Geraden liegen mindestens drei Punkte.

Durch jeden Punkt gehen mindestens drei Geraden.

Zu je zwei Geraden gibt es einen Punkt, der auf keiner der beiden liegt.
Zu je zwei Punkten gibt es eine Gerade, die durch keinen der beiden geht.

Sei P ein Punkt und v eine Gerade, welche nicht durch P geht. Dann ist ¢ : oo — a Ny
eine Bijektion zwischen den Geraden durch P und den Punkten auf .

Seien o # 3 Geraden. Dann gibt es eine Bijektion zwischen den Punkten von o und den
Punkten von (3, bei der oo N (3 fest bleibt.

Seien P # () Punkte. Dann gibt es eine Bijektion zwischen den Geraden durch P und
den Geraden durch @), bei der P(Q) fest bleibt.
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Beweis:

(1)

Sei v eine Gerade und A, B, C, D vier Punkte in allgemeiner Lage. Hochstens zwei dieser
Punkte konnen auf ~ liegen; o.E. liegt A nicht auf +. Da die Geraden AB, AC, AD
verschieden sind, haben sie verschiedene Schnittpunkte mit ~.

Dual.

Wir kénnen annehmen, dass a und (3 verschiedene Geraden sind. Auf jeder dieser Geraden
gibt es dann nach (1) auBer N3 noch weitere Punkte, etwa P auf o und @ auf 5. Wieder
nach (1) liegt auf PQ ein dritter Punkt, der weder auf o noch auf g liegt.

Dual.

Wenn S ein Punkt auf 7 ist, dann ist & = P.S eine Gerade durch P. Dies definiert die
Umkehrabbildung zu o.

Wihle einen Punkt P, der weder auf o noch auf 3 liegt; nach (3) ist dies moglich. Die
Abbildung Q — PQ N g fir @ auf « ist nach (5) eine Bijektion.

Dual.

17.8 Korollar:

Wenn £ eine projektive Ebene ist und durch den Punkt P genau n + 1 Geraden gehen
(n € N), dann gehen durch jeden Punkt genau n + 1 Geraden, und auf jeder Geraden
liegen genau n + 1 Punkte. Die Anzahl der Geraden wie auch die Anzahl der Punkte ist
dann n? +n + 1.

Beweis:  Dass die Anzahl der Geraden durch einen Punkt unabhéngig von der Wahl des

A~~~ I/~ I/~
[GSIN V)
~— — ~— ~— ~~—

(6)

Punktes und gleich der Anzahl der Punkte auf jeder Geraden ist, steht im vorigen Satz
(7), (5), (6). Auf jeder der n + 1 Geraden durch P liegen also aufler P noch n weitere
Punkte, und jeder Punkt @ # P liegt auf genau einer dieser Geraden, namlich auf PQ.
Also gibt es insgesamt n(n + 1) + 1 Punkte. Dual ist dies auch die Anzahl der Geraden.

17.9 Korollar:
Sei A eine affine Ebene.

Auf jeder Geraden liegen mindestens zwei Punkte.

Durch jeden Punkt gehen mindestens drei Geraden.

Zu jeder Geraden gibt es einen Punkt, der nicht auf der Geraden liegt.
Zu je zwei Punkten gibt es eine Gerade, die durch keinen der beiden geht.

Sei P ein Punkt und v eine Gerade, welche nicht durch P geht. Dann ist ¢ : o — a N~
eine Bijektion zwischen den Geraden durch P, welche nicht zu v parallel sind, und den
Punkten auf ~.

Seien a und [ Geraden. Dann gibt es eine Bijektion zwischen den Parallelen zu o und
den Punkten auf j3.

Beweis: Nach 17.6 darf man annehmen, dass A aus einer projektiven Ebene durch Weglas-

sen einer Geraden und der Punkte dieser Geraden hervorgeht. Die Behauptungen (1)—(3)
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und (5) folgen.

(4) Seien o0.E. P # @ die beiden Punkte. Die Parallele zu PQ durch einen Punkt, der
nicht auf PQ liegt, tut das verlangte.

(6) Wenn « und [ nicht parallel sind, dann liefern die Schnittpunkte der Parallelen zu
a mit 3 die gewiinschte Bijektion. Wenn « || 3, dann sei P ein Punkt auf . Durch die-
sen gibt es nach (2) noch zwei weitere Geraden, etwa - und §. Dann gibt es Bijektionen
{Parallelen zu a} — {Punkte auf v} — {Parallelen zu §} — {Punkte auf 3}.

17.10 Definition: Isomorphismus, Kollineation

Seien £ = (P,G,I) und & = (P',G’, I') zwei Inzidenzstrukturen.

Wenn o : P — P und §: G — G’ zwei Bijektionen sind und
Ply < (Pa)I'(yp)

fiir alle P € P und alle v € G gilt dann heifit das Paar («, 3) ein Isomorphismus von £
nach &. Man nennt £ und &£’ isomorph und schreibt £ = £’, wenn es einen Isomorphismus
von & nach &' gibt.

Eine bijektive Abbildung x : P — P’ heifit eine Kollineation von £ nach &', wenn

P, Q,R € P kollinear = Pk, Qk, Rr kollinear.

17.11 Bemerkung:

Es ist klar, dass 'Isomorphie’ reflexiv, symmetrisch und transitiv ist.

Ebenfalls klar ist, dass die Punktabbildung « in einem Isomorphismus («, (3) eine Kolli-
neation ist.

Der néchste Satz zeigt, dass die Umkehrung auch gilt, jedenfalls fiir die uns hier interes-
sierenden Inzidenzstrukturen.

17.12 Satz: Isomorphismus = Kollineation

Seien & = (P,G,I) und & = (P', G, I') zwei projektive oder zwei affine Ebenen und sei
Kk : P — P’ eine Kollineation. Dann gibt es genau eine Bijektion k* : G — G’ derart, dass
(k, k*) ein Isomorphismus ist.

Beweis: Sei v eine Gerade von €. Wihle zwei Punkte P # @ auf v (vergleiche 17.9). Da

k injektiv ist, gibt es genau eine Verbindungsgerade yx* := (Pk)(Qk) in €. Dadurch ist
x* wohldefiniert, denn wenn auch P, # Q) auf ~, dann ist (Pk)(Qr) = (P1k)(Q1k), da
(Pk), (QK), (P1k), (Q1r) kollinear sind nach Voraussetzung an .

Es ist klar, dass bei dieser Definition von «* dann

Plvy = (Pr)I'(v£")

gilt und dass k* dadurch eindeutig bestimmt ist.
Wenn ' € G', wihle zwei Punkte P" # Q" auf v'. Weil k surjektiv ist, gibt es P,Q € P
mit Pk = P’ und Qx = @’. Dann ist (PQ)x* = v/, also ist k* surjektiv.
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k* ist auch injektiv. Dazu seien v # § Geraden von £. Wir nehmen yx* = dx* an und
suchen einen Widerspruch.

Sei zunéchst &£ eine projektive Ebene. Setze S = v N ¢d. Wenn P ein Punkt auf v oder
auf ¢ ist, dann liegt Pk auf yx*. Wenn P weder auf v noch auf 9 liegt, dann wéhle einen
Punkt 7" # S auf . Die Gerade PT schneidet dann ¢ in einem Punkt U # T, also ist
PT = UT und daher (Pr)(Tk) = (Uk)(Tk) = yx*, denn die beiden Punkte Ux und Tk
liegen auf yx*. Also liegt wieder Pk auf yx*. Daher liegen alle Punkte Px (und damit alle
Punkte von &) auf einer Geraden, ein Widerspruch.

Sei jetzt £ affin. Wenn ~ und 0 nicht parallel sind, dann schneidet jede Gerade o von £
wenigstens eine der beiden Geraden. Aber dann schneidet ax* auch vx*. Da k* surjektiv
ist, schneidet yx* alle Geraden von &', was in einer affinen Ebene nicht sein kann. Wenn
dagegen v || 6 und P ein Punkt, dann gibt es eine Gerade « durch P, welche v und 0
schneidet, etwa in 7" und U. Dann ist ax* = (TU)rk* = yk*, also Pk auf vyk* fiir jeden
Punkt P, ein Widerspruch.

SchlieBlich seien P € P und v € G. Wenn (Pk) I’ (yx*), dann wéhle noch einen zweiten
Punkt auf vyx*, etwa Qk. Dann ist v&* = (PQ)k*, also v = PQ, da r* injektiv ist.
Insbesondere gilt PI+y. Damit ist (k, x*) ein Isomorphismus.

17.13 Bemerkung:

Nach dem letzten Satz ist ein Isomorphismus («a, 3) zwischen projektiven oder affinen Ebe-
nen schon durch « eindeutig bestimmt. Wir werden daher auch die Abbildung zwischen
den Geraden einfach mit a bezeichnen.

17.14 Satz: Koordinaten

Sei £ eine projektive Ebene und O, X, Y, E vier Punkte in allgemeiner Lage. Wir nennen
¢ = OX die x-Achse, n = OY die y-Achse und § = OF die Diagonale. Weiter sei A die
affine Ebene, welche durch Weglassen von XY entsteht. Die Menge K der Punkte # Y
auf n nennen wir den Koordinatenbereich. Daher sind 0 := O und 1 := 9N EX in K. Die
iibrigen Elemente von K bezeichnen wir mit kleinen lateinischen Buchstaben. Fiir a,b € K
definieren wir einen Punkt mit den Koordinaten (a,b), ndmlich P(a,b) = (aXNd)Y NbX,
d.h. wir schneiden die Parallele zu ¢ durch @ mit § und ziehen durch den Schnittpunkt
die Parallele zu 1. Dann ist P(a,b) der Schnittpunkt dieser Geraden mit der Parallelen
zu & durch b.

Fir u,v € K sei v, die Gerade, welche durch v geht und zu OP(1,u) parallel ist. Dann:

Die Abbildung K? > (a,b) — P(a,b) ist eine Bijektion von K? auf die Punkte von A.

Die Abbildung K2 3 (u,v) — 7, ist eine Bijektion von K? auf diejenigen Geraden von
A, welche nicht parallel zur y-Achse 7 sind.

Der Schnittpunkt der Geraden 7, , mit der Parallelen zu n durch P(xz, z) sei S. Dann héingt
die y-Koordinate yg von S ab von u, z und v, also yg = T'(u, z,v) fiir eine Abbildung 7" :
K3 — K. Der Punkt P(z,y) liegt genau dann auf der Geraden 7y, ,,, wenn y = T'(u, z,v)
gilt. AuBlerdem hat diese Abbildung 7" die folgenden Eigenschaften:

T(u,1,0) = u fur alle u.

(i) T'(1,z,0) =« fiir alle x.
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(iii) 7'(0,z,v) = v fur alle z,v.

(iv) T(u,0,v) = v fir alle u,v.

(v) Fiir alle uy,ug, v, ve gilt: wenn uy; # ug, dann gibt es genau ein x mit T (uy, z,v1) =
T (ug, x,vs).

(vi) Fir alle z,y,u gibt es genau ein v mit y = T'(u, x,v).

(vii) Fiir alle zq, 9, y1, 92 gilt: wenn 1 # x9, dann gibt es u,v mit T(u,x1,v) = y; und
T(u, x2,v) = yo.

Beweis:

(1) Hier ist das Bild zur Konstruktion:

Y Y
)
P(a.b)
b 'X
a - X
0 - X

Gegeben ein Punkt P von A4 ; man findet yp als Schnittpunkt der Parallele zu & durch P
mit der y-Achse. Um zp zu finden, schneidet man zunéchst die Parallele durch P zu n
mit 0 und dann die Parallele zu & durch diesen Schnittpunkt mit der y-Achse. Es ist klar,
dass P +— (zp,yp) € K?* die Umkehrabbildung zu K? 3 (a,b) — P(a,b) ist.

Offenbar sind die affinen Punkte auf der x-Achse gerade diejenigen mit yp = 0. Ebenso
lassen sich die Punkte auf der y-Achse durch xp = 0 kennzeichnen und die auf der
Diagonalen durch zp = yp. Insbesondere ist O = P(0,0), £ = P(1,1).

(2) Hier ist das Bild zur Konstruktion:

Yu,w
Y
Yu,0 5
v
| y
1/ /E - X
O o X

Zunéchst ist klar, dass 7, , nicht parallel zur y-Achse ist, denn sonst wire auch OP(1, u)
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parallel zu . Da OP(1,u) mit n den Punkt O gemeinsam hat, folgt Gleichheit. Dann ldge
aber P(1,u) auf der y-Achse, ein Widerspruch, weil 1 # 0.

Wenn v eine nicht zu 7 parallele Gerade von A ist, dann ist v, = yN7n. Um u, zu finden,
schneidet man die Parallele zu v durch O mit der Parallelen zu n durch E. Die Koordinaten
des Schnittpunkts sind (1,u,). Es ist klar, dass v — (u,v,) € K? die Umkehrabbildung
zu K2 3 (u,v) — 7., ist.

Offenbar ist v, , parallel zur x-Achse genau dann, wenn v = 0, und parallel zur Diagonalen
genau dann, wenn u = 1.

(3) Hier ist das Bild zur Konstruktion:

vy
S :/P(:U,T(U,%U))

(z, )

- X

@)

Die Charakterisierung der Punkte auf -, , ist klar. Zum Beweis der Eigenschaften von 7"

(i) Die Gerade 7,0 = OP(1,u) schneidet sich mit der Parallelen zu y-Achse durch P(1,1) =
E in P(1,u).

(ii) Esist v10 = ¢; darauf liegt der Punkt P(z,z).

(iii) Es ist 40, die Parallele zur x-Achse durch v. Jeder Punkt auf dieser Geraden hat also v
als y-Koordinate.

(iv) Der Schnittpunkt von 7, , mit der y-Achse ist v.

(v) Weil u; # wug, ist auch OP(1,u;) # OP(1,usy); insbesondere sind die Geraden nicht
parallel, denn sie haben ja den Punkt O gemeinsam. Also sind auch +,, ,, und ,, ., nicht
parallel. Sie schneiden sich daher in genau einem Punkt, dessen x-Koordinate dann die
gewiinschte Eigenschaft hat.

(vi) Durch den Punkt P(z,y) gibt es genau eine Parallele zu 7, . Deren Schnittpunkt mit
der y-Achse ist das gesuchte v.

(vii) Weil 2y # x9, ist die Gerade durch P(z1,y;) und P(x9,y2) nicht parallel zur y-Achse.
Sie ist daher nach (2) oben von der Form 7, , fiir geeignetes (u,v).

17.15 Definition: Terndrkorper

Eine Menge K mit einer terniren Verkniipfung 7" : K* — K heifit Ternirkorper, wenn es
in K zwei verschiedene Elemente 0 und 1 gibt, so dass gilt:

(i) T(u,1,0) = wu fir alle u.
(i) T(1,z,0) =z fiir alle z.
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(iii) 7'(0,z,v) = v fur alle z,v.
(iv) T(u,0,v) = v fiir alle u,v.

(v) Fiir alle uy, ug, vy, vy gilt: wenn u; # ug, dann gibt es genau ein x mit T'(uy, x,v;) =
T(u27‘r77}2)'

(vi) Fiir alle z,y,u gibt es genau ein v mit y = T'(u, x,v).

(vii) Fiir alle xq, 29,91, y2 gilt: wenn x; # xo, dann gibt es w,v mit T(u,z1,v) = y; und
T(u, x2,v) = yo.

17.16 Beispiel/Bemerkung:

(i) Jeder Schiefkorper K liefert ein Beispiel fiir einen Ternérkorper, wenn man
T(u,z,v) = uxr + v definiert.

(ii) Die Elemente 0 und 1 sind im Terndrkorper eindeutig bestimmt: Wenn auch 0" und 1’ die
geforderten Eigenschaften haben, dann gilt 1 = 7°(1,1’,0) = 1’ nach den Axiomen (i) und
(ii). Nach den Axiomen (i) und (iii) ist 0’ = 7°(0’,1,0) = 0.

(iii) Im letzten Satz haben wir gezeigt, wie sich zu einer projektiven Ebene ein Terndrkorper
konstruieren lésst. Dieser hingt auch ab von der Wahl der Punkte O, E, X, Y.

(iv) Umgekehrt sei ein Ternédrkorper K gegeben. Wir konstruieren dann eine affine Ebe-
ne A = A(K?) wie folgt: P = K?, d.h. die Punkte von A sind alle Paare (x,y) mit
x,y € K. Geraden sind bestimmte Teilmengen von K2, namlich fiir jedes ¢ € K die Menge
ne = {(c,y) | y € K} und fiir jedes (u,v) € K? die Menge 7,,, = {(z,T(u,z,v)) | x € K}.
Die Inzidenz ist definiert durch: Ein Punkt P liegt auf einer Geraden ~, wenn P € ~.

Es gibt dann drei nicht kollineare Punkte, z.B. kann man (0,0), (0,1) und (1,0) nehmen;
denn weil 0 # 1, liegen diese Punkte nicht auf einer Geraden 7. Sie liegen auch nicht auf
einem 7, ,, weil dann zugleich 7'(u,0,v) = 0 und 7'(u,0,v) = 1 sein miisste.

Wenn ¢ # d, dann haben 7, und 7y offenbar keinen Punkt gemeinsam, sind also parallel.
Kein 7. ist parallel zu einem 7, ,,, denn (¢, y) € 7y, genau dann, wenn y = 7'(u, ¢, v). Also
haben diese beiden Geraden genau einen Schnittpunkt. Wenn zwei verschiedene Geraden
Yurn UNd Yy, 0, gegeben sind, gibt es zwei Moglichkeiten: Wenn w; = us = u, dann ist
v1 # vo. In diesem Fall gibt es keinen Schnittpunkt, denn sonst wire fiir ein (z, y) zugleich
T(u,x,v1) =yund T(u, z,vy) = y im Widerspruch zu Axiom (vi). Die Geraden sind dann
also parallel. Wenn dagegen u; # ug, dann folgt aus Axiom (v), dass sich die Geraden
in genau einem Punkt schneiden. Insgesamt ergibt sich, dass zwei verschiedene Geraden
héchstens einen Punkt gemeinsam haben. Auflerdem haben wir gezeigt, dass die n.’s alle
zueinander parallel sind und ebenso die v, ,’s mit festem u, aber keine anderen Geraden.
Da durch jeden Punkt ein 7. geht und zu gegebenem u nach Axiom (vi) auch ein 7,,,, ist
damit das zweite Axiom fiir affine Ebenen verifiziert.

SchlieBlich gibt es durch je zwei Punkte (x1,y1) und (23, y2) eine Gerade: Wenn x1 = x5 =
¢, dann tut es 7.. Im anderen Fall folgt die Existenz einer geeigneten Geraden 7, , aus
Axiom (vii).

Damit ist gezeigt, dass A eine affine Ebene ist. Wie in 17.6 (iv) beschrieben, kann man
A zu einer projektiven Ebene erweitern.

Aus 17.14 folgt, dass jede affine Ebene isomorph zu A(K?) fiir einen geeigneten Terniirkorper
ist.
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(v)

(vi)

Diese Konstruktion fiihrt auf das in 17.5 (i) betrachtete Beispiel A(V') mit dem Rechts-
Vektorraum V' = K?, wenn der Terndrkérper K ein Schiefkdrper ist: seien eg, ey die
Einheitsvektoren in K2. Dann ist 7. = ejc + eoK und 7,, = eav + (1,u)K, also sind
die Geraden Nebenklassen von eindimensionalen Unterrdume von K2. Man bekommt
sogar alle Nebenklassen: seien v € K? und U ein eindimensionaler Unterraum, etwa
v = (vy,v2) und U = (uy,up) K. Wenn u; # 0, dann ist U = (1,u)K mit u = upu; " und
v+ U =v—(1,u)vy + U = 7y, mit v3 = v9 — uvy. Wenn uy = 0, dann ist us # 0 und
U = ey K; auflerdem ist v + U = v — eqve + U = ejvg + eo K =1y,

Isomorphe Ternédrkorper (mit der offenkundigen Definition) fithren zu isomorphen affinen
Ebenen, und dann sind natiirlich auch die zugehorigen projektiven Ebenen isomorph.
Umgekehrt sei a : € — &' ein Isomorphismus von projektiven Ebenen. Wenn O, X, Y, E
Punkte von £ in allgemeiner Lage sind, dann sind auch O«a, Xa,Ya, FE«a in allgemeiner
Lage, und die zugehorigen Terndrkorper sind isomorph.

(vii) Algebraische Eigenschaften der Ternédrkorper lassen sich im geometrische Eigenschaften

der projektiven Ebene iibersetzen und umgekehrt. Ein klassisches Beispiel dafiir werden
wir im néchsten Kapitel untersuchen.

(viii) Wir werden Punkte einer affinen Ebene kiinftig kurz durch ihre Koordinaten beschrei-

ben; fiir z,y € K ist also (z,y) der Punkt mit diesen Koordinaten. Ebenso behalten wir
die Bezeichnungen fiir die Geraden bei. Sinnvoll ist das aber erst nach Wahl der Punkte
O0,X,Y,E.

17.17 Lemma:
In einem Ternérkorper gilt (e =0 oder b=1) < T(a,b,0) =a < T(b,a,0) = a.

Beweas:

Wenn b = 1, dann ist T'(a,b,0) = T'(a,1,0) = a nach 17.15 (i) und 7'(b, a,0) = T'(1,a,0) =
a nach 17.15 (ii).

Wenn a = 0, dann ist 7'(a,b,0) = 7°(0,b,0) = 0 = a nach 17.15 (iii) und 7'(b,a,0) =
T(b,0,0) =0 = a nach 17.15 (iv).

Wenn b # 1, dann gibt es nur eine Gerade durch (1,a) und (b, a), némlich vy ,. Wenn
T(a,b,0) = a, dann geht auch v, durch beide Punkte, also a = 0.

Wenn a # 0, dann gibt es nur eine Gerade durch (0,0) und (a, a), ndmlich 6 = v, o. Wenn
T(b,a,0) = a, dann geht auch 7, durch beide Punkte, also b = 1.
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18 Desargues’sche Ebenen

18.1 Definition: Desarques’sche Ebenen

Eine projektive Ebene heiffit Desargues’sch, wenn das folgende gilt:

Zu je drei verschiedenen Geraden vy, vs, 7v3, welche sich in einem Punkt S schneiden, und
je zwei weiteren Punkte S # A; # B; # S auf v; sei C1 2 = A1 A2N By By und entsprechend
seien (] 3 und Cy 3 definiert. Dann gibt es eine Gerade durch 2, C} 3 und Cy .

03,3 €1,3 Cio
B
B,
A
2
S Ay 1

Eine affine Ebene nennt man Desargues’sch, wenn die zugehorige projektive Ebene dies
ist.

18.2 Bemerkung:

Im Bild oben ist die Gerade durch (' 2, C; 3 und Cy 3 parallel zu ;. Das ist kein Teil der
Definition (und ergibt in projektiven Ebenen keinen Sinn)!

Die Aussage, dass die drei Punkte C 4, C 3, Cy 3 auf einer Geraden liegen, ist natiirlich
dann trivial, wenn sie nicht alle verschieden sind. In diesem Fall, also wenn etwa C 5 =
Ci3 = T, dann ist A4Ay = AT = A;As, also sind A;, Ay, A3 kollinear und ebenso

B, By, Bs. Es fallen dann also alle C; ; zusammen.

Die zu einer Desargues’schen projektiven Ebene duale Ebene ist wieder Desargues’sch
(Ubungsaufgabe).

Die drei Geraden der Definition kénnen in einer affinen Ebene drei verschiedene Parallelen
sein, denn diese schneiden sich ja in einem uneigentlichen Punkt. Wenn die affine Ebene
Desargues’sch ist und etwa A; As || B1Bs und A; Az || By B3, dann liegen die Schnittpunkte
Ci2, Cy3 auf der uneigentlichen Geraden. Also liegt auch Cy3 auf der uneigentlichen
Geraden, d.h. auch AyAj; || ByB;s. Dieser und ein dhnlicher Spezialfall sind hier veran-
schaulicht:
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18.3 Lemma:

Seien S =< s >, A, B drei verschiedene eindimensionale Unterrdume des zweidimen-
sionalen Vektorraums V. Dann gibt es eine Basis {s,a} von V mit A =< a > und
B=<a+s>.

Beweis:  (fiir Links-Vektorrdume) Sei 0 # ag € A, also A =< ag >. Weil A # S, sind ag

und s linear unabhéngig, bilden also eine Basis von V. Insbesondere 148t sich 0 # by € B
als Linearkombination by = kiag + kos schreiben. Dabei sind die Koeffizienten kq, ko € K
beide von 0 verschieden, da sonst B = A oder B = S wiire. Setzt man b = k; 'by und
a = ky'kiag, dann ist A =<a >, B=<b>und b= a+ s.

18.4 Beispiel: fiir Desarques’sche Ebenen

Sei W ein dreidimensionaler Vektorraum W iiber einem Schiefkérper. Dann ist (W)
(vergleiche 17.5) Desargues’sch: Sei S der gemeinsame Schnittpunkt der drei Geraden
Vi, Vo, V3 (dies sind also zweidimensionale Unterrdume von W, die Punkte sind eindi-
mensionale Unterrdume). Wahle die Basen {s,a;} von V; wie im Lemma. Dann sind
A1As =< ay,a9 > und BBy =< a; + s,as + s > die Verbindungsgeraden. Thr Schnitt-
punkt ist C1 2 =< @y —ay >. Ebenso findet man C 3 =< a3 —a3 > und Cy 3 =< as —as >.
Da die drei Vektoren a; — ag, a1 — ag und ay — ag = (a3 — az) — (a3 — az) linear abhéngig
sind, liegen sie in einem zweidimensionalen Unterraum von W3 also liegen C' o, C 3,Co 3
auf einer Geraden.

Im folgenden wollen wir zeigen, dass umgekehrt alle Desargues’schen projektiven Ebenen
von dreidimensionalen Vektorrdumen herriihren.

18.5 Satz: Translationen

Seien P # () zwei Punkte einer Desargues’schen affinen Ebene A. Dann gibt es genau
eine Kollineation 7 = 7(P, Q) von A auf A mit den folgenden Eigenschaften:
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Pr=qQ
7 || v fiir alle Geraden ~
yr =, wenn || (PQ)

Man nennt 7 die Translation von P nach (); diese hat keine Fixpunkte.

Beweis:
Eindeutigkeit:
R
P Rt

Sei R nicht auf PQ); weil 7 eine Kollineation
ist, muss (PR)T = (P7)(R7) = Q(RT) sein;
nach Bedingung (2) ist also Rr auf der
Parallelen zu PR durch (). Andererseits muss
Rt auf der Parallelen zu PQ durch R liegen,
denn diese bleibt nach (3) fest. Es ist klar,
dass RT # R und dass R(Rr7) parallel zu PQ

1st.

Wenn S auf PQ liegt, dann wihle einen Punkt
R, der nicht auf dieser Geraden liegt. Die
Verbindungsgerade v = RS wird dann durch
7 auf die Parallele zu v durch Rt abgebildet.
Da P(Q fest bleibt, ist S7 als Schnittpunkt
von P@Q und v7 eindeutig bestimmt. Wieder
ist klar, dass ST # S.

R
Y
S
P Rt
ST

Wir haben also gezeigt, dass es hochstens eine Translation von P nach @) gibt und dass

diese keine Fixpunkte haben kann.

Um die Existenz von 7 zu zeigen, orientieren wir uns an der obigen Konstruktion; wieder
wird zunéchst der Fall betrachtet, dass R nicht auf PQ liegt. Wie man R7 findet, ist
schon beschrieben. Wenn v eine Gerade durch R ist, definiert man 7 als die Parallele zu
~v durch R7. Wir miissen zeigen, dass fiir jeden Punkt S auf v dann St auf y7 liegt. Das
ist klar, wenn ~y|| (PQ), denn dann y7 = v = S(S7). Sonst betrachten wir
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v Dabei ist o.E. S # R und wieder vor-

S ausgesetzt, dass S mnicht auf PQ liegt.

Rt Die drei Geraden PQ, S(S7) und R(RT)

sind dann parallel und verschieden; nach

i Konstruktion ist auch PR||Q(R7) und

St PS||Q(ST). Da die Ebene Desargues’sch ist,
folgt RS'|| (RT)(ST).



Wir haben jetzt 7 mit den gewiinschten Eigenschaften auf allen Geraden definiert und auf
allen Punkten, welche nicht auf PQ liegen. Auf diesen Punkten ist 7 iibrigens eine Bijek-
tion; die Umkehrabbildung findet man, indem man die Rollen von P und () vertauscht.
Auch fiir einen Punkt S auf PQ liegt schon fest, was St ist: wihle v # PQ durch S
und setze ST = PQ N ~7. Wir miissen noch zeigen, dass dies wohldefiniert, also nicht
abhéngig von der Wahl von + ist. Dazu sei v # § # PQ eine weitere Gerade durch S und
sei U =~1NIT.

Ps ! Waiére U nicht auf PQ), so wire U = V1
T fiir einen Punkt V', welcher nicht auf
S PQ liegt. Wenn ~; die Parallele zu ~
Qs durch V', dann ist ;7 die Parallele zu
v durch V7 = U, also 377 = 7 und
S daher v; = ~. Also geht v durch V;
U ebenso findet man, dass V auch auf o
liegt. Aber dann ist V = S, ein Wi-
derspruch, denn S liegt auf PQ), aber
V' nicht. Damit ist gezeigt, dass U =
PQ N~v1 = PQ N é1 unabhéngig von
ST der Wahl von 7 ist.

18.6 Korollar:

Mit den Bezeichnungen des Satzes gilt fiir jeden Punkt R, welcher nicht auf PQ) liegt,
dass Rt der Schnittpunkt der Parallelen zu P@Q durch R mit der Parallelen zu PR durch

Q ist.

18.7 Satz: Translationsgruppe

Sei A eine Desargues’schen affinen Ebene. Die sdmtlichen Translationen zusammen mit der
Identitét bilden eine abelsche Gruppe, die Translationsgruppe. (Die Gruppenverkniipfung
ist die iibliche Verkniipfung von Abbildungen.)

Beweis: Seien o und 7 Translationen. Wenn P = Por fiir jeden Punkt P gilt, dann ist
otr = id. Andernfalls wihle P mit P # Port, etwa Po = Q und Q7 = R. Wir zeigen,
dass o1 die Translation von P nach R ist. Dabei sind die beiden ersten Eigenschaften
in 18.5 klar. Es bleibt zu kontrollieren, dass yor = + fiir jede Gerade 7 || PR gilt. Wenn
P, @, R kollinear sind, dann lassen ¢ und 7 beide jedes solche v fest. Wir kénnen also
annehmen, dass P, @, R nicht kollinear sind. Es geniigt, einen Punkt 7" auf v zu finden,
fiir den auch T'or auf v liegt, denn o7 ||y und vyor geht durch Tor, also yor = . Fiir
v = PR kann man 7" = P nehmen, also 0.E. v # PR. Wenn es nur zwei Parallelen in der
Parallelenschar von PR gibt, ist notwendigerweise auch yo7 = v und wir sind fertig. Im
anderen Fall gibt es auf v mindestens drei Punkte (vergleiche 17.9 (6)), also gibt es T" auf
v, welches nicht auf PQ) und nicht auf der Parallelen zu QR durch P liegt.
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T M
Q9
P
as
o oT
Q R

Nach Konstruktion sind PQ||T(To), a1 = PT||Q(To) = as, QR||(To)(ToT) und
Q(To)|| R(Tot) = ag. Die drei Parallelen oy, aig, g sind verschieden: oy # ag, weil sonst
T, P, kollinear wiren, entgegen der Wahl von T'; auch a; # ag, weil sonst T, P, R kol-
linear wéren, also T auf PR und dann v = PR; schliellich ist as # a3, denn sonst
ist ap = QR und dann oy ||QR, wieder entgegen der Wahl von T. Auflerdem sind
P #T, Q # To, R# Tor. Da die Ebene Desargues’sch ist, folgt T(T'or) || PR. Da
auch || PR und T auf v liegt, ist v = T(T'o7); insbesondere liegt T'or auf 7, was zu
zeigen war.

Wir haben gezeigt, dass das Produkt von zwei Translationen entweder id4 oder eine
Translation ist. Sei o die Translation von P nach @) und 7 die Translation von () nach P,
dann ist P = PoT ein Fixpunkt. Nach 18.5 ist o7 keine Translation und daher o7 = id 4.
Das zeigt die Existenz von Inversen. Bekanntlich ist die Hintereinander-Ausfiihrung von
Abbildungen assoziativ. Die Translation bilden also eine Gruppe. Um zu zeigen, dass diese
Gruppe abelsch ist, sei wieder Po = QQ und Q7 = R

Wir nehmen zunéchst P, (), R nicht kollinear an. Dann ist o7 die Translation von P nach
R, wie gerade gezeigt. Aber auch Pro = R:

Pr

Da 7 die Translation von () nach R ist, erhélt
man P71, indem man die Parallele zu QR
durch P mit der Parallelen zu PQ durch
R schneidet. Wendet man auf diesen Punkt
jetzt o an, so erhélt man offenbar R. Daher
ist auch 7o die Translation von P nach R,
d.h. 7o =or.

R = Pro

Q

Wenn P, (), R kollinear sind, sei S ein Punkt, der nicht auf PQ liegt, o, die Translation
von P nach S und oy die Translation von S nach (). Dann ist ¢ = 0109, also

oT = (0109)T = 01(027) = 01(T03) = (017)09 = (T01)09 = T(0102) = T0

denn oq und oy kommutieren mit 7, wie schon gezeigt. Daher kommutieren alle Transla-
tionen miteinander.
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18.8 Definition:

Sei (K, T,0,1) ein Terndrkorper. Wir definieren dann zwei binére Verkniipfungen, genannt
Addition und Multiplikation, auf K durch

a+b=T(1,a,b) und ab="T(a,b,0) .

18.9 Bemerkung:

Nach den Ternédrkorper-Axiomen verhalten sich 0 und 1 erwartungsgeméaf, d.h. a +0 =
04+a=al=1a=aund Oa = a0 =0 fir alle a € K.

18.10 Voraussetzung: fir 18.11 bis 18.13

0, X,Y, FE sind vier Punkte in allgemeiner Lage in einer Desargues’schen projektiven
Ebene £. Der zugehorige Ternédrkorper ist (K, 7,0, 1), und die Punkte der affinen Ebene
A =&\ XY sind wieder durch ihre Koordinaten (z,y), die Geraden als 7, , beziehungs-
weise als 7, (die Parallelen zur y-Achse) bezeichnet.

18.11 Satz:

Sei 0 # a € K und o beziehungsweise 7 die Translationen von O nach (0, a) beziehungs-
weise nach (a,0). Dann gelten:

(1) Fir alle z,y € K ist (z,y)o = (z,y + a).

(2) T(u,z,a) =uz+ a fur alle u,z,a € K.

(3) (K, +) ist eine abelsche Gruppe.

(4) Fir alle z,y € K ist (z,y)7 = (z + a,y).

(5) Es gilt das Links-Distributivgesetz u(z + a) = uz + ua fiir alle u, z,a € K.
Beweis:

(1) Sei 0 # y € K. Die Parallele zu O(y,y) = 6 = y1 durch (0,a) ist v, ,. Die Parallele
zu O(0,a) = n = ny durch (y,y) ist n,. Weil (y,y)o der Schnittpunkt dieser beiden
Geraden ist nach 18.6, folgt (y,y)o =1, N1.. = (v, T(1,y,a)) = (y,y + a). Die Gerade
You0 geht durch (y,y)o = (y,y + a) und ist parallel zu g, also ist v ,0 = Yo,y+q- Aus
(x,y) = 1 N0,y folgt jetzt (x,y)o = 1,0 N Y00 = N N Yoyta = (T, Yy + a).

(2) Da n, 00 parallel zu 7,0 ist und durch (0,a) geht, ist ¥,00 = Yua. Da (x,ux) auf v,
liegt, liegt (z,ux)o = (x,ur + a) auf 7,4, also ist T'(u, z,a) = ux + a.

(3) Diejenigen Elemente der Translationsgruppe (vergleiche 18.7), welche die y-Achse fest
lassen, bilden eine Untergruppe A. Die Abbildung A 3 ¢ +— Og ist eine Bijektion von A
auf K. Weil Ooy + Oy = Ocy04 (nach (1)) ist, folgt die Behauptung.

(4) Es ist v107 = 71, fiir ein geeignetes b, denn die beiden Geraden sind ja parallel. Weil O
auf 719, ist (a,0) = O1 auf v, 97 = 71, und daher 0 = T'(1,a,b) = a+ b, d.h. b = —a.
Weil 7 die Parallelen zur x-Achse festlafit, ist (z,z)7 = (x1,x) fir ein x;, und da dieser
Punkt auf v, _, liegt, folgt x = T'(1, 21, —a) = 1 — a, also (z,x)7 = (x + a, z). Daher ist
NeT = Nzyq und damit schlieflich (x,y)T = (z + a,y).
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(5)

Be

Es ist (0,ua) auf v,.uq , also (0,ua)T = (a,ua) auf v, ,,7. Offenkundig liegt (a,ua) auch
auf 7,,0. Da diese beiden Geraden parallel sind, folgt Gleichheit, d.h. 7, 4,7 = Yu0. Da
T'(u,x,ua) = ux +wua nach (2), liegt (z, uxr 4+ ua) auf v, ,,. Wendet man 7 an, erhélt man,
dass (x + a,ux 4+ ua) auf 7, liegt, also ux +ua = T(u,x + a,0) = u(z + a).

18.12 Lemma:
Es gilt (1 4+ u)b = b+ ub fiir alle u,b € K.

wets:  Die Behauptung ist richtig, wenn v = 0 oder b = 0 oder b = 1. Wir nehmen daher

(0, ub)+

u # 0 # b # 1 an und betrachten

N V1+u,0
V1,ub
Definiere S = 7144,0MNY1,up- Auf den drei
Geraden durch O liegen jeweils noch
: zwei verschiedene Punkte, denn u # ub
Vu.0 nach 17.17. Da die Gerade durch (0, u)
und (1,u) parallel zur Geraden durch
(b, ub) (0,ub) und (b,ub) ist und ebenso die
T Gerade durch (0,u) und P parallel zur

<O7 u)

Be

Geraden durch (0,ub) und S, ist auch
die Gerade durch (1, ) und P (und da-
mit die y-Achse 1) parallel zur Geraden
durch (b, ub) und S. Daher ist b die x-
Koordinate von S. Weil S auf ~; ,, und
auf 74,0 liegt, ist die y-Koordinate
von S also b+ ub = (1 4+ u)b, wie be-
hauptet.

18.13 Satz:

K* = K\ {0} ist beziiglich der Multiplikation eine Gruppe mit 1 als neutralem Element.

weis:  Wenn u # 0 # a, dann ist ua # 0, denn sonst lige P = (a,ua) auf der x-Achse.

Aber P liegt auch auf 7, ; daher P = (0,0), ein Widerspruch. Dass ul = u = 1u, ist klar
nach 18.9.

Die Existenz des multiplikativen Inversen kann man wie folgt zeigen: Verwendet man
17.15 (v) mit uy = w # 0 = ug, v; = 0 und v = 1, so erhélt man ein x mit uzr =
T(u,z,0) = T(0,z,1) = 1. Daher gibt es zu u ein Rechtsinverses. Verwendet man 17.15
(vil) mit 23 = u # 0 = 29, y; = 1 und y» = 0, so erhdlt man s und r mit 7'(s,u,r) = 1
und T'(s,0,7) = 0. Aus der zweiten Gleichung folgt » = 0 und damit aus der ersten
Gleichung su = 1. Daher gibt es zu v auch ein Linksinverses. Dass diese beiden einseitigen
Inversen gleich sind, folgt dann aus der Assoziativitdt (die wir gleich zeigen werden):
s =sl=s(ur) = (su)r =1z ==x.
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Wir miissen also noch u(ab) = (ua)b fir alle u,a,b € K* zeigen; diese Gleichung gilt
dann sogar in K, denn wenn einer der Faktoren 0 ist, dann auch das Produkt, egal wie
geklammert. Die Behauptung ist klar, wenn einer der Faktoren 1 ist; wir nehmen daher
das Gegenteil an. Nach 17.17 gilt dann a # ab, ua # u und ua # a. AuBerdem sind alle
Produkte # 0.

Es folgt, dass (a,a) und (ab, ab) auf v, 9 = ¢, beziehungsweise (1,a) und (b, ab) auf v, ,
beziehungsweise (a,ua) und (ab,u(ab)) auf 7,0, beziehungsweise (1,ua) und (b, (ua)b)
auf 7,40 jeweils zwei voneinander und vom Schnittpunkt O dieser Geraden verschiedene
Punkte sind.

Wenn u # a, dann sind 9, 7,0 und 7, drei verschiedene Geraden durch O.

Yua,0 Yu,0
(b, (ua)b) / e -/(ab,u(ab))
7a,0
(1, ua) (a/ua)
)
(B! ab, ab)
14 a,a)

Weil
(1,a)(a,a) || (b,ab)(ab,ab) und (a,a)(a,ua)l||(ab,adb)(ab,u(ad)) ,

ist auch
(1,a)(a,ua) || (b, ab)(ab, u(ab)) .

Ebenso sind vy,0, Va0 und 7yq,0 drei verschiedene Geraden durch O. Weil
(1, a)(a, ua) || (b, ab)(ab, u(ab)) und (1, a)(1,ua) || (b, ab)(b, (ua)b))

ist auch

(1,ua)(a,ua) || (b, (ua)b)(ab, u(ad)) .

Aber das heifit gerade, dass diese beiden letzten Punkte die gleiche y-Koordinate haben,
also (ua)b = u(ab).

Wenn dagegen u = a, aber uu # 1, dann sind die drei Geraden 0, 7,0 und 7,0 verschie-
den. Auf ihnen liegen die Punkte (u,w) und (ub, ub), beziechungsweise (1,u) und (u,uu)
sowie (b, ub) und (ub, u(ub)), beziehungsweise (1, uu) und (b, (uu)b), die jeweils paarweise
voneinander und alle von O verschieden sind (der Fall ub = 1 ist mdoglich).
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Nun ist
(L, u)(1,uu) || (b, ub)(b, (uu)b) und (1,u)(u,u) || (b, ub)(ub,ub) ,

also auch

(u, u)(1, uw) || (ub, ub) (b, (uu)b) .

Dies zusammen mit

(u, w)(u, uw) || (ub, ub)(ub, u(ub))

impliziert

(1, uw)(u, uw) || (b, (uw)b)(ub, u(ub)) ,

also wieder die Behauptung.

Es bleibt der Fall u # 1 = uu. Man kann auch wieder geometrisch argumentieren; kiirzer
ist es, zu rechnen: u(1 4+ u) = v+ uu = u+ 1 =1+ u, denn das Links-Distributivgesetz
gilt ja, und die Addition ist kommutativ. Nach 17.17 folgt 1 + u = 0. Das Rechts-
Distributivgesetz haben wir im Spezialfall in 18.12 gezeigt. Es folgt 0 = (1 +u)b = b+ ub
und daher ub = —b. Daraus schliefit man u(ub) = —(—b) = b = (uu)b.

18.14 Satz: Koordinaten-Schiefkérper

Seien O, X,Y, FE vier Punkte in allgemeiner Lage in einer projektiven Ebene £. Genau
dann ist der Koordinaten-Terndrkorper K = K(O, E, X,Y’) ein Schiefkérper, wenn &
eine Desargues’sche Ebene ist. In diesem Fall ist £ = £(W) fiir einen dreidimensionalen
K-Vektorraum .

Beweis:  Sei £ Desargues’sch; in 18.11 haben wir gezeigt, dass die ternére Verkniipfung 7" in
K sich durch zwei bindre Verkniipfungen '+’ und ’-” ausdriicken 148t, ndmlich T'(u, z,v) =
ux 4+ v. Dort steht auch, dass (K,+) eine abelsche Gruppe ist, und dass das Links-
Distributivgesetz gilt. In 18.13 ist gezeigt, dass (K*,+) eine Gruppe ist. Es fehlt noch das

148



Rechts-Distributivgesetz (a + b)c = ac + be. Dies ist trivial, wenn a = 0. Andernfalls ist
a+b=a(l+a'b), denn das Links-Distributivgesetz gilt ja. Daher

(a+b)c = [a(l +a'b)]c = a[(1+a 'b)c] = alc +a ' bc] = ac + be

wobei die Assoziativitat der Multiplikation, der Spezialfall 18.12 der Rechts-Distributivitét
und noch einmal die Links-Distributivitdt benutzt wurden. Damit ist K ein Schiefkorper.
Dass dann £ = E(W) gilt, folgt aus 17.16 (v) und daraus, dass die zugehorige projektive
Ebene dann —bis auf Isomorphie— £(K?) ist (vergleiche 17.6 (iv)).

Die Umkehrung steht schon in 18.4.

18.15 Beispiel: Terndrkérper

Sei K =R und
2ux +v falls u,z beide negativ

T(u,z,v) = {

uxr +v sonst.

Es ist eine Ubungsaufgabe, die Ternérkorper-Axiome zu kontrollieren. Offenbar ist T(1,a,b) =

a + b die iibliche Addition in R. Dagegen weicht die neue Multiplikation a b = T'(a, b, 0)
von der iiblichen ab, wenn a und b negativ sind. Es ist (—1) * (1 + (—=1)) = (=1) * 0 =0,
aber (—1) %1+ (—1)*(—1) = =1 4+ 2 = 1, also gilt das Links-Distributivgesetz nicht.
Insbesondere ist (K, 4, ) kein Schiefkérper und daher die entsprechende Ebene nicht De-
sargues’sch. (Es gibt noch viele andere Beispiele von Ternirkorpern, die keine Schiefkérper
sind.)

Zum Schluss untersuchen wir, wann der Schiefkérper im vorigen Satz eine kommutative
Multiplikation hat, also tatséchlich ein Korper ist.

18.16 Definition: Pappos’sche Ebenen

Eine projektive Ebene heifit Pappos’sch, wenn sie die folgende Bedingung erfiillt: Zu je
zwei verschiedenen Geraden vy # 0 und je drei Punkten Ay, Ay, A3 auf v und By, By, Bs
auf 0, die jeweils voneinander und vom Schnittpunkt v N ¢ verschieden sind, setze S;; =
AiBj N AJBl fir ¢ 7é j Dann sind SLQ, 5173 und 3273 kollinear.

18.17 Bemerkung:
Wenn £ Pappos’sch ist, dann auch die duale Ebene (Ubungsaufgabe).

Unter der obigen Voraussetzung sind offenbar Ay, Ay, By, By vier Punkte in allgemeiner
Lage. Also kann man A; = O, Ay = E, By = X und By, = Y nehmen. Dann ist A3 =
(v,v) ein weiterer Punkt auf der Diagonalen, und Bj eine weitere Richtung, etwa u,
aufler 'waagerecht’ in X-Richtung, ’senkrecht’ in Y-Richtung, und ’diagonal’, weil B3 #
A1 Ay N By B,y. Das entsprechende Bild ist dann:
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18.18 Satz:

Sei £ eine Desargues’sche Ebene. Genau dann ist £ Pappos’sch, wenn der Koordinaten-
Schiefkérper K von £ ein Korper ist.

Beweis:

Mit den Bezeichnungen der vorigen Bemerkung ist

A1By = 0OY =
AQBl - EX = ’)/071
A1By = OB; = Yuo fiir ein u # 0, 1
AsBy = (v,v)X = Y, fiir ein v # 0, 1
AyBs = EBj3 = Yul-u weil ul + (1 —u) =1
AsBy = (v,0)Y = n, _
Daher ist

Sia = mNy1 = (0,1)

Sis = YoMy = (W 'v,w)

So3 = Yur-uNNy = (vyuv+1—u).

Genau dann sind diese drei Punkte kollinear, wenn ein ¢ € K existiert mit

(S13— S12)t = Sa3 — S12, d.h. (v, v — 1)t = (v, uv — u).

Wenn dies der Fall ist, dann ist u=lvt = v, also vt = uv, und wv —u = (v —1)t = vt —t =
wv —t, d.h. v =t und damit uv = vu.

Umgekehrt tut’s ¢ = u natiirlich, wenn v und v kommutieren.

Die Behauptung folgt, da v und v fast beliebig wahlbar sind und die ausgeschlossenen
Werte 0 und 1 ohnehin mit allen Elementen von K kommutieren.

18.19 Bemerkung:

Man kann rein algebraisch zeigen, dass jeder endliche Schiefkérper ein Korper ist. Endliche
Desargues’sche Ebenen sind also Pappos’sch.
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