17 Algorithmus von de Casteljau

Ziel (u.a.):

Approximation von polynomialen Kurven (in Bézier—Darstellung; siche Defini-
tion 1) durch Polygonziige.

Diese Problemstellung kommt aus den Bereichen
CAD: computer aided design = rechnergestiitztes Konstruieren
CAGD:  computer aided geometric design

Im Folgenden:  Meist d € {2,3}.

(R statt R", da n fiir andere Zwecke gebraucht wird: BZ-(")(t), b L)

Definition 1

Sind b©@ M), ... b € R? gegeben, so beschreibt das vektorwertige Polynom (in
Bézier-Darstellung bzgl. [0, 1])

P(t):=> b BM(t) , teR, (1)
i=0 M

=) (—tn—

in R? eine polynomiale Kurve, die man fiir t € [0, 1] Bézier-Kurve nennt; b, ... b

heiBien Kontroll- oder Bézier-Punkte. Verbindet man b mit b¢*+1 geradlinig fiir

1 = 0,1,...,n — 1, so entsteht ein Streckenzug, den man Bézier-Polygonzug

nennt.

Ziel:  Berechnung eines Funktionswertes P(t) und Steuerung der Gestalt von
P(t) unter alleiniger Verwendung der Kontrollpunkte.

Bemerkung 1

a) Man kann in Definition 1 allgemeiner Bernstein—Polynome bzgl. des Inter—
valls [a, b] verwenden. Wegen Bemerkung 15.1 beschrénken wir uns hier je-
doch auf [a,b] = [0,1].

b) Jede durch

P(t) := Za(i)ti , a¥ e R?

1=0

gegebene Kurve heifit polynomiale Kurve in R?.

¢) In (1) kann man ¢ als Parameter auffassen.
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(4)
d) Im Fall d = 2 (ebene Kurve) und b® = bs , gilt
by

> b B (1)
i=0

S B0
i=0

Beispiel 1  (Polynomiale Kurven allgemein; ¢ € R)

a) P(t):<8)+<é)t+(§))t2 (2)

et S R

b) P(t):(£0)+<a11 )t+<c?2 )t2+...+(£n)t", a; €ER, a, #0

N x(t) =t
y(t) = ag + a1t + ast® + ... + a,t"

= y=ag+amz+ar’+... +aa" (Polynom n—ten Grades)

1 4
c) P(t) = ( 2 ) + ( 5 ) -t (Gerade im Raum)



Neilsche Parabel

t>0

t<0

Beispiel 2  (Bézier Kurven, ¢ € [0, 1])
Gesucht:  Bézier-Darstellung (bzgl. [0, 1]) von (2)

Satz 15.2¢) = t=Y_ %Bi(")(t)
=0

Satz 15.(5) = tLZEZfQZElB@%w
1 n

22n(n-1)=x1_ (i2—) B ()

1
n:2:t:§ﬂ%o+39@

£ = By (1)

I
e

erganzt

= (8)(1 —1)% + <é) 2t(1—1t) + G)ﬁ



1 1
Bézier_Punkte: b0 — (° b = (2], p® =
0 0 1

(0,0) und (1,1) liegen auf der Parabel K : y =12, (3,0) liegt nicht auf K .

Yy
2T Y = x?
1+ b2
9 1 b0 O 5 T

X Bézier-Punkte

— Bézier-Polygon

A conv(p©, 50 )}

Beispiel 3

Gegeben:

p(x) :=0-BP () +1-BP @) +2- B (x) +2- B (x) (3)

Gesucht: a) Bézier-Kurve P(t), die mit dem Graphen von p iibereinstimmt.
b) zugehorige Bézier—Punkte.

Losung:

a) Graph von p : (z,y) = (z,p(z))

Triviale Parametrisierung: = =t, y = p(t)
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Abszissen: dquidistant; x; = % , 1=0,1,2,3
Ordinaten:  Koeffizienten in (3).
p(r) =1-3z(1 —2)*+2-32%(1 — x) + 223
=3(x — 227 + 23) + 6(2® — %) + 22 = 3x — 2% = 2(3 — 2?)

P)=3-32220 = z==%I1

0\ /L /2\ /1
fi g : 3 3
b) Bézier—Punkte: (0), (1), <2), <2>

)
2 4+
1 =4
—2 —1 1 2 t
1 41
y = p(z)
94
Bemerkung 2
a) Wegen
BI(0) = doi. B"(1) = b (4)
(0;; Kronecker-Symbol) gilt
P0) =09, P@1)=0b" fiir P aus (1). (5)
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D.h., die Bézier Punkte b*) und o™ liegen stets auf der Bézier-Kurve (b1, ...
im Allgemeinen nicht).

Schréinkt man ¢ auf [0, 1] ein, so bilden 5, b die Enden der Bézier-Kurve.

P = Y00 n (B0 - B 0)]

n n—1
= > oOBI V() =Y b B (1
1 n{ i—1 ( ) . % ( )

s V3 =
BV Indexyer‘s,chiebung
-1
Z =) B ) (6)
1
P(0) =n(dW =) = b1 =p® + —p(0)
= " ] (7)
analog (5) P'(1) = n(b™ —pn=D) = pe-D = pm _ Z p/(1)
n

d.h., b, b= liegen auf der Tangente an die Bézier-Kurve durch 5 und 5™

(siche Beispiel 2 und 3).
dk n' ek (n—k) i k—j ]{; L
_— e — ,n . — - (Z+.7)
w0 Y (BZ -3 (5o )

Beweis (vollstindige Induktion nach k)

k—k+1:
k1 (t B ol n—k( k) [B(n k D(t) B(n k 1)(t)
dtk+1 Ind.vor. + 8.15.21) (n — k)! — !
k
> (Fues
=0 J
nl n—k n—k—1
B (n—k—1) (n—k-1)
= (h+ 1] {ZBH e 2B (t)c’}
i=1 P 1=0
En k— lB(n k— 1)()CL+1
n—k—1
n—k—1)
(n—k —11 Z B| t)(civ1 = ci) 9)



k I k+1 I
o  \k—j (+1+5) _1\k—j+1 (i+7)
O O > R N

J+1g =1

R e (R

k
. k

1)k+1-(k+1) pli+k+1)
(=1) kE+1-1

— (=1)F0 (lg) p(i+0)

k1
E4+1\ ..
= E (—1)F1~ J( * )b(’ﬂ) (:5 Behauptung
, J
Jj=0

Bemerkung 3

a) Ist ® : R? — R eine affine Abbildung, d.h. ®(z) = ¢+ Az mit c € R?, A €
R4 50 ist ®(P(t)) bereits durch die Bilder der Bézier-Punkte festgelegt.

Beweis .
P(t) = b BM () = &P b . B (¢
(t) g i (1) Z
ER
— ¢+ A- Zb@ BM () =c- ZB(”
1=0
S. 15.2 b)
+ YA BI(1) =3 (c+ AbD) B (t)
' i=0 _q)("b(i))

O

b) Bemerkung 3a) beruht wesentlich auf der Eigenschaft b) der Bernstein—
Polynome in Satz 15.2. Ein Analogon dieser Bemerkung gilt im allgemeinen
nicht fir die Basen von P,, aus Satz 15.1.

Definition 2

a) Eine Menge M C R? heift konvex, wenn mit je zwei Punkten z,y € M
auch deren Verbindungsstrecke

[z, yl =+ ANy —xz), 0< A<,

in M liegt.



b) Der Durchschnitt conv(M) aller konvexen Obermengen einer gegebenen
Menge M heifit konvexe Hiille von M.

(conv(M) ist die bzgl. ,,C” kleinste konvexe Obermenge von M)

c) x = Zaix(i), a; > 0, Zai = 1 heift Konvexkombination von
i=1 i=0
Wz e R,

Bemerkung 4

a) conv{z® ... 2™} = Menge aller Konvexkombinationen von 2, ... 2™
)
e
e
2+
e

b) Wegen Satz 15.2 a),b) gilt
P(t) € conv{p? ... b™},

d.h., jede Bézier-Kurve (1) liegt in der konvexen Hiille ihrer Bézier—Punkte.
(Vgl. Beispiel 21)
(In Def. 2¢) ist a; = B™(t), 2@ =b@  i=0,1,...,n)

Definition 3  (Hilfsfunktionen)
Sei Pwiein (1) und 0 <r <s<mn.

b () ==Y b BE V(1) = S DBt
i=r —=i—r j=0

Ji=ti—r j=
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Satz 1
Mit P wie in (1) und b™*) wie in Definition 3 gilt
a) b (¢) = b Béo) (t) =b0;

——
=1 nach S.15.2e)

b) B (1) = (1 — b0 (r) + £b019(t),  falls 7 < s

¢) bOM(t) = > bW BM (1) = P(t).

i=0
Beweis
a), ¢) trivial
b) b(r,s)(t) — Zb(z B(s T)
s1mt0) Z o [thff )+ (1 -8
o s r— 1 s—(r+1))
= b .¢. B Z B

i=r+1

1—th(’B(51 )+ (1 —1)- B V()
N———
=0

= Behauptung

O

Wegen Satz 1 kann man fiir festes t = A € (0, 1) den Wert P(\) durch fortgesetzte
lineare Interpolation berechnen, ohne die Bernstein—Polynome zu bestimmen:

(10a) b :=p™  r=0,....n
(10b) b = (1 — X)bs=D 4 \pU+L8) - =0, ... . n

(10c) P(X) = b0m)

(10) heifit Algorithmus von de Casteljau (1959).




Schema von de Casteljau

p©)

u”\\\\bm)\\\\
) — N pa2 — N 102

bl

\\\\ \\\\ ey

b(n 1,n)

Bemerkung 5

a)
b)

(10b) stellt eine Konvexkombination dar. (A € (0,1)!)

Zur Konstruktion der Punkte b(™*) geht man vom Bézier-Polygonzug aus
und teilt dessen Seiten im Verhéltnis A zu 1 — A. Dann verbindet man
die Teilpunkte 01 plitt) = 1 ... n — 1. Mit dem so entstande-
nen Streckenzug (mit dem Anfangspunkt 5% und dem Endpunkt b~1™)
verfahrt man analog.
Beachte:

=z
(10b) = b —prs=1) = \[pUrFLs) _ prs=1)]

N——" =
=y =z

Alz =yl (1 =Mz -y
I I |
x 4 Yy

=1-Nz+Xly = z—z=Ny—2x), y—z=(1-XN)(y—=x)

Verbindet man am Ende des Algorithmus »©, 51 02 pO0n) = p(})
sowie P(\) = b©m) pn) (™ geradlinig, so erhilt man zwei Streckenziige
s1, 2 deren Anfangs—/Endpunkt jeweils auf der Bézier-Kurve liegen und
die trivialerweise in der konvexen Hiille der urspriinglichen Bézier—Punkte
verlaufen. (Mit zwei Punkten liegt auch ihre Verbindungsstrecke in einer
konvexen Menge!)
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Satz 2
Mit den Bernstein-Polynomen B\™ (¢; a, b) bzgl. des Intervalls [a, b] und B™ (¢) =
B™(;0,1) wie in §15 sei
=2 BN 6 W),
t
O (NBM (t0, X 0D (NBM (<
=3 )= S HIB).
t—A
= S B, 1) = 3B () B (2
; ( Z Z 1 _ )\) 7
mit A € [0,1]. Dann gilt
P(t) = Pi(t) = P(t), teR.

Beweis

gilt

A = lnk ]i) (T — A) (?) A\ — )L/
s ; (7;: :) [#(1 = X)) F A — )

)
HESTS S G CI RS
)

s=l—k
n

k

7~ N7 N 7~ N

U (D VIRED W L (Z) (1 —t)" % = B (1)

Po(t) = 3 S BB (B (14, 1)

1=0 j=1

<

k
B> BB ()

k=0 =0

3

-~

g
/
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Zu zeigen: A’ = B (1)

k

)

>
()

Lo (e v -

1-—
7) Tk —%!?nl)i R u<nni ' (Z) ﬁ - (Z) @

= = () z() AL 0
- (Z) 1=t @ = N)FE = A+ A= M= BI(1)
O
Aufgabe

Zeige: b= und 6™ aus der vorletzten Spalte des Algorithmus von de Ca-
steljau liegen auf der Tangente an P(t) in P(\) = b0

Beweis

Bemerkung 2b), angewandt auf P (), Py(t) aus Satz 2 unter Beachtung von (10).

Beispiel 4

1 1
P(t) = (8) BO(t) + ((1)) BY(t) + ( 1) BY(t) + (O) B (t)
1 1
= (O)-3-t(1—t)2+<)-3-t2(1—t)+<>t3 (11)
1 1 0
B 3t* — 3t° + ¢ (28 437\ ((t)
o \Bt—62+ 334312 -3t3)  \ =3t2+3t)  \yt)
Bézier—Punkte:  Ecken des Einheitsquadrats

. 1
Waagerechte Tangente: §(t) = —6t+3=0=1= 5 }
i(t) = =6t + 6t = i(3)#0

= waagerechte Tangente in P(3) = <

)

Senkrechte Tangente:  #(t) = =6t +6t=0 = =0, ty=1
y(0)=3#0, y(1)=-3#0

Bl N
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= senkrechte Tangente in P(0) = (g) und in P(1) = (1)

0
1
Gesucht:  P(\) mit A = 1 mit dem Algorithmus von de Casteljau (1 —\ = Z)
0
b0 —
(0) \
b — (g)_ BOD — (1= \)pO L ApD — (?)
4
1 \ ; ()
b(2) — _ b(1,2) _ [ 4 — [ 16
1 1 16
3) 1 (2,3) 1 % p(0.3)
1 6 16
L, :
(Probe:  Setze A = 7o (11) ein!)
Yy
b p(1.2) p(2)
1.00 ¥
0.75 1
Beachte: t#x
0-50 1 imillg.
/
0.25 ¥/ p01
0
B )x
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27 27 27
—2 T % | | &
21 9 9

16 + 4 16

P(t) = OB (t0,1) + OB (10, 1) + 602 BP (1,0, 1)
+609 B (10, )

(
- (

B(t) =

3t — 242 + 48t3 + 212 — 84t3 4 36¢3

1 10
- 3t(1 — 4t)? S3t2(1 — 4t A

— 12¢% + 10¢° (2 37 P
o\ -3t2+3t) Q

b0 BV (1) + b0 BP (11 1)

.1
)40

+02BP (1 1,1) + 6 BY (1, 1,1)

4

% (1—1)°+ i? '3(%—1)(1—15)2
oo (@) s ne s
o o (ot

2_t, 1
t*—3+15

(;(1—3t+3t2 )+%(t—2t2+t3—i+§—§))
S(1=3t+3t2 —13) + (13 — 312+ 3t — 1)

2
(3(t2—§+%—t3+%—f—6)+t3—%t2+ 3t—6—4)} 64

W

(-3 + 32— 2t 4+ L) 27
21 15
64{(———+———+t(—@+———+16))
9 27 135 81
27 -2+ Z+i-EZ+32-5)

+<t (g—@+———)+t3(—§+ﬁ—3+1))}
27 405 27 9 45 9
(% — % +5) TP+ 1~ 1)

6_4 t281 +t3( 27) B 3t2_2t3 _P(t)
27 t*é}ﬁ—t?( 8y) \3t—3t2)
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