Ubungsaufgaben DiSKRETE MATHEMATIK UND OPTIMIERUNG

SERIE 5 Termin: [16.06.2004 |
5.1 Fiir den in der Skizze angegebenen Graphen bestimme man kiirzeste Wege von 1

zu den anderen Knoten! 4

5.2 Die folgende Abbildung zeigt einen kantenbewerteten Graph G:

(a) Wieviele Geriiste besitzt G7

(b) Finden Sie ein Minimalgeriist fiir G.

5.3 Zeigen Sie, dass in jedem Graphen die Anzahl der Knoten mit ungerader Valenz
eine gerade Zahl ist.

5.4 Ein Graph G = (V, E) heifit paar, wenn es eine Zerlegung A U B von V gibt, so
dass alle Kanten von G genau einen Endpunkt in A und genau einen in B haben.
Man zeige: G ist genau dann paar, wenn G keinen geschlossenen Kantenzug un-
gerader Linge enthilt.
(Hinweis: Zum Beweis der Riickrichtung nehme man 0.B.d.A. an, dass G zusam-
menhéngend ist, wihle einen festen Knoten v aus V und wihle fiir A die Menge aller
Knoten, die einen geraden Abstand zu v haben.)



5.5

Sei G = (V, E) ein Graph. Eine Menge T' C V heifit Knoteniiberdeckung, wenn
jede Kante von G wenigstens einen Knoten in 7" hat. Eine Menge M C FE heifit
Matching, wenn je zwei verschiedene Kanten aus M keinen Knoten gemeinsam be-
sitzen. Man beweise mittels des Dualitétssatzes der linearen Optimierung und der
totalen Unimodularitit der Inzidenzmatrix eines paaren Graphen den folgenden
Satz von Konig: Ist G ein paarer Graph, so gilt:

max{|M|: M Matching} = min{|T| : T Knoteniiberdeckung}.

(Hinweis: Eine Matrix heifit total unimodular, wenn jeder quadratische Minor die
Determinante -1,0 oder 1 hat.

Ohne Beweis diirfen Sie die folgenden Sitze benutzen: (a) Die Inzidenzmatrix eines
paaren Graphen ist total unimodular. (b) Die Komponenten jeder Basislosung des LOP
Ax = b,x > 0,c"x — max mit total unimodularer Matrix A und einem Vektor b,
dessen Komponenten alle ganzzahlig sind, sind ganzzahlig. )



