Prof. Dr. Gronau Mathematik fiir WIN und WIW

1 Grundlagen

1.1 Aussagenlogik

Definition 1 Fine Aussage ist ein sinnvoller Satz, der entweder wahr

(w) oder falsch (f) ist.

= Aussageform

Definition 2 Als Definitionsmenge einer Aussageform p(z) bezeichnet
man eine Menge D mit der Figenschaft, dass fiir alle Elemente x € D
die Aussageform p(z) zu einer Aussage wird.

= All-Quantor V, Existenz-Quantor 3

= Operationen mit Aussagen, Wahrheitstafel

Definition 3 Als Negation p, Konjunktion (und) p A q, Disjunktion
(oder) pV q, Implikation p — q bzw. Aquivalenz p < q der Aussagen p
und q bezeichnet man Aussagen mit der folgenden Wahrheitstafel:

Plq|P|PANqg|PVg|P—4q|P—(Q
w|w| f| w w w w
w| f|f| f w f f
flwl] w f w w /
Sl w| f / w w

= Gesetze der Aussagenlogik (de Morgan, Transitivitét)
= Tautologie, Kontradiktion

= Der direkte Beweis

= Die vollstandige Induktion

= Der indirekte Beweis
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1.2 Mengenlehre

Definition 4 Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
von bestimmten, wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die zu einer Menge zusam-
mengefassten Objekte heiffen Elemente der Menge.

Achtung! Jedes Element kann in einer Menge nur einmal vorkommen!
= x € M (Elemente - kleine Buchstaben, Mengen - groie Buchstaben)

= Definition von Mengen, Venn-Diagramme

Definition 5 Zwei Mengen A und B heiffen gleich, und man schreibt
A = B, wenn beide Mengen genau dieselben Elemente besitzen. Sonst
gilt A + B.

= Mengenrelationen und -operationen

Definition 6 Gilt fir jedes Element v € A auch v € B, so heifst A
Teilmenge von B, geschrieben: A C B.

Definition 7 Die Durchschnittsmenge A N B, die Vereinigungsmenge
AU B und die Differenzmenge A\ B fir zwei Mengen A und B werden
folgendermafen definiert:

ANB={z:(x € A) A (x € B)},

AUB={z:(x € A)V (z € B)},

A\B={x:(x € A)N(z & B)}.

= leere Menge ), komplementire Menge, disjunkte Mengen
= Gesetze fiir Mengenoperationen, Kreuzprodukt M x N

= Potenzmenge 2V, Menge der k-elementigen Teilmengen (‘2)
= Machtigkeit einer Menge

Achtung ! A = B beweist man durch die beiden Beweise A C B und
B C A.
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1.3 Kombinatorik

Definition 8 Die Fokultit n! wird fir natirliche Zahlen n folgender-
mafen definiert:

ol — n-(n—1)-...-3-2-1  fiirn >0,
' 1 fur n = 0.

= Anordnungen, Permutationen
Satz 1 Die Anzahl der Permutationen von n Elementen ist p, = n!

Definition 9 Der Binomialkoeffizient (Z) wird fiir naturliche Zahlen n
und k mit 0 < k < n folgendermajflen definiert:

n n.(n_l)..é!.(n—kﬂ) fir0 <k <n,
. ) fiir k=0 oder k =n.

Satz 2 Die Binomialkoeffizienten (Z) erfillen fur natirliche n und k
mit 0 < k < n folgende Gesetze:

(ir1) = ()= ()

Achtung ! (2) =0 fiir £ < 0 oder k > n.

= Auswahlen und Anordnungen

= Kombinationen, Variationen (mit und ohne Wiederholungen)

Achtung ! 'mit Wiederholungen’ heifit: Wiederholungen sind moglich,
nicht notwendig !



Prof. Dr. Gronau Mathematik fiir WIN und WIW

Satz 3 Die Anzahl der Kombinationen, Variationen (mit und ohne
Wiederholungen) von n Elementen zur k-ten Klasse ist:

] H ohne Wiederholungen \ mat Wiederholungen \
Kombinationen Kow=(}) K,‘ff/k = (”ﬂ’:*l)
- Vi = 2 =
n, (n—Fk)! W o_ ok
Variationen nen—1)- .- (n—k+1) Vg =n

Achtung ! V,,,, = p,.

Satz 4 (Binomischer Lehrsatz) Fir jede natiirliche Zahl n und je
zwei Elemente x und y eines Korpers (z.B. R) gilt:

- n n—i, 1 n
3 () Y=ty
i=0
Folgerung 1 Fur jede natirliche Zahl n gilt:
> (1) -2
, i
=0

Folgerung 2 Fur jede natirliche Zahl n gilt:

= Wege im Gitter, Pascalsche Dreieck

Satz 5 Fur alle natirliche Zahlen n, k und m mit 0 < k < n und

0<m<n gilt:
() -2 ()0

Satz 6 Fur alle natirliche Zahlen n, k und m mit 0 < k < n und
0<m<n—k git:

() -S()0)
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1.4 Relationen

Definition 10 Eine bindre Relation R auf A x B ist eine Teilmenge
von A X B.

= Schreibweisen, z.B.: zRy,a < b,m =n,w > z,plq

= = Rx
’ Eigenschaften von Relationen auf A x A ‘
’ Eigenschaft \ Definition ‘
reflexiv rRx fiir jedes x € A
irreflexiv x R fir jedes x € A
symmetrisch xRy — yRx fur alle z,y € A
antisymmetrisch | © # y, xRy — y R fir alle x,y € A
transitiv rRy,yRz — xRz fir alle x,y,z € A
| Wichtige Relationen auf A x A |
Typ der Relation Definition
Aquivalenzrelation reflexiv, symmetrisch, transitiv
Halbordnung reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
Ordnung (lin. Ordnung) Halbordnung und
xRy oder yRx fir alle x,y € A

Satz 7 Jede Aq_uivalenzrelation auf A x A definiert auf A eine Klas-
seneinteilung (Aquivalenzklassen).
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1.5 Zahlenbereiche

= natiirliche Zahlen: N ={0,1,2,...}, Nt ={1,2,...}

= gangze Zahlen: Z = {0,+1,—1,42,-2,...} = NU{z: —z € Nt}
= Z"

= rationale: Zahlen Q = {z : Ja,b€ Z,b# 0,2 = §}

Achtung ! Aquivalenzrelation

= Dezimalbriiche, endliche, unendliche, periodische

= reelle Zahlen: R = {alle Dezimalbriiche} =
= QU {nichtperiodische Dezimalbriiche}

= komplexe Zahlen C etwas spater
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1.6 Zahlentheorie

Definition 11 Seien a,b € Z gegeben. Wir sagen, a teilt b (oder ‘a ist
Teiler von b’ oder ’b ist teilbar durch o’), falls es eine Zahl ¢ € 7 gibt
mitb=a-c.

Definition 12 FEine Zahlp € N mit p > 2 heifit Primzahl, falls sie nur
1 und sich selbst als Teiler aus N hat.

Regeln:

1. Falls a|b und ¢ € Z, so gilt albe.

2. Falls a|b und b|c, so gilt alc.

3. Falls a|b und alc, so gilt a|b+ ¢ und a|b — c.

= Halbordnung
Satz 8 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Satz 9 (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede Zahl n € N mit
n > 2 hat eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmte Darstel-
lung als Produkt von Primzahlen.

= grofite gemeinsame Teiler (ggT) (a,b) der Zahlen a,b € N

Algorithmus 1 (Euklidischer Algorithmus) FEs seien a und b zwei
natirliche Zahlen mit a > b > 0. Setze ro = a und vy = b und bilde r;
firi=2,3,... gemaf

Tic1 = Q- T + T mat r; > Tir1 >0
bis erstmalig fur einen Rest r;ix1 = 0 gilt.

Satz 10 Der letzte von O verschiedene Rest im Fuklidischen Algorith-
mus ist der grofste gemeinsame Teiler (a,b) zweier natirlicher Zahlen
a und b.

Folgerung 3 Der grifite gemeinsame Teiler (a,b) zweier Zahlen a und
b lasst sich als Linearkombination von a und b darstellen, d.h. es gibt
zwei ganze Zahlen m und n mit (a,b) = ma + nb.

Folgerung 4 Die natirliche Zahl 1 ldsst sich genau dann als Linear-
kombination von a und b darstellen, wenn (a,b) = 1.
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Definition 13 Gegeben seien die drei ganzen Zahlen a, b und m mit
m > 0. Wir sagen ’a ist kongruent zu b modulo m’, falls die Differenz
a-b durch m teilbar ist.

Lemma 1 Va,b,c € Z und Ym € Z™" gilt:

1. a = a mod m,

2. a =bmod m <= b = a mod m,

3. a =bmod m,b=cmod m = a=cmodm.

= Aquivalenzrelation

Lemma 2 Va,b,c,d € Z und VYm,n € Z™" gilt:

1. Aus a = bmod m und ¢ = d mod m folgt a + ¢ = b+ d mod m und
a—c=b—dmodm.

2. Aus a = b mod m und ¢ = d mod m folgt a-c=0b-dmod m.

3. Aus a = b mod m folgt a = b mod d fir jeden Teiler d von m.

4. Aus a = bmodm und a = bmodn mit (m,n) = 1 folgt a =
b mod m - n.

= In den Restklassen Z/mZ kann man 'normal’ addieren, subtrahieren
und multiplizieren.

Achtung ! Dividieren !

Satz 11 Die Elemente von Z/mZ, die ein multiplikatives Inverses
haben, sind genau die Zahlen, die relativ prim zu m sind, d.h. die
Zahlen a, fur die es eine Zahl b mit a - b = 1 mod m g¢ibt, sind genau
die Zahlen mit (a,m) = 1.

Folgerung 5 Ist m eine Primzahl, so hat jedes Element aZ/mZ — {0}
ein multiplikatives Inverses, d.h. fiir jede solche Zahl a gibt es eine Zahl
b mit a-b=1mod m.

Satz 12 (kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl, so gilt fir
jede ganze Zahl a :
a’ = a mod p.

Falls a nicht durch p teilbar ist, so gilt:

a? ' =1 mod p.
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1.7 Abbildungen, Funktionen

Definition 14 A und B seien Mengen. Fine Funktion von A nach
B, f: A— B, ist eine Relation mit der Figenschaft: Zu jedem x € A
steht ein eindeutig bestimmtes y € B in Relation.

= Notation: y = f(z)

= Definitionsbereich, Bildbereich, Kompositum

| Eigenschaften von Funktionen f: A — B |

’ Eigenschaft \ \ Definition ‘
surjektiv auf f(A)=B
injektiv eineindeutig r#1 = f(x) # f(2)
fir alle z,2" € A
bijektiv eineindeutig und auf | surjektiv und injektiv

= inverse Funktion f~! (Umkehrfunktion)
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2 Algebraische Strukturen

2.1 Operationen

Definition 15 FEine (bindre) Operation (Verknipfung) o auf einer
Menge M ist eine Funktion M x M — M. Das Element in M, das
(x,y) zugeordnet wird, heifit x oy.

= Operationstafel (Verkniipfungstafel)

= DBeispiele

| Eine Operation o

ist assoziativ, wenn x o (yoz)=(xoy)oz
fir alle z,y, 2z € M.
ist kommutativ, wenn roy =yox

fir alle x,y € M.

ist distributiv iiber der Oper. *, wenn zo (y*z) = (roy)* (roz)
fir alle x,y,z € M.

hat ein neutrales Element e, Wenn roe=eoxr =2=o
fiir alle x € M.

1 1 -1

Das Element x € M hat ein Inverses x™', wenn xox " =z ox = e.

2.2 Gruppen

Definition 16 FEine Gruppe (M, o) ist eine Menge M mit einer Oper-
ation o auf M mit folgenden FEigenschaften:

1. assoziativ,

2. es existiert ein neutrales Element e,

3. jedes Element x € M hat ein eindeutiges Inverses x 1.
4. Falls (M,0) kommutativ ist, heifst (M,o) abelsche Gruppe (oder
kommutative Gruppe).

= Beispiele
= Addition: Nullelement, additives Inverses —x

= Multiplikation: Einselement, multiplikatives Inverses x~*

10
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2.3 Korper

Definition 17 FEin Korper (M, o,x) ist eine Menge M mit zwei Oper-
ation o und * auf M mit folgenden Eigenschaften:

1. (M, o) ist eine abelsche Gruppe.

2. (M — {0}, ) ist eine abelsche Gruppe.

3. Es gilt das Distributivgesetz.

= oft: o- + - Addition

= oft: x - - - Multiplikation

= 0 - Nullelement = neutrales Element bzgl. der Addition

= 1 - Einselement = neutrales Element bzgl. der Multiplikation
= Beispiele

Achtung ! Bezeichnung F,, fiir Korper mit n Elementen.

= Beispiele fir endliche Korper:

F, = (Zy,+, ), falls p eine Primzahl ist.
Fy,=(M={0,1,a,a + 1}, 4+, ) mit

[+ [0 [1 [a [otl]

a+l || a+l |1 o

= Isomorphie

Achtung ! T, existiert genau fiir Primzahlpotenzen n und ist dann
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

11
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3 Differenzengleichungen

= Beispiele (arithmetische Folge, geometrische Folge, Fibonacci-Folge)

Definition 18 Fine Differenzengleichung der Ordnung m
15t eine rekursive Beziehung

Ynt+m = F(yn+m—17 Yn+m—25 - -+ Yn+1, yn)v

n=20,1,2,..., wobet I' eine Funktion in m Variablen ist.

= Beispiel einer nicht-linearen Differenzengleichung

= homogen, inhomogen

Definition 19 Eine lineare Differenzengleichung der Ordnung m ist
eine rekursive Beziehung

Yn+m + Apt+m—1Yn+m—1 + Ap+m—2Yn+m—2 + ...+ Ap+1Yn+1 + AnYn = Cn,

n=0,1,2,..., mit a; € K, wobei K ein beliebiger Korper ist. Gesucht
sind alle Folgen {y;} € K, die die Differenzengleichung ldsen.

= Beispiel einer linearen Differenzengleichung mit nicht-konstanten
Koeffizienten

Achtung ! Lineare Differenzengleichungen sind immer losbar;
Yo, Y1, - - - » Ym—1 sind frei wahlbar.

= Yo, Y1, --,Ym—1 heilen Anfangswerte
= Es bezeichne y abkiirzend die Folge (y;)ien-

= Abkiirzende Schreibweise fiir die Differenzengleichung:

L(Y) = Cn,

L(y) bezeichnet die linke Seite der Gleichung,.

12
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Satz 13 (Struktursatz fiir lineare Differenzengleichungen) Mit
der Kurzschreibweise gilt:
a) Der Operator L ist linear:

L(y +2) = L(y) + L(=z),
La-y)=a-Lly) Yae K.
b) Sei M ={y : L(y) =0}, d.h. die Menge der Lisungen der homoge-
nen Differenzengleichung:

r,2yeM=ar+ye M Vo, € K.

c) Ist § eine (sogenannte spezielle) Losung der inhomogene Gleichung,
so erhdlt man alle Losungen der inhomogenen Gleichung durch Addition
der aller Losungen der homogenen Gleichung zu 7.

Definition 20 FEine lineare Differenzengleichung der Ordnung m mit
konstanten Koeffizienten ist eine rekursive Beziehung

Yn+m + Am—1Yn+m—1 + m—2Yn+m—2 +... .+ A1Yn+1 + aoYn = Cnp,
n=20,1,2,..., mit a; € K, wobei K ein beliebiger Korper ist. Gesucht
sind alle Folgen {y;} € K, die die Differenzengleichung ldsen.

Satz 14 (L6sung der homogenen linearen Differenzengl.) Die
Differenzengleichung
Yntm T Cm—1Yntm—1 T Cm—2Yntm—2 + - .. + Q1Yn+1 + AoYn = 0,
n=0,1,2,..., wird durch den Ansatz y, = \" mit \ € K gelost. A
erfullt die charakteristische Gleichung:
A" -+ am_1>\m_1 -+ am_g/\m_2 + ...+ >\y1 + ag = 0.
A1, Ay ooy A seien die Losungen. Dann ist die (allgemeine) Lisung
der homogenen Differenzengleichung:
Yp = al)\? —I—CYQ)\S —+ ... +CYm)\Zl
n=0,1,2,....

= Losung der charakteristischen Gleichung (falls nicht alle Losungen
in K liegen oder die Losungen nicht paarweise verschieden sind)

= Methoden zum Bestimmen einer speziellen Lésung der inhomogenen
Gleichung;:

a) Raten, Knobel

b) sukzessives Berechnen

c) geeignete Ansétze (Polynom, trigonometrischer Ausdruck)

d) Variation der Konstanten

e) Faltungssummen (hier nicht).

13
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4 Komplexe Zahlen

4.1 Definition, Gaufy’sche Zahlenebene

= imagindre Einheit i: 2 = —1
= Re(z), Im(z), Konjugiertes z
= GauBsche Zahlenebene, Betrag |z|, Argument arg(z)

= Rechenregeln

Satz 15 Die Menge der komplexen Zahlen C bildet mit der “iblichen’
Addition und Multiplikation einen Korper.

4.2 Polarkoordinaten-Darstellung

= z=ux+iy =r(cos ¢ +isin p) =re"¥

= Rechenregeln in der Polarkoordinaten-Darstellung
Satz 16 (De-Moivre-Formel)

cos @ +isin )" = cos ny +isin n
2 2 2 2

14
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4.3 Fundamentalsatz der Algebra
Satz 17 (Fundamentalsatz der Algebra) Die Gleichung
nz" 4 ap12" P az+ap=0

vom Grad n (a, # 0) hat in C genau n Wurzeln (Vielfachheiten mit-
gezdhlt). Sind zy, zo, . .. z, die Wurzeln, dann gilt:

2" 4 ap 12" aztag = an(z — 21) (2 — 20) - (2 — 2p).

Satz 18 Die Gleichung

2" = a = r(cosp + isiny)

hat genau die Losungen

2k 2k
n n

)

mitk=20,1,...,n— 1.

15
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5 Lineare Algebra

5.1 Matrizen

Definition 21 FEine Matrix ist ein rechteckiges Schema von Elementen
(Zahlen, Elemente eines Korpers, auch Funktionswerte, etc.)

= Format m x n, Zeilen, Spalte, a; ;
= m = n - quadratische Matrizen

= Zwei Matrizen sind gleich, A = B, wenn sie das gleiche Format
haben und a, ; = b; ; fiir alle 4, j gilt.

Definition 22 Fir zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) vom gle-
ichen Format ist die Summe C = (¢; ;) definiert durch: ¢; j = a; j +b; ;.

Satz 19 Die Matrizen vom Format m x n bilden mit der Addition eine
abelsche Gruppe.

= Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar A A.

Definition 23 Fir zwei verkettete Matrizen A = (@i j)mn und B =
(bi,j ) wird das Produkt C' = (¢; j)m definiert durch:

n
Cij = E iy - byj.
=1

Achtung ! Die Matrix-Multiplikation ist nicht kommutativ.

= Die Matrix-Multiplikation ist assoziativ.

Satz 20 Fir o und 0 und n X k Matrizen B und C' und eine m X n
Matriz A gilt:
A(aB + C) = aAB + BAC.

Folgerung 6 Fur quadratische Matrizen A, B und C':
AB+C)=AB+ AC

und
(B+C)A=BA+ CA.

16
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= Finheitsmatrix I

Satz 21 Fualls eine Matriz eine (multiplikative) Inverse hat, so ist diese
eindeutiq.

= multiplikatives Inverse

Satz 22 Falls die Matrizen A und B (multiplikative) Inversen besitzen,
so hat auch C'= AB eine Inverse und es gilt

C«fl _ BflAfl

= transponierte Matrix AT
Satz 23 Fulls die Matrizen A und B verkettet sind, so gilt
(AB)T = BTAT

Satz 24 Falls A~! existiert, so gilt
(AT)—I — (A—l)T

17
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5.2 Determinanten

= Vorzeichen (o) einer Permutation

Definition 24 Die Determinante einer quadratischen n x n Matriz
A = (a;;) wird definiert durch

detA = |A| = ZU(W)CZLJ'IGQ,]‘Q S Qg

™

wobei die Summation dber alle n! Permutationen (ji,jo,-..,Jn) vON
{1,2,...,n} erstreckt wird.

= Beispiele, Sarrus’sche Regel fiir n = 3
Satz 25 Enthdlt eine Matriz A eine Nullzeile (Nullspalte), so gilt
|A] = 0.

Satz 26 Der Wert einer Determinante andert das Vorzeichen, wenn
zwei Zeilen (Spalten) ausgetauscht werden.

Satz 27 Enthdlt eine Matriz A zwei gleiche Zeilen (Spalten), so gilt
|A] = 0.

Satz 28 Die Matrix D entstehe aus der Matrix A durch Multiplikation
jedes Elementes der i-ten Zeile (Spalte) mit k. Dann gilt

ID| = k| Al.

Satz 29 Der Wert einer Determinante dandert sich nicht, wenn zu
einer Zeile (Spalte) ein Vielfaches einer anderen Zeile (Spalte) addiert
wird.

18



Prof. Dr. Gronau Mathematik fiir WIN und WIW

= Untermatrix A, ;

Satz 30 (Entwicklungssatz, bzgl. Zeile i) Fir jede n x n-Matriz
A= (CLLJ‘) gllt

n

Al =) (1) a1 Al.

J=1

Satz 31 (Entwicklungssatz, bzgl. Spalte j) Fir jede nxn-Matriz
A= (ai,j) gllt

n

Al =) (1) a ] Al.

=1

Folgerung 7 Die Determinante einer Dreiecksmatriz (a;; = 0 falls
i > j) ist das Produkt der Hauptdiagonalelemente.

Satz 32 Fir jede n x n-Matriv A = (a; ;) gilt:

n

> (=1)Ha Ayl =0,

i=1

falls © # k.

Satz 33 Fir je zwei n X n-Matrizen A und B gilt:
A-B| = |A]-|B|.

Definition 25 Fiir jede n x n-Matriz A = (a;;) wird die zu A ad-
gungierte Matriz adj(A) definiert durch:

adj(A) = ((=1)""|A;4]) =

+|Avi] —| Az, (=)™ A
_ —[A1z] +[ Az (=12 Ay
(=D"™MA| (1A oo (=1 Al
Satz 34 Fir jede n x n-Matrix A gilt:
Al 0 - 0

0 |A]
adj(A) - A= A-adj(A) = | . = |A|- 1.

0 0 - |A
Satz 35 FEine n x n-Matriz A = (a; ;) besitzt genau dann eine inverse
Matriz A~', wenn |A] # 0. Dann gilt:

1

Al =
Al

adj(A).

19
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Definition 26 Der Determinantenrang einer Matrix A ist die grofite
Zahl r, so dass A eine r-reihige Untermatriz mit |A| # 0 enthdlt.

= regulare Matrizen, singulare Matrizen

Definition 27 Vektoren x1,Xs,...,X, heiffen linear unabhdngig, falls
die Gleichung
)\1X1+)\2X2+...+>\nxn:0

nur die Losung \y = Ay = ... =\, hat.

Lemma 3 FEine quadratische Matriz A ist genau dann reguldr, |A| # 0,
wenn die Zeilen (Spalten) linear unabhdngig sind.

Definition 28 Der Zeilenrang einer Matriz A ist die grofite Zahlr, so
dass A r linear unabhdngige Zeilen(vektoren) enthdlt.

Definition 29 Der Spaltenrang einer Matrix A ist die gréfite Zahl r,
so dass A r linear unabhdingige Spalten(vektoren) enthdlt.

Satz 36 Fir jede Matriz A stimmen Determinantenrang, Zeilenrang
und Spaltenrang tuberein.

20
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5.3 Lineare Gleichungssysteme

= allgemeine Form

1,171 + a1,2T2 + ...+ A1 nln = b1

Q2171 + A2 22 4+ ...+ A2nTn = b2

Am1T1 + QpoTo + ...+ QppTyn = by
A-x=b

= homogenes lineares Gleichungssystem

= inhomogenes lineares Gleichungssystem

Definition 30 L(A - x = b) bezeichne die Lisungsmenge des linearen
Gleichungssystems A - x = b.

Satz 37 Ist xq eine (beliebige) Lisung des inhomogenen linearen Gle-
ichungssystems A -x = b, so gilt

LA-x=b)={xo+x : X' € L(A-x=0)}.

(Die allgemeine Lisung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems
setzt sich aus einer speziellen Losung des inhomogenen Gleichungssys-
tems und der allgemeinen Losung des zugehorigen linearen homogenen
Gleichungssystems zusammen. )

= Koeffizientenmatrix A

= erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b)

Satz 38 Ist rg(A) = rg(Alb), so ist das Gleichungssystem A-x = b
losbar. Ist rg(A) < rg(Alb), so ist das Gleichungssystem A -x = b
nicht losbar.

Satz 39 Ist A eine mxn-Matriz mit rg(A) = r, so besteht L(A-x = 0)
aus allen Linearkombinationen von n—r linear unabhdngigen Losungen

Yo, Yo, s Y01, d.h..
L(A-x=0)={ My +Xay2 + ...+ X\ Vur ).
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5.4 Gauf3-Algorithmus

Satz 40 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems A-x = b
andert sich nicht, wenn folgende Operationen ausgefiihrt werden:

- Multiplikation einer Gleichung mit einem Faktor \ # 0,

- Addition des A-fachen der i-ten Gleichung zur j-ten Gleichung, i # j.

= GauB-Schritte

Satz 41 Die am Ende des Gauf-Algorithmus erhaltene Trapezgestalt
des Gleichungssystems hat folgende Form.:

/ /! / !/ !/ /
a1 +ay 9T +ay3T3+ ..+ ay T+t ay T, = b
/ / / / /
U99Tg + Gy 3T3 + ... + Ay, Tp + ...+ Ay, Ty = by
/ !/ / /
a373ZL‘3 ‘I’ “e . + Cl37T£L‘r ‘I‘ “e + a37n$n - 3
/ / o /
QG Zr + .ot 0T, = b,
. /

0 = br+1
0 =0
0 = 0,

wobei a;; # 0 fir i =1,2,...,r. Eventuell werden Gleichungen ausge-

tauscht oder Variable umbezeichnet

Satz 42 Ist in der am FEnde des Gaufi-Algorithmus erhaltene
Trapezgestalt des Gleichungssystems b, , # 0, so hat das Gle-
ichungssystem keine Losung.

Satz 43 Ist in der am FEnde des Gaufl-Algorithmus erhaltene
Trapezgestalt des Gleichungssystems b, = 0, so ist das Gleichungssys-
tem losbar. Man erhalt alle Lésungen, in dem man x; = t; fir
1 =1+ 1,74+ 2,...,n setzt, wobei diese t; beliebige Elemente des zu
Grunde liegenden Kdrpers sind (2.B. R) und die restlichen Variablen
x; miti=1,2,...,r einfach ausrechnet.
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5.5 Cramersche Regel

Satz 44 FEs sei A-x = b ein lineares Gleichungssystem mit einer nx n-

Koeffizientenmatrix A, die reguldar ist. A;, 1 = 1,2,...,n, entstehe aus
A durch Ersetzen der i-ten Spalte durch b. Dann gilt fiir die eindeutig
bestimme Losung x = (z1, 2o, ..., 2,)7
. Al
A
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5.6 Lineare Vektorraume

Definition 31 Eine Menge M mit FElementen X,y,z,... heift
linearerVektorraum tber K, wenn auf M eine Addition '+’ und eine
Multiplikation mit einem Skalar (aus K) definiert ist, so dass folgende
Gesetze fur alle x,y,z € M und \, up € K erfullt sind:

- (M, +) ist eine abelsche Gruppe,

-AXxeM

- Apx) = (A)x

- (A p)x = Ax+ px

-Ax+y)=Ax4+ Ay

-lx=x
-0x=0
- A0 =0.

= reelle Vektorraume, Vektorraume iiber andere Korper
= Linearkombinationen

= lineare Unabhéangigkeit, lineare Abhangigkeit

Definition 32 FEs sei M ein linearer Vektorraum tuber K. Fine Menge
von Vektoren Xi,Xs,...,X, € M heifit Basis, wenn folgendes gilt:

- X1,X2,...,X, sind linear unabhdngig.
—M:{/\1X1+)\2X2+...+)\nxnI)\l,)\g,...,/\neR.

Satz 45 Je zwei Basen eines linearen Vektorraums M haben dieselbe
Anzahl von Elementen.

Definition 33 Die Anzahl der Elemente einer Basis eines linearen
Vektorraums M heifst Dimension des Vektorraums.

= R, C", Q" G(qg)"

= Beispiele:

- Standardbasis in R",
-1,x,2% . 2

- (1,2,3)7,(1,3,1)7,(2,2,2)T von Z3
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Definition 34 Fine Teilmenge M' C M eines linearen Vektorraums
M heifit Unterraum (Untervektorraum, Teilraum) von M, falls M’
mit den selben Operationen einen Vektorraum bildet.

Satz 46 FEine Teilmenge M' C M eines linearen Vektorraums M iiber
K ist ein Unterraum, wenn folgendes gilt:

-x+y €M firallex,y e M,

-Ax € M’ fir alle N € K, x € M.

= lineare Unterrdume im R? und R?

Satz 47 Es sei A -x = 0 ein lineares Gleichungssystem uber K mit
einer m x n Koeffizientenmatric A und rg(A) = r. Dann erzeugen
die Zeilen von A einen r-dimensionalen Unterraum S des K". Die
Lésungen bilden einen (n — r)-dimensionalen Unterraum L des K",
Auflerdem gilt xT -y = 0 fiir je zwei Vektoren x € S und 'y € L.
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5.7 Eigenwerte und Eigenvektoren

= lineare Transformationen y = A - x

Definition 35 Das Skalar \ ist ein FEigenwerte der Matriz A, falls es
einen Vektor x # 0 mit
A-x=)x

gibt | Der Vektor x heifst Eigenvektor zum FEigenwert \.

Folgerung 8 Die zu einem FEigenwert gehorenden Figenvektoren
bilden einen Vektorraum.

= (A-X)x=0
= charakteristisches Polynom p(\) = |A — \|

Satz 48 FEine notwendige und hinreichende Bedingung dafir, dass
A-x = Mx eine Losung x # 0 hat, ist, dass X Nullstelle des charakter-
istischen Polynoms ist, d.h.

|A—\|=0

qgilt.
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6 Analytische Geometrie

6.1 Skalarprodukt, Vektorprodukt und Spatprodukt

Definition 36 (Skalarprodukt) Es sei V ein beliebiger Vektorraum
tber R. Ferner seien a,b € V und ¢ der von a und b eingeschlossene
Winkel mat 0 < ¢ < w. Das Skalarprodukt von a und b st diejenige
Zahl c € R mat

c=lal-|b|-cose.

= Schreibweise c=a-b
= Schreibweise a> = a - a

= a-b=0&a=0,b=0oder p=7
Eigenschaften:

Fir alle a,b,c € V und X € R gilt:
a)a-a=a’=|a]>> 0, falls a # 0,
b)a-b=b"a,

c) (Aa)b = A(ab),

d) a(b+c) = ab + ac,
e)albsab=0.

Satz 49 Fualls V = R", d.h. a = (ay,as,...,a,)7 € R* und b =
(by, by, ..., by)T € R, so gilt

a-b= Zn: albz
=1

Satz 50 (Schwarz’sche Ungleichung) Sind
a1,02,...,0,,b01,b9,...,b, reelle Zahlen, so gilt

n n n
=1 i=1 =1
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Definition 37 (Vektorprodukt) Es sei V' ein beliebiger Vektorraum
tuber R. Ferner seien a,b € V', wobei a nicht parallel zu b sei, und ¢
der von a und b eingeschlossene Winkel mit 0 < ¢ < w. Das Vektor-
produkt von a und b ist derjenige Vektor ¢ mit

a) |c[ = [a[[b| - singp,

b) c steht senkrecht auf a und b,

c) a, b und c bilden (in dieser Reihenfolge) ein Rechtssystem.

Sind a und b parallel zueinander, so wird das Vektorprodukt als O
definiert.

= Schreibweise c =a x b
Satz 51 Das Vektorprodukt ist nicht kommutativ. Es gilt vielmehr

axb=-bxa.

Achtung ! Das Vektorprodukt ist nicht assoziativ.

Satz 52 Fir das Vektorprodukt g¢ilt das Distributivgesetz. Fur alle
a,b,ceV gilt

ax(b+c)=(axb)+(axc).

Lemma 4 Ist V = R3 und sind i,j,k die Finheitsvektoren in x-, y-
und z-Richtung, so gilt:

ixj=k jxk=i kxi=j

jxi=-k kxj=—-i,ixk=—j

ixi=0,jxj=0,kxk=0.

Lemma 5 Fir Vektoren a = (a, ay,a.)",b = (b, b,,0,)" € R? gilt

i j k
axb=|a a, a,
by b, 0.

Definition 38 (Spatprodukt) Es sei V' ein beliebiger Vektorraum
tber R. Ferner seien a,b,c € V. Das Spatprodukt wird definiert durch

[abc] = (ax b) - c.

= Regeln
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6.2 Punkte und Geraden in R?

Geradengleichungen in R?:

1.

ax + b, Normalform

a(x — o) + yo, Punktsteigungsform

e <
I

—Y0 Y1—Yo

zo T1—T0’

Zweipunkteform

I8 8

2
3
4. 2+ 4% =1, Achsenabschnittsform
5. ax + by = ¢, allgemeine Form

6. r = a+ Ab, A € R, Parameterform
7. (r —ro)n = 0, Normalenform

= Der Vektor (a,b)” ist Normalenvektor zur Geraden az + by = ¢

Satz 53 Der Abstand d des Punktes p = (as,a,)” von der Gerade
Ax + By = C betrdgt

d:‘Aax—i—Bay—C“

VA2 + B2
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6.3 Punkte, Geraden und Ebenen in R3
Ebenengleichungen in R?:

1. £4 %4 2 =1, Achsenabschnittsform

2. ax + by + cz = d, allgemeine Form

3. r=a+ Ab+ uc, A\, u € R, Parameterform

4. (r —rg)n = 0, Normalenform

= Der Vektor (a,b,c)T ist Normalenvektor zur Ebene az +by +cz = d

Satz 54 Der Abstand d des Punktes p = (ay,ay,a,)’ von der Ebene
Ax + By + Cz = D betrdgt

_ |Aay + Bay+ Ca, — D
Vi ice |

d

Geradengleichungen in R3:

1. 2 Ebenengleichungen
2. r =a+ Ab, A € R, Parameterform

Satz 55 Der Abstand d der beiden windschiefen Geraden
g1 :r=a+ Ab und
g2 : T = c+ pud betrdgt

[(c —a)bd] _ [(c—a)(bxd)

d: p—y
b x d| b x d|
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7 Zahlenfolgen

7.1 Grenzwert einer Zahlenfolge

Definition 39 FEine reelle Zahlenfolge ist eine Abbildung von N in R
mit n — a,. Die a, heiffen Folgenglieder. (analog komplexe Zahlen-

folge).

Bezeichnung: {a,}

Definition 40 1. Zwei Folgen heiffen gleich ({a,} = {b,}), wenn ¥n
a, = b, gilt.

2. Eine reelle Zahlenfolge {a,} heifit

2.1. monoton wachsend (fallend), wenn Vn gilt a, < apy1 (a, >
an+1)7

2.2. beschrankt, wenn 3K Yk gilt |ax| < K.

3. Eine Zahl a heifft Grenzwert (Limes) der Folge {a,} (Bez.: a =
lim a, oder a, — a firn — o), wenn Ye >0 AN (g) Vn > N(e)

n—oo

gilt |a, —a| < e.

4. Wenn {a,} einen Grenzwert hat, so heifst die Folge konvergent,
andernfalls divergent.

5. Ist der Grenzwert 0, so heifit die Folge eine Nullfolge.

6. Gilt lim a, = +o00, so heifit die Folge bestimmt divergent gegen

n—oo

+00 bzw. —oo0.

Satz 56 a = lim a, bedeutet: Zu jeder noch so kleinen e-Umgebung

U. von a gibt Z;Cg%ne Zahl N so, dass ab dem Index N alle Glieder a,,
(mit n > N ) der Folge in U, liegen.

= Die Abanderung von endlich vielen Folgengliedern, lasst das Kon-
vergenzverhalten der Folge unberiihrt.

= Eine Aussage, die fiir alle bis auf endlich viele Folgenglieder gilt,
heifit giiltig fiir fast alle Folgenglieder.

= Teilfolge
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Satz 57 1. Grenzwert einer Folge ist, falls er existiert, eindeutig bes-
timmd.

2. Jede Teilfolge einer konvergenten Folge {a,} strebt gegen denselben
Grenzwert wie {ay,}.

Satz 58 Seien {a,} und {b,} konvergente Zahlenfolgen mit den
Grenzwerten a und b und sei o eine Zahl. Dann gilt:

e lim (aa,) = aa,

n—oo

e lim (a, +b,) =a+b,

n—oo

e lim (a,-b,) =a-b,

n—oo

e lim |a,| = |al,
n—oo

e aus b, # 0 und b # 0 folgt lim 3* =

[SIS]

= Die Abbildung, die einer konvergenten Folge ihren Grenzwert zuord-
net, ist linear.

= Rechnen mit Unendlich

7.2 Konvergenzkriterien

Satz 59 1. Notwendiges Konvergenzkriterium

Jede konvergente Zahlenfolge ist beschrdankt.

2. Hinreichendes Konvergenzkriterium

Jede beschrinkte, monotone Folge {a,} C R ist konvergent.

3. Vergleichskriterium

Strebt {a,} — a und {b,} — a und gilt (fast immer) a,, < ¢, < by,
so konvergiert auch {c,} gegen a.
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7.3 Haufungspunkte einer Zahlenfolge

Definition 41 Fine Zahl a heifit Haufungspunkt der reellen Zahlen-
folge {a,}, wenn in jeder e-Umgebung von a unendlich viele Fol-
genglieder liegen.

Satz 60 1. Die Zahl a ist genau dann Hdaufungspunkt einer Folge,
wenn sie Grenzwert einer Teilfolge derselben Folge ist.

2. Jede beschrankte reelle Zahlenfolge besitzt wenigstens einen
Haufungspunkt.

= Es gibt unbeschrinkte Zahlenfolge die keinen, genau k£ > 1 oder
unendlich viele Haufungspunkte besitzen.

Definition 42 Sei H({a,}) die Menge der Hiufungspunkte von {a,},
so ist Limes superior (Bez. limsup oder lim der grofste Haufungspunkt
der Folge {a,}, d.h. limsup a, = sup H({a,}) = max H({a,}) .

n—oo

= liminf als kleinster Haufungspunkt.

Satz 61 1. Fir jede konvergente Teilfolge {al} wvon {a,} ist
liminfa, <lima, <limsupa,.

2. FEs gibt immer Teilfolgen, die gegen liminf a,, bzw. lim sup a,, kon-
vergieren.

3. Fine Folge konvergiert genau dann, wenn sie beschrankt ist
und nur einen Hdaufungspunkt besitzt. Dann ist die Gleichung
liminf a, = limsup a,, = lima,, erfillt.

7.4 Funktionenfolgen

Fiir jedes n € N sei f, : R — R eine in D C R definierte Funktion.
Ferner sei f : R — R eine in D definierte Funktion.

Definition 43 1. Die Funktionenfolge { f,} konvergiert an der Stelle
xo € D gegen g € R, wenn lim f,(zq) = g ist.

2. Die Funktionenfolge {f,} konvergiert punktweise gegen die Funk-
tion f, wenn Vx € D gilt lim f,(z) = f(z).

3. Die Funktionenfolge { f,} konvergiert gleichmdfig gegen die Funk-
tion f, wenn Ye > 0 IN(e) € N, sodass ¥Yn > N VYx € D gilt

[fn(2) = flz)] <e.
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8 Zahlenreihen
8.1 Begriff der unendlichen Reihe

Definition 44 1. Sei {a,} eine Zahlenfolge, so heifit s, = > ay, die
k=0
n-te Partialsumme.
2. Die Folge {s,} der n-ten Partialsummen heifst unendliche Reihe.

3. Konvergiert {s,} mit hm Sn = 8, so nennt man die unendliche
Reihe konvergent und S hezﬁt der Wert der Reihe oder die Rei-
hensumme. Man schreibt s = lim s, = E ar. Fine nicht kon-

n—oo

vergierende Rethe heifit divergent.
[e.e] o0
4. Die Reihe Y ai heiffit absolut konvergent, wenn Y |agx| kon-
k=0 k=0
vergiert.

5. Eine konvergente Rethe heifit unbedingt konvergent, wenn jede
threr Umordnungen gegen dieselbe Summe konvergiert. Wenn die
Reihensumme von der Reihenfolge der Glieder abhdngt, heifst sie
bedingt konvergent.

= Reihe ist keine Summe im {iiblichen Sinn. Der Reihenwert ist
abhéangig von der Reihenfolge der Reihenglieder.

= Umordnung einer Reihe

34



Prof. Dr. Gronau Mathematik fiir WIN und WIW

8.2 Eigenschaften konvergenter Reihen

Satz 62 1. Fine Reihe mit positiven Gliedern konvergiert genau
dann, wenn die Folge ihrer Partialsummen beschrankt ist.

2. Wenn > ay konvergiert, so ist lim a, =0 (notwendiges Konver-
k:() n—oo
genzkriterium,).

3. Aus der absoluten Konvergenz einer Reihe folgt ihre Konvergenz.

8.3 Rechnen mit konvergenten Reihen

Satz 63 1. Konvergente Reihen dirfen gliedweise addiert werden.
Die Summe der Summenreihe ist gleich der Summe der Reihen-
summen. (Multiplikation mit einem Faktor.)

2. In einer konvergenten Rethe konnen beliebig Klammern gesetzt
werden, ohne das Konvergenzverhalten und die Reihensumme zu
andern.

3. Eine Reihe ist genau dann unbedingt konvergent, wenn sie absolut
konvergent ist.

4. Sind die Reihen Y, ap und Y by beide absolut konvergent, so kon-
k=0 k=0
vergiert jede ihrer Produktreihen absolut. Alle Produktreihen und

insbesondere das Cauchy-Produkt _ (agby + a1bg_1 + ... + arbo)

k=0
konvergieren gegen das Reihenprodukt (Y ax)(D_ bg)-
k=0 k=0

= Umordnungssatz von Riemann
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8.4 Konvergenzkriterien

Satz 64 1. (Leibnizsche Regel) Ist {ay} eine monoton fallende Null-
folge, so ist die alternierende Reihe > (—1)kay konvergent.
k=0

2. (Majorantenkriterium) Ist > by eine konvergente Reihe mit nicht-
k=0
negativen Gliedern und gilt (fast immer) |ay| < by, so konvergiert

die Reihe Y, aj absolut.

k=0

3. (Minorantenkriterium) Ist > by eine divergente Reihe mit nicht-

k=0
negativen Gliedern und gilt (fast immer) ax > by, so divergiert die
o0
Reihe > ay.
k=0

4. Wurzelkriterium

VEk > ko ¥/ |ag] < g < 1= Konvergenz oder limsup {/|ax| <1 =

k—oo
Konvergenz
Vk > k, : {/|lax| > 1 = Divergenz oder li}gninf Vag| > 1 =
Divergenz

5. Quotientenkriterium

Vk >k, : |a’;—zl| < ¢ < 1= Konvergenz oder limsup|a’;—zl| <l=
k—o0
Konvergenz

Vk > k, : || > 1 = Divergenz oder liminf |%| > 1 =
ap k—00 ag

Divergenz

Achtung ! Vk > k, : \%| < 1 # Konvergenz oder lim sup ]“Z—ZI] =
k—o0

1 # Konvergenz
(analog fiir das Wurzelkriterium).
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9 Potenzreihen

9.1 Konvergenzeigenschaften
Definition 45 Es seien xy € R(C) und die Folge {a,} C R(C)

gegeben. Der Ausdruck > ap(x — x0)* heift Potenzreihe in x — xg
k=0
mit den Koeffizienten ay. x ist eine reelle oder komplexe Variable und

xg st das Entwicklungszentrum der Reihe (der Mittelpunkt des Kon-
vergenzkreises).

= Es wird verabredet, dass (z — z)? = 1 ist, auch fir x = z.

= Die n-ten Partialsummen einer Potenzreihe sind Polynome n-ten

Grades.

= Eine Potenzreihe konvergiert, wenn die Folge ihrer Partialsummen
konvergiert.

= Fiir festes = ist die Potenzreihe eine Zahlenreihe. Konvergiert sie
fiir dieses x heiflt die Reihe in x punktweise konvergent.

= Da x eine Variable ist, ist neben der punktweisen Konvergenz auch
die gleichmaflige Konvergenz zu untersuchen. Die Potenzreihe heifit im
Intervall I gleichméafig konvergent, wenn die Folge ihrer Partialsummen
fir x € I gleichméBig konvergiert (vgl. Definition 43).

o0

Satz 65 Es gibt eine Zahlr > 0 so, dass die Reihe > ay(x — zo)"* fiir
k=0

alle x mit |x—xo| < r absolut konvergiert und fiir alle x mit |x —xo| > r

divergiert. Die Zahlr heifst Konvergenzradius der Potenzreihe und kann

nach der Formel
1

r= T
lim sup |*2

an

T bzw.

1
 limsup /]ay|

berechnet. Fir alle x mit |x — xo| < 1 < r ist die Reihe gleichmdfig
konvergent. Stimmt x mit einem der Randpunkte des Konvergenzinter-
valls tiberein, kann man ohne weitere Untersuchungen keine Aussage
tiber das Konvergenzverhalten machen.

= r = 0 (nirgends konvergent) und r = oo (bestandig konvergent)
sind moglich.
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9.2 Rechnen mit Potenzreihen

Satz 66 Seien Y. ap(x—z0)* und > by(xz—x0)* Potenzreihen mit den
k_

k=0

Konvergenzradien ry und ro und o, éseien reelle oder komplexe Zahlen.
Dann gilt:

1.

Die Potenzreihe > (aay, + (by.)(x — x0)* hat einen Konvergenzra-
k=0
dius r > min{ry, ra}.

. Fiir |p—ao| < min{ry, 2} ist 3 (aar+Bby)(x—20)" = o 3- ar(z—
k=0

k=0

zo)F + 3 i br.(x — x0)*.
k=0

k
. Sei ¢, =Y aibg_;, so gilt

=0
(o9}
3.1. Die Potenzreihe . c(x — xo)* hat einen Konvergenzradius
k=0

r > min{ry,r}.

3.2. Fiir |x — xo| < min{ry, ro} ist

Z ap(r — x20)* - Zbk(az —x0)F = ch(x — x0)"
k=0 k=0 k=0

o0

. (Identitdtssatz von Potenzreihen) Es sei f(z) = . ap(x — x0)*

k=0
und g(x) = > bp(x — x0)* mit den Konvergenzradien ry und
k=0
ro. Stimmen die Reihen auf den Punkten xy, # xo einer gegen
xo konvergenten Folge {x,} idberein, gilt also f(xy) = g(xy) fir
k=1,2,..., so missen beide Funktionen und beide Reihen iden-

tisch sein, es muss somit gelten f(x) = g(z) fir jedes x mit
|z — 20| < min{ry,ro} und a, = b, fir jede n € N.
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= In jedem Intervall I = (a,b), das vollstandig im Konvergenzintervall

der Potenzreihe f(z) = Y ar(x — zo)* enthalten ist, d.h. es ist die
k=0
Ungleichung o — r < a < b < xg + r erfiillt, ist die Summenfunktion

f(z) der Reihe stetig.

= Im Innern des Konvergenzkreises kann die Potenzreihe glied-
weise differenziert und gliedweise integriert werden. Dabei haben die
so entstehenden Reihen den gleichen Konvergenzradius wie die Aus-
gangsreihe.
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10 Reelle Funktionen

10.1 Grundbegriffe

Definition 46 Sei D eine Teilmenge von R. Fine reellwertige Funk-
tion f einer reellen Verdnderlichen ist eine solche Teilmenge von R xR,
bei der zu jedem x € D genau ein y € R in Relation steht ((z,y) € f).
Die Menge D heifst Definitionsbereich und die Menge W aller Zahlen-
werte f(x), die sich ergibt, wenn x den Definitionsbereich durchlduft,
heifst Wertebereich der Funktion f.

Bezeichnung: y = f(z)

= Graph einer Funktion

= Darstellungsmoglichkeiten von Funktionen mit Hilfe von kartesis-
chen Koordinaten (explizit, implizit), Polarkoordinaten, in Parameter-
darstellung.

= Wiederholung: surjektiv, injektiv, bijektiv

= Wiederholung: Inverse Funktion, Verkettete Funktion

= Weitere Begriffe: beschrankte, gerade, ungerade, periodische, mono-
tone, konvexe, konkave Funktion
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10.2 Elementare Funktionen
1. Potenzfunktion

2. Polynome, rationale Funktionen

= Wiederholung Grad grad(p) und Nullstellen (mehrfache) eines
Polynoms

= Wiederholung des Fundamentalsatzes der Algebra,

= Anwendungen des Hornerschemas

Satz 67 2.1. Identitdtssatz fiur Polynome: Stimmen die Werte
zweier Polynome p(x) = ag + a1z + ... + a,a" und q(x) =
by + bix + ... 4+ b,x™ an n + 1 verschiedenen Stellen tberein,
so sind die Polynome identisch, d.h. es ist ap = by fir
k=0,1,...,n und somit p(x) = q(x) fir alle .

2.2. Divisionssatz fiir Polynome: Ist s(x) ein nichttriviales Poly-
nom, so lafst sich jedes Polynom p(x) in der Form p = qs+r
mit grad(r) < grad(s) und eindeutig bestimmten Polynomen
q und r darstellen.

2.3. Interpolationspolynom nach Lagrange: Fir n + 1 gegebene
Punkte (x;,y;),1 = 0,1,...,n gibt es genau ein Polynom n-ten
Grades P,(x) mit der Interpolationseigenschaft: P,(z;) = y;
fur i = 0,1,...,n. In der Lagrangeschen Form hat es die
Gestalt:

Py(x) = yoLo(x) + y1Li(x) + ... + yaLn(z)

(x —zo)(x—21) ... (r —2i_1)(x — xig1) ... (T — xp)

Li(x) = (z; — xo)(@; — 1) . (@ — 1) (@ — @igr) - (T — )

= Berechnung von Polynomen (sehr) hohen Grades ist instabil.
3. Exponentialfunktion und Logarithmusfunktion
4. Trigonometrische Funktionen und ihre Umkehrfunktionen

5. Hyperbelfunktionen und Umkehrfunktionen
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10.3 Grenzwert von Funktionen

Definition 47 FEs sei xq ein Hdaufungspunkt des Definitionsbereiches
D C R der Funktion f. Diese hat an der Stelle xo den Grenzwert g
(rechisseitigen Grenzwert, linksseitigen Grenzwert)

lim f(z)=¢ ( lim f(z)=g),

T—T0 r—xo+0

falls
1.Ve>04d06>0 mit der Figenschaft, dass Vx # xq gilt:
|z — x| <d=|f(x) —g| <e.
Dazu st

2. die Folgenbedingung:
fiir jede Folge x,, — xq strebt die Folge f(z,) — ¢

aquivalent.

Auch die Fille xy — oo (Grenzwert im Unendlichen) und lim f(z) =

T—T0

+oo (Uneigentlicher Grenzwert) sind maglich.

= Unbestimmte Ausdriicke
= Rechenregeln und elementare Methoden zur Grenzwertberechnung

= (@Grenzwert einer mittelbaren Funktion
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10.4 Stetigkeit

Definition 48 1. Die Funktion f(x),x € D C R heifit im Punkt
xo € D stetig, wenn

lim f(z) = f(xo)

T—x0

gilt. (Analog links- und rechtsseitig stetig). Andernfalls heifit die
Funktion unstetig in xg.

2. f heifit stetig in einer Menge I C D, wenn f in jedem Punkt von
I stetig ist. Falls I = D, sagt man f ist stetig.

= Anschauliche Deutung der Stetigkeit

= Klassifikation von Unstetigkeitsstellen

Satz 68 1. Summe, Differenz, Produkt und Quotient (Nenner # 0)
von stetigen Funktionen sind stetig. (Speziell sind Polynome und
rationale Funktionen stetig)

2. Die Verkettung stetiger Funktionen ist stetig.

3. Jede elementare Funktion ist auf jedem Intervall thres Definitions-
bereiches stetig.

Satz 69 [ Stetigkeit und Monotonie / Stetigkeit der Umkehrfunktion/

1. FEine auf [a,b] monotone Funktion hat nur Sprungstellen als Un-
stetigkeitsstellen und davon hochstens abzdhlbar viele.

2. Eine stetige Funktion f : [a,b] — R ist genau dann umkehrbar, d.h.
f=1 emistiert, wenn f streng monoton ist. In diesem Falle ist f=!
ebenfalls stetig im Intervall [ov, 5] mit « = min{f(a), f(b)}, B =

max{f(a), f(b)}.
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Satz 70 [ Eigenschaften stetiger Funktionen auf abgeschlossenen In-
tervallen]

1. Bolzano [1781-1848] Ist f auf dem Intervall I = [a,b] stetig und
f(a) - f(b) <0, dann existiert ein ¢ € (a,b) mit der Eigenschaft
f(e)=0.

2. Zwischenwertsatz Ist f auf dem Intervall I = |[a,b] stetig und
fla) <yo < f(b), dann existiert ein xy € (a,b) mit der Eigenschaft
f(z0) = yo.

3. Weierstrafl [1815-1897] Jede auf [a,b] stetige Funktion hat dort
ein Minimum und ein Maximum, d.h. es existieren stets Werte
xo, 1 € [a,b] so, dass Vz € [a,b] die Ungleichung f(x¢) < f(z) <
f(x1) gilt.

4. Folgerung: Ist f auf dem Intervall I = |a,b] stetig, dann IK Vx €
I:|f(z)] < K.

= Bolzano: Losung der Gleichung f(x) = 0 durch Intervallhalbierung.

= Auf einem offenen Intervall kann eine stetige Funktion unbeschrankt
sein.

= Funktionenfolge {f,(x)}, Funktionenreihe > f,(z) fir = € [a, b]

n=0
Satz 71 (Stetigkeit der Grenzfunktion) Sei I = [a,b] € R und
{fn} eine Funktionenfolge bzw. Z fn(x) eine Funktionenreihe. Die

Glieder f,, der Folge bzw. der Rezhe seien fir alle x € I definierte und
stetige Funktionen.

1. Konvergiert {f,} in I gleichmdfig gegen f, so ist auch die Gren-
zfunktion f stetig.

2. Konvergiert Z fo(z) in I gleichmdflig gegen f, so ist auch die
Summenfunktzon f stetig.

3. Folgerung: (Reelle) Potenzreihen sind innerhalb ihres Konvergen-
zintervalls stetig.
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11 Differentialrechnung fiir Funktionen
einer Veranderlichen

11.1 Ableitung

11.1.1 Definition der Ableitung einer Funktion

Definition 49 Sei f eine reelle Funktion und xo € D C R. Die Funk-
tion f heifit differenzierbar in xq, falls

i L@ = F@0) . Fwoth) = flxo)

z—z0 T — T h—0 h

= ['(x0)

existiert.  f'(xg) heifst Ableitung von f im Punkt xo. FExistiert der
Grenzwert Yx € D, so heifst f in D differenzierbar und die Funktion
f' D — R heifit (erste) Ableitung von f.

= Rechtsseitige (linksseitige) Ableitung

e Geometrische Deutung als Anstieg der Tangente y = f(zo) +
f(xo)(x — xp) an y = f(x) im Punkt (xq, f(zo)) als Grenzlage
von Sekantenanstiegen

e Tangente als lineare Approximation

e Physikalische Deutung als Geschwindigkeit (Weg-Zeit-Funktion)

= Hohere Ableitungen

11.1.2 Differenzierbarkeit von Funktionen

= Differenzierbarkeit auf einem Intervall

= Anschauliche Deutung der Differenzierbarkeit am Graphen der
Funktion

= Stetigkeit ist eine notwendige (aber keine hinreichende) Vorausset-
zung fiir die Differenzierbarkeit.
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11.1.3 Ableitungsregeln

= Ableitung von Summe, Produkt und Quotient
= Ableitung elementarer Funktionen

= Ableitung mittelbarer Funktionen (Kettenregel)
= Logarithmische Ableitung

= Ableitung der Umkehrfunktion

= Ableitung impliziter Funktionen

= Ableitung von Funktionen in Parameterdarstellung
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11.2 Das Differential und elementare Fehlerrechnung

= Funktionswertdifferenz Ay = f(z + Ax) — f(x) = f(z + h) — f(x)

=  Weierstraische Zerlegungsformel: Ay = f'(z)h + ¢(h)h mit
}Lirré ©(h) =0 bzw. mit h = Ax erhdlt man Ay = f'(z)Az + p(Ax)Ax

Definition 50 Der lineare Anteil der Funktionswertdifferenz Ay =
f(z + Az) — f(x) heifst das Differential von f(z). FEs wird mit
dy = df (z) = f'(x)Ax bezeichnet.

= Die Weierstraflsche Zerlegungsformel wird damit und mit Az = dx
zu Ay = dy + ¢(dz)dx.

= Esist Ay~ f'(z)Ax.

= Fehlerrechnung: Ist Z ein Ndherungswert (Messwert) zum (unbekan-
nten) Wert  (Ax =7 — x), so ist

[f(2) = f(@)] = |Ay| = |dy| = | f'(Z)Ax|.

Ist der Messfehler durch eine Grofie § beschrankt, d.h., es gilt |Az| < 9,
so erhélt man die Abschétzung fiir den (absoluten) Fehler

7=yl = f(Z) = f(x)] = |Ay| = |dy| < |f'(T)]0.
] \ Exakter Wert \ Genaherter Wert \

Absoluter Fehler | |Ay| = |y —y| | |dy| = |f'(Z)Ax|
Relativer Fehler \%\ ]%\
Prozentualer Fehler | |22]-100% 2] - 100%
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11.3 Satze uber differenzierbare Funktionen

Satz 72 Sind f,g : [a,b] — R zwei stetige, in (a,b) differenzierbare
Funktionen und a # b, so gilt

1. Satz von Fermat (1601-1665): Nimmt die Funktion f im Punkt
¢ € (a,b) einen (relativen) Extremwert an, so ist f'(§) = 0.

2. Satz von Rolle (1652-1719) : Falls f(a) = f(b), so Jzo € (a,b)
mit f'(xg) = 0.

3. Mittelwertsatz: Jxg € (a,b) : f(bl),:a(a) = f'(wo)

4. Verallgemeinerter Mittelwertsatz: Wenn Yz € (a,b) : ¢'(z) # 0

. . - f(b)—f(a) I (z0)
und g(a) # g(b), so gibt es ein xg € (a,b) mit 90 —g(a) = 7'(z0)"
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11.4 Unbestimmte Ausdriicke, Regel von Bernoulli-de
I’Hospital

Johann Bernoulli (1654-1705), Marquis de I'Hospital (1661-1704)

, 00 — 00, 0- 00, 0°, 00?, 1%

olo
813

= Unbestimmte Ausdriicke:

)

= Grundlage: Verallgemeinerter Mittelwertsatz

Satz 73 Die Funktionen f,q: (a,b] — R (a # b) mdgen in (a,b] stetig
und differenzierbar sein und es gelte immer ¢'(x) # 0.

: L B - P )

1. Ist xl—{g}rof(x) = xggriog(x) = 0 und ezistiert x1—1>£r41r0 7y SO €x

istiert auch lin}ro % und es gilt:

lim J) lim J'(@)

r—a—+0 g(x) N r—a+0 g’(x)

. L _ tiert lim 1) ]
2. Ist zl—l>g—}-0f($) xkzr}rog(x) oo und existiert mll)g}ro 7l SO €x
f(z)

istiert auch lim == und es gilt:
z—a+0 9(%)

o fle) L ()
zgﬂo M - zl—gﬂ-o g (z)

Bemerkungen:
1. Die Funktionen f und g brauchen fiir x = a nicht definiert sein.

2. Die Regeln des Satzes gelten sinngemafl fiir lim und fiir lim.

z—a—0 T—a
Auch a = +o00 ist zugelassen.
3. Eine wiederholte Anwendung der Regel ist moglich, falls im ersten

. N N @) e
Fall xkgio fl(x) = xgg«lro ¢'(z) = 0ist und mgg}ro 77 existiert usw.

4. Die anderen unbestimmten Ausdriicke werden auf die beiden be-
handelten zuriickgefiihrt.
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11.5 Die Taylorsche Formel
Taylor (1685-1731)

= Frage: wann und wie ist eine Funktion als Potenzreihe darstellbar?

= Taylorsche Formel fiir Polynome (Hornerschema)

Satz 74 Satz von Taylor

Die Funktion f sei in einer Umgebung U der Stelle zo (n + 1)-mal
differenzierbar, und es sei x € U. Dann lasst sich f auf folgende Weise
nach Potenzen von (x — xzg) entwickeln:

() = F(ao) + Fo)(w = w0) + o+ F0 ) L R0
mit dem Restglied (von Lagrange)
Ry (z) = O (zo + (2 — xo))% fir 0<v¥<1

= Falls fiir  aus einem Intervall fiir den Grenzwert lim R,(z) =

0 gilt, so konvergiert die Folge der Partialsummen der Reihe
Z F0) (g) 2=20)” jo) gegen f(x) (f wird dort durch die Potenzreihe

dargestellt)
= Mac Laurinsche Reihe

= Taylorsche Formel fiir einige elementare Funktionen
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11.6 Untersuchung von Funktionen

11.6.1 Monotonie

= Grundlage: Mittelwertsatz

Satz 75 1. Vx € I : f'(x) > (<)0 = f ist auf I streng monoton
wachsend (fallend)

2.Vxel: fl(x) > (L)0= f ist auf I monoton wachsend (fallend)
3. Nz el: fl(x)=0= fist auf I konstant

11.6.2 Lokale oder relative Extremwerte

Definition 51 Sei f auf dem Intervall (a,b) definiert. Eine Stelle xy €
(a,b) heifit relative Mazimalstelle (Minimalstelle) von f, wenn es eine
Umgebung U von xy gibt, sodass Vx € U gilt f(x) < (>)f(zo). Der
zugehorige Funktionswert f(xg) heifit relatives Maximum (Minimum,)
der Funktion. Wenn U gleich dem Definitionsbereich D ist, so ist xg
eine absolute (globale) Extremstelle von f (vgl. im Satz 70 den Satz
von Weierstrafs).

Satz 76 Sei f auf dem Intervall (a,b) definiert und xo € (a,b). Weit-
erhin sei f differenzierbar fir x € U(xg).

1.Voe <z : fl(x) >0 und Vx > xo : f'(x) <0 = f hat in xo eine
Maximalstelle,

2.Vx < xzo: fl(x) <0 und Vo > xy: f'(r) >0 = f hat in zo eine
Minimalstelle.

3. Ist xq eine Extremalstelle, so wechselt f' dort das Vorzeichen und
es muss f'(xg) = 0 (vgl. im Satz 72 den Satz von Fermat) gel-
ten (Notwendige Bedingung fir das Vorliegen eines relativen Ex-
tremums).

= FEin Punkt x € I, fiir den f'(x) = 0 ist, heifit stationérer Punkt.

= Kritische Punkte (Kandidaten fiir Extremstellen) fir f : I — R
sind:

e Randpunkte von I, falls I abgeschlossen ist,
e Punkte, in denen f nicht differenzierbar ist,

e stationare Punkte im Innern von I.
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Satz 77 (Hinreichende Bedingung fiir relative Extrema) Sei f in einer
Umgebung U(zo) (2k)-mal stetig differenzierbar und es gelte f'(xy) =
f(z0) = ... = fP D (xg) = 0 und f®¥ (zy) # 0, dann ist zy eine rel-
ative Extremstelle. Aus @0 (x4) > (<)0 folgt, dass f(xo) ein relatives
Minimum (Maximum) ist.

= Spezialfall k =1

11.6.3 Wendepunkte

= Die zweite Ableitung beschreibt das Kriimmungsverhalten.

Satz 78 1. Vx e l: f'(z)> (<)0= f ist auf I konvex (von unten).
2. Ve el: f'(x) <0= fist auf I konkav (von unten).

= Punkte, in denen sich das Krimmungsverhalten andert, heiflen
Wendepunkte. Sie sind Extrempunkte von f(z).

= Notwendige Bedingung fiir Vorliegen eines Wendepunktes xq ist

f"(x0) =0

Satz 79 Sei f in einer Umgebung U(zo) (2k + 1)-mal stetig differen-
zierbar und es gelte f"(zo) = f"(v0) = ... = fC(x5) = 0 und
FEHD(20) # 0, dann ist xo ein Wendepunkt. Aus 1 (xq) > (<)0
folgt, dass in x¢ konkaves in konvezes (konvezes in konkaves) Verhalten
tibergeht.

11.6.4 Asymptoten

Definition 52 Fine Gerade y = ax + b heifit geneigte Asymptote zu
y = f(x) fir v — 400, wenn lim (f(x) — (az +b) = 0 ist.

= Analog fiir + — —o0, vertikale Asymptoten, horizontale Asymp-
toten

= Genau dann existiert eine geneigte Asymptote, wenn die Grenzwerte

lim @(: a) und lim (f(z) — ax))(= b) existieren.

r—00
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11.6.5 Kurvendiskussion

Z
o

. | Kurvendiskussion der Funktion y = f(z) |

Definitionsbereich

Symmetrieeigenschaften: gerade/ ungerade/ keine Aussage
Unstetigkeitsstellen von f

Differenzierbarkeit

Nullstellen

Vorzeichen von f

Monotonieintervalle

relative Extremwerte, absolute Extremwerte
Konvex- und Konkavbogen und Wendepunkte
Verhalten im Unendlichen (Asymptoten)
Skizze

—_

| 2L R N | T | 0 b =

—_
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11.7 Differenzierbarkeit von Grenzfunktionen bei Funktions-
folgen und -reihen

Satz 80 Differenzierbarkeit der Grenzfunktion Sei I = [a,b] C
R und {f,} eine Funktionenfolge bzw. Z fn(x) eine Funktionenreihe.

Die Glieder f,, der Folge bzw. der Rezhe sezen fur alle x € I definierte
und differenzierbare Funktionen.

1. Konvergiert { fn(xo)} fiir ein xq € I und ist {f} in I gleichmdfig
gegen eine Funktion g konvergent, so gibt es eine differenzierbare
Funktion f, sodass {f,} in I gleichmdflig gegen f konvergiert und
die Differentiation mit der Grenzwertbildung vertauschbar ist. Es
gilt also die Gleichung:

£@) = (lim, @) = gla) = Jim fi(2).
2. Konvergiert Z fulzo) fiir ein o € I und ist Z fi(x) in I gle-
ichmdafig gegen eine Funktion g konvergent 50 gzbt es eine dif-
ferenzierbare Funktion f, sodass Z fulz) in I gleichmafSig gegen

n=0
f konvergiert und die Reihe gliedweise differenziert werden darf,

d.h., es gilt die Gleichung:

= fal@)) = glx) =) fil2)

Satz 81 Opifferenzierbarkeit einer Potenzreihe Se:

f(z) = > an(x — zo)" eine (reelle) Potenzreihe mit dem Konvergen-

zradius ,0_> 0. Dann gult:

1. f st in (xg — p,xo + p) differenzierbar und es ist

o0
= Znan(x —x0)" 7,
n=1

d.h. die Reihe kann gliedweise differenziert werden.

o0

2. Der Konvergenzradius von Y na,(x — xo)"" ' ist ebenfalls p.
n=1
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Folgerung 9 Fine Potenzreihe darf beliebig oft in (xg — p, o+ p) dif-
ferenziert werden und es ist

f® () = ianx—xo (k)

- Znn—l (= k4 Day(z — 20)" "

n=

— Kl f: (Z) an(z — )"

n=k

— i (k Z ”) (T — 20)"

n=0
11.8 Naherungsweises Losen von Gleichungen

= Problem Nullstellenberechnung x* mit f(z*) = 0, Alternative
(Verbesserung) zum Bisektionsverfahren

= Iterationsverfahren zur naherungweisen Berechnung der Nullstellen

= Voraussetzungen:
Die Funktion f : [a,b] — R erfiille die folgenden Voraussetzungen:

e f sei zweimal stetig differenzierbar und Vz € [a,b] sei f"(z) > 0
(konvex) oder f”(z) <0 (konkav),

o Vx € [a,b]: f'(x) #0,
e f(a)f(b) <O.

11.8.1 Regula falsi

_ _ f(CCn)(m—ﬂDn) _
Tnil = Tn = oo @ Lo 41 € la,b],n=1,2,...

Startwerte:
o = a, x1 = b falls f’, f” verschiedene Vorzeichen
xo =10, 1 = a falls f', f” gleiche Vorzeichen haben

Satz 82 Die Funktion y = f(x) geniige den obigen Voraussetzungen.
Die durch die Regula falsi definierte Folge {x,} konvergiert dann gegen
die Losung x* der Gleichung f(z) =0 (von x3 ab monoton).
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11.8.2 Newton-Verfahren

xn—f—l:xn_;/((z;;)), To € [a,b]7n:071,2...

Startwert:
xo € [a,b] so wahlen, dass f(zg) und f”(z¢) das gleiche Vorzeichen
besitzen (f(xg) - f"(zo) > 0).

Satz 83 Sind die obigen Voraussetzungen erfillt und wird der
Startwert wie beschrieben gewdhlt, so konvergiert die durch das Newton-
Verfahren gegebene Zahlenfolge {x,} monoton gegen die gesuchte
Lésung x*der Gleichung f(x) = 0. Es gilt die Fehlerabschdtzung

N (€ .
_ < — 7 = .
|z, —a*| < - mit m arg;gb|f(x)|

Falls f"(x) fir x € [a,b] stetig ist, so hat man quadratische Konver-
genz, d.h. es gilt

|Zps1— 2| < K(x,—2%)* mit einer Konstanten K fir n=0,1,....

11.8.3 Allgemeines Iterationsverfahren

= f(z) = 0 wird in die iterierfdhige Form =z = ¢(z) (Fixpunkt-
gleichung) iiberfiihrt

= Eine Losung z* der Gleichung z = () heifit Fixpunkt der Funktion
@ und ist Nullstelle von f.

Ty = @(xn), T €[a,bl,n=0,1,2...

Satz 84 Es sei I = [a,b] ein gegebenes Intervall und ist
I"=[a—(b—a),b+ (b—a)|. Die Funktion ¢ habe in I einen Fizpunkt
x*. In I* gelte 0 < |¢'(z)| < ¢ < 1. Dann konvergiert die durch
das allgemeine Iterationsverfahren definierte Folge {x,} mit beliebigem
Startwert xo € I gegen den Fizpunkt x*. Es gilt die Fehlerabschdtzung
|z, — 2| < ¢"|xg —x*| oder |x,—z"|<

|$1 —l’o'.
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12 Integralrechnung

12.1 Das unbestimmte Integral

= Umkehrung der Differentiation

Definition 53 Jede auf I = (a,b) differenzierbare Funktion F', deren
Ableitung gleich f ist, heifft Stammfunktion wvon f, d.h., F ist
Stammfunktion zu f, falls Vx € I) F'(z) = f(z) gilt.

Satz 85 Ist F'(x) eine Stammfunktion zu f(x) auf I und c eine be-
liebige Konstante, so ist F(x) + ¢ die allgemeine Stammfunktion oder

das unbestimmte Integral zu f.
Bezeichnung: [ f(z)dx .

= Das unbestimmte Integral ist keine einzelne Funktion, sondern
eine Menge von Funktionen: [ f(z)dz = {F : F'(z) = f(z)}. Es
ist abhangig von der Integrationsvariablen.

= Aus F'(z) = f(x) folgen zwei Gleichungen.

& [ H@de = p@) wd [ pa)de = o) e
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= Grundintegrale

Funktion y = f(z) Stammfunktion Bemerkungen
x® 2 e a#—1,z>0
a+1 )
! In|z| + ¢ x#0
sinw —cosx +c¢
CcoS T sinz + ¢
e’ e’ +c
x a®
a =t a>0,a#1
1
v tanx + ¢
1
- —cotx +c¢
1
a2 arctanx + ¢
L_ arcsinx + ¢ —-l<z<1
1—2
1 .
— arsinh x + ¢
1 arcosh x + ¢ |z| > 1
z4—1
1 _ 1 14z
T artanh z + ¢ = 5In 2 +¢ lz] <1
sinh x coshz + ¢
coshz sinhx + ¢
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12.1.1 Integrationsmethoden fiir unbestimmte Integrale
Zu f(x), g(r) mogen Stammfunktionen existieren

1) Linearitédt des Integrals

[fx)+g(x)de = [ f(z)dx + [ g(x)dx
VAeR  [Af(x)de=\][f(x)dx

2) Substitutionsregel

Ist /7 Stammfunktion zu f, x = ¢(t) eine stetig differenzierbare
umkehrbare eindeutige Funktion, d.h., t = ¢(z) = ¢~'(z), dann

gilt:
O +e= [ felt) - ¢®dt = [ f@)de = Fla) + ¢

man beachte:

Spezialféﬂle:
2.1. F(z) sei Stammfunktion von f(x); a # 0. Dann gilt:

)

/f (ax+p)d —F(ax+3)+CSubstitution: az+0 =t, z = L=

a
2.2. Ist f(z) #0, f(x) stetlg differenzierbar, dann gilt:
f/

dz = In|f(z)| + C

2.3. [g"(t)g'(t)dt = nJrlg”“()ﬁLC’
3) Partielle Integration

Sind f(x) und g(z) in einem Intervall stetig diffenrenzierbar, dann

gilt:
/f@M@Mx:ﬂmam—/}uM@Mx

Bemerkung 1 Die Ableitung einer elementaren Funktion ist eine ele-
mentare Funktion.

Das unbestimmte Integral einer elementaren Funktion braucht keine el-
ementare Funktion sein.

2B. [e® dz, [ [sin(2?)dz

Es gibt nur wenige Klassen von Funktionen, die sich geschlossen inte-
grieren lassen. Ein Beispiel fir eine geschlossen integrierbare Funktio-
nenklasse sind die rationalen Funktionen.
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12.1.2 Integration gebrochener rationaler Funktionen

Gegeben: R(z ) Z’ZEQ
Gesucht: [ R(x

1)m = deg(Pm) > n = deg(Q,), dann R(z) unecht gebrochene
rationale Funktion

2) m < n, dann R(x) echt gebrochen

Satz 86 Jede echt gebrochen-rationale Funktion (m < n) ldsst sich in

eine Summe von sogenannten Partialbrichen zerlegen der Form: ﬁ
bzw. % mit p?> — 4q < 0 zerlegen. Dabei sind o und 3 > 1

naturliche Zahlen. Die Zahl a ist eine reelle Nullstelle von des Nen-
nerpolynoms Q,(x). Der quadratische Faktor x? + px + q gehort der zu
einem Paar konjugiert komplexer Nullstellen des Nennerpolynoms.
Besitzt das Nennerpolynom Q,(x) die Faktorzerlegung

Qu(z) = by(z —2)* .. (2 —2,)* (2% + prr + p) ... (2% + pex + ps)™
So lautet die Partialbruchzerlequng

Ay

(@

Ai i Aip i Ao
— -z (v—w) (x — x;)

—|—i: ﬂx—i—Cﬂ TR ngjl'—i‘ngj
22 + p;x + g (22 +pjx+q;)% )

~—

R(z) =

-

Insgesamt kommen in dieser Zerlequng
ataytton+26+20+ - +26,=n
unbekannte Koeffizienten vor.

(Aij, Bjk, Cjr)

= Falls R(z) nicht echt gebrochen ist, so Abspaltung des ganz ra-
tionalen Anteils durch Polynomdivision oder durch einen erweiterten
Ansatz mit ganz rationalem Anteil.

= Bestimmung der Koeffizienten Aj;, B, Cj

a) Koeffizientenvergleichsmethode

b) Einsetzmethode
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Integration der Partialbriiche:

1
/ dr =In|x —a|+c

Tr—a

1 1
/(x—a)“dx:_(a—l)(x—a)o‘_l tooard

Bx+C i 5
/(x2+px+q)ﬂdx mit 4¢g >p° fir =1 B=0, C=1

1 1 2
/ 5 dr = arctan M +c
e+ pr+q q— p? q— P>
1 1
Bz +C B B 1
— = dr=—Inl2? C—-— _d
/a:2~|—p:v+qx 2 nlz” 4 pr+ gl + 2p)/x2+px+qx
/ dx B 1 2x +p
(x> +pr+q)°  (B—1)(4q —p?) (42 + pr + q)°~!
43 — 6 dx
(B—=1)(4q—p*) ) (2% +px+q)°!
Bz +C B 1
(22 + pz + q)° 2(8 —1)(4q — p?) (2% + pr + )P~
B d
Ep) / = —|—pi—|—q) 5 = Das Integral einer gebrochen rationalen

Funktion ist Summe einer gebrochen rationalen Funktion, sowie von
Logarithmusfunktionen und Arkustangensfunktionen.
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12.1.3 Integration weiterer Funktionenklassen

Durch geeignete Transformationen sind sie auf Integrale rationaler
Funktionen zuriickzufiihren

1) [R(e*)dr = [ B qr

Substitution: e* =¢, & =¢* — dr = & = &
) dx er t
. _ 2t 12 2
2) [ R(sinz,cosx)dr = [ R(1%, 152) - oz dt )
abion: tan E — f sing — 2t 12 g 2
Substitution: tan§ =1, sinz = {35, cosz = 175, dv = =z di

Bemerkung 2 Oft sind einfachere Wege moglich als t = tan g,
z.B.t =sinx odert = cosz.

3) Das Integral [ R (z, Vax +0b) duv = [ R(E=2t) - 2¢n~Ldt
Substitution: Vax + b = t, r = =0 dr = 2" dt

a

4) Das Integral [ R(z,vaz?+ bz +c)dz (a >0
Substitution: vaxz? + bx + ¢ —x\/a = t, T = bfz;c/a t(ii_atc _

2t(t—2t\/a)+(t2—c)2/a
(b—2tv/a)?

12.1.4 Integration durch Reihen

Satz 87 Durch gliedweise Integration einer konvergenten Potenzreihe
ergibt sich eine neue im selben Bereich konvergente Potenzreihe.

= Zur Integration von Funktionen fiir die eine Stammfunktion zwar
existiert, sie aber keine elementare Funktion ist.

= Zu den nur durch Reihenentwicklung berechenbaren Funktionen
gehoren auch die elliptischen Integrale

/R(m,\/ax4—|—bx3+cx2+d:v—|—e)dx.
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12.2 Das bestimmte Integral (Riemann-Integral)

12.2.1 Definition und einfache Eigenschaften

f(z) sei eine beschrankte Funktion im Intervall [a, b]; f(xz) >0

= Problem der Flachenberechnung
Losung;:

e Zerlegung des Intervalls [a, b] in n Teilintervalle [xy_1, z]
e Auswahl von Zwischenpunkten & € (xg_1, g
e Ersetzung der Funktion f durch eine Treppenfunktion

e Verfeinerung der Zerlegung von [a,b] mit Az, — 0 fiir alle
k(ausgezeichnete Zerlegungsfolge) und n — oo

e Grenziibergang Az, — 0 fir alle £ und n — oo der Flache der
Treppenfunktion: S, = > f(&)Ax;
i=1

Definition 54 Wenn bei einer beliebigen ausgezeichneten Zerlequngs-

folge {Z,} des Intervalls [a,b] mit n — oo und beliebiger Auswahl

der Punkte & € (x;_1,x;] die Folge der zugehdrigen Integralsummen

S = > f(&)Ax; (fir n — 0o und max Ay — 0) stets ein und densel-
i=1

ben Grenzwert besitzt, dann heifit f(x) integrierbar iber |[a,b] und der

Grenzwert

n
lim S,= lim E f(&)Ax;
n—oo n—oo

max Ap—0 max Ap—0 =1

heifit bestimmtes (Riemannsches) Integral der Funktion y = f(x) tber
la, b] und wird mit dem Symbol:

b

/ f(z)dx bezeichnet.

a
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Bemerkung 3 Aus der Definition des bestimmten Integrals ergeben
sich einige einfache Eigenschaften.

b
1) Wenn f(x) > 0 fir alle x € [a,b] gilt, so ist [ f(x)dz die MafSzahl

des Fldacheninhalts des Bereiches zwischen ader x-Achse und der
Kurve y = f(z) seitlich begrenzt durch die Geraden x = a und
xz =b.

b
2) Ist f(z) <0 fir z € [a,b], dann ist — [ f(x)dx der Flicheninhalt

zwischen Kurve und z-Achse.

3) fbf(x) dx = fbf(t) dt = ff(u) du, d.h. das bestimmte Integral

a a a
hangt nicht von x ab, sondern ist eine Zahl, wohingegen das unbes-
timmte Integral eine Funktion ist.

a a

b
4) [ f(x)de =0 und [ f(z)de =— [ f(z)dz.
a a b

Satz 88 Jede in [a,b] stetige (stickweise stetige beschrankte) Funktion
ist integrierbar iber [a,b].

Satz 89 f(x), g(z) seien integrierbar iber dem Intervall [a,b] mit b >
a. Dann gilt:

b

(@) + g(a)) do = | f(e)de+ [ g(x) de

a

—_
~—

N/
R P .
>

b

f)yde =X [ f(z)dx

a

w
~—

f@)de = [ f(e)do + [ f(z)da

4) ‘fbf(l’)dﬂﬂl §f|f(x)dx\da:
5) Ist f(z) < g(z) fiir alle x € [a,b]. Dann gilt:
[ flz)dx < [ g(x)da.

Ist insbesondere m < f(x) < M, so gilt:

b b

m(b—a):/md:r;g/bf(x)de/de:M~(b—a)

a a
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Satz 90 (Mittelwertsatz der Integralrechnung) Ist f(x) auf [a,b] stetig,
so gibt es mindestens eine Stelle £ € [a,b] derart, dass

[ t@de =)0~
qgilt.
= Geometrische Bedeutung

Definition 55 Ist f(x) auf [a,b] stetig, so wird der Mittelwert y,, der
Funktion f(x) durch

definiert.

12.2.2 Der Zusammenhang zwischen unbestimmten und bestimmten
Integral

= Problem der Berechnung bestimmter Integrale

Satz 91 Wenn die Funktion G(x) = [ f(t)dt (Integral mit variabler

oberer Grenze) fir jedes x € |a,b] definiert ist, so ist sie eine Stamm-
funktion von f(z), d.h., es gilt

T

26w =1 [ st = (o)
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Satz 92 (Hauptsatz der Differential- und Integralrechnung)
f(z) sei im Intervall [a,b] stetig, F(z) eine Stammfunktion von f(x),
so gilt:

b

/f(x)dx = F(x)‘a = F(b) — F(a).

12.2.3 Substitutionsregel und partielle Integration fiir bestimmte Inte-
grale

1° Substitutionsregel

Satz 93 (Substitutionsregel fiir bestimmte Integrale)

Sei f(x) eine in [a,b] stetige Funktion.

Weiter sei x = (t) eine im Intervall (o, §] streng monotone (wachsend
oder fallende) stetig differenzierbare Funktion mit p(a) = a und p(5) =

b
Dann gilt:

b B8
/ f(z) dz = / Fo(t)g (1) di

2° Partielle Integration

Satz 94 f(x), g(x) seien stetige differenzierbare Funktionen iber [a, b].
Dann gilt
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12.3 Anwendungen der Integralrechnung

12.3.1 Fliacheninhalt ebener Figuren

1) Die Flache wird iiber dem Intervall [a, b] durch die Funktionskurve
y = f(z) > 0 begrenzt:

F:jﬂ@m.

2) Die Flache wird oben durch die Kurve y = f(z) und nach unten
durch die Kurve y = g(z), seitlich durch die Geraden z = a, z = b
begrenzt. (Va € [a,b] gilt f(x) > g(z))

b

F= [ (#@) = gla)) da.

a

= Vorzeichenwechsel von f beachten

3) Fiir t € [«, 7] ist die Kurve in der Parameterform = = ¢(t), y =
W (t) mit p(a) = a und ¢(3) = b gegeben, dann gilt

F:/w@¢@ﬁ

67

4) Sektorformel:

Das Sektorgebiet S werde fiir a < ¢t < ( durch die Kurve C :
r = p(t), y = ¢¥(t) und durch die Strecken OP; und OP, mit
P = (p(a),¥(a)) und P, = (¢(8),v(5)) begrenzt. Wird die
Kurve C fiir wachsende Werte von ¢ in mathematische positivem
Sinn durchlaufen, so erhélt man die Fliache F' des Sektors S durch

Ist C eine (doppelpunktfreie) geschlossene Kurve (P, = P,),
dann berechnet sich der Flacheninhalt innerhalb der geschlosse-
nen Kurve durch die Sektorformel.
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12.3.2 Die Bogenlange

1) Die Bogenlénge s des iiber dem Intervall [a,b] gegebenen ebenen
Kurvenstiicks y = f(x) berechnet sich im Falle, dass f(z) auf [a, 0]
stetig differenzierbar ist, nach der Formel:

sz/b\/wd:c

2) Kurve in Parameterform gegeben x = ¢(t), y = () a<t<f

B

s= [V R

«

12.3.3 Volumenberechnung

1) Volumenberechnung eines Korpers K bei gegebener Querschnitts-
fliche g(x) fir a <ax <b:

V= / q(z) dx
2) Spezialfall: Volumen von Rotationskorpern:
K Korper, der entsteht, wenn das Kurvenstiick y = f(z), a <

x < b um die x-Achse rotiert. Querschnittsflache ist ein Kreis mit
Radius f(z), d.h g(z) = 7 - (f(2))? und somit folgt:

b

V= W/(f(x))de.
3) Ist die Kurve in Parameterform gegeben
z=op(t),y=v),a<t<p

und ist ¢'(t) > 0, so gilt fiir das Volumen des Korpers, der durch
Rotation um die z-Achse entsteht

B
- ﬂ/wQ(t)go’(t) dt
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Entsprechend:
B

Ven / (p(8)20 (1) dt

«

fiir Volumen des Korpers, der bei der Rotation der Kurve um die
y-Achse ensteht.

12.3.4 Mantelflaiche von Rotationskérpern

Kurvey = f(x),a <z <b, (f(xz) > 0) rotiert um x-Achse Mantelflache
des Rotationskorpers

Fy = 27r-/f(x)\/1+f’(x)2dx

Ist die Kurve in der Parameterform = = ¢(t), y = ¥(t), a <t <
gegeben, dann berechnet sich die Mantelfliche des zugehorigen Rota-
tionskorpers nach der Formel

I}
Fy = 2n / N ONCIO G

12.3.5 Schwerpunkt eines ebenen Bereiches und Guldinsche Regeln

1) Koordinaten des Schwerpunktes:

1

b
vs =3 [as@ads, ys= o [(f@)fda

a

2) 1. Guldinsche Regel: Das Volumen V' eines Kérpers, der bei der
Rotation der erzeugenden Fliache um die z-Achse entsteht, ist gle-
ich dem Produkt aus F' und dem Weg des Schwerpunktes um die
Achse:

V =2mysF .
Analog bei Rotation um y-Achse.
3) 2. Guldinsche Regel: Die Mantelfliche F; eines durch eine rotie-
rende Kurve entstehenden Rotationskorpers ist gleich dem Pro-

dukt der Kurvenlinge s und dem Weg des Schwerpunktes der
Kurve um die Achse.
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12.4 Naherungsweise Berechnung bestimmter Integrale

b—a
Sei —00 < a < b < oo das Intergationsintervall. Mit h =

n
wird die sogenannte Schrittweite bezeichnet. Fir ¢ = 0,1,...,n
durch z; = a +ih wird das Intervall [a,b] in n gleiche Teile zerlegt:
To=a<T] <Xy < < xp1 <xp=0>.

Weiterhin wird y; = f(x;) gesetzt.

12.4.1 Rechteckregel:

Bei der Rechteckregel wird die Funktion f(z) durch die Treppenfunk-
tion f*(z) = f(x;) = y; in Intervall [x;, x;1] ersetzt. Man erhélt:

/f h(yo+ 11 +y2+ -+ Yn_1)

Der Fehler der Rechteckformel betragt:

b
_ N2
/f(x)dx—bTa(yo—i----—i-yn_ﬂ: (bzna) (O mita<&<d

Bemerkung 4 Durch geschicktere Wahl der Rechteckhohen lasst sich
die Rechteckformel wesentlich verbessern.

FErsetzt man man [ durch f*(x) = Yirr = f (25251 fiir v € (2, 2444),
so ergibt sich die allgemein genauere Rechteckformel

/f (91/2 +Yg2 o+ yn—1/2)

Bei dieser Rechteckformel betrdgt der Fehler:

b
/f( )dm—b; (Y12 + s+ + Yno12) = (b—a) 176 a<&<b

a
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12.4.2 Trapezformel

f(x) wird durch einen Polygonzug f*(x) durch die Punkte (x;, f(z;))
angenahert. Trapezformel:

b
b—a .
/f(x) dx ~ W(yo+2y1+2y2+' A 2Yn1+Yn) mit y; = f(x;)

Der Fehler der Trapezformel bei einer 2mal stetig differenzierbaren
Funktion betragt

b
b—a (b—a)?
dr — 22 (yo+ 200+ 2yp + -+ 21 +Yn) = — d
/f(l‘) T = 5= (Yo + 2y1 + 24+ 21+ ) oz ()
(a <& <Db)
12.4.3 Keplersche Fassregel
[a,b] wird durch die Punkte @ = o < 7, = % < 1y = b in zwei

2
gleiche Teile geteilt. Die Kurve y = f(z) wird angenéhert durch die

Parabel y = f*(x) durch die Punkte (a, f(a)), (%42, f (%42)), b, f(b).
Keplersche Fassregel:

/bf(w) dom 0 o war (50) + o)

Der Fehler der Keplerschen Fassregel betragt bei einer 4-mal stetig
differenzierbaren Funktion y = f(x)

(b—a)
180 - 24

b
[t = ) = - 0O (a<e<)

Bemerkung 5 Mittels Keplerscher Fassregel lassen sich die Integrale
von Polynomen bis zum Grade 3 exakt berechnen.
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12.4.4 Simpsonsche Regel

Folgt durch Anwendung der Keplerschen Fassregel auf kleinere Teilin-
tervalle des Ausgangsintervalls [a, b].

Achtung ! [a,b] wird jetzt in eine gerade Anzahl n = 2m Teilintervalle

der Lange b’Ta = ”z’—m“ zerlegt.
Auf jedem Teilintervall [zog_o, xox] £ =1,2,...,m wird die Keplersche

Fassregel angewendet.
Simpsonsche Regel:

b
b—a
/f(ﬂf)duf: 6—m(y0+4y1+2y2+"'+2y2m72+4y2m71+y2m+R

a

(b—a)’
180n4

mit dem Fehler R = fOE) mita<az <b

Bemerkung 6 1) Es gibt zahlreiche weitere Quadraturformeln.

2) Das Prinzip 'Ersetze die gegebene Funktion f durch eine einfachere
f* und integriere diese anstelle der Ausgangsfunktion’ wird in sehr
vielen Quadraturformeln benutzt.

3) Wichtige nicht besprochene Quadraturformeln sind die von Gaufs
angegebenen Gaufschen Quadraturformeln.
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12.5 Uneigentliche Integrale

bisher wurde das bestimmte (Riemannsche) Integral unter den Voraus-
setzungen:

e endliches Integrationsintervall [a, 0]
e f(x) ist auf [a, b] beschrénkt

definiert.
Ist eine der Voraussetzungen verletzt, spricht man von uneigentlichen
Integralen, die mit Hilfe eines Grenziibergangs erklart werden.

12.5.1 Uneigentliche Integrale mit unendlichen Grenzen

Definition 56

0o b
/f(x) dx = bli_)rilo f(x)de = blLIEO(F(b) — F(a))

a
Das uneigentliche Integral ist der Grenzwert von eigentlichen Inte-
oo
gralen. [ heifit konvergent, wenn dieser Grenzwert existiert.

Analog:
b b

[ t@yie =t [ s@)ao

a

]of(x) dz = / F(z) dz + 7f(x) dx

und
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Satz 95 (Majorantenkriterium): Ist f(x) > 0 fir v > a und gilt fir
eine weitere Funktion g(x) die Ungleichung 0 < f(z) < g(x), so folgt
aus der Ezistenz von

o

/g(m) dxr  die FEzistenz von /f(x) dx

a

und die Ungleichung

/Oo fla)da < /Oo g(x) du

ist erfillt. Ist [ f(x)dz divergent, so ist auch das Integral [ g(x)dx

divergent.

Folgerung 10 1) Fir x
Konstanten ¢ > 0, k

Integral [ f(z)dx.

0 gelte 0 < f(z) < =% mit den

> a >
> 1. Dann konvergiert das uneigentliche

2) Firx > a >0 gelte f(x) > 5 mit Konstanten ¢ > 0, k < 1, dann
divergiert [ f(z)dx
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12.6 Uneigentliche Integrale mit unbeschranktem Inte-
granden

Definition 57 FEs sei [a,b] ein endliches Intervall und b eine Polstelle
b b—e
der Funktion y = f(x). Dann ist [ f(z)dz = lim [ f(z)dx.

a
Das Integral heifit konvergent, wenn dieser Grenzwert existiert und di-
vergent, wenn er nicht existiert.

Satz 96 (Konvergenzkriterium  fir uneigentliche —Integrale — mit
unbeschrinktem Integranden)

Die Funktion f(z) < o (v > 0) besitze bei x = b eine Polstelle.

b
Dann ist das Integral [ f(z)dx konvergent, falls « <1 . Im Falle von

f(z) > e und o > 1ist das Integral divergent.

= Polstelle bei a oder bei ¢ € (a, b)

Achtung ! Es gibt zahlreiche weitere Integrale (Cauchyscher
Hauptwert, Lebesguesches Integral, Stieltjes Integral).
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13 Differentialrechnung fiir Funktionen mehrerer
Variablen

13.1 Funktionenbegriff

Definition 58 Fine reellwertige Funktion f(x) won n  reellen
Verdanderlichen st eine auf einer Teilmenge D C R" definierte
Funktion mit Werten in R. Sie ordnet jedem Punkt (bzw. Vektor)
x = (v1,29,...,2,)7 € D in eindeutiger Weise eine reelle Zahl

= In R% R3 wird auch z = f(x,y) oder w = f(x,v,2) geschrieben.
= explizite, implizite Funktion, Differentialgleichung, Tabelle

= Deutung von z = f(z,y) als Fliche im R3 Niveau- bzw.
Hohenlinien

= Polarkoordinaten im R?, Zylinder-, Kugelkoordinaten im R3
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13.2 Grenzwerte und Stetigkeit von Funktionen

= Abstand zweier Punkte im R"
= 0-Umgebung Us(z) eines Punktes x

= offene Teilmenge, abgeschlossene Teilmenge, beschrankte Teilmenge
des R™
Definition 59 Es sei zy; € D CR" und f: D — R eine Funktion.

1) Wenn Ve > 036 > 0 mit der Eigenschaft, dass Yz € DNUs(xo) die
Ungleichung | f(z) —g| < e erfillt ist, so hat f in xy den Grenzwert
g und man schreibt lim,_, f(z) = g.

2) Aquivalent gilt: lim f(z) = g, wenn jede Folge {z,} mit {z,} —
IT—I
xy stets lim,, . f(z,) = g gilt.
3) f heift stetig im Punkt xo € D, falls lim, ., f(x) = f(x0) ist.
4) [ heifit stetig (in D), wenn f in jedem Punkt von D stetig ist.

Satz 97 Eine auf einer abgeschlossenen und beschrankte Teilmenge
D C R"™ definierte stetige Funktion f : D — R nimmt auf D
ein Maximum und ein Minimum an. D.h., dzy, 2, € D : Vo €
D gilt die Ungleichung f(zo) < f(z) < f(zy).
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13.3 Partielle Ableitung, Gradient

Sei D C R" eine offene Menge.

Definition 60 Fulls der Grenzwert

lm 1 (F(ay + hey) — f(xy)

existiert, heifit er partielle Ableitung von f nach (der Variablen) xy und
wird durch
af

a_xk|£=£o = fu (z0)

bezeichnet.

= hohere partielle Ableitungen Bezeichnung:

Pf(@) _ 0 0lw), i

= Multiindex-Schreibweise: Sei @ = (a1, aa, ..., ;) ein Multiindex

mit Vk : g > 0 und |of = > .
k=1

olel f B olelf

= x
a1 a9 =
ovx  O0x('0x5?...0xon

Definition 61 Ist f und alle partiellen Ableitungen bis einschlieflich
zur Ordnung m stetig, so ist f € C™(D),d.h,

olel
o) =i 57

Satz 98 (Satz von Schwarz) Seien D C R™ offen, f : D — R und
f € C*D). Dann gilt fir beliebige i,j € {1,2,...,n} und Vz € D:

Lt S B
8951-8%- = (‘9%8% =

mit 0 < |a|] < m stetig inD}

= Verallgemeinerung auf hohere Ableitungen

Definition 62 Die Zusammenfassung aller partiellen Ableitungen an
einer Stelle x zu einem Vektor wird als Gradient von f bezeichnet:

gradf(z) = Vf(z) = (fo, (@), .., fo, (@)
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13.4 Vollstandiges (totales) Differential

= Einschrinkung der Funktionen f: D — R auf D C R?

Definition 63 Sei z = f(x,y) und seien Az und Ay die Zuwdchse
von x bzw. y. Dann ist

Az = f(zo+ Az, yo + Ay) — f(7o, %0)

der Zuwachs der Funktion z = f(z,y) an der Stelle x.

= Anstelle der Tangente im R! wird die Tangentialebene im R? (und
sogenannte Hyperebenen im R") betrachtet.
Sie hat die Gleichung;:

z— 20 = [o(20,y0)(® — x0) + fy (0, Y0) (¥ — Yo)

Setzt man dr = Ax = x — xg, dy = Ay =y — yo und dz = z — 2, SO
kann man die Gleichung der Tangentialebene auch als

dz = fz(x0,yo)dx + fy(0, yo)dy
schreiben. dz ist der Zuwachs auf der Tangentialebene.

Satz 99 Seiz = f(x,y), wobei D = {(z,y) :a <x < b,c <y <d} ist
Wenn f € CY(D) ist, dann gilt

Az = fo(xo,y0)dx + f,(x0, y0)dy + np

wobei p = \/dx? + dy? ist.
Die Grofie n hdangt von xg, yo, dx und dy ab und besitzt die Zusatzeigen-
schaft

ll)lg(l) n=20.
Definition 64 FEine Funktion, deren Inkrement Az eine Darstellung
wie im letzten Satz besitzt, heifst im Punkt (zo,yo) total oder vollstindig
(im Gegensatz zu partiell) differenzierbar. Der in dx und dy lineare
Anteil dz von Az heifit das totale oder wvollstandige Differential der
Funktion f an der Stelle (zo,yo) mit dem Zuwachs (dx,dy). Das totale
Differential wird mit dz oder df bezeichnet.
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= Ist f total differenzierbar, so gilt in einer hinreichend kleinen Umge-
bung von (xg, o) die Ndherung Az =~ dz.

Definition 65 (Verallgemeinerung auf R™) Unter dem totalen Differ-
ential einer Funktion von w = f(z) = f(x1,...x,) versteht man

)
dw = Z 8_aidmk = fxldl‘l +ot fx”dxn
k=1

gradf(z,) - (z — zy) = Vf(zo) - (2 — 20).

= Anwendung des totalen Differentials in der Fehlerrechnung

13.5 Kettenregel
1) Sei F(z,y) = f(¢(z,y)). Dann ist
g—i = ['((x,9)pa(z,y), (?)_5 = ['(o(x,9)py(x,y).
2) Sei F(t) = f(x,y) mit x = p(t),y = 1(t), dann ist
Cfi—f = fa((t), (1))@ (1) + fy (0 (), V()¢ (1)

3) Sei w = F(u,v) mit u = g(x,y) und v = h(z,y) mit f, g, h stetig
differenzierbar. Dann ist

OF _oPou oFov | oF _oFou oo
or  Oudxr Ov oz oy Oudy Ovoy
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13.6 Richtungsableitung

Definition 66 Sei z = f(x,y) und s = (s1, $2) ein Einheitsvektor. Die
Richtungsableitung von f im Punkt (xo,yo) in Richtung von s ist als

of . f(wo +tsi,yo + ts2) — f(wo,v0)
E)_g(xo’ Yo) = %1_1[% ;
definiert.

Satz 100 Wenn f in (zo,y0) € D differenzierbar ist, so ist

%(%790) = fo(®0,Y0)51 + fy($07 Yo)s2 = grad f(zo, Yo) - .

= Hohenlinien, V f ist orthogonal zu Hohenlinien.

Satz 101 Sei f eine Funktion von zwei Variablen, die im Punkt (zo, yo)
differenzierbar ist.

1) Der mazimale Wert von g—’;(a:o,yo) ist |V f(zo, yo)]-

2) Das mazimale Wachstum wvon f(x,y) tritt in Richtung von

Vf(@o,yo) auf.
3) Der minimale Wert von g—’;(xo,yo) ist —|V f(xo, yo)|-

4) Das minimale Wachstum von f(x,y) tritt in Richtung von

—V f(xo,90) auf.
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13.7 Mittelwertsatz und Taylorsche Formel
1) Mittelwertsatz
Satz 102 Sei f : D — R, D C R", zq,2p+h € D mit h # 0

und f differenzierbar in jedem Punkt der Verbindungsstrecke von
zo und xy + h. Dann existiert ein 9 € (0,1) mit

f(@o+h) — f(zg) = h-Vf(zy+Uh).
2) Taylorentwicklung
= speziell D C R?

Satz 103 Sei in einer Umgebung Us von (xg,vo) f(z,y) € C™L.

Dann gilt
FCo+ b+ R) = (w0, 30) + T[4 k) o, o) +
Zo s Yo = J (%o, Yo o By Lo, Yo
1 0 0.,
mit dem Restglied nach Lagrange:
RulFo b k) = —— (02 1 k24 )y + 0, 1o + OF)
T (I O 0y 0 o

fur ein 0 <9 < 1.
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13.8 Implizite Funktionen

Satz 104 Sei D C R? (offen) und F € C'(D). Es gelte fiir den Punkt
%o, Yo € D die Gleichung F(zo,y0) = 0. Weiterhin sei F,(zo,yo) # 0.
Dann gibt es genau eine Funktion y = f(x), die in einer Umgebung Uy
von xo auf der Zahlengeraden definiert ist und den Beziehungen:

f(zo) =vo, Fl(z, f(x))=0 fir alle x € Us

gelten. Die Funktion f ist in Us stetig differenzierbar und es gilt fir
alle x € Us

, F.(x, f(x 8—5
fz) = —% = —3F lvevss v=r@

Oy

Achtung ! Eine Auflosung der impliziten Funktion F'(x,y) = 0 nach
y ist meist unmoglich.

= f0) = —=2 fir y = f(a).

L (—FﬁFyy +2F,F,Fry — F;Fm) fir y = f(x).
y

= Taylorentwicklung impliziter Funktionen,

= Extremwerte impliziter Funktionen

Satz 105 Notwendig fiir das FEintreten eines relativen FExtremwertes
der durch die Gleichung F(x,y) = 0 implizit dargestellten Funktion
y = f(x) an der Stelle x¢ ist das Bestehen der Gleichung

Fx($07y0) = Oa mit Yo = f([[‘o)

Hinreichend fiir das Vorliegen eines Extremwertes ist das Nichtver-
schwinden des Ausdrucks

Fx:p(x()a ?Jo)

f//(x0> - Fy(ﬂfo;yo) '

Ist dieser Ausdruck negativ (positiv), so liegt ein relatives Mazimum
(Minimum) von f(x) an der Stelle xq vor.
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13.9 Extremwerte

13.9.1 Extremwerte ohne Nebenbedingungen

Definition 67 Die in einem Gebiet G C R? definierte Funktion z =
f(z,y) hat im (inneren) Punkt (zo,yo) ein relatives Mazimum, falls in
einer Umgebung Us(zo,v0),0 > 0

V(z,y) € Us(xo,v0)  f(w0,%0) > f(2,y)

qilt. Ist diese Beziehung fiur alle Punkte im Definitionsbereich erfillt,
so besitzt f ein absolutes Mazximum.

Die Funktion f hat ein absolutes bzw. relatives Minimum, falls — f dort
ein absolutes bzw. relatives Maximum hat.

Satz 106 (Notwendige Bedingung) f(x,y) besitze in einer Umgebung
von (zo,yo) stetige partielle Ableitungen. Hat f in (xo,yo) ein relatives
Extremum, so gilt:

fa(z0,y0) =0 und f,(xo,y0) = 0.

D.h., in einem relativen Extremum verlauft die Tangentialebene parallel
zur x,y-Ebene.

Achtung ! Die genannte Bedingung ist notwendig, aber nicht hinre-
ichend

= Punkte, die diese Bedingung erfiillen, heiflen stationare Punkte
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Satz 107 Sei f(x,y) € C? in einer Umgebung des stationdren Punk-
tes (xo,%0), d.h., die notwendigen Bedingungen fiir das Vorliegen eines
relatives Extremum von f in (zo,yo)

f(x0,90) = 0 und f,(x0,y0) = 0.
sind erfillt. Ist dann

fmc fxy
fxy fyy

so st (xo,yo) eine relativen Extremstelle (hinreichende Bedingung).
Wenn dann

D = fou(T0, 40) fyy (w0, Y0) — f2, (0, y0) = (zo,%0) >0,

foa(@0,90) <O (& fyy <0)

qilt, so liegt ein relatives Maximum vor. Wenn dann

fxx(manO) >0 (<_> fyy > O)

qilt, so liegt ein relatives Minimum vor.

Falls D < 0 ist, so besitzt f einen Sattelpunkt (keinen Extremwert). Im
Falle D = 0 ist keine Aussage mdéglich (andere Methoden bzw. hohere
Ableitungen heranziehen).

Bemerkung 7 1) Ist die Funktion f auf einem abgeschlossenen Ge-
biet definiert, sind fir das Auffinden von absoluten FExtremstellen
neben den kritischen Punkten auch die Randpunkte zu prifen.

= Satz von Weierstraf§ uber stetige Funktionen auf abgeschlosse-
nen Gebieten

2) Fiir Funktionen von n Variablen ist die Bedingung
Vf=0

notwendig fur das Vorliegen eines relativen Extremums. FEs gibt
hinreichende Bedingungen, die relativ kompliziert sind und er-
fordert die Untersuchung quadratischen Form der Hesse-Matriz
der zweiten partiellen Ableitungen auf Definitheit.
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13.9.2 Extrema unter Nebenbedingungen

Allgemeine Aufgabenstellung:
z = f(z) — Extremum unter den Nebenbedingungen ¢ (z) = 0,

k=1,2....m

Spezialfall: n =2, m =1

Gesucht: Extrema von z = f(z,y) unter der Nebenbedingung
p(z,y) =0

Losungmoglichkeiten:

1) Auflosung der Gleichung ¢(x,y) = 0 nach einer Variablen z.B.
y = ¥(x). Einsetzen in die Funktion f(z,y) liefert die Extremw-
ertaufgabe fiir eine Variable f(z,¢(z)) — Extremum.

2) Satz 108 (Lagrangescher Multiplikator) Ist (xq,yo) ein Extremum
der Funktion f(x,y) unter der Nebenbedingung p(x,y) = 0.
Zusdatzlich sei Vo # 0. Dann gibt eine reelle Zahl X\ (La-
grangescher Multiplikator) derart, dass fir die Funktion

H(z,y,\) = f(z,y) + Ap(z,y)

die Gleichungen

Hy(z,y,\) = fo(z,y) + Apa(z,y) =0 (1)
Hy(z,y,\) = fy(z,y) + Apy(x,y) =0 (2)
H,\(:L“,y, )‘) = @(x,y) :O (3)

= Die Gleichungen (1) und (2) bedeuten, dass gradf und grady
kollinear sind. Die dritte Gleichung ist die Nebenbedingung.

= Allgemeine Aufgabe: Hilfsfunktion H(z,\) = f(z)+ > Apr(z) —
k=1
Extremum

Bemerkung 8 Man untersucht nur die notwendigen Bedingungen und
gewinnt Aussagen, ob ein Extremum vorliegt und welcher Art es ist, aus
dem Sachverhalt der Aufgabenstellung.

= Hohenlinienmethode
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14 Integralrechnung fiir Funktionen von mehreren
Variablen

14.1 Parameterintegrale

Definition 68 Sei f(z,y) im Rechteck R = {(z,y) : a <z < b,c <
y < d} definiert. Existiert fur jedes feste x € [a,b] das Integral

Fz) = / Fa.y) dy.,

so heifit es Parameterintegral mit dem Parameter x.

Satz 109 1) Ist f in R stetig, so ist auch F auf |a,b] stetig.

2) Ist f in R stetig partiell nach x differenzierbar, so ist auch F in
la, b] stetig nach x differenzierbar und es gilt

vWQZ%jﬂ%MWZjﬁww@-

Definition 69 1) B C R? heifst Normalbereich beziglich der x-
Achse, falls es Zahlen a,b € R, a < b und zwei stetige Funktionen
hi(x), ho(x) gibt, so dass gilt:

B=A{(z,y):a<z<bh(z) <y<hs(x)}.

2) B C R? heifit Normalbereich beziiglich der y-Achse, falls es Zahlen
c,d € R,e < d und zwei stetige Funktionen g1(y),g2(y) gibt, so
dass gilt:

B={(z,y):c<y<digi(y) <z < ga(y)}.
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Definition 70 Sei f(x,y) im Normalbereich B = {(z,y) : a < z <

a
b, hi(x) <y < ho(x)} definiert. Existiert fir jedes feste x € [a,b] das
Integral

ha(x)

F(z) = / f) dy.,
hi(x)

so heifst es Parameterintegral mit dem Parameter x und variablen In-
tegrationsgrenzen.

Satz 110 1) Ist f in B und sind hy und hy stetig, so ist auch F auf
[a, b] stetig.

2) Ist [ in B stetig partiell nach x differenzierbar, so ist auch F in
[a, b] stetig nach x differenzierbar sofern hy und hy es sind. Es gilt

ha(x)

Fa) =2 [ redy -

hi(zx)
ha(x)

_ / Fol,y) dy + Wy(@) (2, ha(2)) — By (@) f (e, b (2))

hi(z)

= Analog fiir Normalbereiche beziiglich der y-Achse.

= Uneigentliche Parameterintegrale
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14.2 Ebene Bereichsintegrale

= Problem der Volumenberechnung

1° Definition und Eigenschaften

Das Bereichsintegral wird in Verallgemeinerung des bestimmten Inte-
grals durch folgende Schritte fiir ein beschranktes Gebiet B C R? und
eine iiber B definierte Funktion z = f(z,y) erklart:

1) Sei zunéchst f(z,y) > 0.

2) Zerlegung von B in Teilbereiche By, By, ..., B,. Mit Ab; wird der
Fléacheninhalt von B; bezeichnet.

3) Wakle fiir jedes j mit (;,7;) eine beliebigen Punkt aus B;.

4) Dann ist f(&;,n;)Ab; das Volumen der Séule iiber dem Teilbereich
Bj mit der Hohe f(é'ju 77J>

5) Aufsummieren dieser Volumen der Teilbereiche liefert eine

Néherung fiir das gesuchte Volumen V = > f(&;,n;)Ab;.
=1

J]=

Definition 71 Konvergieren die Summen ) f(&;,m;)Ab; bei immer
j=1

feiner werdender Zerlegung von B, d.h., fir n — oo und max Ab; — 0,
gegen einen Grenzwert, so nennt man die Funktion z = f(x,y) tber B
integrierbar. Den Grenzwert heifst ebenes Bereichsintegral von f(x,y)
tber B.

Bezeichnung:

[ [ = 1w S )80
B

max Ab; —0 Jj=1

= Die Definition gilt auch, wenn die Bedingung f(z,y) > 0 verletzt
ist.

= Jede stetige Funktion ist integrierbar.
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Satz 111 (Eigenschaften)
Die Funktionen f(x,y),g(z,y) seien stetig iber B. Dann gilt:

])ffcf(x,y)db:cfff(x,y)db
Q)ff (x,y) + g(z,y) db—fffa:ydb+ffgxyb
3) Falls f(z,y) < g(x,y), 50fffxydb<ffga:y

< f(z,y) < M und |B| der Fliacheninhalt von B, so ist
m|B| < [ [ f(z,y)db < M|B.

5) Fir B = BiUBy und Bi(\By = 0 gilt [ [ f(z,y)db =
B
{Bf f(a:,y)db+fo F(x,y)db

2° Integration iiber Normalbereichen

Satz 112 1) Ist B = {(z,y) : a < z < b, hy(z) < y < hyo(x)} ein
Normalbereich beziiglich der x-Achse, so gilt

[ [ - /b T)f(:c,y)dy di

a h1 (:E)

2) Sei B={(z,y):c<y<d;q(y) <z <ga(y)} ein Normalbereich
beziiglich der y-Achse, so gilt

d

[ [swam= [ [ [ s

¢ 1(y)

Bemerkung 9 Ist B kein Normalbereich, so ist eine Zerlequng von B
in Normalbereiche erforderlich (vergleiche Eigenschaften). Alle kon-
vexen Bereiche und die meisten praktisch vorkommenden Gebiete mit
glattem Rand lassen sich als Vereinigung von disjunkten Normalbere-
ichen darstellen.
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3° Anwendungen von Bereichsintegralen

1) Flacheninhalt F' ebener Bereiche B

F:/B/db.

2) Volumen zwischen z = 0 und z = f(z,y) iber B

vz//ﬂaww

3) Volumen zwischen z = g(z,y) und z = f(z,y) mit g(z,y) <
f(z,y) iiber B

vzf/umw—mnm%.

4) Sei p(z,y) eine auf dem Bereich B stetige Flachendichte, dann ist
die Gesamtmasse m des mit Masse belegten Bereichs gegeben

durch
m—//M%Ww
B

= Scheibe konstanter Dicke a

m:a//p(x,y)db.

5) Die Koordinaten des Schwerpunktes eines ebenen Bereiches mit
der Fliachendichte p(x,y)

1 1
m m
B B
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6) Daraus erhdlt man die statischen Momente von B beziiglich
der z- bzw. y-Achse als

Zm'ysz//yp(fc,y)db, My:m'xsz//:vp(x,y)db
B B

7) Die (Flachen-) Tragheitsmomente beziiglich beziiglich der z-
bzw. y-Achse ergeben sich als

Jx://yQP(xay)dbv Jy:mys://x2p<x7y)db
B B

8) Ladung @ von B mit Flachenladungsdichte o(z,y)

Q://U(x,y)db

9) Feldstarke E = (E,, E,, F,)" des durch einen ebenen Bereich
B mit Flachenladungsdichte o(x,y) erzeugten elektrostatischen
Feldes im Punkt (zq, yo, 20) ist:

471'50//_0-xy

Dabei ist gy die Influenzkonstante, r = (2o — z, 50 — ¥, 20)* und
r=]|r|.

E =

= Uneigentliche Bereichsintegrale
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14.3 Raumliche Bereichsintegrale

1° Definition und Eigenschaften

Das raumliche Bereichsintegral wird analog zum ebenen Bereichsinte-
gral durch folgende Schritte fiir ein beschrinktes Gebiet B C R3 und
eine liber B definierte Funktion w = f(x,y, z) erklart:

1) Zerlegung von B in Teilbereiche By, By, ..., B,,. Mit AB; wird der
Rauminhalt von B; bezeichnet.

2) Waéhle fiir jedes j mit (&;,7;,¢;) eine beliebigen Punkt aus Bjund
bilde f(fj? Njs gj>ABj‘

3) Aufsummieren  iber j  liefert  eine  Integralsumme
Zl f (&>, <) AB;.
‘7:

Definition 72 Konvergieren die Summen > f(&;,n;,5;)AB; bei im-
j=1
mer feiner werdender Zerleqgung von B, d.h., fir n — oo und

max AB; — 0, gegen einen Grenzwert, so nennt man die Funktion
w = f(x,y,z) dber B integrierbar. Den Grenzwert heifft rdumliches
Bereichsintegral von f(z,y,z) tber B.

Bezeichnung:

///ﬂx’y’”z)dB: lim if(ﬁmj,cj)ABj
B

max AB;—0 Jj=1

= Jede stetige Funktion ist integrierbar.

= Eigenschaften analog zu ebenen Bereichsintegralen vgl. Satz 77
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2° Integration iiber Normalbereichen

Definition 73 B C R? heifit raumlicher (x,y)-Normalbereich d.h.,
Normalbereich beziiglich der x,y-Ebene, falls

1) es Zahlen w1,y € R,xzy < x5 und stetige Funktionen
yi(2), y2(2), 21(2,y), 2o(x,y) gibt, so dass

B={(z,y,2): 21 <2 <29, y1(x) <y <o), 21(2,y) <y < 29(z,y)}
1st, oder

2) es Zahlen y1,y2 € Ryy1 < yo und stetige Funktionen
x1(y), x2(y), z1(x,y), 22(x,y) gibt, so dass B durch die Ungle-
ichungen

B={(z,y,2) :y1 <y <, 21(y) <z < x9(x), 21(x,y) < 2 < 29(z,9)}
beschrieben.

3) Analog kann man wvier weitere Typen wvon Normalbereichen
definieren.

Satz 113 Ist B ein (z,y)-Normalbereich, so gilt

zo [ y2(z) [ z2(zy)

//f(x,y,z)de/ / /f(m,y,z)dz dy | dz

71 1(z)  \e(z.y)

oder

2)

y2 [ z2(y) [ z2(z,w)

//f(x,y,z)dB:/ / / fx,y,2)dz | dz | dy|.

Y1 z1(y) 1(z,y)

= Falls B C R? kein Normalbereich ist, muss er in Normalbereiche
zerlegt werden (siehe Bemerkung 77).

= n-dimensionale Integrale, n-dimensionale Normalbereiche
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3° Anwendungen von raumlichen Bereichsintegralen

1) Volumen V eines raumlichen Bereiches B

V://B/dB.

2) Sei p(z,y,2) eine auf dem Bereich B stetige Dichte, dann ist die

Gesamtmasse m gegeben durch

m:///MmMB

3) Die Koordinaten des Schwerpunktes eines ebenen Bereiches mit

der stetigen Dichte p(z,y, 2)

1 1
Ts = —///xp(a:,y,z)dB yYs = _///Z/P(%%Z)db ) s
m m
B B

:%///w@%ma

= Den geometrischen Schwerpunkt erhalt daraus mit

(p(z,y,2) = po = ).
4) Das statische Moment von B beziiglich der z, y-Ebene ist

Mxy:mzs:///zp<x7y>z)d3
B
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5) Das Tragheitsmoment J (=  Jgbzw.J,bzw.Jp,) eines
raumlichen Bereiches mit der ortsabhéngigen Dichte p(x,y, z) ist

1= [ | [rotwvzas.

Dabei ist r(x,y, z) der Abstand des variablen Punktes P(z,y, z)
von Fybzw.gobzw. Py, je nachdem, ob es sich um das planare, axiale

oder polare Tragheitsmoment J = Jgbzw.J = Jybzw.J = Jp,
handelt.

Falls £, die x, y-Ebene ist, ist 72 = 2%
Falls g die x-Achse ist, ist r2 = y? 4 22.

Falls Py der Koordinatenursprung ist, ist r? = a2 + ¢ + 22

= Uneigentliche raumliche Bereichsintegrale
3° Krummlinige Koordinaten und Substitutionsregel fiir
raumliche Bereichsintegrale

= Ziel: Vereinfachung der Integrationsgrenzen oder des Integranden
durch eine geeignete Substitution

1) z = (x1,29,...,2,) seil in kartesischen Koordinaten gegeben.
Weiterhin bezeichnen w;,7 = 1,...,n krummlinige Koordinaten.

2) Sei (r1,%9,...,2,) € B C R"™ und (uy,usq,...,u,) € B C
R™.  Zwischen B und B’ existiere eine eineindeutige Abbil-
dungsvorschrift 7"

w; = ui(T1, X9, ..., x,), 0 =1,2,. .. n< x; = xi(up, ... uy), i = 1,2,

;M.

3) Alle vorkommenden Funktionen seien stetig diferenzierbar.
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Definition 74 Die Determinante

Oz Oz

ur o,
a(xl . ,I’n) _ UI. b
a(uh . 7un)
Ozpn Ozn
ou1 U Oun

heif$t Funktionaldeterminante der Abbildung T. Spezialfille im R? und
R3 sind:

0z dx on
FY ou Ov Ow

0w y) | o0 o | g @82 Loy o oy
O(u,v) | 2 o O(u, v,w) | Ju v S
du  ow 0: 0z o2

ou Ov Ow

Bemerkung 10 1) Spezialfall Polarkoordinaten: Aus
x=2z(r,p) =rcosp, y=y(r,p) =rsinp

Az, y)

mit r = \/2? + y*, ¢ = arctan £ erhdlt man —= =71

A(r,¢)
2) Spezialfall Zylinderkoordinaten: Aus

x=ux(r,p,z) =rcosp, y=y(r,p,z) =rsing, z =z

oNw,y,2)
or,p,z)

3) Spezialfall Kugelkoordinaten (rdumliche Polarkoordinaten): Aus

mit r = /2% + y%, ¢ = arctan £ erhdlt man

x=2x(r,0,p) =rsinfcosp, y =y(r,¢,2z) =rsinfsiny, z = rcosf

mit v = \/2? +y* + 22, ¢ = arctan £, § = arctan —”x?ry? erhdlt
oz, y, =z

man .y, z) = r2sinf.
o, ¢.2)
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Satz 114 Gegeben sei das Integral [ [ f(z,y)db. Zwischen B C R?
B

und B' C R? existiere eine eineindeutige Transformation T : x =
x(u,v),y = y(u,v) mit stetigen partiellen Ableitungen und positiver
Funktionaldeterminante. Dann gilt die Tmnsformatz’onsformel:

J e[ [

mit f(u’ U) = f(:zc(u, v),y(u, U))

= Vergleich mit der Transformationsformel fiir bestimmte Integrale

Bemerkung 11 1) Die Voraussetzung T ist umkehrbar eindeutig’
braucht fiir die Randpunkte von B nicht unbedingt erfillt sein.

2) Es geniigt, wenn die Funktionaldeterminante im Innern von B
nicht verschwindet.

3) Im Fualle, dass die Funktionaldeterminante kleiner als Null ist,
kann das Vorzeichen durch Vertauschung von w und v gedndert
werden.

4) Das auf der rechten Seite stehende Integral fff(u v) 2z

B
ist ein Bereichsintegral tiber B': [ [ ®(u,v)dV mit ®(u,v) =
B/

f(u,v)ggz’g;. Es wird berechnet mit Hilfe von Normalbereichen in

der u, v-FEbene.

Satz 115 Sei B’ C R? ein Bereich des u,v, w-Raumes, der durch die
Abbildung

T:x=x(u,v,w),y=yluvw),z=zuuvw)

umkehrbar eindeutig auf den Bereich B C R® des x,, z-Raumes abge-
bildet wird. Die Transformation T besitze stetige partielle Ableitungen
und eine positive Funktionaldeterminante. Dann qilt die Transforma-
tionsformel:

///fxy, )dB = ///fuvw jf’w%dB'.

mit f(u,v,w) = f(z(u,v,w),y(u,v,w), z(u, v, w)).

= Es gelten analoge Ausfithrungen wie beim Doppelintegral (Vgl.
Bemerkung 11).
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15 Gewohnliche Differentialgleichungen

15.1 Grundbegriffe

DGL sind Gleichungen in denen Funktionen und Ableitungen auftreten.

Einteilung der Differentialgleichungen

1) Nach Anzahl der unabhéngigen Variablen: gewdhnliche, partielle
DGL,

2) nach der hochsten vorkommenden Ableitung: DGL 1. oder
hoherer Ordnung,

3) nach Anzahl der gesuchten Funktionen: skalare DGL oder System
von DGL,

4) nach weiteren Besonderheiten des funktionalen Zusammenhangs
zwischen gesuchter Funktion und deren Ableitungen:

lineare/ nichtlineare DGL.

Definition 75 Fine gewdhnliche DGL n-ter Ordnung ist eine Gle-
ichung zwischen der unabhangigen Veranderlichen x, der abhdngigen
Verdnderlichen y und den Ableitungen y',y",...,y™. Sie hat fir
x € D CR die allgemeine Form

Flz,y(x),y'(x),y"(x),....y™] = 0.

Die Ordnung der hochsten auftretenden Ableitung heifit die Ordnung
der DGL.

Definition 76 Die Losung einer DGL n-ter Ordnung ist jede n-mal
stetig differenzierbare Funktion, die mit ihren Ableitungen in die Dif-
ferentialgleichung eingesetzt, diese fur alle x € D zu einer Iden-
titat macht. Fine einzelne Funktion, die Losung ist, heifft spezielle
oder partikulare Losung der DGL. Die allgemeine Losung einer
gewohnlichen Differentialgleichung ist die Gesamtheit aller Funktionen,
die Losung der DGL sind.

Bemerkung 12 Geometrisch stellt die allgemeine Losung der DGL n-
ter Ordnung eine n-parametrige Kurvenschar dar. Differentialgleichung
und allgemeine Losung sind dquivalente Ausdrucksformen fur denselben
physikalischen oder geometrischen Sachverhalt.

Die allgemeine Losung einer gewdhnlichen Differentialgleichung n-ter
Ordnung enthalt somit in der Regel n freie Integrationskonstanten. Um
eine spezielle Losung zu erhalten, werden Zusatzbedingungen gestellt.
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Definition 77 1) Wenn in den Gleichungen zur Bestimmung der
Integrationskonstanten die Werte der unbekannten Funktion oder
ihrer Ableitungen fiir eine (einzige) Stelle xy € D gestellt wer-
den, so werden diese als Anfangsbedingungen bezeichnet. Fine Dif-
ferentialgleichung mit zugehorigen Anfangsbedingungen heifst An-
fangswertaufgabe oder Anfangswertproblem (AWP).

2) Wenn in den Gleichungen zur Bestimmung der Integrationskon-
stanten die Werte der unbekannten Funktion oder ihrer Ableitun-
gen an mindestens zwei Stellen vorkommen, spricht man wvon
Randbedingungen. Eine Aufgabe, bestehend aus einer Differential-
gleichung und aus Randbedingungen, heifit Randwertaufgabe oder
Randwertproblem (RWP).

Losungsmethoden
1) Analytische Verfahren (fiir einfache DGL 1. Ordnung)
2) Grafische Verfahren (Richtungsfeld fiir DGL 1. Ordnung)
3) Numerische Methoden (oft bei Anwendungs-DGL unvermeidbar)
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15.2 Differentialgleichungen 1. Ordnung

15.2.1 Allgemeines und Richtungsfeld

= Allgemeine Gestalt von Differentialgleichungen erster Ordnung,
AWP

= Partikulare Losung, Integralkurve
= Allgemeine Losung, Richtungsfeld
= Zeichnerische Losung mittels Richtungsfeld

15.2.2 Existenz und Eindeutigkeit, Sukzessive Approximation

Satz 116 (Picard-Lindelof) Sei D C R? offen, f : D — R stetig
und f(x,y) in D stetig nach y differenzierbar. Dann hat das AWP

Y = f(z,y)
Yo = y(l"o)

fir jedes (xo,v0) € D eine eindeutig bestimmte Lisung.

Zunéchst ist:

vy = f(z,y) (i)/ t)dt = /fty )dt < y(x) = y(xo) /fty dt.

Die Differentialgleichung und die Integralgleichung sind &quivalent.
Man kann sie durch die folgende Iteration (sukzessive Approxima-
tion) l6sen:

)= yo+ / Fltyo) dt, ynor(2) = yo + / St yn(t)) dt.

Unter den Voraussetzungen des Satzes konvergiert die Folge der
Néherungen fiir n — oo gegen die exakte Losung des AWP’s.
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15.2.3 Einfache DGL 1. Ordnung, elementare Integrationsmethoden

1) Produkttyp: |v = g(x) - h(y)

= Spezialfalle

y' =g(z)|und |y’ = h(y)
Loésungsmethode: Trennung der Variablen. Falls h(y) > 0 bzw.
h(y) < 0 geht man wie folgt vor:

Zﬂyg = g(z) - h(y) umformen zu % = g(z)dx.

Integrieren: [ % = [g(z)dx

Das ergibt H(y) = G(x) + C' und wird méglichst nach y
aufgelost.

Im Falle des AWP mit der Anfangsbedingung y(z¢) = yo wird
C' so berechnet, dass H (yo = G(mo) + Cy erfiillt ist, z.B.,
indem man glelch L Y h(y) = [, 9(x) dx rechnet.

Im Falle h(yg) = 0 ist y = yo Losung des AWP’s.

2) Separierbare Differentialgleichung:
y' = f(ax + by + ¢) mit a,b,c € R und b # 0

Man substituiert z = ax + by(z) + ¢ und erhélt 2/ = a + by’ =
a+b- f(z) und damit die DGL vom Produkttyp 2’ =a+b- f(x).
Aus der Losung z(z) wird durch Riicksubstitution y = *=57== die
Losung der Ausgangsgleichung berechnet.

3) Ahnlichkeitsdifferentialgleichung: |y’ = f(

8 <

)

Man substituiert z(x) = @ oder y(z) = zz(x). Mit v/ = z + x2’
erhilt man die DGL vom Produkttyp 2’ + 2z = f(z). Aus der
Losung z(x) wird durch Riicksubstitution y = zz die Losung der
Ausgangsgleichung berechnet.
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4) Lineare Differentialgleichung: |y’ + p(z)y = ¢(z)

e Bestimmung der allgemeinen Losung yn(x) = ¢ - ¢(z) der
zugehorigen homogenen DGL y' + p(z)y = 0 (Produkttyp!).

e Bestimmung einer speziellen Losung y;(z) der inhomogenen
DGL durch Variation der Konstanten mit dem Ansatz y; =
c(x) - p(x). Nach der Berechnung von ¢(x) ergibt sich y;.

o Allgemeine Losung: y = yp + y; = ¢ - () + ;.

e Falls eine Anfangsbedingung gestellt ist, wird das ¢ in der
letzten Gleichnug berechnen.

«

5) Bernoullische Differentialgleichung: |y + p(x)y = q(x)y

e Multiplikation der DGL mit (1 — o)y~ * liefert (1 — a)y~*y' +
p(z)(1—a)y'= = (1 —a)q(z) .

e Substitution z = y'~* liefert mit 2’ = (1 — a)y~*y’ die lineare
DGL 2/ + p(x)(1 — a)z = (1 — a)q(x).

e Losen und Riicksubstitution.

6) Exakte Differentialgleichung, integrierender Faktor:
f(@,y)dx + g(x,y)dy =0

e DGL heifit exakt, falls fdxr + gdy ist das totale Differen-
tial einer Funktion F'(z,y) (Stammfunktion, Potential), d.h.,
dF = fdx + gdy .

e Die Bedingung f, = g, ist notwendig und hinreichend, fiir die
Exaktheit der DGL.

e In diesem Fall ist F, = f und F, = g und man erhalt daraus
die Losungen der DGL: F(z,y) = c¢. durch Integration.

e Falls die DGL nicht exakt ist, so wird ein integrierender
Faktor (Eulerscher Multiplikator) u(x,y) gesucht, so dass

(1, y) f(z,y))dx + (u(z,y)g(z,y))dy =0
exakt ist.

e Der integrierende Faktor wird iiber die partielle DGL bes-
timmt

fry = gpte + p(fy — 92) = 0.

e Spezielle Ansétze: u = u(x), p = py), p = p(zry) fithren
leichter zum Ziel. Wenn fy% von y unabhangig ist, existiert
ein integrierender Faktor p = u(x).

Wenn 2% von unabhangig ist, existiert ein integrierender
Faktor u = p(y).
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15.2.4 Numerische Losungsverfahren fiir AWP von DGL’n 1. Ordnung

Gegeben sei fiir z € [a, b] das AWP :

y' = [fla,y)
Yo = y(zo).
Vereinbart werden die Bezeichnungen
h—
Ty = a, h:Ta, Tpn=x9+nh,n=0,1,... N.

Die exakte Losung an den Punkten x,, ist y(x,,), die Ndherung wird mit
yn bezeichnet, d.h., v, ~ y(x,).

1) Eulersches Polygonzugverfahren (Rechteckregel):
Ynt1 = Yn + hf(xnv yn)

2) Verbessertes Polygonzugverfahren (Rechteckregel am Intervallmit-
telpunkt):

h h
?qurl =Yn + Ef(xna?/n)7 Yni1 = Yn + hf(2n + §7y£+1)v

oder Yn+1 = Yn + hf(xn + %7% + %f(xmyn»

3) Euler-Heun-Verfahren (Trapezregel):

yrILJrl = Yn + hf(l’n, yn)v yrILErl = Yn + hf(xn—&-la y£+1)7

oder | yn41 = %(yr]wrl + yiil) =Yn + %(f(l’n, yn) + f(anrla yTIL+1))

4) Runge-Kutta-Verfahren (Kepplersche Fafiregel):
ki = hf (ajna yn)

h h
ko= Bf(oa+ 590+ %) ~hf(on+ 5oyl +5)

h h
ks=  hf(za+ %y +%2) =hf(z,+ 573/(% + 5))
ky = hf(xn-&-hyn + k3) ~ hf(x”"'l’ y(xn+1))

k= (ki + 2ks 4 2ks + ky)

’yn—&-l :yn"i_k:‘

= Faustregel: Man wahle h so klein, dafl % < 0.05 gilt.

= Konvergenzordnung
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15.3 DGL hoherer Ordnung

15.3.1 Allgemeine Bemerkungen
AWP:

y™ = f(x, .y, YY)
n— n—1
y(zo0) = vo, ¥'(x0) = Uy -+, y "V (wo) = 5" "

Satz 117 Ist die Funktion f(x,21,22,...,2,) € C*(B) mit B C R"™!
und gehort der Punkt (xo, Yo, Yo, - - - ,y(()"_l)) 2u B, so ist die Ewistenz

und Unitdt der Losung fiur das obige AWP gesichert.

Definition 78 Die durch ®(z,y,C1,Cs,...,C,) = 0 gegebene im-
plizite Funktion y(z) heifit allgemeine Lésung der DGL y™ =
flz,y, s,y Y), wenn die durch Auflosung von ® nach y entste-
henden Funktioneny = y(x) die DGL erfiillen und sie nicht mit weniger
als n solchen Parametern dargestellt werden kénnen. Die (partikuldre)
Losung des AWP’s erhdlt man durch FElimination der willkiirlichen
Konstanten mit Hilfe der Anfangsbedingungen.

Satz 118 Sind die Voraussetzungen von Satz 117 erfullt, so ist jede
Lésung des AWP’s in der allgemeinen Losung enthalten.
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15.3.2 Einige Sonderfille von im allgemeinen nichtlinearen DGL 2.
Ordnung

Allgemeine Form:
y' = flz,y,9)

1) |y = f(z)| Zweimal integrieren.

2) |y" = f(y)| Energiemethode

e Multiplikation der Gleichung mit ¢’ # 0: ¥'y" = ¢/ f(y)
o oder 7(5(y)) = y'f(y)
e durch Integration nach z :

S0 = [y = [ rwa

e Daraus erhalt man die DGL y' = £/ [ f(y)dy + C (Produk-

ttyp).

Achtung ! Scheinlosungen

Die Funktion y(z) = ¢ ist Losung von y'y"” = ¢/ f(y). Sie ist
aber nur Losung der Ausgangsgleichung 3" = f(y), falls auch
f(c) =0 gilt.

3) ' = fz,y)

e y/(z) = p(x) setzen,
e losen DGL 1. Ordnung p’ = f(z,p),
e Riicksubstitution: y = [ p(z) dx.
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15.3.3 Lineare DGL hoéherer Ordnung

Fir x € D C R hat die lineare DGL n-ter Ordnung die Gestalt
Lyl = y™ + apn_1(2)y" ™Y + ...+ ay(@)y + ao(z)y = f(z)

mit der Storfunktion f(x). Ist f(x) = 0, so heiit die DGL homogen,
sonst inhomogen.

Satz 119 Sind y,(x) und ys(x) Ldsungen der inhomogenen DGL, so
erfillt die Differenz yi(x) — y2(x) die homogene DGL.

Satz 120 Die allgemeine Losung der linearen inhomogenen DGL ist
die Summe aus der allgemeinen Lésung der zugehorigen homogenen
DGL yn(z) = yp(x,Ch, ..., Cy) und einer partikuldren Lésung der in-
homogenen DGL, d.h.,

y(z,Ch,....Cp) = yp(x,Cy,...,Ch) +yp(x).
Struktur der Losung der homogenen DGL

Definition 79 (Lineare Unabhdngigkeit) Die Funktionen
fi(z), ..., fulz) heiffen linear unabhingig, wenn aus

n

> afiu(r) =0

k=1

die Gleichungen ¢y = co = ... = ¢, = 0 folgen.

Satz 121 Die allgemeine Losung der linearen homogenen DGL hat die
folgende Struktur:

yn(x, Cry o Co) = Cri(2)
k=1

wobei  die  Funktionen yy(x),y2(x),...,yn(x) linear wunabhdngige
Lésungen der homogenen DGL sind. Sie bilden das sogenannte Fun-
damentalsystem.
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Definition 80 Sind die Funktionen fi(x),..., fo(x) aus C"! in ihrem
gemeinsamen Definitionsbereich D, so ist

W(z) =

") V@) (@)

die Wronskische Determinante.

Satz 122 Die Losungen yi(x), y2(x), ..., y,(x) der linearen DGL n-ter
Ordnung
Lly]=0

sind genau dann linear unabhangig d.h., sie bilden ein Fundamentalsys-
tem, wenn ihre Wronskische Determinante W (x) # 0 fiir alle x € D.

Bemerkung 13 Man kann die Aussage verscharfen:

Die Funktionen y(x),y2(z), ..., yn(z) bilden genau dann ein Funda-
mentalsystem der linearen DGL n-ter Ordnung Lly] = 0, wenn es ein
xog € D gibt fiir das die Wronskische Determinante W (xo) # 0 ist.

= DGL mit beliebigen Koeffizientenfunktionen ay(x) kénnen i.a. nicht
analytisch gelost werden.
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Lineare DGL mit konstanten Koeffizienten
Die DGL

mit a; € R kann analytisch gelost werden.

Berechnung der allgemeinen Losung der zugehorigen homoge-
nen DGL

= e-Ansatz , charakteristische Gleichung

Satz 123 Hat die zur DGL Lly] = 0 gehorige charakteristische Gle-
ichung
PO ="+ a, NV N +ay=0

die Losung A\ mit der Vielfachheit [, > 1, so sind die Funktionen

A

e kX7 xe )\kX

M T le
linear unabhdangige Losungen und damit Bestandteil eines Fundamen-
talsystems der DGL Lly] = 0.

= Allgemeine Losung der homogenen DGL ist die lineare Hiille des
Fundamentalsystems

Achtung ! Die Nullstelle \; von P()) kann komplex sein.

Bemerkung 14 In diesem Fall: Ubergang zu einem reellen Fundamen-
talsystem: Die Losungen zte(®<tiB)x ynd phelex=189% werden durch die
Lésungen xFe™* cos(Bxx), zte®*sin(fx) im Fundamentalsystem er-
setzt. So erhalt man ein Fundamentalsystem von n reellen Ldosungen.
Die allgemeine Losung besteht aus allen Linaerkombinationen des Fun-
damentalsystems. Die n beliebigen Konstanten sind ebenfalls reell.
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Bestimmung einer speziellen Losung der inhomogenen DGL

1) Variation der Konstanten:

o Sei yp(x) = > Cryx(z). Dann wird ein spezielle Lésung y,(z)
k1
der inhomogenen DGL L[y] = f mit Hilfe des Ansatzes:

() = > Cr(z)yp(2)

berechnet.

e Die n unbekannten Funktionen C (x) werden aus dem linearen
Gleichungssystem

Ci(@y(z) + Cy(@)ga(r)  +...4+ Co(x)ya(z)
Cil@y(x) + Cy(r)ys(r) 4.+ Cul@)y,(e)

Cl@y" (z) + Cha)yd (@) +...+ Ch@(2)
Cilow" @) + Gy @)+ Chla) (@)

berechnet.

e Durch Integration der C)(z) und Einsetzen in den Ansatz
erhalt man y,.

Bemerkung 15 Das LGS fiir die Cj, ist eindeutig losbar, da die

Koeffizientendeterminante die Wronskische Determinante eines
Fundamentalsystems ist.
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2) Ansatzmethode:

Satz 124 Die Storfunktion f der linearen DGL mit konstanten
Koeffizienten Lly| = f habe die Gestalt

f(z) = Gr(x)e™ cos(fx) + Hy(x)e™ sin(fx) .

Hierbei sind Gy(x) und H,(z) Polynome k-ten bzw. l-ten Grades.
Wenn A\ = a + i3 eine p-fache Nullstelle des charakteristischen
Polynoms P()) ist, so kann eine spezielle Lisung y, mit Hilfe des
Ansatzes

yp(z) = (U (2)e™ cos(5x) + Vi (x)e™ sin(5x))

mit den unbekannten Polynomen Uy (x) und V,,(x)vom Grade
m = max{k,l} berechnet werden. Ist f eine Summe derartiger
Funktionen, so wird so wird eine Summe derartiger Ansdtze ver-
wendet. Durch Finsetzen in die DGL und Koeffizientenvergleich
wird y, berechnet.

= Allgemeine Losung der inhomogenen DGL und AWP.
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15.4 Potenzreihenansatz

Die Losung y(x) einer DGL wird in Form einer Potenzreihe mit Hilfe

des Ansatzes
[oe)
= E anx”

n=0
gesucht.
Anwendungen:

1) Auf dem Intervall I gegebene DGL 1. Ordnung:

Yy =flz,y), zel

Z(n + Dapp12" = f(x, Zanx")
n=0 n=0

e Wenn sich die rechte Seite als Potenzreihe entwickeln 1aft,
dann kann man die unbekannte Koeffizienten a,, durch Koef-
fizientenvergleich (Rekursionsformeln) bestimmen.

e Priifen, ob die gewonnene Reihe konvergiert und eine Losung
der DGL darstellt.

2) Losung der homogenen linearen DGL fiir x € I:

y'(x) + g1(x)y (x) + ga(2)y(z) = 0.

e Sei xp € I ein Punkt, in dessen Umgebung sich ¢;(z) und
g2(x) in Potenzreihen entwickeln lassen (reguldrer Punkt).

e Dann ist y(z) in dieser Umgebung als Potenzreihe darstellbar:

o0
g an(x — x0)"

n=0
Die a,, sind unbekannt.

o Mit gi(z) = > 07 bu(z — )" und ga(z) = 3277 calx — 20)"
und der Bezeichnug z = x—x( erhélt man nach Differentiation
(der Potenzreihe) und Einsetzen des Ansatzes in die DGL:

f:n (n—1)a,z"" 2+Zblz Znan e 1—1—2012 Zan =
n=2 n= n=
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Ausmultiplizieren (Cauchy-Produkt)und Ordnen nach Poten-
zen von z:

i 2" {(n + 1)(n+ 2)apo + i[bl(n —l+Day_11 + clan_l]} =0

n=0 =0

Die Potenzreihe verschwindet nur, wenn alle Koeffizienten ver-
schwinden:

n=2>0 2@2 + boa1 + cpag =0
n=1 2- 3@3 -+ 2b0a2 “+ cpaq + b1a1 +ciap = 0

Usw.
1
as = §(b0a1 + coap)
1 1
as = —gboag - E(CO +b1)a; — G0 =
= é(bg —co—b1)ap + é(cobo — ¢1)ag

Ergebnis: Potenzreihe mit willkiirlichen Koeffizienten ay und
ay. Alle weiteren Koeflizienten a; mit 4 > 2 sind Linearkombi-
nationen von ag und aq, d.h., die allgemeine Losung der DGL
hat die Gestalt

y(r) = aoyr(z) + ary2()

mit den linear unabhéngigen Losungen y;(x) und ys(x).
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16 Partielle Differentialgleichungen

16.1 Begriff und Klassifikation
Definition 81 Jede Gleichung der Form
F(x1,@9, .. Ty Uy Uy e oy Uy Upy gy Uy gy - - -) = 0

die die unabhdngigen Variablen xq,xs,...,x,, eine Funktion u dieser
Variablen und ihre Ableitungen miteinander verknipft, heifst eine par-
tielle Differentialgleichung (PDG). Die hichste auftretende Ord-
nung der partiellen Ableitungen heifst die Ordnung der PDG.

Definition 82 Die Gesamtheit der Losungen einer PDG heif§t allge-
meine Losung.

Beriihmte Beispiele:
1) Wellengleichung (eindimensional):

Ut = a2uxx + f(xa t)

Die Konstante a ist die Ausbreitungsgeschwindigkeit und u(z,t)
ist die Auslenkung an einer Stelle x zur Zeit t, f(x,t) ist eine
aufere Kraft.

2) Wellengleichung (mehrdimensional):
U = a*(Ugy + Uyy) + f im R?

oder
uy = a’Au+ f.

3) Wérmeleitungs-, Diffusionsgleichung

uy = a*Au mit v = u(z,y, 2),
4) stationdre (zeitunabhéngige) Gleichungen:
aus 2) wird die Poissongleichung Au = f
aus 3) wird die Laplacegleichung Au = 0

Bemerkung 16 1) Die Anzahl (der Mannigfaltigkeiten) der
Lésungen von PDG ist viel groffer als bei gewdohnlichen DGL.

2) Wenn m die Ordnung der DGL ist, entsprechen den m
willkurlichen Konstanten ber gewohnlichen DGL m willkiirliche
Funktionen.

3) Die m Funktionen hingen von n — 1 Variablen ab, wenn n die

Anzahl der Variablen der PD@G 1st.
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Spezialfall: n =2, DGL 1. und 2. Ordnung

F(xayauaux7uy7uxyauyzau:ca:7uyy) =0

= Satz von Schwartz: Uz, = Uy,.

Achtung ! Die abkiirzenden Schreibweisen p = u, und ¢ = u, werden
in der Literatur oft verwendet.

Definition 83 Lisung einer PDG ist jede Funktion u = u(x,y), die
die vorige Gleichung in jedem Punkt (x,y) eines vorgegebenen Gebietes

G C R? erfiillt.

Definition 84 FEine PDG heifst linear, wenn die unbekannte Funktion
u und alle ihre partiellen Ableitungen in linearer Form auftreten.

= Die berithmten PDG sind linear.
Definition 85 FEine lineare PDG heifst homogen, wenn kein Summand

vorkommdt, der nicht u(x,y) oder eine partielle Ableitung von u enthdlt.

= Auf gewohnliche DGL zuriickfithrbare PDG

115



Prof. Dr. Gronau Mathematik fiir WIN und WIW

16.2 PDG 1. Ordnung
16.2.1 Lineare PDG

)

Lineare PDG 1. Ordnung:
Fiir (z,y) € G C R? ist die Losung u(z, y) der PDG gesucht
CL1<LU, y)um(xa y) + CLQ(ZL’, y)uy(xa y) + b(l‘, y)U(QZ, y) + C(Z‘, y) = O :

Sie heifit homogen falls ¥(z,y) € G :  ¢(x,y) = 0 (sonst inho-
mogen).

Will man die inhomogene PDG l6sen, wird zunachst die verkiirzte
homogene PDG (b(x,y)=c(x,y)=0):

gelost. Darauf wird jetzt eingegangen.

Wenn (z(t),y(t)) eine Parametrisierung der Hohenlinie von u =
u(zx,y) ist, so ist ¢ = u(x(t),y(t)). Dann folgt

o = 2 (Eualt),y(0)) o/ (g (2(2), y(0)) = 0.
Aus dem Vergleich mit

al(xa y)ux(x> y) + a2($7 y)“y(xa y) = 0
folgert man die Proportionalitdt von 2’ mit a; und y’ mit as.

Die Proportionalitatskonstanten kénnen als 1 gewahlt werden.

Definition 86 Das der PDG a(x,y)-Vu = 0 zugeordnete System
gewohnlich DGL 1. Ordnung:

7(t) = ar(x(t),y(y),  ¥'(t) = ax(x(t), y(t))

heifst charakteristisches System der PDG. Die Losungen x =
x(t),y = y(t) des Systems heiffen Grundcharakteristiken. Als
Charakteristik bezeichnet man jede jede Kurve im R® mit der
Parameterdartellung x(t), y(t) und u(t) = c.

Der folgende Sachverhalt 1afit sich auf hohere Dimensionen
ibertragen.

Satz 125 Sind die Funktionen ay,ay € CY(G) und in keinem
Punkt von G gleichzeitig Null, so ist jede Funktion u(x,y) € C1(G)
genau dann Losung der verkirzten PDG, wenn sie lings der
Grundcharakteristik konstant ist.
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AWP: Bei gewohnlichen DGL 1. Ordnung wird ein Wert an einem
Punkt vorgegeben, jetzt werden Werte auf einer Anfangskurve
vorgegeben.

Beispiel: Gesucht ist die Losung der yu, —zu, = 0 fir (z,y) € R?.
Losung: Charakteristisches System:
() =y
y(t) =-—x

Die Losung des Sytems bzw. der Gleichung (d.h. die Grund-
charakteristik) ist die Kreisschar 2% + y* = C*.

Die Hohenlinien der gesuchten Flachen
(Losungsmannigfaltigkeiten) sind Kreise. Daraus erhdlt man
durch eine Zusatzbedingung verschiedene Losungsmengen:

z

oder einfacher y' = -2

e Fragt man nach der Losung die die Gerade durch den Koordi-
natenursprung r = (x,y,u)’ = (¢,t,t)” enthilt, so findet man

| R
durch Einsetzen: Das ist ein Drehkegel
u =1t.
(Elimination von t) u = \%\/ﬁ +y? = %7‘, der durch Rota-

tion der gegebenen Geraden um die z-Achse entsteht.

e Sucht man die Losungsflache, die die zur u-Achse windschiefe
Gerade r = (1,1,¢)7 enthilt, so ergibt sich durch Einsetzen:

u =t.

Das ist das einschalige Hyperboloid 2% 4 y? — u? = 1.

= Bedingungen fiir die Existenz und die Anzahl von Losungen in
Abhéangigkeit von der Lage der Anfangskurve bzw. ihrer Projek-
tion in die x,y-Ebene zu den Charakteristiken bzw. den Grund-
charakteristiken.
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Wenn die Anzahl der unabhangigen Variablen n > 2 ist, werden
dhnlich wie bei gewohnlichen DGL, Fundamentalsystem (Integral-
basis) und allgemeine Losung untersucht.

= Linear abhéngige (unabhéngige) Funktionen werden jetzt mit
Hilfe des Ranges der Jacobische Funktionalmatrix

O(f1,--- J»)

J(z1,...,2,) = e

(@1, mn) = 500
(anstelle der Wronskischen Determinante) untersucht.

Hat man die verkiirzte PDG
a(z,y) - Vu=0

gelost, so wird die vollstandige Gleichung durch eine Vari-
ablentransformation zu einer losbaren Gleichung (gewohnliche
DGL) umgeformt und geldst.

Die néachstkompliziertere PDG ist die quasilinearen PDG. Das
Vorgehen bei ihrer Losung ist ahnlich.
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16.3 PDG 2. Ordnung
Beschrankung auf lineare PDG 2. Ordnung

1) Allgemeine Gestalt:

a(z, Y)tze + 20(x, Y) gy + c(z, y)uyy + d(z, y)u, + e(x, y)uy + f(z,y)u =g

2) Man unterscheidet je nach Wert der Diskriminante den

> 0 hyperbolischenFall,
D=V —ac=<X =0 parabolischenFall,
< 0 elliptischenFall.

Bemerkung 17 Da a,b, c Funktionen von x und y sind, ist auch
D vom Punkt (x,y) € G abhdingig. Der vorliegende Fall kann beim
Verandern des Punktes wechseln. Beispielsweise ist die Tricomi-
Gleichung

YUy + Uyy = 0

(Aerodynamik) in der Halbebene y > 0 elliptisch, fir y < 0 hyper-
bolisch und fir y = 0 parabolisch.

3) Die Einteilung der Fille nach Vorzeichen der Diskriminante er-
scheint willkiirlich. Der vorliegende Typ der PDG ist entschei-
dend fiir wesentliche Eigenschaften der Losung. Er findet seine
Entsprechung in der Natur. Stationare Probleme oder Zustande
werden durch elliptische, Ausbreitungsprozesse oder Wellen durch
parabolische und hyperbolische PDG beschrieben.

4) Zur Losung einer PDG 2. Ordnung wird sie auf (einfache) Nor-
malform transformiert. Werden die neuen Variablen wieder x und
y genannt, so haben die Normalformen die Gestalt:

e Hyperbolischer Fall:
Uay = D1 (2, Y, U, Us, uy)
e Elliptischer Fall:
Uy + Uy = Po(x, Y, u, uy, uy)
e Parabolischer Fall:

Ugpe = (1)3(1}7 Y, U, Uy, uy)
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5) Homogene PDG mit konstanten Koeffizienten lassen sich mittels

Exponentialansatzes

u = ety

oder Produktansatz

u(z,y) = p1(z)p2(y)

l6sen.
6) Man unterscheidet bei PDG wie bei gewdhnlichen DGL
Anfangswert-, Randwert- und FEigenwertprobleme. (An-

fangsrandwertaufgaben)
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