Prof. Dr. Gronau Mathematik fiir WIN und WIW

1 Grundlagen

1.1 Aussagenlogik

Definition 1 Fine Aussage ist ein sinnvoller Satz, der entweder wahr

(w) oder falsch (f) ist.

= Aussageform

Definition 2 Als Definitionsmenge einer Aussageform p(z) bezeichnet
man eine Menge D mit der Figenschaft, dass fiir alle Elemente x € D
die Aussageform p(z) zu einer Aussage wird.

= All-Quantor V, Existenz-Quantor 3

= Operationen mit Aussagen, Wahrheitstafel

Definition 3 Als Negation p, Konjunktion (und) p A q, Disjunktion
(oder) pV q, Implikation p — q bzw. Aquivalenz p < q der Aussagen p
und q bezeichnet man Aussagen mit der folgenden Wahrheitstafel:

Plq|P|PANqg|PVg|P—4q|P—(Q
w|w| f| w w w w
w| f|f| f w f f
flwl] w f w w /
Sl w| f / w w

= Gesetze der Aussagenlogik (de Morgan, Transitivitét)
= Tautologie, Kontradiktion

= Der direkte Beweis

= Die vollstandige Induktion

= Der indirekte Beweis
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1.2 Mengenlehre

Definition 4 Unter einer Menge verstehen wir jede Zusammenfassung
von bestimmten, wohl unterschiedenen Objekten unserer Anschauung
oder unseres Denkens zu einem Ganzen. Die zu einer Menge zusam-
mengefassten Objekte heiffen Elemente der Menge.

Achtung! Jedes Element kann in einer Menge nur einmal vorkommen!
= x € M (Elemente - kleine Buchstaben, Mengen - groie Buchstaben)

= Definition von Mengen, Venn-Diagramme

Definition 5 Zwei Mengen A und B heiffen gleich, und man schreibt
A = B, wenn beide Mengen genau dieselben Elemente besitzen. Sonst
gilt A + B.

= Mengenrelationen und -operationen

Definition 6 Gilt fir jedes Element v € A auch v € B, so heifst A
Teilmenge von B, geschrieben: A C B.

Definition 7 Die Durchschnittsmenge A N B, die Vereinigungsmenge
AU B und die Differenzmenge A— B fiir zwei Mengen A und B werden
folgendermafen definiert:

ANB={z:(x € A) A (x € B)},

AUB={z:(x € A)V (z € B)},

A-—B={x:(x€ A)N(z & B)}.

= leere Menge ), komplementire Menge, disjunkte Mengen
= Gesetze fiir Mengenoperationen, Kreuzprodukt M x N

= Potenzmenge 2V, Menge der k-elementigen Teilmengen (‘2)
= Machtigkeit einer Menge

Achtung ! A = B beweist man durch die beiden Beweise A C B und
B C A.
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1.3 Kombinatorik

Definition 8 Die Fokultit n! wird fir natirliche Zahlen n folgender-
mafen definiert:

ol — n-(n—1)-...-3-2-1  fiirn >0,
' 1 fur n = 0.

= Anordnungen, Permutationen
Satz 1 Die Anzahl der Permutationen von n Elementen ist p, = n!

Definition 9 Der Binomialkoeffizient (Z) wird fiir naturliche Zahlen n
und k mit 0 < k < n folgendermajflen definiert:

n n.(n_l)..é!.(n—kﬂ) fir0 <k <n,
. ) fiir k=0 oder k =n.

Satz 2 Die Binomialkoeffizienten (Z) erfillen fur natirliche n und k
mit 0 < k < n folgende Gesetze:

(ir1) = ()= ()

Achtung ! (2) =0 fiir £ < 0 oder k > n.

= Auswahlen und Anordnungen

= Kombinationen, Variationen (mit und ohne Wiederholungen)

Achtung ! 'mit Wiederholungen’ heifit: Wiederholungen sind moglich,
nicht notwendig !
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Satz 3 Die Anzahl der Kombinationen, Variationen (mit und ohne
Wiederholungen) von n Elementen zur k-ten Klasse ist:

] H ohne Wiederholungen \ mat Wiederholungen \
Kombinationen Kow=(}) K,‘ff/k = (”ﬂ’:*l)
- Vi = 2 =
n, (n—Fk)! W o_ ok
Variationen nen—1)- .- (n—k+1) Vg =n

Achtung ! V,,,, = p,.

Satz 4 (Binomischer Lehrsatz) Fir jede natiirliche Zahl n und je
zwei Elemente x und y eines Korpers (z.B. R) gilt:

- n n—i, 1 n
3 () Y=ty
i=0
Folgerung 1 Fur jede natirliche Zahl n gilt:
> (1) -2
, i
=0

Folgerung 2 Fur jede natirliche Zahl n gilt:

= Wege im Gitter, Pascalsche Dreieck

Satz 5 Fur alle natirliche Zahlen n, k und m mit 0 < k < n und

0<m<n gilt:
() -2 ()0

Satz 6 Fur alle natirliche Zahlen n, k und m mit 0 < k < n und
0<m<n—k git:

() -S()0)
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1.4 Relationen

Definition 10 Eine bindre Relation R auf A x B ist eine Teilmenge
von A X B.

= Schreibweisen, z.B.: zRy,a < b,m =n,w > z,plq

= = Rx
’ Eigenschaften von Relationen auf A x A ‘
’ Eigenschaft \ Definition ‘
reflexiv rRx fiir jedes x € A
irreflexiv x R fir jedes x € A
symmetrisch xRy — yRx fur alle z,y € A
antisymmetrisch | © # y, xRy — y R fir alle x,y € A
transitiv rRy,yRz — xRz fir alle x,y,z € A
| Wichtige Relationen auf A x A |
Typ der Relation Definition
Aquivalenzrelation reflexiv, symmetrisch, transitiv
Halbordnung reflexiv, antisymmetrisch, transitiv
Ordnung (lin. Ordnung) Halbordnung und
xRy oder yRx fir alle x,y € A

Satz 7 Jede Aq_uivalenzrelation auf A x A definiert auf A eine Klas-
seneinteilung (Aquivalenzklassen).
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1.5 Zahlenbereiche

= natiirliche Zahlen: N ={0,1,2,...}, Nt ={1,2,...}

= gangze Zahlen: Z = {0,+1,—1,42,-2,...} = NU{z: —z € Nt}
= Z"

= rationale: Zahlen Q = {z : Ja,b€ Z,b# 0,2 = §}

Achtung ! Aquivalenzrelation

= Dezimalbriiche, endliche, unendliche, periodische

= reelle Zahlen: R = {alle Dezimalbriiche} =
= QU {nichtperiodische Dezimalbriiche}

= komplexe Zahlen C etwas spater
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1.6 Zahlentheorie

Definition 11 Seien a,b € Z gegeben. Wir sagen, a teilt b (oder ‘a ist
Teiler von b’ oder ’b ist teilbar durch o’), falls es eine Zahl ¢ € 7 gibt
mitb=a-c.

Definition 12 FEine Zahlp € N mit p > 2 heifit Primzahl, falls sie nur
1 und sich selbst als Teiler aus N hat.

Regeln:

1. Falls a|b und ¢ € Z, so gilt albe.

2. Falls a|b und b|c, so gilt alc.

3. Falls a|b und alc, so gilt a|b+ ¢ und a|b — c.

= Halbordnung
Satz 8 (Euklid) Es gibt unendlich viele Primzahlen.

Satz 9 (Fundamentalsatz der Arithmetik) Jede Zahl n € N mit
n > 2 hat eine (bis auf die Reihenfolge) eindeutig bestimmte Darstel-
lung als Produkt von Primzahlen.

= grofite gemeinsame Teiler (ggT) (a,b) der Zahlen a,b € N

Algorithmus 1 (Euklidischer Algorithmus) FEs seien a und b zwei
natirliche Zahlen mit a > b > 0. Setze ro = a und vy = b und bilde r;
firi=2,3,... gemaf

Tic1 = Q- T + T mat r; > Tir1 >0
bis erstmalig fur einen Rest r;ix1 = 0 gilt.

Satz 10 Der letzte von O verschiedene Rest im Fuklidischen Algorith-
mus ist der grofste gemeinsame Teiler (a,b) zweier natirlicher Zahlen
a und b.

Folgerung 3 Der grifite gemeinsame Teiler (a,b) zweier Zahlen a und
b lasst sich als Linearkombination von a und b darstellen, d.h. es gibt
zwei ganze Zahlen m und n mit (a,b) = ma + nb.

Folgerung 4 Die natirliche Zahl 1 ldsst sich genau dann als Linear-
kombination von a und b darstellen, wenn (a,b) = 1.
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Definition 13 Gegeben seien die drei ganzen Zahlen a, b und m mit
m > 0. Wir sagen ’a ist kongruent zu b modulo m’, falls die Differenz
a-b durch m teilbar ist.

Lemma 1 Va,b,c € Z und Ym € Z™" gilt:

1. a = a mod m,

2. a =bmod m <= b = a mod m,

3. a =bmod m,b=cmod m = a=cmodm.

= Aquivalenzrelation

Lemma 2 Va,b,c,d € Z und VYm,n € Z™" gilt:

1. Aus a = bmod m und ¢ = d mod m folgt a + ¢ = b+ d mod m und
a—c=b—dmodm.

2. Aus a = b mod m und ¢ = d mod m folgt a-c=0b-dmod m.

3. Aus a = b mod m folgt a = b mod d fir jeden Teiler d von m.

4. Aus a = bmodm und a = bmodn mit (m,n) = 1 folgt a =
b mod m - n.

= In den Restklassen Z/mZ kann man 'normal’ addieren, subtrahieren
und multiplizieren.

Achtung ! Dividieren !

Satz 11 Die Elemente von Z/mZ, die ein multiplikatives Inverses
haben, sind genau die Zahlen, die relativ prim zu m sind, d.h. die
Zahlen a, fur die es eine Zahl b mit a - b = 1 mod m g¢ibt, sind genau
die Zahlen mit (a,m) = 1.

Folgerung 5 Ist m eine Primzahl, so hat jedes Element aZ/mZ — {0}
ein multiplikatives Inverses, d.h. fiir jede solche Zahl a gibt es eine Zahl
b mit a-b=1mod m.

Satz 12 (kleiner Satz von Fermat) Ist p eine Primzahl, so gilt fir
jede ganze Zahl a :
a’ = a mod p.

Falls a nicht durch p teilbar ist, so gilt:

a? ' =1 mod p.
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1.7 Abbildungen, Funktionen

Definition 14 A und B seien Mengen. Fine Funktion von A nach
B, f: A— B, ist eine Relation mit der Figenschaft: Zu jedem x € A
steht ein eindeutig bestimmtes y € B in Relation.

= Notation: y = f(z)

= Definitionsbereich, Bildbereich, Kompositum

| Eigenschaften von Funktionen f: A — B |

’ Eigenschaft \ \ Definition ‘
surjektiv auf f(A)=B
injektiv eineindeutig r#1 = f(x) # f(2)
fir alle z,2" € A
bijektiv eineindeutig und auf | surjektiv und injektiv

= inverse Funktion f~! (Umkehrfunktion)
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2 Algebraische Strukturen

2.1 Operationen

Definition 15 FEine (bindre) Operation (Verknipfung) o auf einer
Menge M ist eine Funktion M x M — M. Das Element in M, das
(x,y) zugeordnet wird, heifit x oy.

= Operationstafel (Verkniipfungstafel)

= DBeispiele

| Eine Operation o

ist assoziativ, wenn x o (yoz)=(xoy)oz
fir alle z,y, 2z € M.
ist kommutativ, wenn roy =yox

fir alle x,y € M.

ist distributiv iiber der Oper. *, wenn zo (y*z) = (roy)* (roz)
fir alle x,y,z € M.

hat ein neutrales Element e, Wenn roe=eoxr =2=o
fiir alle x € M.

1 1 -1

Das Element x € M hat ein Inverses x™', wenn xox " =z ox = e.

2.2 Gruppen

Definition 16 FEine Gruppe (M, o) ist eine Menge M mit einer Oper-
ation o auf M mit folgenden FEigenschaften:

1. assoziativ,

2. es existiert ein neutrales Element e,

3. jedes Element x € M hat ein eindeutiges Inverses x 1.
4. Falls (M,0) kommutativ ist, heifst (M,o) abelsche Gruppe (oder
kommutative Gruppe).

= Beispiele
= Addition: Nullelement, additives Inverses —x

= Multiplikation: Einselement, multiplikatives Inverses x~*

10
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2.3 Korper

Definition 17 FEin Korper (M, o,x) ist eine Menge M mit zwei Oper-
ation o und * auf M mit folgenden Eigenschaften:

1. (M, o) ist eine abelsche Gruppe.

2. (M — {0}, ) ist eine abelsche Gruppe.

3. Es gilt das Distributivgesetz.

= oft: o- + - Addition

= oft: x - - - Multiplikation

= 0 - Nullelement = neutrales Element bzgl. der Addition

= 1 - Einselement = neutrales Element bzgl. der Multiplikation
= Beispiele

Achtung ! Bezeichnung F,, fiir Korper mit n Elementen.

= Beispiele fir endliche Korper:

F, = (Zy,+, ), falls p eine Primzahl ist.
Fy,=(M={0,1,a,a + 1}, 4+, ) mit

[+ [0 [1 [a [otl]

a+l || a+l |1 o

= Isomorphie

Achtung ! T, existiert genau fiir Primzahlpotenzen n und ist dann
bis auf Isomorphie eindeutig bestimmt.

11
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3 Differenzengleichungen

= Beispiele (arithmetische Folge, geometrische Folge, Fibonacci-Folge)

Definition 18 Fine Differenzengleichung der Ordnung m
15t eine rekursive Beziehung

Ynt+m = F(yn+m—17 Yn+m—25 - -+ Yn+1, yn)v

n=20,1,2,..., wobet I' eine Funktion in m Variablen ist.

= Beispiel einer nicht-linearen Differenzengleichung

= homogen, inhomogen

Definition 19 Eine lineare Differenzengleichung der Ordnung m ist
eine rekursive Beziehung

Yn+m + Apt+m—1Yn+m—1 + Ap+m—2Yn+m—2 + ...+ Ap+1Yn+1 + AnYn = Cn,

n=0,1,2,..., mit a; € K, wobei K ein beliebiger Korper ist. Gesucht
sind alle Folgen {y;} € K, die die Differenzengleichung ldsen.

= Beispiel einer linearen Differenzengleichung mit nicht-konstanten
Koeffizienten

Achtung ! Lineare Differenzengleichungen sind immer losbar;
Yo, Y1, - - - » Ym—1 sind frei wahlbar.

= Yo, Y1, --,Ym—1 heilen Anfangswerte
= Es bezeichne y abkiirzend die Folge (y;)ien-

= Abkiirzende Schreibweise fiir die Differenzengleichung:

L(Y) = Cn,

L(y) bezeichnet die linke Seite der Gleichung,.

12
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Satz 13 (Struktursatz fiir lineare Differenzengleichungen) Mit
der Kurzschreibweise gilt:
a) Der Operator L ist linear:

L(y +2) = L(y) + L(=z),
La-y)=a-Lly) Yae K.
b) Sei M ={y : L(y) =0}, d.h. die Menge der Lisungen der homoge-
nen Differenzengleichung:

r,2yeM=ar+ye M Vo, € K.

c) Ist § eine (sogenannte spezielle) Losung der inhomogene Gleichung,
so erhdlt man alle Losungen der inhomogenen Gleichung durch Addition
der aller Losungen der homogenen Gleichung zu 7.

Definition 20 FEine lineare Differenzengleichung der Ordnung m mit
konstanten Koeffizienten ist eine rekursive Beziehung

Yn+m + Am—1Yn+m—1 + m—2Yn+m—2 +... .+ A1Yn+1 + aoYn = Cnp,
n=20,1,2,..., mit a; € K, wobei K ein beliebiger Korper ist. Gesucht
sind alle Folgen {y;} € K, die die Differenzengleichung ldsen.

Satz 14 (L6sung der homogenen linearen Differenzengl.) Die
Differenzengleichung
Yntm T Cm—1Yntm—1 T Cm—2Yntm—2 + - .. + Q1Yn+1 + AoYn = 0,
n=0,1,2,..., wird durch den Ansatz y, = \" mit \ € K gelost. A
erfullt die charakteristische Gleichung:
A" -+ am_1>\m_1 -+ am_g/\m_2 + ...+ >\y1 + ag = 0.
A1, Ay ooy A seien die Losungen. Dann ist die (allgemeine) Lisung
der homogenen Differenzengleichung:
Yp = al)\? —I—CYQ)\S —+ ... +CYm)\Zl
n=0,1,2,....

= Losung der charakteristischen Gleichung (falls nicht alle Losungen
in K liegen oder die Losungen nicht paarweise verschieden sind)

= Methoden zum Bestimmen einer speziellen Lésung der inhomogenen
Gleichung;:

a) Raten, Knobel

b) sukzessives Berechnen

c) geeignete Ansétze (Polynom, trigonometrischer Ausdruck)

d) Variation der Konstanten

e) Faltungssummen (hier nicht).

13
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4 Komplexe Zahlen

4.1 Definition, Gaufy’sche Zahlenebene

= imagindre Einheit i: 2 = —1
= Re(z), Im(z), Konjugiertes z
= GauBsche Zahlenebene, Betrag |z|, Argument arg(z)

= Rechenregeln

Satz 15 Die Menge der komplexen Zahlen C bildet mit der “iblichen’
Addition und Multiplikation einen Korper.

4.2 Polarkoordinaten-Darstellung

= z =1z +iy = r(cosp + ising) = re'¥

= Rechenregeln in der Polarkoordinaten-Darstellung
Satz 16 (De-Moivre-Formel)

(cosp + isinp)™ = cosny + isinng

14
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4.3 Fundamentalsatz der Algebra
Satz 17 (Fundamentalsatz der Algebra) Die Gleichung
nz" 4 ap12" P az+ap=0

vom Grad n hat in C genau n Wurzeln (Vielfachheiten mitgezihlt).
Sind z1, 2o, . .. 2z, die Wurzeln, dann gilt:

2" 4 ap 12" b aztag = an(z — 21) (2 — 20) - (2 — 2p).
Satz 18 Die Gleichung

2" = a = r(cosp + isiny)

hat genau die Losungen
2k .. o+ 27k
n—

2 = {L/F(cosL +ist
n n

)

mitk=20,1,...,n— 1.

15
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5 Lineare Algebra

5.1 Matrizen

Definition 21 FEine Matrix ist ein rechteckiges Schema von Elementen
(Zahlen, Elemente eines Korpers, auch Funktionswerte, etc.)

= Format m x n, Zeilen, Spalte, a; ;
= m = n - quadratische Matrizen

= Zwei Matrizen sind gleich, A = B, wenn sie das gleiche Format
haben und a, ; = b; ; fiir alle 4, j gilt.

Definition 22 Fir zwei Matrizen A = (a;;) und B = (b;;) vom gle-
ichen Format ist die Summe C = (¢; ;) definiert durch: ¢; j = a; j +b; ;.

Satz 19 Die Matrizen vom Format m x n bilden mit der Addition eine
abelsche Gruppe.

= Multiplikation einer Matrix mit einem Skalar A A.

Definition 23 Fir zwei verkettete Matrizen A = (@i j)mn und B =
(bi,j ) wird das Produkt C' = (¢; j)m definiert durch:

n
Cij = E iy - byj.
=1

Achtung ! Die Matrix-Multiplikation ist nicht kommutativ.

= Die Matrix-Multiplikation ist assoziativ.

Satz 20 Fir o und 0 und n X k Matrizen B und C' und eine m X n
Matriz A gilt:
A(aB + C) = aAB + BAC.

Folgerung 6 Fur quadratische Matrizen A, B und C':
AB+C)=AB+ AC

und
(B+C)A=BA+ CA.

16
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= Finheitsmatrix I

Satz 21 Fualls eine Matriz eine (multiplikative) Inverse hat, so ist diese
eindeutiq.

= multiplikatives Inverse

Satz 22 Falls die Matrizen A und B (multiplikative) Inversen besitzen,
so hat auch C'= AB eine Inverse und es gilt

C«fl _ BflAfl

= transponierte Matrix AT
Satz 23 Fulls die Matrizen A und B verkettet sind, so gilt
(AB)T = BTAT

Satz 24 Falls A~! existiert, so gilt
(AT)—I — (A—l)T

17
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5.2 Determinanten

= Vorzeichen (o) einer Permutation

Definition 24 Die Determinante einer quadratischen n x n Matriz
A = (a;;) wird definiert durch

detA = |A| = ZU(W)CZLJ'IGQ,]‘Q S Qg

™

wobei die Summation dber alle n! Permutationen (ji,jo,-..,Jn) vON
{1,2,...,n} erstreckt wird.

= Beispiele, Sarrus’sche Regel fiir n = 3
Satz 25 Enthdlt eine Matriz A eine Nullzeile (Nullspalte), so gilt
|A] = 0.

Satz 26 Der Wert einer Determinante andert das Vorzeichen, wenn
zwei Zeilen (Spalten) ausgetauscht werden.

Satz 27 Enthdlt eine Matriz A zwei gleiche Zeilen (Spalten), so gilt
|A] = 0.

Satz 28 Die Matrix D entstehe aus der Matrix A durch Multiplikation
jedes Elementes der i-ten Zeile (Spalte) mit k. Dann gilt

ID| = k| Al.

Satz 29 Der Wert einer Determinante dandert sich nicht, wenn zu
einer Zeile (Spalte) ein Vielfaches einer anderen Zeile (Spalte) addiert
wird.

18
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= Untermatrix A, ;

Satz 30 (Entwicklungssatz, bzgl. Zeile i) Fir jede n x n-Matriz
A= (CLLJ‘) gllt

n

Al =) (1) a1 Al.

J=1

Satz 31 (Entwicklungssatz, bzgl. Spalte j) Fir jede nxn-Matriz
A= (ai,j) gllt

n

Al =) (1) a ] Al.

=1

Folgerung 7 Die Determinante einer Dreiecksmatriz (a;; = 0 falls
i > j) ist das Produkt der Hauptdiagonalelemente.

Satz 32 Fir jede n x n-Matriv A = (a; ;) gilt:

n

> (=1)Ha Ayl =0,

i=1

falls © # k.

Satz 33 Fir je zwei n X n-Matrizen A und B gilt:
A-B| = |A]-|B|.

Definition 25 Fiir jede n x n-Matriz A = (a;;) wird die zu A ad-
gungierte Matriz adj(A) definiert durch:

adj(A) = ((=1)""|A;4]) =

+[Av 1 —[ Az e (DM AL
B —[A1z] +[ Az (=12 A4,2]
(_1)1+n’A1,n| <_1)2+n|A27n| e (_1)n+n|An,n|
Satz 34 Fir jede n x n-Matrix A gilt:
A 0 - 0
0 |4
adj(A)- A= A-adj(A) = : : _ . =|A|-I.
0 0 - |4

Satz 35 FEine n x n-Matriz A = (a; ;) besitzt genau dann eine inverse
Matriz A~', wenn |A] # 0. Dann gilt:
1

Al =
Al

adj(A).

19
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Definition 26 Der Determinantenrang einer Matrix A ist die grofite
Zahl r, so dass A eine r-reihige Untermatriz mit |A| # 0 enthdlt.

= regulare Matrizen, singulare Matrizen

Definition 27 Vektoren x1,Xs,...,X, heiffen linear unabhdngig, falls
die Gleichung
)\1X1+)\2X2+...+>\nxn:0

nur die Losung \y = Ay = ... =\, hat.

Lemma 3 FEine quadratische Matriz A ist genau dann reguldr, |A| # 0,
wenn die Zeilen (Spalten) linear unabhdngig sind.

Definition 28 Der Zeilenrang einer Matriz A ist die grofite Zahlr, so
dass A r linear unabhdngige Zeilen(vektoren) enthdlt.

Definition 29 Der Spaltenrang einer Matrix A ist die gréfite Zahl r,
so dass A r linear unabhdingige Spalten(vektoren) enthdlt.

Satz 36 Fir jede Matriz A stimmen Determinantenrang, Zeilenrang
und Spaltenrang tuberein.

20
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5.3 Lineare Gleichungssysteme

= allgemeine Form

1,171 + a1,2T2 + ...+ A1 nln = b1

Q2171 + A2 22 4+ ...+ A2nTn = b2

Am1T1 + QpoTo + ...+ QppTyn = by
A-x=b

= homogenes lineares Gleichungssystem

= inhomogenes lineares Gleichungssystem

Definition 30 L(A - x = b) bezeichne die Lisungsmenge des linearen
Gleichungssystems A - x = b.

Satz 37 Ist xq eine (beliebige) Lisung des inhomogenen linearen Gle-
ichungssystems A -x = b, so gilt

LA-x=b)={xo+x : X' € L(A-x=0)}.

(Die allgemeine Lisung eines inhomogenen linearen Gleichungssystems
setzt sich aus einer speziellen Losung des inhomogenen Gleichungssys-
tems und der allgemeinen Losung des zugehorigen linearen homogenen
Gleichungssystems zusammen. )

= Koeffizientenmatrix A

= erweiterte Koeffizientenmatrix (A|b)

Satz 38 Ist rg(A) = rg(Alb), so ist das Gleichungssystem A-x = b
losbar. Ist rg(A) < rg(Alb), so ist das Gleichungssystem A -x = b
nicht losbar.

Satz 39 Ist A eine mxn-Matriz mit rg(A) = r, so besteht L(A-x = 0)
aus allen Linearkombinationen von n—r linear unabhdngigen Losungen

Yo, Yo, s Y01, d.h..
L(A-x=0)={ My +Xay2 + ...+ X\ Vur ).

21



Prof. Dr. Gronau Mathematik fiir WIN und WIW

5.4 Gauf3-Algorithmus

Satz 40 Die Losungsmenge eines linearen Gleichungssystems A-x = b
andert sich nicht, wenn folgende Operationen ausgefiihrt werden:

- Multiplikation einer Gleichung mit einem Faktor \ # 0,

- Addition des A-fachen der i-ten Gleichung zur j-ten Gleichung, i # j.

= GauB-Schritte

Satz 41 Die am Ende des Gauf-Algorithmus erhaltene Trapezgestalt
des Gleichungssystems hat folgende Form.:

/ /! / !/ !/ /
a1 +ay 9T +ay3T3+ ..+ ay T+t ay T, = b
/ / / / /
U99Tg + Gy 3T3 + ... + Ay, Tp + ...+ Ay, Ty = by
/ !/ / /
a373ZL‘3 ‘I’ “e . + Cl37T£L‘r ‘I‘ “e + a37n$n - 3
/ / o /
QG Zr + .ot 0T, = b,
. /

0 = br+1
0 =0
0 = 0,

wobei a;; # 0 fir i =1,2,...,r. Eventuell werden Gleichungen ausge-

tauscht oder Variable umbezeichnet

Satz 42 Ist in der am FEnde des Gaufi-Algorithmus erhaltene
Trapezgestalt des Gleichungssystems b, , # 0, so hat das Gle-
ichungssystem keine Losung.

Satz 43 Ist in der am FEnde des Gaufl-Algorithmus erhaltene
Trapezgestalt des Gleichungssystems b, = 0, so ist das Gleichungssys-
tem losbar. Man erhalt alle Lésungen, in dem man x; = t; fir
1 =1+ 1,74+ 2,...,n setzt, wobei diese t; beliebige Elemente des zu
Grunde liegenden Kdrpers sind (2.B. R) und die restlichen Variablen
x; miti=1,2,...,r einfach ausrechnet.
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5.5 Cramersche Regel

Satz 44 FEs sei A-x = b ein lineares Gleichungssystem mit einer nx n-

Koeffizientenmatrix A, die reguldar ist. A;, 1 = 1,2,...,n, entstehe aus
A durch Ersetzen der i-ten Spalte durch b. Dann gilt fiir die eindeutig
bestimme Losung x = (z1, 2o, ..., 2,)7
. Al
A
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