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Aufgabe 10.1: 1. (0,0) ist das einzige kritische Punkt. Die Eigenwerte sind A\ = Ay =1 > 0 aber der
zugehorige Eigenraum ist nur 1 dimensional. Somit ist (0,0) ein instabiler Knoten 3. Art.

2. (x1,x9) ist ein kritisches Punkt genau dann wenn —f3z3 +a =0 und dz; —y =0 d.h. 23 =+/§ und
xo =a/f. Sei yo = (z1,22). Wir definieren u =y — yo . Dann ist «u Losung des Systems (.5):

u = ( g _Oﬁ u . Der Typus und die Stabilitat von y, fiirs System sind dquivalent mit dieser von (0,0)

fiirs neue System. Somit sollen wir nun die Eigenwerte der Matrix ( g _Oﬂ ) berechnen. Wir finden
A1 = V/Bdi und ANy = —+/Bdi. Folglich ist (0,0) ein stabiles Zentrum fiir (S), und so ist yo fiir das
urspriingliches System.

Aufgabe 10.2: Nach Voraussetzung, haben die Trajektorien ein gemeinsames Punkt (zg,yo) d.h. existieren
t1 und t2 sodals ¢1 (tl) = (bg(tg) = (l‘o, yo) . Sei to = f,g—tl und ¢(t) = ¢1 (t—to) . Dann, nach Konstruction,
gilt ¥(t2) = ¢1(t1) = ¢a(t2) . Aukerdem, kann man einfach zeigen daf ¢ eine Losung des Systems ist. Nam-
lich ¢'(t) = ¢} (t —to) und, da ¢, eine Losung ist, erhalt man ¢'(t) = ¢} (t —to) = F(p1(t —to)) = F(¥(t))
(Hier ist es notwendig daf das System ¢y’ = F(y) AUTONOM ist). Somit sind ¢ und ¢, zwei Losungen des
Systems mit der selben Anfangsbedingung v (t2) = ¢2(t2) = (20, o) . Folglich liefert der Eindeutigkeitsatz
dafl ¢ = ¢o d.h. fiir alle ¢, ¢1(t — tg) = P2(t) . Somit besitzen ¢; und ¢o die selben Trajektorien in der
Phasenebene.

Aufgabe 10.3: Die beide Systeme sind der Form 2’ = F(z,y),y’ = G(x,y) wobei F und G stetig partiell
differenzierbar bis zum 2. Ordnung sind. Deshalb sind dies fastlinear in der Ndhe ihrer kritischen Punkte.
1. Die kritischen Punkte des ersten Systems erfiillen zy =1,z =y> dh. 2 =1,y =1 oder z = —1,y = —1.

OF  OF
Der Typus und die Stabilitdt dieser Punkte sind mit die Eigenwerte der Matrix gz 2 verbunden.
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Hier erhalten wir, fiir (1,1), die Matrix 1 _3 mit Eigenwert —2 (doppelte). Der Typus ist nicht

bestimmt: es kann ein Knoten 1. order 3. Art oder ein Strudelpunkt. Jedoch, da —2 < 0, ist dies asympto-
tisch stabil.

Fiir (—1,—1) erhalten wir die Matrix > mit Eigenwerte 1++/5 (positiv) und 1—+/5 (negativ).

1

1 -3
Somit ist (—1,—1) ein instabiles Sattelpunkt.
2. Die kritischen Punkte des zweiten Systems erfiillen (1+2)siny =0,1—xz —cosy = 0. Die erste Gl. liefert
r=—1 oder y=Fkm, k€ R. Wenn = = —1 gilt, liefert die zweite Gl. cosy = 2 und das ist sinnlos, sodaf
gilt nur y = kII. Da das System 27 periodisch (fiir y) ist, ist es genug nur y =0 und y = 7 zu betrach-

ten. Somit erhalten wir zwei Punkte (0,0) und (2,7). Die zugehorigen Matrixen sind ( _01 (1) ) (mit
0

-1 0
von (0,0) nicht bestimmt und der Ursprung kann entweder ein Zentrum oder Strudelpunkt sein. Das Punkt
(2,7) ist ein instabiles Sattelpunkt.

Eigenwerte 7 und —i) und (mit Eigenwerte /3 und —v/3). Somit ist leider die Stabilitét

Losung zu Aufgabe 10.4 Die kritischen Punkte sind (0,0) und (1/2,2). Die Matrixen der zugehorigen

0 o 0 —0,25 o
0 —0.25 ) (mit Eigenwerte 1 und —0,25) und ( 1 0 > (mit Ei-

genwerte 0,5 und —0,5i) (siche Ubung 10.3). Dann ist (0,0) ein instabiles Sattelpunkt. Der Typus und

fastlinearen Systeme sind (
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die Stabilitdt von (1/2,2) sind nicht bestimmt (die Eigenwerte sind rein imaginir). Es kann entweder ein
Zentrum oder ein Strudelpunkt sein.
Bemerkung: Um den Typus zu bestimmen, ist es interessant die DGL

dy _ G _ y(=0,25+0,5z)
de 4z z(1—0,5y)
zu betrachten. Sei y = % . Dann ist diese DGL &quivalent mit

1-0,5y  —0,25+0,5z
Yy y = T

d.h . .
Y 0,55=—"=140,5.
Yy x

Dann integrieren wir nach x und erhalten die Gleichung
Iny —0,5y =—0,25lnz 4+ 0,52 + C

wobei C' € R. Danach kann man zeigen dafs die Trajektorien dieser Kurvenschar geschlossen sind und somit
(1/2,2) ein stabiles Zentrum ist.

Aufgabe 10.5: Sei (x(t),y(t)) eine Losung des Systems uns sei H(t) = H(z(t),y(t)) . Dann

() = 205 @00(0) + (0% @) (0)
= 2 (t)G(x(t),y(t)) — v (t)F(x(t),y(t)) (nach der Voraussetzung iiber H)
= 2'(t)y'(t) — vy (t)2'(t) (denn (z(t),y(t)) eine Losung ist)
= H'(t) 0.

Folglich existiert eine Konstant ¢ € R so daf fiir alle ¢, H(z(t),y(t)) = ¢ gilt.
Anwendung: Einfach erfiillt die Funktion H(z,y) = 1/2(2? + y?) die vorigen Bedingungen. Dann sind die
Trajektorien Kreise mit Zentrum (0,0). Man bemerkt auch daf die Eigenwerte der zugehorigen Matrix

1 0
den gefundenen Trajektorien.

-1 . . c . . . . .
< 0 ) komplex konjugiert sind. Somit ist die Ursprung ein stabil Zentrum und das ist konsistent mit

dy
dt

g aber das ist nicht
T

d
Erklirung fiir die Bemerkung der Aufgabe 10.4: Wir haben geschrieben d—y =
x

sehr mathematisch (denn y nicht eine Funktion der Variable z ist). Trotzdem, mit Hii]fe der Aufgabe 10.5,
kann man verstehen warum ist es tatséchlich korrekt. Das Problem hier ist dafs es keine geeignete Funktion
H existiert sodafs % = y(—0,25+0,5z) und %—Z = 2(1 — 0,5y) . Wir sollen dann etwas anders handeln:
Das System liefert die folgende Gleichung: y'z(1—0,5y) = 2'y(—0,25+0,5z) d.h. (wenn = # 0 und y #0)

! !
Y 0,5y +0,25% —0,50" = 0.
Yy X

Dann integrieren wir nach ¢ und erhalten die Gleichung Iny + 0,25Ilnz — 0,5y — 0,52 = C' wobei ¢ € R.



