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Losungsblatt 2

Aufgabe 2.1: Es gilt mit Trennung der Variablen

1
/.2 _
A g
= 1/3y®> = arctan(z)+C
= y = <+/3arctan(z)+ C

mit z > — tan(C/3) oder = < tan(C/3) (denn die Diff.gl fiir y(x) = 0 nicht definiert ist).
Aufgabe 2.2: (a) Es gilt mit Trennung der Variablen % = 13”,”—_2;_1
$In|2® 4 1|+ ¢. Um diese Gleichung nach y zu 1dsen, musst die rechte Seite in | — I1/2,11/2[ liegen, d.h. z € I =
]{/exp(—37/2 = 3C) — 1, {/exp(3w/2 — 3C) — 1[. Dann ist die Losung auf I dem Intervall y = tan(jIn |z +
1| +c).

(b) Die Gleichung hat die explizite Gestalt y' = exp(%) + £ + 3, d.h. sie hat die Gestalt y' = f(y/z) und ist

Durch Integration erhalten wir arctany =

somit eine Ahnlichkeitsdiff.gl. Somit wenden wir die Substitution z = y/x an und erhalten die Diff.gl.
exp(z) +3

x2 x x '
Mit Trennung der Variablen folgt dann

g o Yooy _expE)trt3-z

/

o _ 2
exp(z) +3 =
1
= fgln(1+3exp(—z)) = Inlz|+C
= In(1+3exp(—2)) = -3ln|z|+C
= 1+3exp(—2) = exp(—3lnjz|+C)=Cx?
Cx=3 -1
= exp(—z) = —5
Cz=3 -1
oy = _In(2r -
2= (P
-3 1
>y = - ln(Cm )
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Aufgabe 2.3: (a) Losung der homogenen Gl.: y/ = 22y = % =2r= Iy =2>+c= 1y, =ce”,
¢ € R (enthélt die triviale Losung y = 0). Dann suchen wir ein Losung der inhomogenen Gl. ¢/ = 22y + (1 —
2z) exp = mittels Variation der Konstanten d.h. wir suchen eine Funktion ¢ so dass y, = c(x)y, eine Losung der
inhomogenen Gleichung ist. Zuerst, nach Definition von y,:

vy = c@yn+c(@)y,
= exp(x?)(c(z) + 2zc(x)).
Nun, nach Voraussetzung, geniigt y, die Gleichung y,, = 2zy, + (1 — 2z) exp(z) d.h.

exp(z?)(c/ () + 2zc(x)) = 2zc(x)exp(z?) + (1 — 2z)expx

= /(1 — 2t) exp(t — t*)dt

)
d(x) = exp(—2?)(1 —2z)expz = (1 — 2x)exp(z — z?)
)
) = expla—?)

=
= c(z
= ¢

T



Wir erhalten y, = exp(z?) exp(z — 2?) = expx und die allgemeine Losung hat die folgende Form:
y =expx +cexp(z?), ceR

Die Anfangsbedingung y(0) = 5 gibt ¢ = 4 und dann ist die Losung ¢(x) = exp x + 4 exp(z?).

(b) Die gegebene Gleichung ist eine Bernoulligleichung. Sie ist definiert fiir x # 1. Die Anfangsbedingung ist in
x = 2 so dass wir die Differentialgleichung nur auf den Intervall |1, +o00[ studieren.
Mit der Substitution u = yiz erhalten wir eine lineare Diff.gl. beziiglich u

/

W = 72% = erQ(xfl) :Q%JrQ(xfl),

die wir mittels Variation der Konstanten l6sen kénnen. Die Losung der homogenen Gleichung ist uj, = c(z —1)2
und eine Losung der inhomogenen lautet demzufolge u, = 2(x — 1)? In(x — 1). Somit hat die allgemeine Lésung
die Form:u = 2(z — 1)?In(z — 1) + ¢(z — 1)2. Die Anfangsbedingung y(2) = 1 gibt u(2) = 1 und somit ¢ = 1.
Folglich erhalten wir die Losung y = ! = ! .

V2@ —-12hz-1)+(x-1)2 (z—-1)/2n(z—1)+1
Aufgabe 2.4: (a) Sei f(z) = Zév anz™ (an # 0) eine Polynomfunktion, die die Diff.gl. erfiillt. Dann gilt

N N
(z+1) Z na,z" ! 4 Z anz™™ = -z +1
1 0
Somit erhalten wir ayz¥*! =22 d.h. N =1, a; = 1 und dann ag = —2. Folglich ist f(z) = z — 2 eine Losung.
(b) Wir kénnen die Diff.gl. wie folgt schreiben: y' = ——t5y + xzz_ff'l. Diese Diff.gl. ist linear so dass die

allgemeine Losung die Form y = y;, + y,, hat, wobei yj, die Losung der homogenen Gl. ist und y,, eine besondere
Losung der inhomogenen Gl. Z.b. wihlen wir y, = = — 2 (aus (a)). Fiir die homogene Gl., schreibt man

suerst —— = 1 —
z+1 z+1
yn =c(z+ 1)exp(—x) und y = c(z + 1) exp(—z) + . — 2.

so dass eine Stammfunktion von —_%5 die Funktion In |z + 1| — z ist. Daher gilt

)y(l)=1=1=2ce ! —1=c=cundy=(z+1)exp(—z+1)+z—2.



