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1 Vorbemerkungen

Ohne die Sprache der Mengenlehre lasst sich Mathematik nicht verstehen. Die
Beschiftigung mit Mengen fordert auch das abstrakte Denken und die Ausbil-
dung einer prézisen Ausdrucksweise. Daher sind zumindest rudimentire men-
gentheoretische Kenntnisse fiir jeden Studierenden der Mathematik, der Natur-
wissenschaften, aber auch der Philosophie oder anderer Geisteswissenschaften,
unerlésslich.

Auf den folgenden Seiten werden auf elementare Weise die allernétigsten men-
gentheoretischen Begriffe eingefiihrt. Alle Beispiele sollen griindlich durchgear-
beitet werden.

Der Text erhebt keinerlei Anspruch auf Vollstéindigkeit. Weitere Ausfithrungen
zum Thema sind geplant.

Die Mengenlehre wurde in der zweiten Hilfte des 19. Jahrhunderts von Georg
Cantor begriindet. Von ihm stammt die folgende Begriffsbestimmung.

Unter einer “Menge” verstehen wir jede Zusammenfassung M
von bestimmten wohlunterschiedenen Objekten m unserer Anschau-
ung oder unseres Denkens (welche die “Elemente” von M genannt
werden) zu einem Ganzen.

Wir schreiben m € M (zu lesen: m ist Element von M) falls m ein Element von
M ist und m ¢ M falls m kein Element von M ist.

Die obige Begriffsbestimmung ist keine prézise Definition des Begriffes “Men-
ge”. (Denn was heifit zum Beispiel “Zusammenfassung”?) Es ist vielmehr so,
dass die Begriffe “Menge” und “Element-Sein” zu den nicht definierten Grund-
begriffen der Mathematik gehoren. Man gibt lediglich Gesetze an (Axiome), die
den Umgang mit diesen Begriffen regeln.
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Bei den Objekten unterscheidet man gewohnlich zwischen Mengen und Urele-
menten, d.h. Individuen. Kein Urelement ist eine Menge und keine Menge ist ein
Urelement. Beim Aufbau der Mathematik kann man auf Urelemente verzichten,
bei verschiedenen auflermathematischen Anwendungen ist es manchmal giinstig,
Urelemente zuzulassen. Dies werden wir auch hier tun. Beispiele fiir Urelemen-
te, die in den folgenden Beispielen benutzt werden, sind: ArnoldSchwarzenegger,
MeinHund, Oetzi, Newton, Polarlicht.

2 Mengenoperationen

Wenn eine Menge aus einer nur endlichen (und nicht allzu grofien) Anzahl
von Elementen besteht, so kann man diese Menge beschreiben, indem man
die Namen ihrer Elemente zwischen einem Paar ‘{’, ‘}’ geschweifter Klammern
aufzihlt. Die geschweiften Klammern sind also der Ausdruck fiir die “Zusam-
menfassung” (also eine Art “Verpackung”) der Objekte zu einem Ganzen.

Beispiel 2.1. M = {1,2, -7, ArnoldSchwarzenegger }. Hier gilt: 1 € M, 2 €
M, =7 € M und ArnoldSchwarzenegger € M. Dies sind die einzigen Elemen-
te von M, also gilt z.B. 10 ¢ M, MeinHund ¢ M. Die Reihenfolge bei der
Aufzihlung spielt keine Rolle, daher gilt beispielsweise {1,2,—7} = {-7,1,2}.

Man bezeichnet Mengen meistens mit Grofibuchstaben, wie A, B, X und deren
Elemente mit Kleinbuchstaben, wie a, b und x.

Diese Konvention ist nicht immer durchzuhalten, denn Mengen koénnen selbst
Elemente anderer Mengen sein:

Beispiel 2.2. X ={A,B}, wobei A= {0,4} und B ={0,9,11 }. Mit anderen
Worten, X = {{0,4},{0,9,11}}. Hier gilt also A € X also {0,4} € X aber,
2B.0¢ X.

Es gibt auch Mengen, die als Elemente sowohl Urelemente, Mengen, Mengen
von Mengen usw. besitzen:

Beispiel 2.3. Y = {0,A,B}, wobei A = {0,4} und B = {0,9,11}. Mit
anderen Worten, Y = {0,{0,4},{0,9,11} }. Hier gilt also A €Y also {0,4} €
Y aber auch 0 € Y. Beachte, dass 4 € A jedoch 4 ¢ Y.

Beispiel 2.4. Z = {0,A,B,C}, wobei A ={0,4}, B=1{0,9,11} und C =
{A,B}. Hier gilt also0€ Z, A€ Z, B € Z aber auch{A,B} € Z.

In den letzten Beispielen wurden Elemente von X, Y, Z mit Grolbuchstaben
A, B oder C bezeichnet. Man tut aber auch gut daran, Mengen ab und zu auch
mit Kleinbuchstaben zu bezeichnen, also z.B. statt A ={0,4} auch a = {0,4}
zu schreiben, und sich an Ausdriicke wie 0 € a oder x € b oder sogar Z € ¢ zu
gewOhnen.
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Es gibt eine Menge, die gar kein Element enthilt. Diese Menge heifit eine leere
Menge wird mit () bezeichnet. Man kann dafiir auch suggestiver

0={}
schreiben.

Seien M und N Mengen. Wir sagen, dass M eine Teilmenge von N ist, wenn
jedes Element von M auch ein Element von N ist. Wir schreiben dann: M C N
(zu lesen: M ist Teilmenge von N). Falls M keine Teilmenge von N ist, so
schreiben wir: M ¢ N.

Beispiel 2.5. M = {1,2,-7}, N = {1,2,5,-7,} und P = {0,2,5,—7}.
Hierbei ist jedes Element von M, ndamlich 1, 2 und —7, auch Element von N,
also gilt M C N. Dal € M und 1 ¢ P, folgt dagegen, dass M keine Teilmenge
von P ist, also M ¢ P. Frage: gilt N C M ? Begriinde Deine Antwort.

Jeder Menge X ist natiirlich eine Teilmenge von sich selbst, d.h. X C X. Es gilt
auch der folgende Satz.

Satz 2.6. Fiir jede Menge X gilt: 0 C X, d.h. 0 ist Teilmenge jeder Menge.

Beweis. Der Satz behauptet, dass jedes Element von () auch ein Element von
X ist. Wer dies nicht glaubt, der muss also ein Element x von () finden, welches
kein Element von X ist. Dies wird aber nicht gelingen, da () ja gar kein Element
enthélt. O

Man sollte sorgfiltig zwischen den Begriffen “Element” und “Teilmenge” unter-
scheiden, so ist z. B. ) C §) jedoch () ¢ (. Es gibt allerdings auch Situationen, in
denen ein Objekt m sowohl Element als auch Teilmenge einer Menge M ist, z.B.
fiir m = 0 und M = {0}. Ein anderes Beispiel ist m = {#} und M = {0, {0}}.

Nun folgt ein grundlegendes Axiom der Mengenlehre.

Mengen-Eindeutigkeitsaxiom. Zwei Mengen M und N sind identisch, d.h.
M = N, genau dann, wenn sie dieselben Elemente haben.

Das Mengen-Eindeutigkeitsaxiom (auch Eztensionalititsazriom genannt) besagt
also, dass es bei der “Verpackung” von Objekten zu einer Menge, also zu einem
Ganzen, lediglich auf die verpackten Objekte, d.h. die Elemente, ankommt, und
nicht auf die Art der Verpackung.

Aus dem Mengen-Eindeutigkeitsaxiom folgt insbesondere die bereits oben er-
wihnte Unabhéngigkeit einer Menge von der Reihenfolge bei Aufzéihlung ihrer
Elemente: Die Mengen { 1,2, —7 } und {—7, 1, 2} sind identisch, weil sie dieselben
Elemente besitzen. Ebenfalls sind die Mengen {1,1,2} und {1,2} identisch,
weil sie dieselben Elemente, ndmlich 1 und 2, haben, auch wenn in der ersten
Menge das Element 1 zweimal aufgezéihlt wird. (Dies unterscheidet den Begriff
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“Menge” vom Begriff “Multimenge”, der in der Kombinatorik eine Rolle spielt,
aber an dieser Stelle nicht weiter untersucht wird.)

Das Mengen-Eindeutigkeitsaxiom besagt auch mit anderen Worten, dass M =
N genau dann, wenn jedes Element von M auch ein Element von N ist und
jedes Element von N auch ein Element von M ist. Es gilt also:

Satz 2.7. M = N genau dann, wenn M C N und N C M.

Aus den Sdtzen 2.6 und 2.7 folgt insbesondere, dass es genau eine leere Menge
gibt, daher sprechen wir von der leeren Menge.

Fiir jedes Objekt z sollte man sorgfiltig unterscheiden zwischen dem Objekt
x selbst und der Menge {z}, welche als einziges Element x enthélt. Nach dem
Mengen-Eindeutigkeitsaxiom gilt z.B. () # {0}, da {0} ein Element enth&lt und
() kein Element enthélt. Ebenfalls gilt {0} # {{0}}, da z = () das einzige Element
von {@} ist, wihrend y = {0} das einzige Element von {{0}} ist, und wir eben
schon gezeigt haben, dass x # y.

Diese Art von Mengenbildung liefert uns also immer neue Mengen

0,403, ({033, {0, ({03 ({0 (O 3 )

Man kann auf diese Weise sogar rein mengentheoretisch die natiirlichen Zahlen
‘definieren’, indem man setzt:

0:=0,1:={0}, 2:= {{0}}, 3:= {{{0}}}, usw. (2.1)

(Dies geht auf Ernst Zermelo zuriick.) Selbstverstéindlich muss (und soll) man
sich natiirliche Zahlen nicht auf diese Weise vorstellen. Es soll lediglich das
Gefiihl vermittelt werden, dass die Mengenlehre sich wirklich dazu eignet, die
Mathematik zu begriinden, und zwar ohne Zugriff auf irgendwelche Urelemente.
Ubrigens ist es in der Mengenlehre iiblich, natiirliche Zahlen nicht wie in (2.1)
einzufithren, sondern durch die folgende Vorschrift, die von John von Neumann
stammt:

0:=0,1:={0},2:={0,1}, ..., n:={0,1,2,...,n—1}. (2.2)
Bei dieser ‘Definition’ ist also die Zahl n eine Menge mit n Elementen. Z.B. gilt

2={0,{0}} und 3= {0,{0},{0,{0} } }.

Sei nun X eine beliebige Menge. Indem wir alle Teilmengen von X nach Cantor
zu einem Ganzen zusammenfassen, erhalten wir also die Menge aller Teilmengen
von X, welche mit P(X) bezeichnet wird und die Potenzmenge von X genannt
wird. Nach Definition von P(X) gilt also fiir jedes M:

M € P(X) genau dann, wenn M C X.

Mit anderen Worten: jedes Element von P(X) ist eine Teilmenge von X und
jede Teilmenge von X ist ein Element von P(X).
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Beispiel 2.8. Sei X = {a,b} wobei a und b beliebige Objekte (mdglicherweise
auch Mengen) sind. Dann gilt: P(X) = {0, X, {a},{b} }. Speziell gilt also z.B.

P00} }) = {0,{0,{0} }, {0}, {{0}} }.

Beispiel 2.9. Sei X = {Newton, { Oetzi,2},5}. Dann gilt z.B. { Oetzi, 2} ¢
P(X), dagegen {{Oetzi,2}} € P(X) und { Newton,5} € P(X). Daraus folgt
auch, dass

{{{ Oetzi, 2 }}, { Newton,5 } } C P(X)

also

{{{ Oetzi, 2 }}, { Newton, 5 } } € P(P(X)).

Seien nun A und B beliebige Mengen. Wir definieren die Vereinigung AU B von
A mit B als die Menge aller = so dass x € A oder z € B.

Wir definieren den Durchschnitt AN B von A mit B als die Menge aller x so
dass x € A und x € B.

Wir definieren die Mengendifferenz A\ B von A mit B als die Menge aller x so
dass x € Aund = ¢ B.

Beispiel 2.10. Seien A = {0, 2, Newton, Hansa, {95}, { 2, Polarlicht } }, B =
{2,{95}, Polarlicht, {Newton} }. Dann gelten:

AU B = {0,2,Newton, {Newton}, Hansa, {95}, { 2, Polarlicht }, Polarlicht },
ANB=1{2,{95}}

A\ B = {0,Newton, Hansa, { 2, Polarlicht } },

B\ A = {Polarlicht, {Newton} }.

3 Relationen und Funktionen

Einer der wichtigsten Begriffe der Mengenlehre ist der Begriff des geordneten
Paares. Hierbei wird je zwei (nicht unbedingt verschiedenen) Objekten x und y
ein Objekt (x,y) zugeordnet, so dass stets die folgende Regel gilt:

(a,b) = (a’,b") genau dann, wenn a = a’ und b =¥'. (3.1)

Im geordneten Paar (x,y) steht also das Objekt x an erster Stelle und das
Objekt y an zweiter Stelle. Daher gilt zum Beispiel (11,9) # (9,11). Auch wenn
es fiir die Anwendungen des Begriffs “geordnetes Paar” unwichtig ist, wie dieser
Begriff definiert ist, solange nur die Regel (3.1) gilt, ist es interessant zu wissen,
dass man diesen Begriff allein in der Sprache der Mengenlehre definieren kann.
Die iibliche Definition stammt von Kazimierz Kuratowski und lautet:

Definition 3.1. (z,y) := {{z},{=z,y} }.

Es gilt ndmlich der folgende, leicht zu beweisende Satz:
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Satz 3.2. {{a},{a,b}} = {{a'},{a,V' }} genau dann, wenn a = o und
b=1"V".

Fiir die Arbeit mit geordneten Paaren ist weder Definition 3.1 noch Satz 3.2,
sondern alleine die Regel (3.1) von Bedeutung.

Seien X und Y beliebige Mengen. Das Kartesische Produkt von X mit Y, mit
X X Y bezeichnet, ist die Menge aller geordneten Paare (z,y) mit z € X und
yev.

Beispiel 3.3. Sei X = {1,2} und Y = { Newton, Oetzi }. Dann gilt:
X xY = {(1,Newton), (1, Oetzi), (2, Newton), (2, Oetzi) }

und
Y x X = {(Newton, 1), (Oetzi, 1), (Newton, 2), (Oetzi, 2) }.

Mit Hilfe geordneter Paare konnen wir ‘Relationen’ definieren:

Definition 3.4. Unter einer Relation verstehen wir eine beliebige Menge ge-
ordneter Paare.

Mit anderen Worten: R ist eine Relation genau dann, wenn R eine Menge ist
und jedes Element von R ein geordnetes Paar ist, d.h. zu jedem m € R gibt es
x und y so dass m = (z,y).

Beispiel 3.5. Fiir beliebige Mengen X undY ist das Kartesische Produkt X XY
eine Relation, da X XY eine Menge geordneter Paare ist. Ebenfalls ist jede
Teilmenge von X XY eine Relation.

Beispiel 3.6.

Ry = {(0, MeinHund), (8,9), (8, 2),(Newton, Newton),
(Polarlicht, Newton) }

ist eine Relation, dagegen ist

R' = {(0, MeinHund), (8,9),0, (8,2), (Newton, Newton),
(Polarlicht, Newton) }

keine Relation, denn Q) ist kein geordnetes Paar.

Relationen driicken Beziehungen aus, in denen das erste Elemente des geordne-
ten Paares jeweils zum zweiten Element steht. Daher sagt man statt (x,y) € R
auch, dass z in Relation R (oder in Beziehung R) zu y steht. Man schreibt auch
hiufig xRy fiir (z,y) € R.
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Beispiel 3.7. Sei X ={0,3,5,8}. Sei Ry die Menge von geordneten Paaren
(x,y) mitx € X, y € X und x < y. Ry driickt also die Bezichung ‘x ist kleiner
als y’ zwischen Elementen der Menge X aus. Es gilt explizit:

Ry = { (07 3)3 (O’ 5)7 (Oa 8)7 (37 5)a (3’8)7 (5a 8) }

Sei jetzt R3 die Menge aller geordneten Paare (x,y) mit x € X, y € X so dass
x #y und y —x durch 2 teilbar. Rs driickt also die Beziehung ‘v # y und y — x
ist durch 2 teilbar’ zwischen Elementen der Menge X aus. Explizit gilt:

R3 = { (078)7 (37 5)7 (57 3)7 (870) }

Waéhrend die Relationen aus Beispiel 3.7 bestimmte klar zu beschreibende Be-
ziehungen ausdriickt, scheint die Relation in Beispiel 3.6 keine offensichtliche
Beziehung auszudriicken. Trotzdem kénnen wir auch sagen, dass, z.B. Newton
zu sich selbst und Polarlicht zu Newton in Relation R; steht, denn es gilt ja:
(Newton, Newton) € R; und (Polarlicht, Newton) € R;. Dagegen steht Newton
nicht in Relation R; zu Polarlicht.

Beispiel 3.8. R = () ist eine Relation, denn erstens ist () eine Menge und zwei-
tens ist jedes Element von () ein geordnetes Paar: wenn Du dies nicht glaubst,
dann musst Du ein Element m € 0 finden, so dass m kein geordnetes Paar ist.
Dies wird Dir aber nicht gelingen, weil () eben tiberhaupt keine Elemente hat.

Sei R eine Relation und R~ sei die Menge aller geordneten Paare (y,z) mit
(z,y) € R. Mit anderen Worten, m € R~ genau dann, wenn x und y existieren
derart, dass (z,y) € R und m = (y,x).

R ist eine Relation. Sie heif3t die zu R konverse Relation.

Beispiel 3.9. Sei Ry die in Beispiel 3.6 definierte Relation. Dann gilt:

Ry = {(MeinHund,0),(9,8), (2, 8),(Newton, Newton),
(Newton, Polarlicht) }.

Seien Ro und Rs die in Beispiel 3.7 definierten Relationen. Dann gilt:
Ry ={(3,0),(5,0),(8,0),(5,3),(8,3),(8,5) }

und
Ry ={(8,0),(5,3),(3,5),(0,8) }.

Beachte, dass Ry = Rs.

Mit Hilfe von Relationen kann man den Begriff “Funktion” sauber definieren:

Definition 3.10. Seien X und Y Mengen.

f heifit eine Funktion von X nach Y genau dann, wenn folgende Bedingungen
erfillt sind:
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1. fCcXxY;

2. zu jedem x € X existiert genau einy € Y derart, dass (x,y) € f.

Fiir jedes © € X wird das nach Bedingung 2 eindeutig bestimmte y € Y mit
f(x) bezeichnet. Also gilt fir alle (z,y): (z,y) € f genau dann, wenn (z,y) €
X XY undy = f(x). f(z) heifst der Wert von f an der Stelle x. Wir schreiben
f: X =Y, um auszudriicken, dass [ eine Funktion von X nachY ist.

Beispiel 3.11. Seien X ={—1,1,2} und Y = {5, MeinHund, 2, {Oetzi} }. Sei
f1={(-1,5),(1,5), (2,{Oetzi}) }.

Dann ist f1 eine Funktion von X nach Y, da f1 C X XY und zu jedem x € X
genau ein y = fi(x) € Y existiert mit (x,y) € f1. Explizit gilt f1(—1) = 5,
f1(1) =5 und f1(2) = {Oetzi}.
Sei nun

fo={(-1,5), (-1, MeinHund), (1,5), (2, {Oetzi}) }.

Dies ist keine Funktion von X nach'Y . Zwar gilt fo C X XY, doch zux = —1 €
X gibt es zwei verschiedene Elemente yy =5 € Y und y, = MeinHund € Y mit

(z,y1) € f2 und (z,y2) € fa.
Sei weiterhin
fs ={(1,5),(2,{Oetzi}) }.
Dies ist ebenfalls keine Funktion von X nach Y denn es gilt zwar fs C X XY
doch zu x = —1 € X existiert kein y € Y mit (z,y) € fs.

Sei ferner

fa={(-1,5), (1, Rostock), (2, {Oetzi}) }.

Dies ist ebenfalls keine Funktion von X nach Y. Zwar gibt es zu jedem Objekt
x € X genau ein Objekt y mit (x,y) € fa, aber (x,y) = (1,Rostock) liegt nicht
in X XY, also fy ¢ X x Y. Andererseits ist fy eine Funktion von X nach
Y U {Rostock}.

Aus dem gleichen Grunde ist

.f5 = { (07 2)’ (_17 5)’ (17 5)7 (2’ {OetZi}) }

keine Funktion von X nach Y. Jedoch ist f5 eine Funktion von X U {0} nach
Y.

Beispiel 3.12. Sei X eine beliebige Menge und sei idx die Menge aller geord-
neten Paare (z,y) € X xY mit x = y. Mit anderen Worten, m € idx genau
dann, wenn ein x € X existiert so dass m = (z,x).

idx st eine Funktion von X nach X. Sie heift die identische Funktion auf X.

Beispiel 3.13. Sei X = (), Y beliebige Menge und f = (. Man sieht leicht, dass
f eine Funktion von X nach Y, und zwar die einzige Funktion von X nach Y.
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Beispiel 3.14. Sei X eine beliebige Menge mit X # 0 und Y = (. Dann
ezistiert keine Funktion von X nach Y.

Ubung: Beweise die in den Beispielen 3.13 und 3.14 gemachten Aussagen.

Eine Funktion f von X nach Y ist nach Definition 3.10 ist also eine spezielle
Relation f € X x Y, welche jedem = € X genau ein y € Y mit (x,y) € f
zuordnet. Dies préazisiert den in der iiblichen Definition des Begriffes “Funktion”
verwendeten Begriff “eindeutige Zuordnungsvorschrift”.

Beachte, dass wenn f eine Funktion von X nach Y ist und Y C Z, so ist f auch
eine Funktion von X nach Z.

Allgemeiner gilt, wie man sich leicht mit dem Mengen-Eindeutigkeitsaxiom
iiberzeugt, die folgende Aussage:

Satz 3.15. Seien X, A, Y und B Mengen. Sei f eine Funktion von X nach
Y und g eine Funktion von A nach B. Dann folgt: f = g genau dann, wenn
X = A und f(z) = g(z) fir jedes x € X.

Aus Satz 3.15 folgt, dass fiir eine Funktion f von X nach Y die Menge X durch f
eindeutig bestimmt ist, wihrend die Menge Y durch f nicht eindeutig bestimmt
ist. X heiflt die Definitionsmenge von f (auch der Definitionsbereich von f) und
Y heif}t eine Zielmenge von f.

Sei nun f eine beliebige Funktion von X nach Y und sei A eine beliebige Teil-
menge von X. Das Bild von A unter f, in Zeichen f[A], ist die Menge aller
Elemente f(z) € Y mit z € A.

Mit anderen Worten, y € f[A] genau dann, wenn y € Y und ein z € A existiert
derart, dass f(x) =y.

Klarerweise gilt stets f[0] = 0.
Beispiel 3.16. Seien
X ={-1,1,2,3,8} und Y = {5, MeinHund, 2, {Oetzi}, 10 }.

Sei

f={(-1,5),(1,5), (2, {Oetzi}), (3,10), (8,10) }.
Dann ist f eine Funktion von X nach Y. Es gilt: f[X] = {5,{Oetzi}, 10},
FH=11} = {5}, F[{2,8}] = {{Oetzi}, 10 }.

Hiufig wird statt f[A] einfach f(A) geschrieben. Dies kann manchmal zu Miss-
verstindnissen fiithren: Falls A C X und zugleich A € X, dann weil man nicht,
ob unter f(A) der Wert von f an der Stelle A oder das Bild von A unter f

gemeint ist:

Beispiel 3.17. Sei X = {0}, Y = {5,9} und f = {(0,5) }. Dann ist f eine
Funktion von X nachY. Sei A = 0. Dann gilt sowohl A € X als auch A C X.
Es gilt f(A) =5 und f[A] = f[0] = 0. Also ist f(A) # f[A].
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Sei f nun wiederum eine Funktion von X nach Y und B eine beliebige Teilmenge
von Y. Das Urbild von B unter f, in Zeichen f~1[B], ist die Menge aller x € X
mit f(z) € B. Mit anderen Worten, z € f~![B] genau dann, wenn x € X und
f(z) € B.

Beispiel 3.18. Seien X, Y und f wie in Beispiel 3.16. Dann gilt: f~1[{5}] =
{-1,1}, f71{5,10}] = {~1,1,3,8}, f~'[{{Oetzi}}] = {2}.

Statt f~1[B] wird ebenfalls hiufig f~1(B) geschrieben.

Seien nun X, Y, Z und W Mengen. Sei f eine Funktion von X nach Y und
g eine Funktion von Z nach W. Wir nehmen an, dass f[X] C Z. Sei z € X
beliebig. Dann gilt f(x) € f[X] also auch f(x) € Z. Daher ist g(f(x)) definiert
und g(f(z)) € W. Die Menge aller geordneten Paare (z,w) € X x W mit
w = g(f(x)) ist eine Funktion von X nach W, welche mit go f bezeichnet wird.
Es gilt also (g o f)(z) = g(f(x)) fiir jedes € X. Die Funktion go f: X — W
heifit die zusammengesetzte Funktion g nach f.

Insbesondere ist g o f definiert, wenn f: X - Y, ¢g: Z - W und Y = Z.

Beispiel 3.19. Seien X, Y und f wie in Beispiel 3.16. Ferner sei Z =Y,
W ={a,b,c,11} und

g ={(5,a),(MeinHund, a), (2, ¢), ({Oetzi}, b), (10,¢) }.
Dann ist g eine Funktion von Z nach W und es gilt
gof={(~1,a),(1,a),(2,b), (3,¢), (10,) }.
Beispiel 3.20. Seien X, Y und f wie in Beispiel 3.16. Seien
Z = {5,{0Oetzi}, 10, Paris }, W ={0,{0} }

und
9=1{(5,0), ({Oetzi}, ), (10, {0}), (Paris, {0}) }.
Dann ist g eine Funktion von Z nach W, f[X] C Z und

go f = { (_17@)7 (17 (Z))v (27 (2))7 (37 {0})7 (87 {@}) }
Definition 3.21. Seien X und Y Mengen.

f heif§t eine surjektive Funktion von X nach Y genau dann, wenn f eine Funk-
tion von X nachY ist und f[X] =Y.

f heifit eine injektive Funktion von X nach Y genau dann, wenn f eine Funktion
von X nach'Y ist und aus x, ' € X und f(x) = f(2') stets folgt, dass x = z’.

f heif§it eine bijektive Funktion von X nach Y genau dann, wenn f eine surjek-
tive Funktion von X nach Y ist und f eine injektive Funktion von X nach Y
15t.
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Definition 3.22. Seien X und Y Mengen und sei f eine Funktion von X nach
Y.

g heifst eine zu f inverse Funktion von Y nach X genau dann, wenn g eine
Funktion von' Y nach X ist und sowohl go f =idx als auch fog=idy.

Beispiel 3.23. Seien X ={0,1,2} und Y ={1,3,5,6}. Seien

fl = { (07 6)a (176)7 (2a 3) }

und
f2 = { (07 1)3 (1? 5)7 (23 3) }
f1 und fs sind Funktionen von X nachY .

f1 ist keine surjektive Funktion von X nachY, weil f1[X]={6,3}£Y. fy ist
auch keine injektive Funktion von X nachY, denn f1(0) = f1(1) = 6.
[

fa ist keine surjektive Funktion von X nach Y, da fo[X] = {1,5,3} # Y.
Allerdings ist fo eine injektive Funktion von X nach Y, denn es gilt fo(xz) =1
nur fir x =0, fa(x) =5 gilt nur fir x =1 und fo(x) = 3 gilt nur fir x = 2.

Beispiel 3.24. Seien X ={0,1,2,4} undY ={1,3,5}. Sei

f3= { (073)7 (175)’ (2’3)7 (4’ 1) }

Dann ist f3 eine Funktion von X nach Y. f3 ist eine surjektive Funktion von
X nachY denn f3[X] =Y. f3 ist keine injektive Funktion von X nachY, denn

f3(0) = f3(2) = 3.
Beispiel 3.25. Seien X ={0,1,2} undY ={1,3,5}. Sei
f4 = { (07 5)7 (1’ 3)7 (27 1) }’

Dann ist fy eine bijektive Funktion von X nach Y. Die konverse Relation

f; = { (57 O)’ (37 1)7 (15 2) }
st eine Funktion von'Y nach X. Es gilt:
fz: o fa=1{(0,0),(1,1),(2,2) } =idx
und
f4 © f; = { (57 5)v (373)7 (la 1) } = ldY
Es gilt der folgende
Satz 3.26. Seien X und Y beliebige Mengen.
1. f ist eine bijektive Funktion von X nach Y genau dann, wenn f eine

Funktion von X nach Y ist und ein g existiert derart, dass g eine zu f
inverse Funktion von Y nach X ist.
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2. f st eine bijektive Funktion von X mnach Y genau dann, wenn f eine
Funktion von X nach Y ist und die konverse Relation [~ eine Funktion
von 'Y nach X ist.

8. Falls f eine Funktion von X nach Y ist und g eine zu f inverse Funktion
von Y nach X ist, so gilt notwendigerweise g = [~ .

Falls also f eine bijektive Funktion von X nach Y ist, dann existiert eine ein-
deutig bestimmte zu f inverse Funktion g von Y nach X. Es gilt ¢ = f~. Wir
schreiben in diesem Fall f~! statt f~ und nennen f~! die zu f inverse Funktion
von Y nach X.

Beachte, dass fiir eine beliebige bijektive Funktion f von X nach Y und eine
beliebige Teilmenge B von Y der Term ‘f~![B]” missversténdlich zu sein scheint,
da er sowohl das Urbild von B unter f als auch das Bild von B unter f~!
bezeichnen kann. Allerdings sieht man sofort, dass das Urbild von B unter f
und das Bild von B unter f~! ein und dieselbe Menge ist.



