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Kapitel 1

Einleitung

In Funktionenalgebren sind die Elemente der Tragermenge der jeweiligen Alge-
bra Funktionen und es stellt sich die Frage, ob es eine Funktion gibt, mit der
sich alle anderen Funktionen der Algebra mit Hilfe der Mal’tsev-Operationen
(auch Superpositionsoperationen genannt) darstellen lassen. Solch eine Funkti-
on wird Sheffer-Funktion genannt. Falls es Sheffer-Funktionen gibt, will man
entscheiden, ob eine gewisse gegebene Funktion eine Sheffer-Funktion ist.

Fiir den Fall totaler Funktionen wurden 1941 durch E. L. Post ([1]) alle Un-
terklassen der Algebra der bindren Funktionen P, bestimmt. In Arbeiten von
I. G. Rosenberg ([2], [5]) aus den Jahren 1965 und 1970 wurden fiir den all-
gemeinen Fall mit Funktionen auf einer k-elementigen Menge die maximalen
Unterklassen bestimmt. Daraus liefs sich ein allgemeines Vollstédndigkeitskriteri-
um ableiten und im Jahre 1967 gab G. Rousseau ([4]) ein allgemeines Sheffer-
Kriterium fiir den totalen Fall an.

In dieser Arbeit werden Funktionen auf k-elementigen Mengen behandelt, die
nicht notwendigerweise {iberall definiert sind, und deswegen partielle Funktionen
genannt werden. Die Menge dieser Funktionen wird mit P, bezeichnet und die
Menge der maximalen Klassen von Py durch p.#Z;.

Fiir k£ = 2 wurde durch R. V. Freivald 1966 ([3]) gezeigt, dass es genau 8 ma-
ximale Klassen von P, gibt. Unabhéngig voneinander bestimmten D. Lau ([6])
und B. A. Romov ([8]) die 58 maximalen Klassen von P3. In Arbeiten von 1989
und 1992 gaben L. Haddad und I. G. Rosenberg ([10],[13]) dann eine Charakte-
risierung der maximalen Klassen von 131C sowie ein allgemeines Vollstiandigkeits-
kriterium fiir ¥ > 2 an. In [12] wurde ein Sheffer-Kriterium fiir P, bestimmt
und in [17] ein Sheffer-Kriterium fiir Ps.

Dabei wird der Begriff einer minimalen Uberdeckung von p.#,, benutzt und ge-
zeigt, dass es fiir k = 2 und k = 3 jeweils genau eine minimale Uberdeckung von
p.#, gibt. Mit einer minimalen Uberdeckung lassen sich die Sheffer-Funktionen
charakterisieren.

In dieser Arbeit wird gezeigt, dass es genau eine minimale Uberdeckung von
p# 4 gibt. Die 449 Elemente dieser Uberdeckung werden bestimmt sowie auch
Elemente minimaler Uberdeckungen fiir beliebige k. Die maximalen partiellen
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Klassen fiir k = 4 wurden in [15] bestimmt. Die zugehorigen Relationen werden
im Anhang A aufgelistet und dabei die Anzahl maximaler partieller Klone auf

1102 korrigiert.
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Kapitel 2

Grundlagen

2.1 Grundbegriffe

In den mehrwertigen Logiken werden endliche Grundmengen betrachtet, so dass
man sich auf die Menge

E,:={0,1,...,k—1} (ke N\ {1})
beschranken kann. Im totalen Fall werden dann n-stellige Funktionen
PR E} — E

betrachtet. Anstelle von f(™ verwenden wir auch f” oder f. Fiir partielle Funk-
tionen wird dem Bildbereich ein weiteres Element oo hinzugefiigt, womit ein
Tupel gekennzeichnet wird, fiir das die Funktion nicht definiert ist. Wir setzen

Ep = E, U {OO}

Sofern keine anderen Angaben gemacht werden, ist nachfolgend stets

k> 3.

Die n-stelligen totalen beziehungsweise partiellen Funktionen iiber der Menge
E, werden bezeichnet mit

B = A{f1f: B} — Ex}
beziehungsweise
P o= {f‘f:E,?aEk}.
Damit lassen sich auch die Mengen aller totalen beziehungsweise partiellen Funk-

tionen durch
P, = U PP
n>1
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beziehungsweise
b= )P
n>1

einfithren. Der Definitionsbereich einer partiellen Funktion f € ﬁ,? wird dann
durch

dom(f) := {(a1,az,...,a,) € Ef|f(a1,az,...,a,) # oo}
definiert.

Ein Beispiel fiir eine 2-stellige partielle Funktion f in der 2-wertigen Logik ist
durch

1 X2 f(fl,lﬂz)

0 0 1

0 1 1 (2.1)
1 0 0

1 1 00

gegeben. Damit ist f auf (1, 1) nicht definiert, d.h.,
dom f = {(0,0), (0,1),(1,0)}.

Die n-stellige Funktion e}, die durch
eM(xy, .., Tn) =T (te{1,...,n})

definiert ist, heifft Projektion auf die i-te Koordinate. Sei die Menge aller
Projektionen von Py
Jp :=A{ej'ln € N,1 <i <n}.

Die n-stellige Funktion mit leerem Definitionsbereich wird mit ¢, bezeichnet,
d.h., es gilt

Vo1, ..., xn € By e (21, ..., @,) = 00.

Die Menge dieser Funktionen sei

Coo :={c|n € N}.

Fiir beliebige ™, ¢™ € 15k definieren wir die Mal’tsev-Operationen (, 7, A, V, *
mit

e ﬁ]:b,Tfn c ﬁ}?,Afn c ﬁ]inax{l,nfl}’vfn c ﬁ]zl+17fn*gm c ﬁ]?rknfl

durch
(Cf)(x17$27 e 7x’n) = f(l'Q,IES, e 7x’n7$1)7
(Tf)($17z2a-'~axn) = f(172,$1,333,...,$n),
(Af)(x1, 22, ..., xpn—1) = f(z1,21,22,...,Tp_1) fir n > 2,

(f=71f=Af=ffirn=1,
(vf)(x17$27 Ce ,l’nJrl) = f(.’EQ, Ce 71'n+1),
(f*g)(zla'“vxm—i-n—l) =

flg(x1, o @m)s g1y - -y Tnpn—1) falls g(z1,...,2m) € Ej,
00 sonst.
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Die Menge ﬁk zusammen mit den Mal’tsev-Operationen bildet eine Algebra
(ﬁka Cv T, Av V? *)'

Die abgeschlossenen Mengen dieser Algebra werden als partielle Klassen be-
zeichnet. Eine abgeschlossene Menge X = [X] C P, mit J; C X heifit partiel-
ler Klon. Falls eine Menge X nur ein Element f besitzt und

[X] = [{f} =Py

gilt, so heift f partielle Sheffer-Funktion.

Um die Klassen von ﬁk zu beschreiben, sind h-stellige Relationen, d.h. Teilmen-
gen von E,i‘, mit hA > 1 niitzlich. Die Elemente von Relationen werden haufig in
der Form von Spalten geschrieben und eine Relation in der Form einer Matrix
angegeben, deren Spalten die Elemente der Relation sind.

Beispielsweise schreiben wir die Relation
0= {(07 L, 2)7 (17 2, 0)’ (3747 5)7 (27 3, 1)}
auch in der Form

Q:

N = O

1
2
0

T W
— W N

oder in den Tabellen im Anhang kurz durch
o = {012,120, 345,231}

auf, da fiir k¥ < 10 durch Weglassen der Kommata und Klammern keine Miss-
verstandnisse entstehen konnen. Wird dagegen iiber eine Zeile einer Matrix ge-
sprochen, so werden die Eintrége nur durch Leerzeichen, nicht durch Kommata
getrennt.

Sei eine Matrix durch ¢ = (¢;j)nxn gegeben. Dann werden mit ¢; die Zeilen der
Matrix fiir ¢ € {1,..., h} bezeichnet, d.h.,

C; = (Cil Ci2 e Cin)

und mit ¢/ die Spalten der Matrix fiir j € {1,...,n}, d.h.,

Die Menge aller h-stelligen Relationen auf Ej wird mit
7
bezeichnet und es wird

Rk = U RZ

h>1
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gesetzt. Entsprechend wird die Menge aller h-stelligen Relationen auf Ek mit
R}
bezeichnet und es wird _ _
Ry = R}
h>1
gesetzt.

Eine n-stellige Funktion f € JBk bewahrt ein h-stellige Relation o iiber Ek
genau dann, wenn fiir alle r*,72,...,r" € o mit 17 = (ry;,r25,...,7h;)7 fiir
j€{1,2,...,n} die Bedingung

f(’l"ll, T12,- .- ,Tln)
f(?’gl, 22, ... ,’I"Qn)
fort ) = ) )
f(rhh Th2,. .- 7Thn)
gilt. Dabei sei f(a) = oo fiir alle a € E,? \ E}.
Sei
pPolyo

die Menge aller Funktionen aus Isk, die die Relation ¢ C EZ bewahren. Weiter
sei

pPOLyo := pPoly, (Q U (E,? \ E,g)) .

Da fiir viele Betrachtungen der Wert von f(x,...,x) wichtig ist, wird dieser fiir
eine beliebige n-stellige Funktion f durch

f(x) = f(x,..., )

fiir alle z € Ej, bezeichnet. Zum Beispiel gilt f/(0) = 1 und f'(1) = oo fiir die
Funktion f aus (2.1).

Fiir zwei unére Funktionen f : A — Bund g : B — C sei flg : A — C definiert
durch

Vo € A: (fOg) () := g(f(x)),
d.h., mit O wird die Hintereinanderausfiihrung von Abbildungen beschrieben.

Eine weitere Abkiirzung fiir jedes m € N sei

0
1
Nm =
m—1
Mit w(v) wird fiir v = (v1,...,v,) € E die Menge der Elemente bezeichnet,
die in v vorkommen, d.h.,
w) =w(v1,...,vp) :={v1,..., 00}

Fiir eine Relation o™ auf Ej, bezeichne w(p) die Elemente aus Ej, die in den
Tupeln von g vorkommen, d.h.,
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2.2 Satz von Haddad und Rosenberg

Um den Satz von Haddad und Rosenberg formulieren zu kénnen, werden einige
Bezeichnungen fiir Relationen bendtigt.

Definition 1. Fir alle h mit 3 < h <k sei

o = {(aa.b.b),(a,bab),(a,bba)labe B,
o2 = {(a.a.b.0).(a.b,b,a)la,b e By},
W= {(iﬂlawzw--’l’h)GE}QLH{ﬁ,iﬂza-uaﬂ?hHShfl}-

Definition 2. Fir eine beliebige Aquivalenzrelation e auf Ej, sei
5,2‘75 = {(ao,...,an—1) € E}|(i,j) €e = a; = a;}.

Falls h oder k aus dem Kontext hervorgehen, wird nur 6. oder 5? oder Op.e
geschrieben. Um 51@,5 einfacher zu beschreiben, wird die Relation hdufig in der

Form
h

kie1,....er

oder, kurz dc, ..., geschrieben, wobeicy, ..., e, genau die Aquivalenzklassen von
€ mit mindestens zwei Elementen sind. Speziell ist

61}CL§Eh ={(z,z,...,2) € E,ib‘a: € Ey}.
Da im folgenden stets () # € # ¢ gilt, d.h., £ ist eine nicht-triviale Aquivalenz-
relation, kann 6, C LZ vorausgesetzt werden.
Definition 3. Eine h-stellige Relation o C E}' heifit

e areflexiv, falls 0Nl =0, d.h., fiir jedes (z1,...,73) € 0 gilt x; # x; fiir
alle1 <i<j<h.

* quasi-diagonal, falls o = oUd., wobei o eine nicht-leere areflexive Rela-
tion ist, € eine Aquivalenzrelation mit € # (3 und ferner ¢ # E} fir h =2
gilt.

Im folgenden sei g eine h-stellige Relation der Form
o=0cUd
mit o areflexiv und 6 C LZ.

Sei
Gy = {7r € Sh’aﬂo(’r) #+ (Z)} ,

wobei S}, die Menge aller Permutationen auf Ej bezeichnet und
O'(Tr) = {(aﬂ.(o), Ceey aﬂ(h_l)ﬂ(ao, ceey ah,l) S O’} .

Fiir ein einzelnes Tupel r = (rg,r1,...,7p—1) € Ep und 7 € S,, wird entspre-
chend die Bezeichnung

7,.(77) = (TTF(O), Tr(1)y--- ’rﬂ'(n—l))
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verwendet.

Das Modell von g ist dann die h-stellige Relation

M(g) := {(n(0),...,m(h—1))|7 € G, } U (§ N E})

auf der Menge E},.

Die Relation o™ = o U § heift koh#rent, falls folgende Bedingungen gelten:

1.
2.
3.

&

o # E},
o ist areflexiv und é C LZ,

(a) o areflexivmit 1 < h <k, d.h., 0 # 0 und § = (), oder
(b) o quasi-diagonal mit 2 < h < k, d.h., 0 # 0 und § = 4. fiir eine
Aquivalenzrelation ¢ auf Ej,, oder

(c) §:L2 mit 3 < h <k, oder

(d) 6 = g; mit i € {1,2} und h =4,
Vr e oVr e Gy : (™ € p,
fiir jedes ) # o’ C o existiert ein relationaler Homomorphismus ¢ : E), —
E}, von ¢’ nach M(p), so dass (¢(ig), ..., ¢(in-1)) = (0,...,h— 1) fiir ein
(igy.--,in—1) € o', d.h.; es gibt ein r € ¢’ mit (r) = ny,

(a) d=ul,h>3= G, =05

(b)) d=01 =G, =5,

(¢) 6 = oo = G, = {(0123),(02)).

Nachfolgend werden einige Beispiele fiir kohérente und nicht kohdrente Relatio-
nen fiir den Fall k = 4 angegeben, insbesondere Relationen, fiir die die Punkte
4 und 5 verletzt sind. Dafiir wird jeweils G, und M(p) bestimmt.

e Fir die Relation

(00
=11 2
(2 9) 0

d.h., o ist areflexiv. Es gilt G, = {id} und

o= (7).

Der Punkt 4 ist trivial erfiillt, da G, = {id} ist. Fiir den Punkt 5 muss
fiir die nicht-leeren Teilmengen von o jeweils ein relationaler Homomor-
phismus gefunden werden. Die Funktion ¢ : E; — E5 mit

0 0
1 1
1
1

gilt

ol 5 | =
3

erfiillt fiir alle Teilmengen die Bedingung aus Punkt 5. Damit ist diese
Relation kohé&rent.
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/00 3
=11 2 0 )

Dann ist wieder G, = {id}, d.h., Punkt 4 ist erfiillt, und

o= (7).
o—’::((l) 8>CJ

betrachtet. Angenommen, es existiert ein relationaler Homomorphismus
¢ : E4 — E5 von ¢’ nach M(p). Dann muss

A(4)= (V)
A(0)= (V)

gelten. Damit ergibt aber 0 = ¢(0) = 1 einen Widerspruch. Also ist Punkt
5 nicht erfiillt und damit g nicht kohé&rent.

(0 0 2
=11 2 0 )

Dann gilt G, = {id, (01)}, da

(5)-(9)"

gilt.! Dann ist aber Punkt 4 verletzt, da

(2)-(8) s

Folglich ist o nicht koh&rent.

e Sei

Nun wird

und

e Sei

e Sei

Dann ist
5= ( 8 ) g {(2),557#,:, 0i ‘ ¢ Aquivalenzrelation, 3 < u < k,i € {1,2}} .

Also ist p von keinem der angegebenen Typen und folglich auch nicht
kohérent. Die Relation

1 2 3

1 2 3

., (00
¢=\lo 1
ohéarent.

ist dagegen quasi-diagonal und auch

= N O

1Zur Schreibweise siehe Seite 11.
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e Sei

N = O
=N O

Dann ist G, = {id, (12)}. Da

0
0 S 5?071} Co
1

und
0 ((12)) 0
0 =11 ]¢e
1 0

gilt, ist wieder Punkt 4 verletzt. Dies zeigt, dass fiir ein festes 6 = J. die
Wahl von G, eingeschréinkt ist. So muss zum Beispiel G, = {id} oder
G, ={id,(01)} fur § = 5?0’1} gelten.

Bezeichne émax die Menge aller kohdrenten Relationen. Die Menge der einstel-
ligen kohirenten Relationen werden mit € = {C' C Ey|C # (0} bezeichnet.

Satz 4 (Satz von Haddad und Rosenberg; [10], [13]; ohne Beweis). Sei k > 2.
Fiir jede echte partielle Unterklasse A von ]Sk existiert eine mazimaler partieller
Klon, der A umfasst. Falls C ein mazimaler partieller Klon von Py ist, dann
gilt entweder C = P, UCy oder C = pPO Ly mit einer kohdrenten Relation o.

Eine vollstédndige Liste aller kohérenten Relationen fiir k € {2,3,4} findet sich
in den Tabellen im Anhang A.

Sei p.#), die Menge aller maximalen partiellen Klone von P,,. Damit gilt dann

ptly, = {Pr, UCx} U {pPOLkQ’Q € Emm} )

Eine Menge C C ﬁk heifst vollstandig, falls
[C] = Py
gilt. Aus obigem Satz folgt:

Satz 5 (Vollsténdigkeitskriterium fiir Py; [13]; ohne Beweis). Sei C C Py.

Dann gilt [C] = Py genau dann, wenn C € pPOLyo fir alle 0 € Rypar und
C Z P,UCL.

2.3 Minimale Uberdeckung

Die in dieser Arbeit behandelte Frage ist, welche maximalen partiellen Klone
aus obigem Kriterium man bendtigt, um die Vollstdndigkeit zu zeigen. Dafiir
wird der Begriff einer minimalen Uberdeckung eingefiihrt.
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Definition 6. Eine Menge 2 C p.#y, heifit minimale Uberdeckung von
pMy,, falls Z folgende Bedingungen erfillt:

1. erﬁk;([f]:ﬁk <:>VA€%:f¢A)

2. VAe X 3f € By : ([f]yélsk/\(VBG%\A:fg_fB)).
Lemma 7. Sei C' ein mazximaler partieller Klon und f € C' mit
VB € pttpx \{C}: [ ¢ B.

Dann gehort C zu jeder minimalen Uberdeckung von p.#y,.

Beweis. Sei f € C' € p#y, mit
VB eptp \{C}: f¢B

gegeben. Angenommen, es existiert eine minimale Uberdeckung 2~ von p.#,
mit C' ¢ 2. Dann gilt [f] C C C P, und

VAe X Cpdy \{C}: f¢A,
im Widerspruch zur ersten Bedingung an eine minimale Uberdeckung. O

Lemma 8. Sei C' ein mazimaler partieller Klon. Seien C1,Cs, ..., C; mazimale
partielle Klone, die in jeder minimalen Uberdeckung von p.#), sind, mit

VieCIie{l,2...0}:feC (2.2)

und

C &{C,Cy,...,C1}.

Dann gehort C zu keiner minimalen Uberdeckung von p.4,.

Beweis. Angenommen, C' ist in einer minimalen Uberdeckung. Dann existiert
ein f € P mit [f] # P, und

VBe 2Z\{C}: f¢B.
Da {Cy,Cs,...,C1} C 2 ist, gilt nach (2.2) auch f ¢ C. Also gilt
VAe X :f¢A

und somit [f] = JSk, im Widerspruch zur Annahme [f] # P;. Also liegt C' in
keiner minimalen Uberdeckung. O

Lemma 9. Seien eine kohdrente Relation o™ und eine Funktion f" gegeben.

Weiter seien c',c?,...,c" € o0 mit ¢y = civ fiir gewisse i’ # ', Dann gilt

d:=f(c',?,...,c") e gU(E,@\Eﬁ)
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Beweis. Falls f(c;) = oo fiir eini € {1,2,...,h}, gilt
C1
a=f| ¢ | e(BiNEL) cou(Bi\EL).
cn

Also kann folgend
Vi € {1,2,...,]7,} : f(Cl) € Ey,

vorausgesetzt werden.

Da ¢ = o U § kohérent ist, kann man fiir o N ¢} = 0 und § C ¢} folgende Fille
unterscheiden.

e § =0, d.h., o ist areflexiv. Dann gilt ¢! € o, im Widerspruch zur Voraus-
setzung.

e § = 4, fiir eine Aquivalenzrelation ¢ # ¢7. Dann gilt ¢!, ¢?,...,c" € 6. und
somit d € . C p.

e § =" Dann gilt dis = f(cy/) = f(cin) =dir, dh., d € Cp.
e § =9, dh,

§={(a,a,a,0)"a € B} U {(a,a,b,b)"|a,b € Ey,a # b}
U {(a,b,a,b)"|a,b € Ey,a # b}.

Wir betrachten zwei Fille. O.B.d.A. sei ¢/ < ¢".
— Sind ¢ = 1 und " = 2, dann gilt
Vje{1,2,....,n}:cd € 6\{(a,b,a,b)"|a,b € Ey,a # b} = 610.1},(2.3}

und damit d € 00,1} 42,33 C 02 € 0. Analog gilt dies fiir (i/,1") €
{(1,3),(2,4),(3,4)}.

— Sind ¢ = 1 und " = 4, dann gilt
Vi€ {1,2,....n}:c €{(a,a,a,a)"|a € Ex} = 6p,
und damit d € dg, C 2 C p. Analog gilt dies fiir (i/,i") = (2, 3).

e ) = o1 geht analog.
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Sei f die Funktion aus (2.1):

r1 T2 f(xhl’z)
0 0 1
0 1 1
1 0 0
1 1 00
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In [3] wurden die folgenden maximalen partiellen Klone bestimmt und es wurde
gezeigt, dass dies alle maximalen partiellen Klone in P, sind.

Ty := pPOL,{0},

T1 = pPOLZ{l}v

Q = pPOL,{(0,1)T},

S = pPOL,{(0,1)T,(1,0)T},

M = pPOL,{(0,0)™, (0, 1), (1,1)T},
Ly = pPOL,p1,

Ly = pPOL, 02,

5 = PyUCL.

Fiir jeden dieser maximalen partiellen Klone wird untersucht, ob f in diesem
enthalten ist.

e Da f(0,1) =1 € Ey und f(1,1) = 0o & Fa, d.h., ) C dom f C E3, gilt
fé€ PaUC.

e Da f'(0) = f(0,0) =1 ¢ {0,00} (beziehungsweise wegen der dquivalenten
Aussage f'(0) =1 € Ex\ {0}), gilt f & Tp.

e Da f'(1) = f(1,1) = 00 € {1, 00}, gilt

f €Ty = pPOLy{1} = pPoly{1,00}.

Bemerkung: Die Fille f(00,00), f(0o,x2) und f(z1,00) mit 21, x5 € Es
kénnen ignoriert werden, da oo € E,. Mit Hilfe einer Einpunkterweiterung
lasst sich zwar Py in Py einbetten. Dabei identifiziert man oo mit & und
jeder Funktion f" € ﬁk kann man eine Funktion f} zuordnen durch

k sonst.

(@) = { f(z), fallsz € dom f,

Man kann zeigen, dass damit ein Verband-Isomorphismus zwischen dem
Verband der Klone von Py und einem Unterverband von Py beschrieben
wird.2 Da die Arbeit mit }Sk jedoch einfacher ist als mit diesem Unterver-
band, werden wir weiterhin Py betrachten.

f(99)=(a)etonmu(@e).

gilt f € @

e Da f( (1) (1)>z ( Olo > €{0,1)7,(1L,0) U (B3 \ E3)

Zsiehe [9], [11] und [14]

e Da
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und
1(90)=(0)etnmaomu (B e)
gilt f e S.
e Da

7(90)= (o) @ormenmanmo (B E).

gilt f & M.

e Angenommen, f ¢ L;. Dann gibt es ¢!, c? € p; mit

C11  C12 c1 dy
1 2 Co1  Co2 o do 4
= = = = E .
fle,e®)=f a1 Can f cs ds de by \ o
€41 C42 4 dy

D.h., {c1,¢2,¢3,¢c4} € dom f = {(00),(0 1),(1 0)}. Damit sind aber zwei
der Zeilen gleich. Da p; kohérent ist, folgt d € p; nach Lemma 9, im
Widerspruch zur Voraussetzung an d.

Folglich haben wir f € L.
e Analog gilt f € Lo.

Lemma 10. Die Menge 2" = {Tg,f1,§7 Py UCyx} ist die einzige minimale
Uberdeckung von p.# .

Beweis. Angenommen, " ¢ X fir alle X € 2. Dann gilt f/(0) = 1 und
f'(1)=0,da f ¢ T, fiir a € E5. Weiter gibt es ¢!, c?,...,c" € {(0,1)T, (1,0)T}

mit
Cci1 Ci2 ... Cin . 2 0 1 o 0 1
f<(321 Coo ... 02n>_d6E2\<1 0)_<0 1 ’

also d = (a,a) mit a € E,. Es folgt

(1Y )=(e)

d.h., f§ééundf¢JT/f, und

0 o ... O 1
ci1 Ci2 ... Cin _ a
Co1 C22 ... Con, a ’
1 1 ... 1 0

dh., f ¢ L; fiir i € {1,2}. Folglich gilt

erﬁzz([f]:ﬁg <:>\1Ae%:f¢A).

Dass To, ﬁ und P, UCy zu jeder minimalen Uberdeckung gehoren, wird durch
die Lemmata 17 und 18 gezeigt. Exemplarisch wird gezeigt, dass S zu jeder



2.4 Die minimale Uberdeckung fiir DA 5 19

minimalen Uberdeckung gehort. Dafiir wird eine Funktion f € S konstruiert
mit

VA e py\{S}: €A (2.3)
Sei f3 folgendermafen gegeben:
z ||z1 m z3| f(x)
ar|l 0 0 O 1
az || 1 1 1 0
az || 0 0 1 0
ag || 0 1 0 0
as || 0 1 1 0
sonst o0

Weiter sei
) 0 1
o={1 o)

Aus f'(0) =1 folgt f ¢ To und entsprechend f & T, aus /(1) = 0. Weiter gilt

f¢Qund f & M wegen
(e)-0)

sowie [ & L; fiiri € {1,2} wegen

ay 000 1
as | oo 1] [o
Ma = lo1o0]7 o
as 01 1 0

Damit gilt (2.3).
Es bleibt f € S zu zeigen. Angenommen, f & S. Dann existieren

cl,cz,cgeg

d
fct, 2 %) = ( d; ) =de F3\o.

Angenommen, {ci,c2} C {a1,as,a4,a5} gilt. Dann folgt ¢11 = co; = 0 und
somit auch ¢! ¢ p. Also muss az € {c1,c2} gelten. Angenommen, es gilt auch
a1 & {c1,ca}. Dann folgt analog wie vorher ¢ = (1,1)" & g oder ¢ = (1,1)T ¢
0, im Widerspruch zu a; € {c1, c2}. Folglich gilt {¢1,co} = {a1,a2}.

e Sei ¢; = a; und ¢y = ay. Dann gilt ¢! = ¢ = ¢ = (0,1)T und d =
(1,0)T € o, im Widerspruch zur Wahl von d.
Im néchsten Fall beziehen wir uns auf ¢ und d aus diesem Fall. Deshalb
seien C':=¢c', C? :=¢2, C?:=c und D :=d.

e Der Fall ¢; = a2 und ¢y = a; muss nicht weiter untersucht werden, da
dieser aus dem vorherigen hervorgeht. Es gilt mit (01) € Sy

Vie{1,2,3}: ¢ = (Ci)((o 1))
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und damit

d = f(cl,CQ,Cg) = f ((Cl)((o 1)) ’ (CQ)((OI)) : (03)((01))) _ D((O 1)).

Zur Schreibweise (1) siehe Seite 11. Angenommen, ¢* € p fiir i €
{1,2,3}. Aus C' €  folgt
(O 1) € GQa

da o eine kohirente Relation ist. Damit folgt aber weiter d = D((OD) ¢ o,
im Widerspruch zur Wahl von d.

Somit gilt f € S und folglich liegt S in jeder minimalen Uberdeckung von
DA . O

2.5 Verschiedene Relationen — verschiedene Klone

Fiir die Begriindung der Methode in Abschnitt 2.8 miissen wir zeigen, dass
zwei verschiedene kohidrente Relationen auch verschiedene maximale partielle
Klone beschreiben. Dafiir wird zunéchst prézisiert, wann zwei Relationen als
dquivalent aufgefasst werden.

Lemma 11. Seien o und x zwei h-stellige Relationen, fir die eine Permutation
T €Sy mit
o™ =x
existiert. Dann gilt
pPOLgo =pPOLx.

Beweis. Es geniigt,
pPOLko 2 pPOLkx

zu zeigen. Die andere Richtung folgt, indem man die Rollen von ¢ und x ver-
tauscht und 7~! anstatt 7 betrachtet.

Seien f € pPOLyx und 7',72,...,7™ € p. Dann gilt
Vie{l,...,n}: ()™ ey
und damit
FEH@, 0™, ) € x = o,

Also folgt

(x)
1ty = (e, ™))
SR G B
Somit gilt

f€pPOLp.
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Daher nennen wir zwei kohérente Relationen o™ und x™ #quivalent, falls ein
m € S, mit
o™ =x

existiert. Wenn zwei Klone beziehungsweise die sie bestimmenden Relationen
verglichen werden, so geniigt es jeweils einen Vertreter der zugehérigen Aquiva-
lenzklassen zu betrachten. Seien ") und ") zwei h-stellige Relationen. Wird
0N x betrachtet, so sei x eine der Relationen x(™) mit 7 € Sy, fiir die loN X(’T)|
maximal wird. D.h., man wahlt y derart, dass

X € {x’ € S’|Q0X/| = max Igﬂx”l}
X"€S

mit

S — {Xm

S Sh}
gilt.

Bezeichne W := { 01, 02, L'Z’3 <h< k‘} die kohérenten Relationen ohne arefle-
xiven Anteil.

Lemma 12. Seien 0" und x") kohdrente Relationen auf Ej mit 0 # o und
0,0 ¢ W. Dann gilt pPOLyo # pPOLyo.

Beweis. Zunéchst wird der Fall i < h betrachtet und s = (s1,...,s,) € x \ ¢y
sowie v = (v1,...,v,) € EI\ x werden beliebig gewéhlt. Damit definieren wir
eine Funktion f!: Ej — Ej, folgendermafen

_J v, fallsx=s;fiiri=0,...,p0—1,
(@) '_{ 0o sonst.

Dann ist f eindeutig definiert, da s; # s; fiir i # j gilt. Weiter folgt f ¢
pPOLgx, da f(s) =v ¢ x und s € yx.

Angenommen, f ¢ pPOLy 0. Dann gibt es ein r € p mit f(r) ¢ p. Da f aber nur
auf p verschiedenen Werten definiert ist, kann daher auch r nur p verschiedene
Eintrige enthalten. D.h., es folgt r € §., wobei ¢ eine Aquivalenzrelation auf
Ey mit ¢ # L% ist. Damit muss auch 6. C p gelten, wie aus der Definition
einer kohérenten Relation hervorgeht. Aus r; = r; = f(r;) = f(r;) folgt
f(r) € 6 C o, im Widerspruch zur Annahme, d.h., f € pPOLyo.

Analog verhalt sich dies im Fall h < p, so dass fiir u # h die Aussage pPO L0 #
pPO Ly x folgt.

Sei nun p = h. Die Zeilen von x seien derart permutiert, dass |0 N x| maxi-
mal ist, wie durch Lemma 11 begriindet wird. Dann gibt es folgende Fille zu
unterscheiden.

e oNx =0. Wihle s € x \ ¢} und v € E' \ x beliebig. Damit definieren wir
eine Funktion f!: E;, — E) folgendermafien

_J v, fallszx=s;fiiri=0,...,p0—1,
f(z) { 0o sonst.
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Dann ist f eindeutig definiert, da s; # s; fiir ¢ # j gilt. Weiter folgt
f ¢ pPOLky,da f(s)=v ¢ x und s € x.

Angenommen, f ¢ pPOLyp. Dann gibt es ein r € p mit f(r) ¢ o. Das
Tupel r hat weniger als h verschiedene Eintrage, da es sonst eine Permu-
tation von s ware und somit eine Permutation der Zeilen von x existiert,
so dass oMy # O gilt. Damit folgt aber ein Widerspruch wie im Fall u < h
oben, d.h., pPOLyo # pPOLyx gilt.

e oNXx#0,0¢ x. Wihle s € x \ ¢} und v € g\ x beliebig. Damit definieren
wir eine Funktion f!: Ej, — Ej folgendermaRen

_J v fallsx=s;, firi=0,...,u—1
)= { oo sonst.

Dann ist f eindeutig definiert, da s; # s; fiir i # j gilt. Weiter folgt
f ¢ pPOLky, da f(s)=v ¢ x und s € x.

Angenommen, f ¢ pPOLyp. Dann gibt es ein r € o mit f(r) ¢ o. Hat r
weniger als h verschiedene Eintrige so folgt ein Widerspruch wie im Fall
i < h oben. Also besitzt r genau h verschiedene Eintrége, d.h., es gilt
r = s(® fiir ein @ aus der Symmetriegruppe von o. Da o kohérent ist, ist
damit auch

F)=f(s) = vl e

D.h., es gibt auch hier einen Widerspruch, womit f € pPOLjo gilt, also
auch pPOLyo # pPOLyx.

e Der Fall 9 C x ergibt sich aus dem vorherigen Fall, wenn man x und p
vertauscht.

Also gilt die Aussage des Lemmas. O

Lemma 13. Seien o™ € W und x*) ¢ W kohdrente Relationen. Dann gilt
pPOLyo # pPOLyx.

Beweis. Wir wihlen ein s € x \ ¢ und ein v € E¥ \ x beliebig. Damit l4sst sich
eine Funktion f!: E, — Ej, folgendermafen definieren

_J v fallsx=s;, fire=0,...,u—1
f(z) = { 0o sonst.

Wegen s; # s; fiir i # j ist f eindeutig definiert. Auferdem gilt f ¢ pPOLyX,
da f(s) =v ¢ x und s € x.
Angenommen, f ¢ pPOLyo. Dann gibt es ein r € ¢ mit f(r) ¢ 0. Aus 9 =

U 8., wobei E eine Menge von Aquivalenzrelationen auf E}, ist, folgt r € 6. fiir
ecE

ein spezielles € # (7. Damit muss auch J. C g gelten. Aus r; = r; = f(r;) =
f(r;) folgt f(r) € 0 C p, im Widerspruch zur Annahme, d.h., f € pPOLgp. O

Lemma 14. Seien 3 < u < h < k. Dann gilt pPOLkLZ #+ pPOLkLZ.
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Beweis. Sei die Funktion f* durch

x! x? 3 2" | f(x)

0 0 0 0 0

0 1 1 1 1

1 1 2 2 2

2 2 2 3 3

h—3 h—3 h-3 h—2|h—-2

h—2 h—2 h—2 ... h—2|h-1
sonst o0

definiert. Dann folgt f ¢ pPOLkLZ, da die Spalten z! bis 2" aus LZ sind, aber
die Spalte f(x) nicht.

Angenommen, f ¢ (/. Dann existieren c!,...,c" € ' mit f(c!,...,c") =1d ¢
u. Sind die Zeilen ¢4,...,c, paarweise verschieden, dann gibt es eine Spal-
te ¢ mit |w(¢?)| = p, d.h., sie enthélt p verschiedene Elemente. Damit sind

zwei Zeilen gleich, d.h., es existiert eine nicht-triviale Aquivalenzrelation ¢ mit
ct ... €6t Aus ¢; = ¢y = f(ci) = f(ci) folgt d € # C ¢, im Wider-
spruch zur Annahme, d.h., f € ¢}. O

Satz 15. Die Relationen aus Emaw beschreiben paarweise verschiedene maxi-
male partielle Klone.

Beweis. Nach Satz 37 existiert f € pPOLyp; fiir i € {1,2} mit

VQ S Emam \ {Ql} : f ¢pPOLkQ,

d.h., p; und g3 beschreiben maximale partielle Klone, die von anderen maxima-
len Klonen der Form pPO Ly, ¢ verschieden sind. Weiter gilt natiirlich pPO Ly 0; #
PLUC.

Kombiniert man diese Aussage mit den Lemmata 12, 13 und 14, erhélt man die
Aussage des Satzes. O

2.6 Bestimmung von p.Z

Mit Hilfe von Satz 4 l&sst sich p.# , bestimmen. Dies haben Haddad und Simons
in [15] getan. Da die maximalen partiellen Klone beziehungsweise die zugehéri-
gen kohérenten Relationen in [15] nur teilweise in Listen aufgefiihrt wurden, sind
in dieser Arbeit die kohdrenten Relationen fiir £ = 4 im Anhang A aufgelistet.
Dabei werden nicht alle einzelnen kohérenten Relationen aufgefiihrt, sondern
nur Vertreter von Relationenklassen. Zwei Relationen ¢ und x seien dabei in
der selben Relationenklasse, falls es eine bijektive Abbildung f : Ey — Ej mit
f(o) = x gibt. Dementsprechend wurde in den Tabellen im Anhang A in der
Spalte iso die Anzahl der Relationen in der jeweiligen Relationenklasse angege-
ben.
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Beispielsweise bilden die drei Relationen

(0 1 2 3 0 2 1 3 0 3 1 2
=1 032)'(2031)(3021
eine Relationenklasse, die im Anhang durch p repréasentiert wird und die Num-

mer 12 hat.

Fiir die Z&hlung aller Relationen fiir Ronae im Fall k = 4 kam es in [15] leider zu
kleinen Fehlern. Einmal haben die Autoren sich auf Seite 544 bei den aufgeliste-
ten Relationen verzéhlt. Andererseits sei @@ die Menge der kohérenten terniren
quasi-diagonalen Relationen vom Typ ¢ = o U 5%071} sowie

Qi = {ou 5?071}‘0[, — {ia}}

und

Qs = {o U 5%0’1}’@ = {id, (0 1)}} .

Es wurden nur die Relationen aus @); aufgezéhlt und angenommen, dass die
Abbildung ¢ : Q1 — Q2

q(o) == {v(”)

veome {id, (01)}}

eine Bijektion darstellt, womit |Q1| = |Q2| wire. Jedoch ist ¢ nicht bijektiv.
Beispielsweise werden

0 0 (
1 2 |Udfy,y (N 65)
2 3
und
1 0
0 2 |Udfy,y (Nr.68)
2
beide auf
01 0 2
1.0 2 0 |udl, (N8l
2 2 3
abgebildet.

Daher haben wir die kohérenten Relation aus [15] in Relationenklassen zusam-
mengefasst und die Grofe dieser Relationenklassen iiberpriift. Damit wird ge-
zeigt, dass es 1101 verschiedene kohérente Relationen auf F, gibt.

Satz 16. Es gibt 1102 mazimale partielle Klone auf Ey.

Beweis. Nach Satz 15 beschreiben die 1101 verschiedenen Relationen auch 1101
verschiedene maximale partielle Klone. Nach Satz 4 gibt es nur einen weiteren
maximalen Klon, Py U Cy, so dass es insgesamt 1102 maximale partielle Klone
auf Ey gibt. O
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2.7 Unare Relationen und P. U Cy

Lemma 17 (Lemma 4 [17]; ohne Beweis). Der mazimale partielle Klon
P,UCx

gehort zu jeder minimalen Uberdeckung von p.#),.

Lemma 18. Sei g € €}.. Dann gehirt pPOLyo zu jeder minimalen Uberdeckung

von pMy.

Beweis. Fiir |g| > 2 folgt die Aussage aus Lemma 5 in [17] und fiir |o| = 1 aus
Lemma 7 in [17]. O

2.8 Bestimmung und Eindeutigkeit einer mini-
malen Uberdeckung

Im Folgenden werden zunichst diejenigen maximalen partiellen Klone behan-
delt, die in keiner minimalen Uberdeckung von p.#), liegen. Sei ar : p.#), — N
definiert durch
1, falls X = P, UC,
ar(X) = . (h) ~
h, falls X = pPOLgp mit o\ € R4z-

Aus dem Satz von Haddad und Rosenberg folgt, dass ar fiir jeden maximalen
partiellen Klon definiert ist, und aus Satz 15 folgt, dass ar wohldefiniert ist.

Satz 19. Sei O : p.#ty, — 2P7% eine Abbildung mit

0, falls X zu jeder minimalen Uberdeckung
O(X) = von p.My. gehort,
{X1,..., Xny}, fallsVfeXFie{l,....nx}:feX,,
und
VY € 0(X) :ar(Y) < ar(X).
Dann ist

2 = {X € pty|6(X) =0}

die einzige minimale Uberdeckung von p.4,.

Beweis. Sei Q : p.#), — 2P+ wie folgt definiert.

{X}, falls 0(X) = 0,
QX)) = U Q(Y) sonst.
Yeo(Xx)
Dann gilt
VX epdly: UX)C X (2.4)

und

VX eptpVf € XY € Q(X): feY. (2.5)



2.8 Bestimmung und Eindeutigkeit einer minimalen Uberdeckung 26

Dies wird per Induktion nach ar(X) fiir X € p.#}, gezeigt.

Nach den L}?mmata 17 und 18 gehoren alle X € p.#), mit ar(X) = 1 zu jeder
minimalen Uberdeckung von p.#j,, d.h., Q(X)={X} C 2.

Sei X € pj beliebig mit ar(X) = a > 1. Gehort X zu jeder minimalen
Uberdeckung, so folgt Q(X) = {X} C 2". Andernfalls gilt

ax)= | ev) c 2.

~—
Yeo(X) ar(Y)<a

~

Sei nun f € X beliebig. Nach Voraussetzung an & existiert ein ¥ € &(X) mit
f €Y und mit ar(Y) < a folgt weiter

ZeQUY): fez,

also
ize |J av)=9X):fez
Yeo(X)

Sei nun % eine beliebige minimale Uberdeckung von p.#},. Nach Voraussetzung
gilt dann 2" C #'. Angenommen, es gibt ein Y € # \ 2". Dann gilt wie gezeigt

VieY3ZeQY)C X :feZ

Damit ist % keine minimale Uberdeckung und somit ist 2~ die einzige minimale
Uberdeckung von p.#. O

Im Laufe dieser Arbeit wird eine Funktion & fiir den Fall k = 4 angegeben, die
die Bedingungen des obigen Satzes erfiillt. Fiir jeden maximalen partiellen Klon
X, der in jeder minimalen Uberdeckung von p.# , liegt, wird &(X) = ) gesetzt.

Wie wir spéter zeigen werden, gibt es nur eine minimale Uberdeckung von p.Z,.
Daher wird eine Relation o € Ronas iiberfliissig genannt, falls pPOL,p nicht in
dieser minimalen Uberdeckung liegt. Die anderen Relationen aus Emm werden
entsprechend benétigt genannt.
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Kapitel 3

Uberfliissige Relationen

In diesem Kapitel werden diejenigen maximalen partiellen Klone behandelt, die
in keiner minimalen Uberdeckung von p.#, sind. Dafiir wird die Funktion &
fiir den Fall k£ = 4 derart definiert, dass dieses ¢ den Bedingungen aus Satz 19
geniigt.

3.1 Relationen in allgemeiner Produktdarstellung

Satz 20. Sei otV eine nicht-leere Relation, die die folgenden Bedingungen
erfullt

m—1
o = Jixo) (3.1)
=0
ICCE,C#0:S:=oi 2 |J o (3.2)
ieC i€E,\C

mit x; C E,?, o; C E,lf und m, h,l > 1.

Dann gilt fiir jedes f € pPOLyp mindestens eine der folgenden Aussagen

f € pPOLLx mit x := U xi  (3.3)
ieC
da € Ey : f S pPOLk{a} (34)
3 eEL,\CVs,0, CcCX:f € pPOLis (3.5)

Gibt es zu jedem j € By, \ C eing; € Rnaw mit 0; C¢; €%, dann gendigt

O(pPOLio) = {pPOLiy|y € [x} U {5l € Bn\ CYU{{atla € Ex} } (36)

den Bedingungen von Satz 19.
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Beweis. Sei
"€ pPOLLo (3.7)

beliebig.

Angenommen, (3.3) gilt nicht. Dann gibt es z*,..., 2" € x mit

Y= f(gc17...,x”) EE,ZC\X

Sei weiter angenommen, dass auch (3.4) nicht gilt. Dann gilt f/ € Pl. Sei S € &

beliebig. Aus
.’El Looox” h+1
f ( S ... 8 ) € B

xb o an
/ ( S ... 0§ )%
Falls C' = E,, gilt, so existiert ein j € C' mit y € x; C x, im Widerspruch
zur Wahl von y. Andernfalls existiert nach (3.1) und (3.2) ein j € E,,, \ C mit
YEX;-

Angenommen, f ¢ pPOLys fiir 0; C ¢ C %, dann existieren s',...,s" € ¢ C %
mit

und (3.7) folgt

ti=f(s'....s") € B} \s C B} \ 0.

Damit ergibt

1 n
r(n o m )= (1) ewx e cEt

S ... S

einen Widerspruch zu (3.7). Also gilt f € pPOLys.

Somit gilt fiir jedes f € pPOLyp wenigstens eine der Aussagen (3.3), (3.4) oder
(3.5). Damit geniigt die Wahl von & in (3.6) unter den genannten Bedingungen
den Voraussetzungen von Satz 19. O

In Tabelle B.1 sind fiir £ = 4 diejenigen kohérenten Relationen angegeben, auf
die Satz 20 anwendbar ist.! Die Spalten Nr., § und ¢ sind den Tabellen A.3
bis A.18 entnommen. Befindet sich in der Spalte a ein Eintrag, so wird anstatt
der Relation o™ = o U § die Relation (o U6)(® mit o € Sj, betrachtet. Zum
Beispiel wird anstatt

0 0
11 .
o=1 5 3 Yo%
3 2
die Relation
2 3
(@) _ [ 3 2 4
0 - 0 0 U6{2,3}

1 1

IRelationen, die mit anderen, (meist) einfacheren Kriterien behandelt werden konnen, wer-
den hier nicht erwéhnt.
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betrachtet und darauf Satz 20 angewendet.

Die Spalten m, h, I, C, x; und o; geben eine Wahl der Parameter fiir Satz 20 an.
Daraus ergibt sich dann die Spalte y, wobei auch die Nummer aus den Tabellen
A.3 bis A.18 angegeben wird. Die Spalte ¢ gibt kohérente Relationen an, so dass
fiir jedes j die Bedingung in (3.5) erfiillt ist, zusammen mit ihrer Nummer.

Satz 21. Sei oM = (crgl) X aéh_l)) Udg, eine Relation auf Ej mit

o w(oy)Uw(oz) = Ey, und

e 01,09 # ) areflexiv.

Sei
U:={o1,02} U{{a}|a € Ex}.

Dann gilt
VfepPOLro3x €U : fepPOLx. (3.8)

Falls 01,09 € Em(m, so gentigt

O(pPOLyo) = {pPOLyx|x € U}

den Bedingungen von Satz 19.

Beweis. Angenommen, (3.8) gilt nicht. Dann existiert ein f™ € pPO Ly mit
Vx €U : f ¢ pPOLgx.
Dann existieren st,s%,...,s" € oy und t!,¢2,...,t" € oy mit
f(st,s%,...,s") € EL\ oy

und
FE 82, ") € B\ oo

Da f € pPOLp ist, folgt

n

Sl 82 S
y::f(tl t2 tn G‘Q\(01XU2>:6Eh

Somit ist

flir ein y € Ej.
Falls y € w(o1), existiert ein s € o7 mit y € w(s). Folglich gilt

f(tl 2. t”)zy

und damit auch f € pPOLk{y}, im Widerspruch zur Annahme.
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Andernfalls gilt y € Ei \ w(o1) C w(o2) und es existiert ein ¢ € oy mit y € w(t).

Damit folgt
stos2 ... s
f(t tot )‘y’
also f € pPOLi{y}, im Widerspruch zur Annahme.

Damit gilt (3.8). Falls oy und oy kohérent sind, geniigt damit die Wahl von &
den Bedingungen von Satz 19. O

In Tabelle B.2 sind fiir k£ = 4 diejenigen kohédrenten Relationen angegeben, auf
die Satz 21 anwendbar ist. Die Spalten Nr., § und o sind wie beim vorherigen
Satz und die Spalten o; und o2 geben die Parameter fiir die Anwendung von
Satz 21 an.

3.2 Zentrierte Relationen

Mit der folgenden Definition wird der Begriff einer partiellen Ordnung mit grof-
tem beziehungsweise kleinstem Element (in [17] mit 9y, . beziehungsweise My, ,
zusammengefasst) verallgemeinert auf den Begriff einer zentrierten Ordnungs-
relation (durch 9y, . bezeichnet). Insbesondere gilt My, . UMy, , T My, .. Damit
werden die Aussagen aus Lemma 13(a-c) in [17] durch den folgenden Satz er-
weitert, der dann auch Lemma 20 in [17] abdeckt.

Definition 22. FEine Ordnungsrelation o auf Ey heifle zentriert durch ¢ € Fy,

falls
Vo € By : (z,0)f €oV(c,2)t €

gilt. My, . bezeichne alle Ordnungsrelationen auf Ey, die durch c zentriert sind.

Sei
(0 1 1 01 2 3
“\l1 2301 2 3
eine Relation auf E,. Der transitive Abschluss von o

- 00 01 1 01 2 3

-~ \1 23230123
ist eine zentrierte Relation auf E;. Es gilt <€ M4 und <€ My, d.h., das
zentrierende Element ist im Allgemeinen nicht eindeutig bestimmt.

Dagegen ist die Ordnungsrelation ¢’ auf E; gegeben durch
, (0 0 1 1 0 1 2 3
= \23 2301 2 3

keine zentrierte Relation. Angenommen, o’ € My . fiir ein ¢ € E4. O.B.d.A. sei
c=10. Dann ist (0,1)T & ¢’, im Widerspruch zur Annahme.
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Satz 23. Sei o eine bindre Relation auf Ey. Gehdrt der transitive Abschluss
von o zu My, ., dann gilt

Vf € pPOLio3a € Ey, : f S pPOLk{CL} (39)

und
O(pPOLyp) = {pPOLy{a}|a € E4}

gentigt den Bedingungen von Satz 19.

Beweis. Sei < der transitive Abschluss von p. Angenommen, (3.9) gilt nicht.
Dann existiert ein f € pPOLio mit f ¢ pPOLg{a} fir jedes a € Ej. Damit
gilt f' € P, und f'(a) # a fir jedes a € E.

Sei p := f'(c). O.B.d.A. kann ¢ < p angenommen werden, sonst betrachte man

f fiir die Relation
o = {(a,0)"|(b,a)" € o}

Ein (m + 1)-Tupel K = (xo,...,2n) heibe zuldssige Kette bzgl. o, falls
VO<i<m:(zi_1,2;)" €0\ i3

und m > 1 sowie f'(zg) = z, gilt.

Da < der transitive Abschluss von g ist und ¢ < p gilt, existiert eine zuléssige
Kette K = (xq,...,Zm) bzgl. o mit xg = ¢ und z,, = p.

Von dieser Kette ausgehend bilden wir die Menge
M :=M(K) :={zo,21,...,2m}U{z € B} : &y, <z}
und durch Induktion iiber | M| zeigen wir

dreM: f(z)=ux. (3.10)

Falls |M| =1, so folgt xo = 2 = f'(20), also (3.10).
Sei nun |[M| > 1 und fiir jede zuléssige Kette K’ mit M (K') C M gelte (3.10).
Dann wird d := f'(x;) betrachtet. Da f € pPOLyo gilt, folgt (z,,,d)" =
(f'(zo), f'(21))" € 0 aus (zo,21)" € 0.

e Falls d = z,,, und m = 1, folgt f'(z1) = d = x4, also (3.10).

e Falls d = z,, und m > 1, kann man

K’ = (x/07"'7x’ll’n') = (./L‘l,-.-,-rm)

und
M :={z1,...,2m}U{z € By : 2, < 7}

mit m’ = m — 1 > 1 setzen. Dann ist K’ eine zuldssige Kette und aus
M(K') = M’ C M folgt (3.10).
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e Falls d # x,,, dann gilt x,, < d, d.h., d € M. Man setze
K' = (z(,...,20,) = (z1,...,0m,d)

und
M = {z1,...,Tm,d} U{z € By : d < z}

mit m’ = m. Dann ist K’ eine zulédssige Kette und aus M(K') = M’ C
M\ {xo} folgt (3.10).

Damit gilt (3.10) fiir die Funktion f, also
Jae M CEy: f €pPOLg{a},

im Widerspruch zur Wahl von f. O

Alle Relationen fiir k& = 4, auf die sich obiger Satz anwenden lésst, finden sich
in Tabelle A.6 und der transitive Abschluss gehort jeweils zu 9y o.

3.3 Binare symmetrische reflexive Relationen

Definition 24. Sei 9 € Ry eine bindre kohdrente reflerive und symmetrische

Relation. Dann set
z 2
€ L

Ve eV =Ej:d(z):=[{zy € Ely € V\ {z}}],

G(o):=(V,E) mitV=E,, FE := {azy

der zugehorige Graph. Sei

d.h., d(x) gibt den Grad des Knoten x an.

Lemma 25. Sei p € Ry eine bindre kohdrente reflexive und symmetrische Re-
lation und fY € pPOLyo mit f'(U) = U fiir ein U < G(o) und U = K,, fiir ein
n € N. Auferdem sei G(g) zusammenhingend. Dann gibt es ein ) C C C Fy
mit

fepPOLLC.

Beweis. Sei G := G(p). O.B.d.A. sei
E,
7= (e (3))

VO Cc C CEy: fé&pPOLLC (311)

Angenommen, es gilt

Wir zeigen zunéchst

Ve € E,Vy € By \ E, : zy € G. (3.12)
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> M:={yeE,|Ve#y€E,:zycG}.
Angenommen |M| < k. Dann existieren my, ..., m; € M mit
m' = f(my,...,my) & M.
Dann gilt
Vo e By Vie{l,2,...,1}: ( ﬂ”; ) €o
also auch

/
Ve € By : < fn(;,v) ) € o.
Da f/(U) = U gilt, folgt somit

Ve € B, :am’ € G,

also m’ € M im Widerspruch zur Annahme an M. Damit gilt (3.12).

Sei U’ < G ein maximaler Untergraph von G mit U < U’ und U’ = K,,» sowie
Ve e V(U ) Vy € Ex \V(U') : 2y € G. (3.13)

DaU = K, und (3.13), gilt n <n' <k —2. O.B.d.A. gilt

(o)

Es existieren py1,...,p; € E, mit
p = fp1,. 1) & En.
Sei N := Ej \ (En U{p'}). Dann gilt

Ve € N3qpa,--qz0 € Ex \{x}: f(qe1,--squ1) =2

Da weiter
Vee NVie{l1,2,...,1}: ( q;fi ) €o
gilt
Vo € Ex \{p'}: zp' € G,
also p’ € E,,y im Widerspruch zur Annahme und (3.11). O

Satz 26. Sei o € Ry, eine bindre kohdrente reflexive und symmetrische Relation
und G := G(p) sei ein Baum. Dann gilt

Vf € pPOLo3C € & : f € pPOL,C (3.14)

und
O0(pPOLyp) = {pPOL,C | C € &}}

gentigt den Bedingungen von Satz 19.
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Beweis. Sei f* € pPOLyp beliebig. Gilt f'(x) = oo fiir ein « € E}, so gilt
f € pPOLi{x} und (3.14) ist erfullt. Sei H < G ein Baum mit f'(H) = H und

\V(H)| = min {|V(H')| | f(H') = H <G, H Baum}.

Fiir [V(H)| € {1,2} gilt H = K; baw. H & Ko, also folgt die Behauptung aus
Lemma 25.

Sei also |V(H)| > 3. f’ ist ein Graphen-Isomorphismus von H nach H. Insbe-
sondere gilt dann

Vo € V(H) : d(f(z)) = d(z).

Sei
B:={z e V(H)ld(z) =1},

also bezeichnet B die Blattknoten. Es gilt nun
f(B) =B und f'(V(H)\ B) =V(H)\B.
Setze
H = (V' E)Ymit V':=V(H)\ B,E' :={zy € E(H)|z,y € V'}.

Dann ist H' ein Baum und H' < H < G. Aus |V(H')| < |V(H)| ergibt sich ein
Widerspruch zur Minimalitdtsvoraussetzung.

O

3.4 Total-symmetrische total-reflexive Relationen

Das folgende Lemma erweitert die Aussagen von Lemma 13(d) sowie Lemma
14(b) aus [17] auf weitere total-symmetrische und total-reflexive Relationen.

Lemma 27. Sei o™ = o U LZ eine nichi-triviale, total-symmetrische und total-
reflexive Relation auf Ey, fir die

(a) h >4 oder
(b) h =3 und
Jz € E}\ i} Va € Ey \w(z) Iy €o:wr)U{a} =w(y) (3.15)
gilt. Dann gilt
Vf € pPOLyo3Iy € €} U{x}: f € pPOLyy (3.16)
mit
x={ze B! \L271|Va € By\w(z)y €o:w@)U{a} =w(y)}ug’

und
O(pPOLyo) = {pPOLyv|y € €}, U{x}}.

gentigt den Bedingungen von Satz 19.
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Beweis. Aus der Definition von y folgt, dass x total-symmetrisch und total-
reflexiv ist. Zu zeigen bleibt, dass y nicht-trivial ist. Fiir o = 3 ist x # (}
wegen (3.15). Angenommen, y = E,i“l und o # E,? Dann existiert ein x =
(w1,72,...,21)T € EI'\ 0. Das ergibt aber einen Widerspruch zur Konstruktion
von x, da (x1,2,...,2,_1)T € x und = ¢ o gilt. Daher ist auch y eine nicht-
triviale total-symmetrische, total-reflexive Relation und beschreibt damit einen
maximalen partiellen Klon. Fiir h = 3 ist x auch eine kohérente quasi-diagonale
Relation.

Sei f* € pPOLyp beliebig. Angenommen,

Vy e € U{x}: f¢pPOLyy.

Dann existieren ¢!

yo..,C" € X, so dass
c:=f(ct...,c") e EF\ x.

D.h.,
dg € Ex \w(c) Yy € 0 : w(c) U{q} # w(y).

Da f ¢ pPOL,(Ex\{q}) gilt, existieren ¢1,...,¢, € Ex\{q} mit f(q1,...,qn) =

q. Daraus folgt dann
ct ... > < c >
= =,
! ( qa ... (Qn q

wobei |w(t)| = h, also t ¢ (} gilt. Da aber auch w(t) # w(y) fiir alle y € o nach
Konstruktion gilt, ist ¢ ¢ p. Jedoch gilt nach der Wahl von ¢!, ..., c", dass

Vie{l,...,n}: < 2 > €

ist. Somit ergibt sich ein Widerspruch zu der Voraussetzung f € pPOLygp. 0O

3.5 Weitere iiberfliissige Relationen fiir £ = 4

Lemma 28. Sei die Relation
. 0 2 2 01 2 3
¢=\l1 1301 2 3
gegeben. Dann gilt

Vf € pPOLyo3a € Ey: f € pPOL,{a} (3.17)

und
O(pPOL4o) = {pPOL{a}|a € Es}

gentigt den Bedingungen von Satz 19.
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Beweis. Sei f € pPOL,p beliebig. Gibt es ein a € E4 mit f'(a) = oo, dann gilt
f € pPOL,{a}. Ansonsten gibt es fiir f/ die folgenden Moglichkeiten

f10) () ) f'B)Ja| c
0

(0,1)
1

——~
o O O
— =
S N

[CNS
— =
=

NN O OO
— e e
S N S N N

NN N N N

~ e~
S
w W W
S S

0) @ f(2
0 U v w
1 0 v w
1 1 v w
1 2 v w
1 3 v w
2 0 v w
2 1 v w
2 2 0 w
2 2 1 w
2 2 2 w
2 2 3 w
2 3 0 w
2 3 1 w
2 3 2 w 2
2 3 3 0
2 3 3 1
2 3 3 2
2 3 3 3
3 0 v w
3 1 v w
3 2 v w
3 3 0 w
3 3 1 w
3 3 2 w
3 3 3 0
3 3 3 1
3 3 3 2
3 3 3 3

3

Dabei seien u, v, w € E4 beliebig. Ein Eintrag in der Spalte a bedeutet f/(a) = a,
also f € pPOL,{a}. Andernfalls steht ein Eintrag in der Spalte ¢ mit ¢ € o und
f'(c) & o, d.h., f & pPOL,p, im Widerspruch zur Annahme. O

Lemma 29. Sei 9 = o U p; eine kohdrente Relation auf Eq mit o # 0 areflexiv
und i = 1,2. Dann gilt

VfepPOL,o I e Emax,,u <2:fepPOL,x (3.18)

und
O(pPOL,o0) = {pPOL4X‘X(“) € Ryaz, pb < 2}

gentigt den Bedingungen von Satz 19.

Beweis. O.B.d.A. gilt 4 = (0,1,2,3)T € o. Sei f* € pPOL,p beliebig. Ange-
nommen, (3.18) gilt nicht. Dann gilt f & pPOL,{x} fiir alle z € E4, insbeson-
dere bedeutet das, dass f’ keine Fixpunkte hat.

e Falls |f'(F4)| =1, hat f’ einen Fixpunkt, im Widerspruch zur Annahme.
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o Falls |f/(E4)| =2, gibt es a,b € Eq,a # b mit f'(a) =bund f'(b) = a. Sei

w10
' y
Dann ist x eine bindre symmetrische areflexive Relation mit
a b a ¥V
C
X = ( b a bV d )

fir {a,b,a’,b'} = E4 und somit kohérent. Nach Voraussetzung gilt f ¢
pPOL,x, d.h., es existieren Zeilen c1,cy mit

f<2>:<§;>eE§\X (3.19)

und ¢/ € x fiir alle j € {1,2,...,n}. Aus

8 Q

co

Y

a
CI = Clb’j €o
2,
und f € pPOL,p folgt
b
jeher o= M eo
do
Da (0 2) € G,, gilt also
a
Cél € o,
do

d.h., < 31 ) € x, im Widerspruch zu (3.19).
2

o Falls |f/(E,)| = 3, gilt |w(f'(n4))] = 3, also f'(n1) ¢ o, im Widerspruch

zur Annahme.

e Falls |f/(Ey)| = 4, ist f’ eine fixpunktfreie Permutation von Ey4, d.h.,
entweder f' = (ab)(a'V') € Sy mit {a,b,a’,b'} = E4 oder ' = (ad' V') €
Sy mit {a,a’,b,t'} = E4. Im ersten Fall gilt f'(a) = b und f/(b) = a mit
a # b, wie im Fall |f'(Ey)| = 2.

Andernfalls ist

(6

Q\

€0

< TR Q
m
S
I
A/~
< 8
~
S

<
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Dann ist x eine bindre symmetrische areflexive Relation mit

a b d V
x € < b a b o >
und somit kohérent. Nach Voraussetzung gilt f ¢ pPOL,x, d.h., es exis-
tieren Zeilen ¢, co mit

f<2>:<§;>eE§\X (3.20)

und ¢/ € x fiir alle j € {1,2,...,n}. Da (02) € G, liefern die Tupel

a
CI = Cz’j €0
Cg’j
aus
a/
" d
f(017027"'7c): b/1 697
do

dass < lel ) € x gelten muss, im Widerspruch zu (3.20). Aus
2

a
CI = C}),j €o
C2.45
und f € pPOL,p folgt
a/
d
feher o=y |ee
do
. dy . .
D.h., es gilt d € x, im Widerspruch zu (3.20). O
2
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Kapitel 4

Benotigte Relationen

4.1 Blockfunktionen

Sei

o0 (o)
By:=J U E™

h=1w=1
die Menge aller Matrizen iiber Ej, die im folgenden Bl6écke genannt werden.
Weiter sei V" := PB(E!) und

o0
Vio= W
h=1

Gebe H : By, — N die Héhe und W : By, — N die Breite eines Blocks an, d.h.,
HB)=h <= 3weN:BecE™"

und

W(B)=w < 3heN:Be E*™.

Dann heift ® : Bf — Vj, eine Blockfunktion, falls ® die folgende Bedingungen
erfiillt.

V(X,Y,Z)edom®: (h=H(X)=H(Y)=H(Z)\N®(X,Y,Z) € V,f) (4.1)
| dom @| < oo (4.2)
V(X,Y,2), (X", Y, Z") € dom® : (W(X) | W) AW(Z)| W) (4.3)
Falls ® eine Blockfunktion ist, dann bezeichne P eine Korrespondenz derart,
dass
d:= {((X,Y, Z),v) € B} x Ej EM(X,Y,Z) € dom® Av € <I>(X,Y,Z)}
h=1

gilt. Aus (4.1) und (4.2) sowie |V}!| < oo folgt |®| < oco. Daher kann man
O = {((X1,Y1,21),v1),...,((Xn,Yn, Zn),vn)} setzen. Sei noch @ : Ej, — Ej
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gegeben. Dann sei @ : E" — E, fiir ein geniigend grofes m folgendermafen
definiert.

1 T, D(x)

0 0 Dy (0)

1 1 <I>0(1)

k—1 E—1] ®p(k—-1)

Yi zZy A zy U1
X3 Y5 Z5 Z5 Vo

Xy .. Xp .y Yoo Zry Vp—1
X Xr X Y, Up,
sonst 0

Dabei bedeutet ein B*, dass der Block B so oft wiederholt ist, so dass die Breite
von B* mit der Breite von dem Y; in der selben Spalte iibereinstimmt. Aus der
Bedingung (4.3) folgt, dass dies immer mdoglich ist.

Die zu einem Tupel ((X;,Y;, Z;),v;) gehorenden Zeilen seien mit Zeilenblock
bezeichnet. Die Zeilen, die aus ® erzeugt wurden, bilden hierbei einen weiteren
Zeilenblock.

Zunéchst wird ein Beispiel fiir eine Blockfunktion angegeben. Sei k& = 4 und
(0 2 01 2 3
{1301 2 3)
Ferner sei

Qg

w N = O
= O W N

Damit wird fiir jedes v der Block I'(v) := ( ®o(v) ®§(v) ) definiert.
Fiir eine unére Funktion f sei 2 = fOf, f2 = fOfOf, usw.
Dann wird ® als Blockfunktion folgendermafen angegeben.

T Xy Y; Zy | (X, Y, Zy)
100 T ] o0 E,
Voeo\d[2] v [v T][ v |o\(u{v})
3 0 0 2|0 0
1 1 3|1 0
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Dann ist ® auf folgenden Tupeln definiert:

t Xr1 T2 T20 (I)(Ltl,...,$20)
00 00000O0O0O0O0O0OO0OO0COO0COO0OO0 O 2
o1 1111111111111111111 3
02 222222222222222222 2 0
03 333333333333333333 3 1
1.1{0 2 0)/00O00000000000000 O 0
120 0 0j0200000000000000 O 1
1.3/0 0 0000[{020/{0000000000 O 2
140 0 0000000/020{0000000 O 3
210 0 000000000002 0/0000 O 2
211t 1r 11111111111 3111111 1 3
22112 2 2222222222222202|2 2 0
22(13 3 3333333333333/313(3 3 1
310 000000000000000O00O0]0 2 0
31 1r1111111111111111f1 3 0
sonst o0

Hier sieht man die verschiedenen Zeilenblocke, jeweils durch Linien voneinander
getrennt. Der Zeilenblock ¢ = 0 entspringt der Funktion ®(, die Zeilenblocke
1.1, 1.2, 1.3 und 1.4 entstammen der rechten Seite von ® bei t = 1, da F4 vier
Elemente hat. Weiter kommen die Zeilenblocke 2.1 und 2.2 aus ¢t = 2 auf Grund
der Vorbedingung Vv € o\ (2.

Durch die senkrechte Abgrenzung innerhalb der Zeilenblocke sind jeweils die
Stellen gekennzeichnet, an denen Y; liegt.

4.2 Eine universelle Blockfunktion

Definition 30. Sei ®( : E), — Ex gegeben. Dann sei fiir einen Vektor v
La,(v) :=T(v) := (Dg(v) B3(v) ... DF(v))
ein Block. Dabei sei n maximal mit der Bedingung

V1<i<j<n:®(m) # Y(nk).

Sei h > 2 und M > 2 beliebig. Seien fir jedes i € {1,2,...,h} ein j; €
{0,1,..., M} sowie ein x;y € Ey, gegeben. Wenigstens fiir ein i sei dabei j; # 0.
Fir jedes j € {0,1,..., M} sei eini; > 1 gegeben.

Dann sei fir jedes i € {1,2,...,h} und jedes j € {1,2,..., M}
(Tios - -+ Tio), falls j # ji,
———

Qij == it
(%31, iz, - - o Tim,, L(2i0))  s0MSt, i1, Tio, « . ., Tim, € E}, beliebig,
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mit Qi; # Qirjr, falls i £ und j = j; = jy = j'. Dann sei

C1 Qu Q12 QlM
Co B Qa1 Q22 ... Qaom
e Qu Q2 . Quu

mit ¢; # cq fiir i # i'. Dann heifit Ty, Zeilenblock-trennend beziiglich o™,
falls ein jo mit ¢ & o fiir jede Wahl der Q;; existiert.

Da die Zeilen, auf denen ® aus dem folgenden Satz definiert ist, von der Form
wie in dieser Definition sind, bedeutet Zeilenblock-trennend, dass die Zeilen
ci,...,cn aus einem Zeilenblock stammen miissen, da sonst ein jo mit ¢ & o
existiert.

Satz 31. Sei o) eine kohdrente Relation, die areflexiv oder quasi-diagonal ist,
und sei g € pPOL,lfg derart gegeben, dass I'e, Zeilenblocke beziglich o trennt.
Dann gehért pPOLyo zu jeder minimalen Uberdeckung von p.j,.

Beweis. Da g areflexiv oder quasi-diagonal ist, 1dsst es sich schreiben als
o=0oUjd,
wobei o areflexiv ist und § = () oder § = §. fiir eine Aquivalenzrelation ¢ ist.

Setze zunéchst og := o und definiere dann rekursiv o1, 09, ..., 0, so lange bis
oy =0 und o;_1 # 0.
Sei also ) C o; C o gegeben. Da g kohérent ist, gibt es einen relationalen
Homomorphismus ¢; : Ey, — Ej, von o; nach M(p) und ein s; € o; mit ¢;(s;) =
M. Setze nun ;11 := {s € ai’goi(s) e€in EZ} Wegen ¢;(s;) = nn ¢ SNEN gilt
|oit1] < |oi]. Da weiter |o| < oo gilt, existiert ein [ € N mit o7 = ().
Sei ¢, : Ep — Ej durch ¢.(nn) := so definiert. Damit definiere fiir ¢ €
{0,1,...,1 — 1} die Funktion ¢; : Ej, — Ej mit ¢; := ¢,0¢, sowie fiir v € E}’
den Block

Tayg

Ty,
P;(v) := : € El|pi(a) = pi(b) = x, = xp

Lo,_,
Sei P; := P;(nx). Da |¢;(Ex)| = h ist, gilt auch
Vo € P;: |w(x)] < h.

Definiere ® als Blockfunktion folgendermafen.

| Xy Y, Zy | (X, Yy, Zy)
Vi <hVve Ef\d |1 v v T)| v El
21 so so I'(so) | so 0
Voe BN\ o[3] v o v T'(v)| v El
Vie{0,..., -1} 4| m | Po Picy ne T(oe) [ ne | qi(me)
5 mk | Po Py e Tow) | e E}
V3<u<kl|6] 0 e T(0)| 0 El
7] o 0o T'(0)| 0 E}
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Zunéchst beweisen wir

Vx # 0, X kohérent : @ ¢ pPOL, . (4.4)
Beweis. Angenommen, (4.4) gilt nicht. Dann existiert eine kohérente Relation
X # o mit B
® € pPOLyx. (4.5)
Da x nicht-trivial ist, gilt
x C Ep. (4.6)

Fiir ¢ C x folgt E)f C x mit ¢ = 6, im Widerspruch zu (4.6).
Fiir 4 =4 und g, C x folgt E} C x mit ¢t = 7, im Widerspruch zu (4.6).

Fiir g < h folgt mit ¢ = 1 mittels v € x \ ¢} # 0 die Aussage E} C x, im
Widerspruch zu (4.6).

Fiir g > h wihle ein v € x \ ¢} beliebig. Induktiv beweisen wir
Vie {0,1,...,1—1}: Pi(v) C x. (4.7)

Beweis. Aus t = 4 mit i = 0 folgt go(v) € x. Da [qo(v)| < h < p, gilt
qo(v) € 0., C x fiir ein gewisses £9. Damit gilt dann aber auch Py(v) C
dey C X-

Zu zeigen ist P;(v) € x. Sei also P;(v) C x fiir alle j mit 0 < j < 4. Aus
t = 4 folgt ¢;(v) € x. Da |g;(v)] < h < p, gilt ¢;(v) € d;, C x fir ein
gewisses g;. Damit gilt dann aber auch P;(v) C d,, C x. O

Aus (4.7) und t = 5 folgt nun EJ C x, im Widerspruch zu (4.6).

p = h. Wie iiblich wird ¢ N x maximal angenommen, d.h., die Zeilen von
x sind entsprechend permutiert.

Gibt es ein v € x \ ¢}, so dass |g;(v)| < h fiir alle i € {0,1,...,] — 1} gilt,
so folgt P;(v) C x fiir alle ¢ und damit folgt nach ¢ = 5 ein Widerspruch
wegen E,': Cx.

Andernfalls wihle v € x \ ¢} beliebig und i, sei das kleinste 4, fiir das
lgi(v)| = h gilt. Fir ¢ < 4, ist wieder P;(v) C x und damit nach ¢ = 4
auch ¢;(v) = sgﬂ) € x fiir eine Permutation 5. Mit ¢ = 2 folgt dann weiter
0 C y und damit nach Voraussetzung an y genauer ¢ C x. Nun kann
man ein v’ € x \ ¢ wihlen und erhélt mit ¢ = 3 einen Widerspruch wegen
Ep Cx.

Also gilt (4.4). |

Nun zeigen wir

3" € pPOLyo. (4.8)
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Angenommen, es gilt ® & pPOL;p. Dann existieren Zeilen ¢y, ..., ¢, mit ¢; :=
(Cilv s 7Cim)7
C1 d1
| =: =d¢o (4.9)
Ch dp,
und ‘
Vie{l,...,m}:c €o. (4.10)

Nach Voraussetzung an ®y beziehungsweise I' miissen die Zeilen aus einem Zei-
lenblock stammen. Daher bleibt also zu zeigen, dass die Zeilen cq,...,cp mit
den genannten Bedingungen nicht aus einem Zeilenblock kommen kénnen. Da-

flir werden die einzelnen Definitionen ¢ = 0 bis ¢t = 7 gepriift.

Sind zwei Zeilen gleich, so gilt d € p nach Lemma 9, im Widerspruch zu (4.9).

e Fiir t = 0 (definiert durch @) folgt d € ¢ aus &g € pPOLp, im Wider-

spruch zu (4.9).

Fiir ¢ = 1 stehen maximal h — 1 Zeilen zur Verfiigung, also miissen zwei

der Zeilen ¢; gleich sein, im Widerspruch zu (4.9) nach Lemma 9.

e Es miissen bei ¢t = 2 alle h verschiedenen Zeilen genommen werden. Dann
gilt ¢/ € T'(s0)™ fiir ein 7 € G, und damit d € o™ = p, im Widerspruch

zu (4.9).

e Auch bei t = 3 miissen alle h verschiedenen Zeilen genommen werden.
Dann folgt aus dem Block (¢ v) und v ¢ p, dass mindestens |o|+1 verschie-
dene Spalten existieren, d.h., es existiert ein j mit ¢/ ¢ o, im Widerspruch

zu (4.10).

Sei fiir t =4 eini € {0,1,2,...,0— 1} beliebig und fiir t = 5 sei i = [. Aus

der Definition der Blocke Py bis P;_; folgt, dass ¢/ € o; U § gelten muss.
Dann ist aber nach Definition von ¢; auch d € ¢ beziehungsweise fiir t = 5
ist o7 = ) und damit ¢/ € 6 und folglich d € §, im Widerspruch zu (4.9).

e Seit =~0.

— Falls p < h gilt, dann sind zwei der Zeilen ¢; gleich, im Widerspruch

zu (4.9) nach Lemma 9.

— Falls o = h gilt, miisste LZ C o gelten, im Widerspruch zur Voraus-

setzung an p, denn g ist areflexiv oder quasi-diagonal.

— Falls p > h gilt, dann gibt es fiir jedes = € E,@ ein j mit ¢/ = z nach
Definition von ¢};. Daher miisste E,}CL C o gelten, im Widerspruch zur

Voraussetzung an p.
Also existiert ein j mit ¢/ ¢ o im Widerspruch zu (4.10).
e Seit=1"1.

— Falls h > 4 gilt, dann sind zwei der Zeilen ¢; gleich, im Widerspruch

zu (4.9) nach Lemma 9.
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— Falls h = 4 gilt, miisste g2 C p gelten, im Widerspruch zur Voraus-
setzung an o, denn g ist areflexiv oder quasi-diagonal.

— Falls h = 3 gilt, dann gibt es 7,j mit ¢/ = (0,0,1)T und ¢/ =
(0,1,1)T. Jedoch gilt {¢/, ¢/ } € §, im Widerspruch zu (4.10). Daher
miisste E{C‘ C o gelten, im Widerspruch zur Voraussetzung an g.

— Falls h = 2 gilt, dann gibt es fiir jedes z € E} ein j mit ¢/ = x nach
Definition von go. Daher miisste E7 C p gelten, im Widerspruch zur
Voraussetzung an g.

Also existiert ein j mit ¢/ ¢ o, im Widerspruch zu (4.10).

Somit gilt (4.8).

Damit ist nun gezeigt, dass ® € pPOLyo und ® ¢ pPOLyx fiir jede kohérente
Relation x # p. O

4.3 Anwendung der universellen Blockfunktion

Die Lemmata 9 und 10 aus [17] zeigen
3f € Py : [f] =pPOLyo

fiir alle Relationen ¢ € p&, fir 2 < h < k. Damit gehoren diese Relationen zu
jeder minimalen Uberdeckung von p.#. Der folgende Satz zeigt fiir eine grokere
Menge von Relationen, die p&; umfasst, dass die von diesen beschriebenen
maximalen partiellen Klone zu jeder minimalen Uberdeckung von p.#), gehoren.
Speziell werden damit auch die Lemmata 24, 26, 27 und 28 aus [17] bewiesen.

Satz 32. Sei o") = 5 UJ eine kohdrente Relation mit o areflexiv und gelte

e 6 =10, d.h., o ist areflexiv, oder

e h >3 und d =6p,, d.h., o ist quasi-diagonal.

Weiter enthalte G, eine fitpunktfreie Permutation a = ayag - - - ayy, mit disjunk-
ten Zyklen aq, s, ..., an, und es gilt

VO #£TC{L,2,...,n}: [[ai ¢ Go.
el

Dann gehért pPOLyo zu jeder minimalen Uberdeckung von pi,.

Beweis. Es wird Satz 31 verwendet. Es geniigt also ein ®; mit den gegebenen
Bedingungen zu konstruieren.

Da o kohérent ist, gibt es einen relationalen Homomorphismus ¢ : Ey — Ej
von o nach M(p) und ein sg € o mit p(sg) = Nu. Seil ¢, : Ep, — Ej durch
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©x(nn) := 5o definiert. Damit ist ¢, ein relationaler Homomorphismus von M (p)

nach o, denn
¢x(M(0)) = ¢u ({néﬂ)

(i

me G,,} u(amE,f;))

T e GU} U (6 NEN)

c {sé”)‘weGU}Ud
C oUd
.

Weiter gilt ¢, O¢ =idg, .
Sei weiter 7; := pOa’Op, fiir i € {0,1,...,0(a)} und

F(U) = (71(1}) s ’Yo(oc)(v)) .

Hierbei gilt die Beziehung ;11 = vl und vo(0) = 70 = ¢Up..

Nach Konstruktion ist &y := 1 € pPOLp. Damit wird 3" wie in Satz 31

definiert.

Angenommen, ® ¢ pPOLyo. So gibt es Zeilen cy,...,c, mit ¢; == (¢i1 ... Cim),

C1 dl
i . =: =dd¢op
Ch dp,

und ‘
vie{l,...,m}:c €op.

Es geniigt nun zu zeigen, dass I' Zeilenblocke trennt. Daher kann angenommen
werden, dass die Zeilen c¢; nicht alle aus dem selben Zeilenblock stammen. Das
heifst, wenigstens eine Zeile ist nicht konstant und enthélt damit fiir ein « € Ej,
den Abschnitt T'(z) in den Spalten jo+1,jo+2,...,jo + o(a). Sei dies die Zeile

¢i,- Dann betrachte man nur diese Spalten, d.h. die Tupel

C1,j0+1 C1,j0+2 C1,jo+o(e)
, . . .
Ch,jo+1 Ch,jo+2 Ch,jo+o(a)
Seien
Iy :={i€{1,2,...,h}|c;,ci, aus dem selben Zeilenblock}
und

Il :{1,7h}\10

Dann gibt es fiir jedes i € I ein x; € Fy mit
(Cigo+1 Cigor2 -+ Cijoro(a)) = (i)
Ist dagegen i € I, so gilt nach der Konstruktion von ® die Beziehung

Ci,jo+1 = Cijo+2 = = Ci joto(a)-
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Nach Konstruktion von &y = 7; gilt dann auch

o] Po(c1,jo+5)
: 3 Po(c2,5o+4)
Vie{l,...,o(a)}:C7 = 2= R €o
c; Do(Chjo+5)
und
Vi€ In Jy; € w(so) : (C},C2 ... C’io(a)) =T(y;)
sowie
Viel 3y €w(sg) : Cr =C2 = .. =™ =y,
Fiir jedes j € {1,2,...,0(a)} gilt |w(C?)| = |w(so)] = h oder falls h > 3
auch |w(Cj)| = 1. Angenommen, es existiert ein j' mit |w(C7)| = 1, d.h.,
7' = (z,2,...,2) fiir ein gewisses z. Dann gilt

(W € Iy ¢ Imedol@) _ gy 2 z) A (\ﬁ eI . o Frmedel@) _ z) ,

also |w(Cd'+1mod o(@)y| = 2 im Widerspruch zur Voraussetzung an o fiir h > 3.
Somit gilt |w(C?)| = |w(sg)| = h fiir jedes j € {1,2,...,0(a)}.

Zu jedem o fiir i € {1,2,...,n} sei A; die Menge derjenigen Elemente, die «;
bewegt, d.h.,
Ai = A{p«(2)|r € Epya4(z) # 2}

Da die Zyklen «; paarweise disjunkt sind, gilt auch A; N A; # 0 fiir ¢ # j, und

da « fixpunktfrei ist, gilt Ej) = U ©(A;) und |A;] > 2.

i=1
Angenommen es gibt ein v € {1,2,. n} i € Iy und ¢ € I; mit 4, N
{ct,cz, ... o(a }# 0 und A, N {Cw P O(O‘)} # (). Folglich gibt es
ein j € {1, ...,0(a)} mit C7 € A,,. Dann ist D := o(C?) € p(A,) und es gilt

(¢0a? O, ) (CF)
= (o’ Op.)(D)
(

= (ad Op.)(D)
€ A,

Vi € {1,...,0(a)} : ¢FFI med ol

Folglich gilt A, = {C},C2,...,C%'™}, da auch |A,| < o(e). Somit gilt C} =

Ci =... = C’io/(a) € A, = {C},C2,...,C'}. Das heikt, es existiert eine

Spalte j” mit |w(C7")| < h, ein Widerspruch zu |w(C7")| = h.

Da w(Cl) = w(C?) = w(sg) ist, gibt es Permutationen 31, 32,0 € Sy mit C* =
.2 = s und €% = (C1)©.

Aus dem vorhergehenden folgt fiir 6, dass fiir ein u € {1,2,...,n} entweder alle

Elemente aus A, festgelassen werden, d.h.,

Cle A, = C? =C},
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oder alle Elemente aus A, werden bewegt, d.h.,

Cl € A, = C? = dy(C}).
Sei U die Menge aller u € {1,2,...,n}, so dass alle Elemente aus A, bewegt
werden. Da C} = C? fiir i € I, gilt U C {1,2,...,n} und da C} # C? fiir
i € Iy, gilt U # . Folglich gilt

H auzﬁlgﬁgl GGG‘

uelU

mit § € U C {1,2,...,n}. Dies ist ein Widerspruch zur Voraussetzung an a,
d.h., die Zeilen ¢y, ..., c; kdnnen nicht aus verschiedenen Zeilenblocken kommen.

Damit sind ®( beziehungsweise I' Zeilenblock-trennend. Das heifit, Satz 31 ist
anwendbar und damit also pPOLyp in jeder minimalen Uberdeckung von p.#.
O

In Tabelle B.3 sind fiir £ = 4 diejenigen kohdrenten Relationen angegeben,
auf die Satz 32 anwendbar ist. Die Spalten Nr., § und o sind den Tabellen
A.3 bis A.18 entnommen. Die Spalte o gibt eine Wahl des Parameters fiir die
Anwendung von 32 an und die Spalte B gibt ein Erzeugendensystem fiir G, an.

In [17] wird in Lemma 8 gezeigt, dass alle durch nicht-triviale Aquivalenzrela-
tionen gegebenen partiellen Klone zu jeder minimalen Uberdeckung von p.#j,
gehoren. Der folgende Satz 34 erweitert diese Aussage auf gewisse kohérente
Relationen, bei denen die Elemente von Ej durch die Relation in mindestens
zwei verschiedene Klassen eingeteilt werden konnen. Speziell wird damit auch
Lemma 25 aus [17] bewiesen.

Lemma 33. Sei o) = 0 U§ eine kohdrente Relation auf Ej, und A C Ej, mit
|A| > h und (A" \ )Mo # 0. Dann gibt es einen relationalen Homomorphismus
¢ : Ey — Ey von o nach x := A" N p.

Beweis. Da g kohérent, gibt es einen relationalen Homomorphismus g : Fy —
Ej, von g nach M (p). Dann sei

@u(mn) =5 (A" \ ) Nno.

Dann ist ¢, : E}, — Ej ein relationaler Homomorphismus, da
Ve Gy : <p*(77,(:r)) =sMep

und
@ (6NE}) C6Co.

Dann ist ¢ := poUe, der gesuchte relationale Homomorphismus. O

Satz 34. Sei o") = oy U oy eine kohdrente Relation mit w(oy) Nw(oy) = 0
und o; # 0 firi=1,2. Weiter sei o arefleziv oder quasi-diagonal. Dann gehort
pPO Lo zu jeder minimale Uberdeckung von p.#,.

Beweis. Bezeichne w; := w(o1) und we := Fj \ wy.
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e Falls o areflexiv, seien a; € o1 und as € o9 beliebig. Da p kohérent ist,
gibt es nach Lemma 33 relationale Homomorphismen «; : E — w(a;) von
o nach o; fiir i = 1, 2. Dann setze

Ve €wy: Po(x) = kKo(T) €ws
Vo € we: Pg(z) = ki(x) € wy.

e Falls g quasi-diagonal, seien a; € w(o;) fir ¢ = 1,2 beliebig. Dann setze
Ve €wy : Po(z) = a2 € wo

Ve € we : Pg(z) = a1 € wy.

Dann ist &5 wohldefiniert und &g € pPOLyp.
Definiere I'(v) := (®o(v) ®3(v)). Damit wird &" wie in Satz 31 definiert.

Angenommen, es gilt ® & pPOL;p. Dann existieren Zeilen c;,...,c, mit ¢; :=
(ci1 -+ Cim),
C1 d1
) =: =:d¢op
ch dp,
und

Vie{l,...,m}: & €o.

Es geniigt nun zu zeigen, dass I' Zeilenblocke trennt. Also seien die Zeilen ¢; aus
verschiedenen Zeilenblocken, d.h., wenigstens eine Zeile ist nicht konstant und
enthélt damit fiir ein « € Ej, den Abschnitt I'(z) in den Spalten jo+1, jo+2. Sei
dies die Zeile 7. Dann gibt es aber noch wenigstens eine Zeile 71, die nicht in dem
Zeilenblock ist, d.h., ¢;, jo+1 = Ciy jo+2 =: y. Dann ist {®@g(z),y} C w(c ") und
{®3(2),y} C w(c?T2). 0.B.d.A. ist ®y(z) € w; und damit dann ®3(x) € wo. Da
w1 Nwg = 0 und w(co™t) C w; fiir ein i = 1,2, folgt {@o(x),y} C w(ciot) Cwy
und damit y € wy. Analog folgt y € wy. Damit ist aber y € wy Nwsa, also ergibt
sich ein Widerspruch.

Damit sind & beziehungsweise I' Zeilenblock-trennend. Das heifit, Satz 31 ist
anwendbar und damit also pPOLyp in jeder minimalen Uberdeckung von p.#.
O

In Tabelle B.4 sind fiir k¥ = 4 diejenigen kohérenten Relationen angegeben, auf
die Satz 34 anwendbar ist. Die Spalten Nr., § und o sind den Tabellen A.3 bis
A.18 entnommen. Die Spalten 1 und o9 geben eine Wahl der Parameter fiir die
Anwendung von Satz 34 an.

Satz 35. Sei ,_0"(h) = o U, eine kohdrente quasi-diagonale Relation und habe €
mindestens 2 Aquivalenzklassen, die alle jey')eils mindestens 2 Elemente haben.
Dann gehért pPOLyo zu jeder minimalen Uberdeckung von p.#j,.

Beweis. Es wird Satz 31 verwendet. Es geniigt also ein @y mit den gegebenen
Bedingungen zu konstruieren.
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Sei {A1, As,...,A,} die Menge der Aquivalenzklassen von e. Da |4;| > 2 fiir
alle ¢ gilt, ist 2n < h sowie n > 2 nach Voraussetzung. Insbesondere gilt

und
Vi,je{l,2,...,n},i#j: A NA;=0.

Da o kohérent ist, gibt es einen relationalen Homomorphismus ¢ : Ey — Ej
von o nach M (p) und ein sy € ¢ mit ¢(sg) = 1. Damit bilde man die Mengen

B; :={z € Ei|po(x) € A;}

fir i € {1,2,...,n} und withle b; € B; beliebig. Dann definiere ¢, : E), — Ej
durch ¢, (y) := b(i+1) mod » fiir y € A;. Damit ist dann ®¢ := Oy, : B}, — Ey
ein relationaler Homomorphismus von ¢ nach p, genauer gilt ®q(o) C o, da
w(®o(0)) ={b1,b2,...,b,} und n < h gilt.

Angenommen, &g ¢ pPO L. Dann existiert s € o mit ®¢(s) € p. Da fiir s € J.
auch ®g(s) € d. gilt, kann s € o angenommen werden. Aus |w(Po(s))| < h folgt
Po(s) ¢ 0.

Sei also s = (sg,81,...,8h—1) € o mit Pg(s) & .. Folglich gibt es ein i €
{1,2,...,n} und a,b € A;, so dass ®o(s,) # Po(sp) gilt. Somit ist aber auch
©(sq) # @(sp) und folglich ¢ := ¢(s) € (m)(Go), d.h., es existiert ein o € G,

mit ¢ = ni(za) = a(np).
Da ®g(s4) # Po(sp), gilt pu(a(a)) # ox(a(b)) und somit
Vie{l,2,...,n}: {a(a),a(d)} Z A;.

Da « : Ej, — Ej, bijektiv und Ej, endlich ist, gibt es nach dem Schubfachprinzip
somit ¢',41,1 € {1, 2,... ,Tl} mit 47 # i3 und

Ja’ € A;, s a(d)) € Ay

sowie
W e Ai2 : a(b') € Ay
Sei ¢ := (cp,c1, ..., Cp—1) mit
o = 0 firle Ai1
"7 1 1 sonst.

Dann gilt ¢ € 6. und ¢ := ¢(® € §,, da |w(¢)] = |w(c)| < h. Jedoch ist dann
Ch(ary 7 Coqy Wit {a(a’), a(V')} € Ay ein Widerspruch zu der Definition von

Zo
z1
0 = 5{A17--<7An} = . (u,v) € e = Ty = Xy

LTh-1

Zo

T
= ) Fe{l,...,n}: {u,v} CA) = x4y = 2y

Th-1
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Also gilt &g € pPOLyp. Damit wird 3" wie in Satz 31 definiert.

Angenommen, es gilt ® & pPOL}p. Dann existieren Zeilen ¢y, ..., ¢, mit ¢; :=
(Cil Cim)a
C1 dy
k) =: =:d¢op
Ch dh
und

Vie{l,...,m}: ¢ €o.

Es geniigt nun zu zeigen, dass I" Zeilenblocke trennt. Also seien die Zeilen ¢; aus
verschiedenen Zeilenblocken, d.h., wenigstens eine Zeile ist nicht konstant und
enthdlt damit fiir ein € Ej den Abschnitt I'(z) in den Spalten jo + 1, jo +
2,...,J0 +n. Sei dies die Zeile ¢;,. Dann betrachte nur diese Spalten, d.h., man
betrachtet nur die Tupel

€0,j0+1 €0,50+2 €0,jo+n
. 7 : . :
Ch—1,j50+1 Ch—1,j0+2 Ch—1,jo+n
Seien
Iy := {i € E}|c;, ¢i, aus dem selben Zeilenblock}
und

Il = Eh \ Io.

Dann gibt es fiir jedes i € Iy ein x; € Fj mit

(Ci,jo-i-l Ci7j0+2 . Ci7j0+n) = F(xz)

Falls dagegen i € I ist, so gilt nach der Konstruktion von ® die Beziehung

Cijo+1 = Cijo+2 = *** = Cijotn-
Sei C; := ®¢(c;) und seien C? die entsprechenden Spalten.

Angenommen, es existiert ein v € {1,2,...,n} sowie ein a € A, NIy # 0 und
be A, NI # 0. Dann ist CJ # C fiir ein j' € {1,2,...,n}, also C7" ¢ 4..
Damit ergibt &’ ¢ o einen Widerspruch.

Also sind fiir ein A,, die zugehdrigen Zeilen in einem Zeilenblock. Angenommen,
es existieren v,v' € {1,2,...,n}, so dass die Zeilen zu A, und diejenigen zu
A, aus verschiedenen Zeilenblocken stammen. Dabei seien die Zeilen aus A,
diejenigen, die in den Spalten jy, + 1 bis jo + n den I'-Block haben. Die Spalte
ot st aus 0. und damit gilt ¢,/ jo+1 = cpr_jo+1 fiir zwei beliebige a’, b € A,/
mit o' # . Fiir a,b € A, mit a # b existiert in dem zu dem Y; gehoérenden
Abschnitt eine Spalte j; mit ¢, j, # ¢bj,, woraus ¢/* € o folgt. Jedoch ist
Ca’jy = v j, nach Konstruktion von ®, also |w(c/)| < h. Damit fiihrt ¢/! ¢ o
zum Widerspruch.

Damit erfiillt &y die Bedingungen von Satz 31 und pPOLyp ist in jeder mini-
malen Uberdeckung von p.#,. O
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Lemma 36. Se:
(0112 23300123

10213203012 3)"
Dann gehdrt pPOL,o zu jeder minimalen Uberdeckung von M 4.
Beweis. Es wird Satz 31 verwendet.
Sei ®g(z) := x + 1 mod 4, dann ist &g € pPOL,p und I" mit

I'(z) = (z+1mod 4,z +2mod 4,z + 3 mod 4, z)
trennt Zeilenblocke. Dies folgt aus

T x T
( 01 2 3 > ‘o

flir jedes x € Ey.
Also gehért pPOL, o zu jeder minimalen Uberdeckung von p.Z,. O

4.4 Die Relationen p;, 0o und Li

Satz 37. Fir k > 3 sei
o€ {01, 00,14}
Dann gehért pPOLyo zu jeder minimalen Uberdeckung von p.y,.

Beweis. Sei
Vo € By : ®o(z) := + 1 mod k.

Sei fiir einen Vektor v
Yo(v) == (v vvovovwv),

v1(v) := (v v v Pg(v) Po(v) Po(v)),
72(v) := (v Po(v) BF(v) v Bo(v) PG(v)).
Ist V = {v1,vs,...,v,} eine Relation, dann sei

Y2 (V) = (72(v1) 72(v2) - .. 72(vn)).

Sei @ als Blockfunktion folgendermafien definiert.

t Xy Y, Zy (XY, Zy)

VI<pu<kVoeE \u |1] 7| 7)) El
VA< <k|2]7(0) [ () | 1(0) 12

o=13 | 3| 71(0) | 72(02) | 70(0)

o=o01 4] 7(0) | 12(02) | 70(0)

ot
)
[l

(=)
N—

0= 02

Y2(01) | 70(0) B,

0€ {01,007 | 6] 71(0) | %2() | 7(0) B}
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Zunéchst zeigen wir

VX # o, x kohiirent : ® ¢ pPOL,x. (4.11)

Beweis. Angenommen, (4.11) gilt nicht. Dann existiert eine kohérente Relation

® € pPOLyY. (4.12)

Da x nicht-trivial ist, gilt
x C El. (4.13)

e Falls ein v € x\ ¢}, existiert, dann folgt EJ' C x mit ¢t = 1, im Widerspruch
zu (4.13).

e Falls 1 > 4 und x =}, ist, folgt Ef C x mit ¢ = 2, im Widerspruch zu
(4.13).

e Damit sind nur noch die Relationen aus {3, 01, 02} \ {0} iibrig.

— Fiir ¢ = ¢} folgt (0,0,0,1)T € y fiir x € {01,002} mit t = 3, da
02 C o01. Da aber (0,0,0,1)T & p; fiir i = 1,2 gilt, ist dies ein
Widerspruch zu (4.12).

— Sei o = p1. Fiir x = g2 folgt 01 C g2 mit ¢t = 4. Aber es gilt 02 C 01,
im Widerspruch zu (4.12). Fiir x = ¢} folgt Ef C x mit ¢t = 6, im
Widerspruch zu (4.13).

— Sei p = go. Fiir y = 1 folgt E} C p; mit ¢t = 5, im Widerspruch zu
(4.13). Fiir y = ¢} folgt E} C x mit ¢ = 6, im Widerspruch zu (4.13).

Damit ist (4.11) gezeigt. [ ]

Nun wird " € pPO Lo bewiesen. Angenommen, dies gilt nicht. Dann gibt es

Zeilen ¢y, ca, ..., cp mit ¢; := (Ci1y .-+ Cim),
C1 d1
| =: =dé¢o (4.14)
Ch dh
und '
Vie{l,...,m}:c €op. (4.15)

Aus der Definition von g1, g2 und ¢} folgt

Yo € g |w(v)| < 2. (4.16)

Sind zwei Zeilen gleich, so gilt d € ¢ nach Lemma 9, im Widerspruch zu (4.14).

Angenommen, drei dieser Zeilen kommen aus drei verschiedenen Zeilenblocken.
0.B.d.A. seien dies die Zeilen ¢y, co, c3. Dann gibt es einen Unterblock von
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der Form
~Yo(z) r x x x x x
Y20) |=(v y+1 y+2 y y+1 y+2
v1(2) z z z  z+1 z41 z+41

fir z,y, z € Ey und + beziiglich mod k. Es wird gezeigt, dass eine dieser Spalten
drei verschiedene Elemente besitzt. Dafiir werden fiir {z, y, z} die folgenden Félle
unterschieden.

o Firz=y=zist [{z,y+2,2+ 1} =3.
e Fir x =y und = # z gilt [{z,y +1,2}| =3 oder |{z,y + 2,2} = 3.

o Fir z # y und z = z gilt |{z,y,2+ 1}| = 3 oder |{z,y+ 1,2+ 1} =3
oder {z,y + 2,2+ 1}| = 3.

e Fir z #yund y =z gilt |{z,y+ 1,2} =3 oder [{z,y +2,z}| = 3.

e Sonst gilt |{z,y, z}| = 3.

Damit gibt es also ein jo mit |w(c¢’)| > 3, im Widerspruch zu (4.16).

Seien nun die drei Zeilen aus genau zwei verschiedenen Zeilenblécken. Dann gibt
es einen Unterblock von

C1
2
C3
mit einer der Formen
T T T z z z
Y Y Y 0z z4+1 z+2
z z+1 242 y y+1 y+2

fir z,y,z € E, x # y und + bezliglich modk. Dann gilt aber fiir eine dieser
Spalten |w(c¢?)| > 3, im Widerspruch zu (4.16).

Also miissen die Zeilen ¢; aus genau einem Zeilenblock kommen.

e Fiir t = 0 gilt dann |w(c/)| > 3 fiir jedes j, im Widerspruch zu (4.16).

e Fiir t =1 gibt es entweder maximal zwei verschiedene Zeilen (1 < 2), oder
eine Spalte ¢/ = v € El\ (}, also |w(c?)| > 3 fiir ein j, im Widerspruch zu
(4.16).

e Fiir t = 2 gibt es nach Definition von ¢}, fiir 11 > 4 zu je drei verschiedenen
Zeilen ein Spalte v mit |w(v)| = 3. Also gibt es eine Spalte ¢/ mit |w(c’)| >
3, im Widerspruch zu (4.16).

e Der Fall ¢t = 3 tritt nur fiir o = ¢} ein. Dann ist aber w(d) C {0, 1}, also
lw(d)| < 2. Damit ist d € ¢, im Widerspruch zu (4.14).

e Der Fall t = 4 tritt nur fiir o = 01 auf. Da G,, = 54, gilt d € oy fiir jede
Wahl der vier Zeilen.
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e Der Fall ¢t = 5 tritt nur fiir o = g9 auf. Da |p1]| > |02|, gibt es ein Spalte
¢/ ¢ 02, im Widerspruch zu (4.15).

e Im Fall ¢ = 6 stehen nur drei Zeilen zur Verfiigung, jedoch ist h = 4. Also
sind zwei Zeilen gleich, womit sich ein Widerspruch ergibt.

Damit ist gezeigt, dass ® € pPOL;p gilt. Somit gehdért pPOLyo zu jeder mini-
malen Uberdeckung von p.#, fiir o € {¢3, 01,02} O

4.5 Weitere benotigte Relationen fiir £k =4
Lemma 38. Sei die total-symmetrische total-reflexive Relation
00 1 1 2 2
o=|1 20 2 0 1 U
21 2 0 10
gegeben. Dann gehort pPOL,o zu jeder minimalen Uberdeckung von p.# ,.

Beweis. Sei
s0:=(0,1,2)T, 51 :=(0,2,3)T.

el 2 30 2 30
230 30 2
i) s=13 ¢ 2 3 0 2
0230 2 3
Seien
0(02) := (T'((0,0,1,1)T) T'((0,1,1,0)1)),
0(¢3) := (I'((0,2,3,3)) T'((0,2,2,3)T) 1'((0,0,2,3)T))
und
6(:1) == (I'((0,0,1)™) I'((0,1,1)™)).
Sei
Yo(v) := (v vovvovwv),
Y1 (v) := (Po(v) Po(v) Po(v) BG(v) BF(v) BF(v)),
Y2(v) := (Po(v) ®f(v) f(v) Po(v) F(v) B(v)).
Setze

w N = O
O W NN
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und definiere ® als Blockfunktion folgendermafien.

i Xi Y; Zy | D(Xe, Yy, Zy)
000230 2
111230 3
L[ v1(na) | v2(ma) 999302 Yo (74) 3
333023 0
Vp<3Vv e Ef \df 2| m(v) | 12(v) y(v) T()| () £y
3|71(s0) | 72(50) 7v0(s0) T'(s0)|v0(s0) 0
4{[71(s51) [v2(51) v0(s1) T(s1)|v0(s1) Ej
5] 11(0) 72(0)  6(:3) | 10(0) 0
6 (0) 2(0) 000 |
0
0
7| 71(0) 72(0)  6(02)| 70(0) 1
2
Zunéchst beweisen wir
Vx # 0, x kohirent : ® ¢ pPOL, . (4.17)

Beweis. Angenommen, (4.17) gilt nicht. Dann existiert eine kohérente Relation

T € pPOL,Y. (4.18)

Da x nicht-trivial ist, gilt
X C EY. (4.19)

Fiir jedes v € x folgt aus t = 0 und t = 1, dass auch
I(v) € x und Vi € {0,1,2} : v;(v) C x
gelten.
e Fiir = 1,2 folgt EY C x aus t = 2, im Widerspruch zu (4.19).
e Sei p = 3. Fiir x = 3 folgt o C x aus t = 5, im Widerspruch zu 3 C o.
Andernfalls gilt 0.B.d.A.
0 0 01
11 2 2 |nx#0.
2 3 3 3

Fiir (0,1,2)" € x folgt o C x aus t = 3. Somit gilt auch

0 0 1
1 2 2 |nx#0
3 3 3
und aus t = 0 und ¢t = 1 folgt somit
0
51 = 2 € X.
3

Dann folgt aber aus t = 4 weiter E§ C y, im Widerspruch zu (4.19).
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e Sei = 4. Fiir x\¢} # 0 gilt 0.B.d.A. (0,1,2,3)T € x. Dann folgt 5‘{10,1} Cx
aus t = 0 sowie 6?1’2} C x aus t = 1 und damit Li Cx.
Fiir «§ C x folgt Ef C x aus t = 6, im Widerspruch zu (4.19).
Fiir x € {01, 02} folgt (0,0,1,2)T € x, im Widerspruch zur Definition von
o1 und gs.

Damit ist (4.17) gezeigt. ]

Nun wird " € pPOL,p gezeigt. Angenommen, dies gilt nicht. Dann gibt es
Zeilen ¢q, co,c3 mit ¢; := (¢1 -+ Cim),

c1 dy
6 C2 = dg ¢ % (420)
c3 ds
und
Clj
Vie{l,....m}: | co; | €o. (4.21)
C3j

Sind zwei Zeilen gleich, so gilt d € ¢ nach Lemma 9, im Widerspruch zu (4.20).

Angenommen, diese drei Zeilen sind aus verschiedenen Blocken, dann gibt es
z,y,z € Ey und ein j mit

Yo()

(T T2 (T g TS G0 = |y (y)

72(2)
Da &y € pPOL,p ist, gilt auch

Vi€ {1,2,...,6}:C":=dy(? ) o
und damit existieren z’,y’, 2’ € {0, 2,3} mit
Yo(z')
(@ o) = | i)
72(%)
l,L,/ :L,/ :L,/ x/ x/ /

In den beiden sich ergebenden Féllen wird {®q(2'), ®3(z’), ®3(2")} = {0,2,3}
benutzt.

e Aus 2’ = ®y(y’) folgt ' # ®3(y') und damit existiert ein j € {4,5,6} mit
w(C7) ={0,2,3}, im Widerspruch zu (4.21).

e Wegen 2’ # ®g(y') existiert ein j € {1,2,3} mit w(C’) = {0,2,3}, im
Widerspruch zu (4.21).
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Also konnen die Zeilen aus hochstens zwel verschiedenen Blocken kommen.

Angenommen, die ersten beiden Zeilen seien aus einem Block 7" und die dritte
Zeile aus einem anderen Block 7”. Dann kann man folgende Félle unterscheiden:

o T € {2,3,4,5,6}. Bei den Blocken mit ¢t € {2,3,4,5,6} existiert jeweils
mindestens ein Block I, so dass zwei verschiedene Zeilen sich in dem Block
I" unterscheiden. Damit existieren Spalten ¢/t ¢!t2, /3 mit

cri+r criv2 cnigs ) _ ( Qo(z) ®f(z)  ®f(2)
( )< )

3
0
Col+1 C2042 C2,043 Do(y) D5(y) Pi(y)

und ®o(z) # Do(y) sowie c3 41 = 3142 = c3.43 = 2. Bilde wieder
CT = ®g(c*7) € p fiir j € {1,2,3}. Dann gilt

Do(z') @F(a) Pp(z')
(ctc® )= Py) P(y) P5y)
k4 k4 2
mit z’,y’, 2" € {0,2,3} und 2’ # y'. Dann folgt fiir ein j € {1,2,3} aber
w(C7) = {0,2,3}, im Widerspruch zu C7 € o.

T € {0,1} und T" ¢ {0, 1} bezichungsweise T'= 0 und 7" = 1. Dann gibt
es Spalten ¢!, c+2, ¢+3 mit

x x x
(Cl+1 A2 43 ) = y y y
Do(z) @F(2) ®G(2)

und z # y. Dann existiert ein j € {1,2,3} mit |w(c*9)| = 3. Falls
w(cd*d) # {0,1,2}, dann ist ¢!t/ ¢ p, im Widerspruch zu (4.21). An-
dernfalls ist 0.B.d.A. y = 1. Es existiert ein j' € {1,2,3} mit ¢34, = 3,
also w(d*7") € {{0,1,3},{1,2,3}}, im Widerspruch zu (4.21).

e (I,T") = (1,0). Wiederum fiihren wir eine Fallunterscheidung durch.

— Falls ¢1, ¢y die ersten beiden Zeilen aus ¢t = 1 sind und cg eine der
ersten drei Zeilen aus ¢t = 0 ist, dann ist {d,ds,d3} C {2,3}, also
(dy,ds,ds)T € o, im Widerspruch zu (4.20).

— Falls ¢y, co die ersten beiden Zeilen aus t = 1 sind und c3 die vierte
Zeile aus t = 0 ist, dann ist w(c’) = {0, 1,3} fiir ein j, also ¢/ ¢ p, im
Widerspruch zu (4.21).

— Wenigstens eine der Zeilen ¢y, co ist nicht eine der ersten beiden Zeilen
aus t = 1. Dann existieren Spalten ¢!T1, c¢/*2, 3 mit

cri1 crte cgs ) _ [ Po(2) Pi(x) Di(x)
€241 C2i42 C2,0+3 Do(y) D5(y) PH(y)

und ®¢(z) # Po(y) sowie c3j+1 = C3,142 = €3,+3 = 2. Dies ist wie im
Fall T € {2,3,4,5,6} und fithrt somit auch zum Widerspruch.

Damit miissen die Zeilen c1, c2, c3 aus genau einem Block stammen.
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e t=0.Da ®c pPOL,p, gilt d € g, im Widerspruch zu (4.20).

e t = 1. Aus dem Block Y] ist ersichtlich, dass nur die ersten drei Zeilen aus
diesem Block in Frage kommen, womit aber {d1, d2, ds} C {2, 3} gilt. Also
d € p, im Widerspruch zu (4.20).

e t = 2. Es existieren maximal zwei verschiedene Zeilen, Widerspruch.

t € {3,5}. Es ergibt sich ein Widerspruch aus d € g zu (4.20).

t € {4,6}. Es existiert ein j mit w(¢/) = w(s1) = {0, 2,3}, im Widerspruch
u (4.21).

t =17. Es gilt {dy,ds,d3} C {0,1,2}, im Widerspruch zu (4.20).

Damit ist gezeigt, dass ® € pPOL,p gilt. Somit gehoért pPOL,p zu jeder mini-
malen Uberdeckung von p.# ,. O

Lemma 39. Seio=0cU (55{”0’1} mit

0 0 0 1 00 1

12 120,12 2],

2 3 2 3 2 3 3
010 2 0102 1 2
1 0o20],{102021
2 2 3 3 2 2 33 3 3

Dann gehdrt pPOL,o zu jeder minimalen Uberdeckung von pAM 4.

Beweis. Sei

T
O'R — (aj)EEf\L?; y)e(f}
Yy 3
T
ot = <$>€E2\Li y | €0
Yy 2
o¢ = {veEi\LﬂVwGURUJLIw(v)?éw(w)}

und s” € o sowie s% € o beliebig.

Sei ¢ : B4 — E4 gegeben durch

Qg

w N = O
N W w W

und I" durch
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Damit wird die Blockfunktion ® folgendermafien definiert.
tXe Y Zy | ®(Xy, Yy, Zt)
Yve By | 1 v v T'(v) | v E,
Vweol| 2| v v T) | v o
Vweolt| 3] v v T(v) | v ol
Ywea® | 4] v v T(v) | v E3
5 | st ol off T(sF)|st E3
voeEF\ (oU3) | 7 || v v o ()| v E}
0 0 3 2|0 0
3 1 1 3 2] 1 0
2 2 3 2| 2 1
3 3 2 3|3 2
0 0 0
1 1, 1| 3
ola] s {(3))
3 3 3
W e {33,001 10 O x| 0 EY
Zunichst beweisen wir
Vx # 0, x kohérent : ® ¢ pPOL, . (4.22)

Beweis. Angenommen, (4.22) gilt nicht. Dann existiert eine kohédrente Relation

® € pPOL,Y. (4.23)

Da x nicht-trivial ist, gilt
x C EY. (4.24)

e Fiir p =1 folgt £, C x mit ¢t =1 fiir ein v € x, im Widerspruch zu (4.24).

e Fiir 4 = 2 existiert ein v € xy mit v € c® Ul Ue®, da die Zeilen von x
0.B.d.A. entsprechend permutiert sind.

— Falls v € o', dann folgt mit ¢t = 3 auch o¢* C x. Dann folgt mit
t = 2 weiter off C x und somit E3 C x mit t = 5, im Widerspruch
zu (4.24).

— Falls v € oF, dann folgt mit ¢ = 2 auch ¢® C x. Dann folgt mit
t = 3 weiter o C x und somit £ C y mit t = 5, im Widerspruch
zu (4.24).

— Falls v € ¢ gilt, dann folgt E? C x mit ¢ = 4, im Widerspruch zu
(4.24).

e Sei = 3. Falls x = 3 gilt, folgt £ C x mit t = 10, im Widerspruch zu
(4.24). Daher kann 0.B.d.A.

!

X =xnN £ 0

N = O
w = o
w N o
W N =



4.5 Weitere bendstigte Relationen fiir £ =4 61

angenommen werden. Sei v’ € X’ beliebig. Gilt v/ = (0,1,2)7, so folgt
5?071} C x mit ¢ = 8, andernfalls folgt dies mit ¢t = 0. Aus ¢t = 8
folgt (0,1,2)" € x fiir o' € {(0,2,3)7,(1,2,3)"}. Daher kann man v’ €
{(0,1,2)T,(0,1,3)T} annehmen. Dann folgt 0% x {3} C x mit ¢t = 9.
Damit folgt mit ¢ = 0 und ¢ = 3 durch

sft] sft (s | st . ol
313 3 3 2 ’
dass auch ol x {2} C y gilt. Da
0= (0" x{2}) U (" x {3}) Ud{o 1

gilt, ist somit o C x. Falls ein v € (x \ 07, ;,) N¢j existiert, so muss ¢j C x

gelten. Das heifit wiederum, mit ¢ = 10 folgt E} C x, im Widerspruch zu
(4.24). Ansonsten existiert ein v € x \ (0 U¢}) und mit ¢t = 7 folgt der
Widerspruch zu (4.24).

e Sei u = 4. Falls x € {1}, 01,02} gilt, folgt Ef C x mit ¢t = 10, im Wi-
derspruch zu (4.24). Daher kann o0.B.d.A. (0,1,2,3)T € y angenommen
werden. Dann folgt 5?0 12} C x mit ¢t = 0. Damit liefert ¢t = 8 wei-

ter 5‘{10’1} C x und dann folgt (5?2,3} C x. Da aber 5?071} g 6?273} und
6?273} ¢ 5?0,1} gilt, muss ¢ C x gelten. Das liefert aber mit ¢ = 10 einen
Widerspruch zu (4.24).

Also gilt (4.22). |

Nun zeigen wir

3 € pPOL,o0. (4.25)

Angenommen, " & pPOL,p. Dann existieren Zeilen ¢y, c2, c3 mit

[ a d;
S| o | =| d2 | =d¥&o (4.26)
C3 d3
und '
Vie{l,...,m}: ¢ €o. (4.27)

Sind zwei Zeilen gleich, so gilt d € ¢ nach Lemma 9, im Widerspruch zu (4.26).

Angenommen, c¢; und ¢y kommen aus verschiedenen Zeilenblocken. Dann exis-
. . -/ -/ .
tieren zwei Spalten ¢/ und ¢/ *1 mit

(o arm) = {(ee ) (2}

O.B.dA.gilt 1,5y =c1 j741 =, 25 = 3 und ¢ j741 = 2. Da in ¢ die 3 nicht in
den ersten beiden Zeilen vorkommt, muss ¢/ € d%0.1y gelten, also x = 3. Dann

ist aber
3

A= 2 | ¢o
z
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im Widerspruch zu (4.27). Also sind die ersten beiden Zeilen aus demselben
Zeilenblock.

Angenommen, ¢, ¢, c3 sind aus demselben Zeilenblock.

e t =0. Da

, (01021 2\ ., . (3
V”€<1 020 2 1)“50(”)_(3)
gilt, folgt auch
cteo:d=d(ct) e 5?071} C o,

im Widerspruch zu (4.26).

e t €{1,2,3,4,5}. Da jeweils maximal zwei verschiedene Zeilen existieren,
gilt »
(Vje{l,....m}:d €p) = dey,
im Widerspruch zu (4.26).
e t = 7. Es gibt genau drei verschiedene Zeilen, jedoch existieren Spalten

(" ... ey = (y o)

fiir ein v ¢ p und eine Permutation «. Dann sind aber diese Spalten alle
voneinander verschieden, d.h., fiir ein j” gilt ¢/ ¢ p, im Widerspruch zu
(4.27).

e Falls t = 8 ist, betrachte eine Spalte ¢/ € 0. Es gelten

_ 0 1 0
del 1 0 = d=| 0 | €p,
2 2 1
_ 0 1 0
del 2 2 = d= 1 € o,
3 3 2
' 2 2 , 1
de|l 01 |Adep = d=]| 0 ] €op.
3 3 2

Daraus ergibt sich in allen Féllen ein Widerspruch zu (4.26).

e Falls t = 9 ist, betrachte eine Spalte ¢/ € 0. Es gilt

0
d=11 = deo®x {3} Co,
2
. 1
d=|0]co = de(@®x{3)Vco
2
Falls
/02 1 2
de 2 0 21
3 3 3 3
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gilt, dann existiert wegen des Blockes 5?071} ein j' mit

d =12 ¢ o,

im Widerspruch zu (4.27).

e t = 10. Es existiert eine Spalte ¢/’ = (z,y,y)T mit z # y. Also gilt o ¢ o,
im Widerspruch zu (4.27).

Damit ist gezeigt, dass ¢y, co und c3 nicht aus demselben Zeilenblock kommen
konnen. Der einzige Fall, der iibrig bleibt, ist, dass ¢; und ¢ aus demselben
Zeilenblock kommen und c3 aus einem anderen. Sei T' der Zeilenblock, aus dem
c1 und ¢y kommen. Sei T” der Zeilenblock, aus dem c3 stammt.

Falls T # 0, existieren Spalten ¢/ und ¢/’ mit

()= Z o,

we 8
[NCRNSR ]

da x # y gilt, im Widerspruch zu (4.27).
Damit muss also T # 0 und 77 = 0 gelten.

e Da bei 7" =1 nur eine Zeile fiir ¢; und ¢ zur Verfiigung steht, ergibt sich
ein Widerspruch.

e T'=2. Da
Vo € {0,1,3}: (c& x {z})no=190

gilt, muss ¢z = (2 ... 2) sein. Damit gilt dann aber
de ol x {3} Co,
im Widerspruch zu (4.26).

e I'=23. Da
Vo € {0,1,2}: (6% x {z}))No=10

gilt, muss cg = (3 ... 3) sein. Damit gilt dann aber
deol x {2} Cop,
im Widerspruch zu (4.26).
o T = 4. Wegen (2,3) € 0¢ gibt es eine Spalte ¢/ mit
d €{(2,3)} x Ej.

Da
({(2,3)} x Ey) no =10,

gilt ¢/ ¢ o, im Widerspruch zu (4.27).
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o T € {5,7,10}. W&hlt man zwei verschiedene Zeilen ¢; und ¢y aus, so

existieren Spalten ¢/1, ... ¢/* mit
Clji -+ Clgy — (O'L O'R)
€251 -+ C24

Da aber c3 konstant ist und
Vo € By (o"Uof) x{z} Z o
gilt, gibt es ein j mit ¢/ ¢ p, im Widerspruch zu (4.27).
o T'=28.

— Falls eine der Zeilen die letzte aus dem Block ¢ = 8 ist, dann existiert
eine Spalte ¢/ = (2,3,2)T ¢ p, im Widerspruch zu (4.27).

— Falls ¢y und ¢y die ersten beiden Zeilen aus t = 8 sind, so ist d =
(0,0,2)T € o, im Widerspruch zu (4.26).

— In allen anderen Fillen existiert eine Spalte ¢/ mit

C1,j c 0 2 1 2
C2.j 2 0 2 1)
Dann muss aber ¢z = (3 ... 3) sein. Damit ist aber d = (0,1,2)" € ¢

(beziehungsweise d = (1,0,2)T € o falls ¢/ = (2,0,3)T € o oder
& =(2,1,3)T € 0), im Widerspruch zu (4.26).

e T = 9. Falls ¢; und ¢y die ersten beiden Zeilen sind, so existiert eine
Spalte ¢/ € oL x {2}, dh., c3 = (2 ... 2) und damit d € o x {3} C o,
im Widerspruch zu (4.26).

Andernfalls existiert eine Spalte ¢/ mit
Cl,j _ 2
CQ,j - 3 ’

im Widerspruch zu (4.27).
Somit gelten (4.25) und (4.22). Das bedeutet, dass pPOL,p in jeder minimalen
Uberdeckung von p.# 4 liegt. O

Lemma 40. Seio=0cU (5%071} mit

0 2 0 3 02 2 00 2 2
o € 13, {12, {133,113 3],
2 0 2 0 2 0 1 2 30 1
01 2 3 012 3 2 3
1032],[1o03%23%2],
2 2 00 2 200 1 1
01012323
10103 2 3 2
2 2330011

Dann gehdrt pPOL,o zu jeder minimalen Uberdeckung von DM 4.
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Beweis. Sei

x
EEZ\M y) }
0
x
GEZ\% Z/) }
2
{v€E4 L4|Vw€o Uol:w(v) £ w(w)}

und s* € o beliebig.
Sei &g : B4 — FE4 definiert durch

g

w N = O
O O NN

Damit sei wie vorher
T(v) = (Po(v) Bf(v))

und ® folgendermafsen definiert.

o X Y Zy| (X4, Y3, Zy)
YoeE,| 1 v v T(w)| v By
Yweol| 2 | v v D) | v oft
Vweol] 3 [ v v T(w)| v ok
Yweo? | 4 [ v v Tw)| v E?
5 | st ol oF T(st)|st E;
0 0
6 ; ol x {0} oftx {2} 5{0 1 ; 0
Ve B3\ (0Ud) ][ 7 [ v v o Tlw)|wv E}
0 0 2 0|0 2
0 3
1 1 2 01 2
o7 ; (2) ) 81 2 0 2|2 0
3 3 0 2|3 1
0 0 2 0|0 2
(1) 2 8.2 1 1 2 01 2
A 2 2 2 0 2|2 1
3 3 0 2|3 0
0 0 0
1 1, 1] . 0
dE s ot 2 {0}
3 3 3
W e {13,402} 10 || O x| 0 EY

Zunéchst beweisen wir

Vx # 0, x kohirent : ® ¢ pPOL, .

(4.28)
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Beweis. Angenommen, (4.28) gilt nicht. Dann existiert eine kohédrente Relation

® € pPOL,x. (4.29)

Da x nicht-trivial ist, gilt
x C EY. (4.30)

e Falls p =1, so folgt mit ¢ = 1 mit einem beliebigen v € x dann F, C ¥,
im Widerspruch zu (4.30).

e Falls ;1 = 2, so existiert ein v € y mit v € e® Ul Uc?, da die Zeilen von
x 0.B.d.A. entsprechend permutiert sind.

— Falls v € o, dann folgt mit ¢t = 3 auch o¢” C x. Dann folgt mit
t = 2 weiter of* C x und somit E3 C x mit t = 5, im Widerspruch
zu (4.30).

— Falls v € oF, dann folgt mit ¢ = 2 auch ¢® C x. Dann folgt mit
t = 3 weiter o C y und somit E C y mit ¢t = 5, im Widerspruch
zu (4.30).

— Falls v € ¢¢, dann folgt E2 C x mit ¢ = 4, im Widerspruch zu (4.30).

e Sei = 3. Falls x = 3 gilt, folgt E$ C x mit t = 10, im Widerspruch zu
(4.30). Daher kann o.B.d.A.

00 2 2
X=xn| 11 3 3 |#0
2 3 0 1

angenommen werden. Sei v’ € x’ beliebig. Aus ¢t = 0 folgt 5%0’1} C x. Fir
v € {(2,3,0)T,(2,3,1)T} folgt (0,1,2)T € x beziehungsweise (1,0,2)T €
X mit ¢ = 8. Daher kann 0.B.d.A. v' € {(0,1,2)7,(0,1,3)"} angenommen
werden. Dann folgt ot x {0} C x mit ¢t = 9. Damit folgt mit t = 0 und

t = 3 durch
st st ol
(" 0 )= (%)

dass auch ol x {2} C x gilt. Also gilt
(0" x {2} U (e" x {0}) U gy, S x

st T(sf)
0 0

und mit ¢ = 6 folgt somit ¢ C . Falls ein v € (x \ 6?0 1}) N3 existiert,
so muss ¢ C x gelten. Das heifit wiederum, mit ¢ = 10 folgt E§ C x, im

Widerspruch zu (4.30). Ansonsten existiert ein v € x \ (¢ U ¢}) und mit
t = 7 folgt der Widerspruch zu (4.30).

e Sei u = 4. Falls x € {1}, 01,00} gilt, folgt Ef C x mit ¢t = 10, im Wi-
derspruch zu (4.30). Daher kann o0.B.d.A. (0,1,2,3)T € x angenommen
werden. Dann folgt 5?07172} C x mit ¢ = 0. Damit liefert ¢ = 8 wei-
ter 5?0)1} C x und dann folgt 5?2}3} C x. Da aber 5?071} 4 (5?2’3} und
5?273} Z 5?071} gilt, muss ¢} C x gelten. Das liefert aber mit t = 10 einen
Widerspruch zu (4.30).
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Damit ist (4.28) gezeigt. ]

Angenommen, " & pPOL,p. Dann existieren Zeilen ¢y, c2, c3 mit

. C1 d1
d C2 = d2 =:d ¢ % (431)
C3 d3
und '
Vie{l,...,m}: ¢ €p. (4.32)

Sind zwei Zeilen gleich, so gilt d € ¢ nach Lemma 9, im Widerspruch zu (4.31).

Angenommen, ¢; und ¢y kommen aus verschiedenen Zeilenblécken. Dann exis-
. . v 9] .
tieren zwei Spalten ¢ und ¢ ! mit

Clj0 Clji41 r L'(y)
€ , .
CQ,j/ CQ,jl+1 F(y) r X
O.B.d.A. gilt C1,5' = C1,5/'41 = T, C2 5 = 0 und C2.5'+1 = 2. Dann liefert

2
Vy e Ey: 0 | Zo
Y

< 8 8

aber einen Widerspruch. Also sind die ersten beiden Zeilen aus demselben Zei-
lenblock. Dann gilt

. o 0123012 3
v]e{l,...,m}.<027j>e<1 03200123 )" (4.33)

Angenommen, ¢y, cg, c3 sind aus demselben Zeilenblock.

e t=0.Da
w'e((l) é);@o(o')@)
und
Vv’e(g g):@o(v’)z(g)
folgt auch

cteo:d=d(ct) e 6?071} C o,
im Widerspruch zu (4.31).

o t € {1,2,3,4,5}. Da jeweils maximal zwei verschiedene Zeilen existieren,
gilt '
(Vje{l,....m}:d €p) = dey,

im Widerspruch zu (4.31).
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o t = 6. Wegen

0
1 Ju(e® x{0hu (e x {2} u 5?0,1} Co
2

und Kohérenz gilt
(Vje {1,...,m}: ¢ Eg) = d € p,
im Widerspruch zu (4.31).
e t = 7. Es gibt genau drei verschiedene Zeilen, jedoch existieren Spalten
(& ... dHely = (v )@

fiir ein v ¢ p und eine Permutation «. Dann sind aber diese Spalten alle
voneinander verschieden, d.h., fiir ein j” gilt ¢ ¢ o, im Widerspruch zu
(4.32).

e Falls t = 8.1 ist, betrachte eine Spalte ¢/ € o. Es gelten

/0101 2 2
del 1 01 0 = de| 2 2 | Co,
2 2 3 3 0 1
. 2 2 0
del 3 3 = d=| 1 ] €o,
0 1 2
4 3 3 4 1
del|l 2 2 |Adep = d=]| 0 ] €op.
0 1 2

Daraus ergibt sich in allen Féllen ein Widerspruch zu (4.31).

e Falls t = 8.2 ist, betrachte eine Spalte ¢/ € ¢. Es gelten

0 2
Jd=11 = d=| 2 | eo,
2 0
3 0
d=1 2 = d=|1|¢eo
0 2

Daraus ergibt sich in allen Féllen ein Widerspruch zu (4.31).
e Falls t = 9 ist, betrachte eine Spalte ¢/ € o. Es gilt

0 0
defl 11 = deo"x {3} Co,
2 3

Co = de(c®x{3})Yco.

Q
<
m
N O =
w o =
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Falls
_ 2 2 3 3
dJdel 3 3 2 2
01 0 1

gilt, dann existiert wegen des Blockes 5?071} ein j' mit

d =12 |¢o

im Widerspruch zu (4.32).

e ¢ = 10. Es existiert eine Spalte ¢/" = (z,y,y)" mit 2 # y. Also gilt ¢/ ¢ o,
im Widerspruch zu (4.32).

Damit ist gezeigt, dass c¢1, co und c3 nicht aus demselben Zeilenblock kommen
konnen. Der einzige Fall, der iibrig bleibt, ist, dass ¢; und co aus demselben
Zeilenblock kommen und die ¢z aus einem anderen. Sei T der Zeilenblock, aus
dem c¢; und ¢y kommen. Sei T” der Zeilenblock, aus dem c3 stammt.

Falls 7" # 0, existieren Spalten ¢/ und ¢/" mit

()= Z o,

ow R
[NCRNSR S

da z # y, im Widerspruch zu (4.32).
Damit muss also T # 0 und 77 = 0 gelten.

e Da bei T = 1 nur eine Zeile fiir ¢; und ¢ zur Verfiigung steht, ergibt sich
ein Widerspruch.

e T'=2.Da
Ve e {2,3}: (el x {z})no=10

gilt, muss ¢ = (0 ... 0) oder ¢c3 = (1 ... 1) sein. Damit gilt dann aber
de o x {2} Co,
im Widerspruch zu (4.31).

e T'=3.Da
Ve e {0,1}: (cB x {z})no=10

gilt, muss ¢ = (3 ... 3) oder c3 = (2 ... 2) sein. Damit gilt dann aber
de ol x{0}Co,
im Widerspruch zu (4.31).
o T = 4. Wegen (2,0) € 0¢ gibt es eine Spalte ¢/ mit
¢ €{(2,0)} x E4.

Da
({(2,0)} x Ex)no =0,
gilt ¢/ ¢ o, im Widerspruch zu (4.32).
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o T € {5,6,7,10}. Wihlt man zwei verschiedene Zeilen ¢; und ¢ aus, so

existieren Spalten ¢/t ..., ¢/* mit
Cl,j1 Cl,jb _ (O'L O'R)
€251 - C2

Da aber c¢3 konstant ist und
Vo € Ey: (c"Uof) x {2} Z o
gilt, gibt es ein j mit ¢/ ¢ p, im Widerspruch zu (4.32).

e T = 8.1. Sei die Spalte j die erste Spalte von Yg ;.

— Falls ( €Ly ) € ( 0 1 >, dann ist d = (2,2,2)T € p, im Wider-
C2.5 1 0

spruch zu (4.31).

C2.45 3 2
(1...1) sein, da sonst ein j’ mit

— Falls (ch ) € (2 3 ), dann muss c¢3 = (0...0) oder c3 =

e ) xencn.

im Widerspruch zu (4.32) existiert. Damit ist aber d = (0,1,2)" € o
(beziehungsweise d = (1,0,2)T € p falls ¢/ = (3,2,0)T € o oder
¢ =(3,2,1)T € ), im Widerspruch zu (4.31).

e T = 8.2. Sei die Spalte j die erste Spalte von Yg 5.

— Falls < il’j ) = < (1) >, dann ist d = (2,2,0)T € g, im Widerspruch
2,5
zu (4.31).

— Falls < gl’j ) = ( g >, dann muss ¢z = (0 ... 0) sein. Damit ist
2,5
aber d = (0,1,2)T € p, im Widerspruch zu (4.31).

e 7' = 9. Falls ¢; und cy die ersten beiden Zeilen sind, so existiert eine
Spalte ¢ € o x {0}, d.h., c3 = (0 ... 0) oder c3 = (1 ... 1) und damit
d € o x {0} C p, im Widerspruch zu (4.31).

Andernfalls existiert eine Spalte ¢/ mit
C1,5 o 2
627]' - 0 ’

Damit ist ® € pPOL, o gezeigt. Somit liegt pPOL,p in jeder minimalen Uber-
deckung von p.# ,. O

im Widerspruch zu (4.32).
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Lemma 41. Sei

U 5?0,1}.

e}

Il
W N = O
N WO -

Dann gehért pPOL,o zu jeder minimalen Uberdeckung von DA 4.

Beweis. Seien

0 1
O = Ez\<(1 O>UL§>
sowie s € ol beliebig.
Sei
P(v) = (Bo(0) B3(0).
Sei
0 3
1 3
Pof o [=] 3
3 2
und @ definiert durch
t || Xy Y; Zy | (X, Y4, Zy)
YoeEy | 1 | v v Tw) | v E,
9 0 02 3]0 1
1 1 2 3|1 0
Yweo® [ 4| v v T) | v E;
001 2 3]0 )
o 1 1 0 2 3|1 Ea
0 01 2 3]0
6 1 1 0 2 3|1 E;:’
2 2 3 3 2|2
0 03 2|0 0
8 1 1 3 2|1 0
2 2 3 2|2 1
3 3 2 3|3 2
VoeEi\o| 9 [[m|v o T |m Ej
V™ e {13,402} [ 10]] O x| 0 EY

Zunéichst beweisen wir

Vx # 0, x kohérent : ® ¢ pPOL, . (4.34)
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Beweis. Angenommen, (4.34) gilt nicht. Dann existiert eine kohérente Relation

® € pPOL,x. (4.35)

Da x nicht-trivial ist, gilt
x C EY. (4.36)

e Falls p = 1, so folgt mit ¢ = 1 mit einem beliebigen v € x dann Fy C ¥,
im Widerspruch zu (4.36).

e Falls 1 = 2, so existiert ein v € y mit v € c® Ul U, da die Zeilen von
x 0.B.d.A. entsprechend permutiert sind.

— Falls v = (0,1)T, dann folgt mit ¢+ = 2 auch (1,0)" € x. Dann folgt
mit t = 5 weiter E5 C x, im Widerspruch zu (4.36).
— Falls v € ¢¢, dann folgt E2 C x mit ¢ = 4, im Widerspruch zu (4.36).

e Sei = 3. Falls x = 3 gilt, folgt E$ C x mit t = 10, im Widerspruch zu
(4.36). Daher kann 0.B.d.A.

01 01
X=xNn| 1 0 2 2 |#0
2 3 3 3

angenommen werden. Sei v/ € X’ beliebig. Gilt v/ = (0,1,2)7, so folgt
5?071} C x mit ¢ = 8, andernfalls folgt dies mit ¢t = 0. Aus ¢t = 8
folgt (0,1,2)T € x fiir o' € {(0,2,3)T,(1,2,3)T}. Daher kann man v €
{(0,1,2)T,(1,0,3)T} annehmen.

Falls o' = (0,1,2)" gilt, dann folgt mit t = 0 und ¢ = 2 durch

00 2 3]0 1

1/{1 2 3|1 — 0

212 2 212 3
auch (1,0,3)T € x. Analog folgt fiir v/ = (1,0,3)T mit t = 0 und ¢ = 2
durch

11 2 3|1 0

0j]0 2 3|0 — 1

212 2 2|2 2

auch (0,1,2)" € x.
Damit gilt also

0 1
1 0 Jud,y Sx
2 3

und mit ¢ = 6 folgt dann Ej C x, im Widerspruch zu (4.36).

e Sei u = 4. Falls x € {1}, 01,02} gilt, folgt Ef C x mit ¢t = 10, im Wi-
derspruch zu (4.36). Daher kann 0.B.d.A. (0,1,2,3)T € x angenommen
werden. Dann folgt 6?0 12y € X mit ¢t = 0. Damit liefert ¢ = 8 weiter

001y € X-
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Aus t = 0 und ¢ = 2 folgt durch

0

W= O
W N NN
W N W w
w N = O
N WO

1
2
3
auch (1,0,3,2)T € x, also o C x.

Dann existiert ein v € x \ o und t = 9 liefert E} C , im Widerspruch zu
(4.36).

Damit ist (4.34) gezeigt. |

-=m . . . .
Angenommen, ® ¢ pPOL,p. Dann existieren Zeilen ¢y, ¢a, ¢3, ¢4 mit

C1 dl
= Co . dg .
ol | = 4 |=dde (4.37)
Cq d4
und ‘
Vie{l,...,m}:c €o. (4.38)

Sind zwei Zeilen gleich, so gilt d € p nach Lemma 9, im Widerspruch zu (4.37).

Angenommen, ¢; und ¢z kommen aus verschiedenen Zeilenblocken. Dann exis-
. . -/ -/ .
tieren zwei Spalten ¢/’ und ¢/ ! mit

(o) el ) ("))

O.B.d.A. gilt ¢1,jy = c1,j741 = @, 2 j» = 3 und ¢ j741 = 2. Da in o die 3 nicht in
den ersten beiden Zeilen vorkommt, muss e 5‘{10 1} gelten, also = 3. Dann

ist aber
3
. 2
+1 _
CJ - 21 ¢ Q7

22

im Widerspruch zu (4.38). Also sind die ersten beiden Zeilen aus demselben
Zeilenblock.

Angenommen, ¢y, g, ¢3, ¢4 sind aus demselben Zeilenblock.

e t = (. Dann ist nur

C1 0 0 1 1
C2 c 1 1 0 0
C3 2 2 ’ 3 3
cy4 3 3 2 2

moglich. Dann gilt aber d € o, im Widerspruch zu (4.37).
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ot €{1,2,4,5,6} sowie t = 10 mit y = ¢}. Da jeweils maximal drei ver-
schiedene Zeilen existieren, gilt

(Vje{l,...,m}: ¢ € ) = de€ o,
im Widerspruch zu (4.37).

e Falls t = 8 ist, betrachte eine Spalte ¢/ € 0. Es gelten

_ 0 1 0
del|l 10 — d=| 0 | €p,
2 2 1
' 0 1 0
del 2 2 = d=| 1 ] €o,
3 3 2
4 2 2 , 1
de|l 01 |Adep = d=]| 0 | €op.
3 3 2

Daraus ergibt sich in allen Féllen ein Widerspruch zu (4.37).

e t =9. Es gibt genau vier verschiedene Zeilen, jedoch existieren Spalten

’

(¢ ... cj’+\g|) = (v Q)(a)

fiir ein v ¢ p und eine Permutation «. Dann sind aber diese Spalten alle
voneinander verschieden, d.h., fiir ein j” gilt ¢ ¢ p, im Widerspruch zu
(4.38).

et =10 und x € {1}, 00} Es existiert eine Spalte = (z,y,y,2)T mit

x #y. Also gilt ¢’ ¢ p, im Widerspruch zu (4.38).

Damit ist gezeigt, dass c1, c2, c¢3 und ¢4 nicht aus demselben Zeilenblock kommen
koénnen.

Der letzte Fall ist, dass ¢; und c; aus demselben Zeilenblock kommen und we-
nigstens c3 oder ¢4 aus einem anderen. O.B.d.A. sei c3 aus einem anderen Zeilen-
block. Sei T' der Zeilenblock, aus dem ¢; und co kommen. Sei 7" der Zeilenblock,
aus dem c3 stammt.

Falls T # 0, existieren Spalten ¢/ und ¢/’ mit

x X
@ =15 5 |2e
zZ1 22

da z # y, im Widerspruch zu (4.38). Analog gilt dies fiir ¢4, also muss ¢4 auch
aus dem Zeilenblock t = 0 = T’ stammen.

Damit muss also T' # 0 und 7" = 0 gelten.
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0O.B.d.A. gibt es eine Spalte ¢/ mit ( Cl"j: > = (

= O

). Gibt es eine andere

Spalte ¢/ " mit

1, 2 2 0
(02,3' ) €E4\(L4U( 1 ))’
dann gilt y
 ¢o
oder
0 1
S 1 0
(C] CJ ) == T T /(; 0,
y vy

im Widerspruch zu (4.38).

Deshalb und da fiir 7" = 1 nur eine Zeile fiir ¢; und ¢o zur Verfiigung steht,
muss T € {2,8} gelten. Ferner miissen im Fall T = 8 die Zeilen ¢; und ¢y die
ersten beiden Zeilen aus t = 8 sein. Dann ist aber d = (0,0, 21,22)T € o, im
Widerspruch zu (4.37). Also bleibt nur T' = 2 iibrig.

Hier gilt aber

0/0 2 3]0 1
111 2 3|1 . 0
212 2 2|2 3
313 3 3|3 2

Also gilt d € p, im Widerspruch zu (4.37).

Damit ist ® € pPOL, o gezeigt. Somit liegt pPOL,p in jeder minimalen Uber-
deckung von p.Z ,. O
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Kapitel 5

Zusammenfassung

5.1 Ergebnisse

Satz 42. Es gibt genau eine minimale Uberdeckung % wvon p.#, und es gilt
| 2| = 449.

Beweis. Es wurde fiir alle maximalen partiellen Klone aus p.#, die Funktion
O definiert. Diese erfiillt die Voraussetzungen von Satz 19. Somit gibt es genau
eine minimale Uberdeckung 2~ von p.#, mit

2 ={X € pt,)6(X) =0}

Daher ist dann | 27| gleich der Anzahl der maximalen Klone, die in jeder mini-
malen Uberdeckung sind. Diese kann man im Anhang A nachzihlen. O

Damit erhélt man das gesuchte Sheffer-Kriterium der 4-wertigen Logik.
Satz 43. Sei f" € Py. Dann gilt
[f]l=P < VX e Z:f&X. (5.1)

Zudem konnen die 449 Bedingungen aus (5.1) nicht weiter reduziert werden,
d.h., die Bedingungen sind unabhdngig voneinander. O

5.2 Schlussfolgerungen

In der Untersuchung von partiellen Funktionen iiber einer k-elementigen Menge
ist die Charakterisierung von Sheffer-Funktionen von Interesse. Dafiir verwendet
man die maximalen partiellen Klone, die im Anhang fiir & = 4 komplett aufgelis-
tet sind. Dabei wurde die Anzahl der maximalen partiellen Klone neu bestimmt
auf 1102 und es wurden Fehler in einer anderen Zahlung ([15]) aufgedeckt.

Mit der Definition der Funktion & wurde eine Methode gefunden, mit der man
einfacher fiir maximale partielle Klone entscheiden kann, ob sie zu einer mini-
malen Uberdeckung von p.#} gehoren, und mit der man zeigen kann, dass es
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genau eine minimale Uberdeckung gibt. Weiter wurde zur Begriindung dieser
Methode zunéchst gezeigt, dass zu verschiedenen kohérenten Relationen auch
verschiedene maximale partielle Klone gehoren. Eine offene Frage ist, ob fiir alle
k > 5 diese Methode anwendbar ist, d.h., ob es eine Funktion & gibt, auf die
Satz 19 anwendbar ist.

Der Begriff der Blockfunktion wurde eingefiithrt und erfolgreich verwendet, um
zu zeigen, dass maximale partielle Klone zu jeder minimalen Uberdeckung ge-
horen. Insbesondere liefs sich mit der universellen Blockfunktion aus Abschnitt
4.2 der Aufwand fiir eine grofse Klasse von Relationen deutlich verringern.

Es wurden bei der Untersuchung Aussagen gefunden, die bisher bekannte Resul-
tate auf eine grofere Klasse von Relationen erweitern. Insbesondere kénnen nun
Spezialfille aus [17] iiber allgemeine Sdtze behandelt werden. Bei den bindren
reflexiven symmetrischen Relationen lieferte eine Ubersetzung in die Sprache
der Graphentheorie einen einfachen Beweis wie in Satz 26.

Einerseits kann mit Satz 35 eine grofte Klasse quasi-diagonaler Relationen mit
einem einfachen Kriterium behandelt werden. Andererseits konnte fiir die in
den Lemmata 39, 40 und 41 behandelten Relationen kein zusammenfassender
Beweis gefunden werden, obwohl ein Vergleich der Beweise vermuten lésst, dass
ein solcher Beweis existiert.

Schlieflich wurde fiir p.#, eine minimale Uberdeckung bestimmt und gezeigt,
dass dies die einzige minimale Uberdeckung ist. Diese Uberdeckung enthlt
genau 449 verschiedene maximale partielle Klone. Die folgende Tabelle gibt
einen Uberblick iiber die Grofe von minimalen Uberdeckungen Zy, von pMy
fiir k € {2,3,4}.

kA pde]l | 02k || | | |2kl
2 8 4 5 3
3 58 26 18 10
4 1102 449 82 30
51 > 16487 ? 643 86
6 ? ? 15182 | 298

Tabelle 5.1: Groke von p.#, und .4, sowie von den minimalen Uberdeckungen
pZ beziehungsweise 2
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Anhang A

Alle koharenten Relationen
fiir k € {2, 3,4}

In den folgenden Tabellen sind alle kohérenten Relationen o™ fiir k € {2,3,4}
aufgefiihrt, dargestellt durch ¢ = cUd§ mit o N Lz =Pund § C LZ. Die Spalte iso
gibt die Anzahl der Relationen an, die in der selben Relationenklasse wie o sind.
Die Spalte S/L gibt die Nummer des Satzes beziehungsweise des Lemmas an,
mit dem sich entscheiden lésst, ob der zugehoérige maximale Klon zu jeder oder
keiner maximalen Uberdeckung von p.# , gehért, was in der letzten Spalte noch
einmal angegeben wird. Das heift, fiir Relationen mit In liegt der zugehorige
Klon in jeder minimalen Uberdeckung, fiir diejenigen mit Out in keiner.

Fiir Relationen, bei denen ¢ viele Elemente umfasst, wurde die Schreibweise

v(G) = {v(”)

WEG}

verwendet, wobei v € Eff und G < S}, fiir ein gewisses h ist.



A Alle kohédrenten Relationen fiir k € {2,3,4}

1) o iso
0 10 2
¢ |o1 1
¢ |o1,10| 1
001y | 01 1
01 ) 1
02 1] 1

Tabelle A.1: Alle koharenten Relationen fiir k = 2

1) o iso
0 0
0 0,1
0 01
0 01,10
0 01,02
0 01, 10,02, 20
5;0,1} 01
001y | 01,10
5;0,1} 01,02
5§0,1} 01,20
5§0’1} 01,02,12
%01y | 01,10,02,20
0 012
0 012,021

¢ |012,120,201

¢ |012,120,201,021,210,102
5@0’1’2} 012
5307172} 012,021
5§°’1’2} 012,120, 201

== W W R WHRERFRFRFWRFE WWWWWWWwwWwwwww

03012y | 012,120,201,021,210, 102
5?0}1} 012
8301y | 012,102

01 0

02 0

‘3 0

Tabelle A.2: Alle kohirenten Relationen fiir £k = 3
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Nr. ) o iso|S/L|In/Out
1 [} 0 4118 In
2 o o1 6|18 | In
3 0 0,1,2 4118 | In
Tabelle A.3: Unére Relationen
Nr. ] o iso|S/L|In/Out
4 0 01 6|20 | Out
5 0 01,02 12| 20 | Out
6 0 01,23 6134]| In
7 0 01,02,03 4120 | Out
8 0 01,02, 32 121 20 | Out
9 0 |01,02,31,32 3020 Out
Tabelle A.4: Bindre asymmetrische areflexive Relationen
Nr. ] o iso|S/L|In/Out
10 [} 01,10 6 | 32 In
11 0 |01,10,02,20 12| 32| In
12 0 01, 10,23, 32 3132 In
13 0 01, 10,02, 20, 03, 30 4132 In
14 0 |01,10,12,21,23,32 12| 32| 1In
15 0 |01,10,02,20,13,31,23,32 3132 In

Tabelle A.5: Bindre symmetrische areflexive Relationen
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Nr. ) o iso|S/L|In/Out
16 5§o,1} 01 631 In
17| 6754y 01,02 12034 | In
18 5?071} 01,12 12034 | In
19 | 6%, (01,23 6|34 In
20 5§0,1} 01,02,03 423 Out
21 | &pqy |01,02,30 12| 23| Out
22 5§o,1} 01,02, 12 12034 In
23 | &ppqy |01,02,13 24| 23 | Out
24 5§0,1} 01,02, 32 12] 28 | Out
25 | &pqy |01,12,23 12| 23| Out
26 5§0,1} 01,02,03,12 24| 23 | Out
27 | 6%y, [01,02,30,32 o4l 23 | Out
28 5;071} 01,02, 31, 32 3120 Out
20 | 6%, [01,02,12,23 oul 23 | Out
30 5;071} 01,03,12,23 121 23 | Out
31| 6%, [01,02,13,23 61231 Out
32 5;071} 01,02,03,12,13 121 23 | Out
33 | 6%, [01,02,03,12,31 24| 23 | Out
34 5;071} 01,02, 03,13,23 61231 Out
35 | 6%, [01,02,12,13,23 121 23 | Out
36 | 0%,y [01,02,03,12,13,23 121 23 | Out

Tabelle A.6: Bindre antisymmetrische reflexive Relationen
Nr. 0 g iso|S/L|In/Out
37 0%,y |0L,10 6|34 In
38 5;0}1} 01,10, 02,20 121 34| 1In
39 | 074y [01,10,23,32 3134 In
40 5;0}1} 01, 10,02, 20, 12,21 4134 In
41| 6%, ]01,10,02,20,03,30 4120 | Out
42 5;0}1} 01,10,12,21,23, 32 12| 26 | Out
43 | 6%, |01,10,02,20,03,30,12,21 121 20 | Out
44 5;0}1} 01,10, 02, 20, 13, 31, 23, 32 3136 In
45 | 87,4, |01,10,02,20,03,30,12,21,13,31 6|20 Out

Tabelle A.7: Bindre symmetrische reflexive Relationen
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Nr. 5 o iso|S/L|In/Out
46 0 012 4120 | Out
47 ] 012,021 12| 20 Out
48 0 012,120,201 4 1 32 In
49 0 012(53) 41 32 In
50 0 012,013 6|20 | Out
51 0 012,013,102, 103 6|20 | Out
52 ¢ |012,013,021,031 12|20 | Out
53 ¢ |012,120,201,013,130, 301 6|32] In
54 0 |012(S;),013(S5) 6|32 In

Tabelle A.8: Ternare areflexive Relationen
Nr. o o iso|S/L|In/Out
55 5;0,172} 012 41341 In
56 | 0%, |012,021 1234 | In
57 5;0,172} 012,120, 201 4034 In
58 (5{0’172} 012(S3) 4| 34 In
59 5@0,172} 012,013 6|21 | Out
60 (5{0’172} 012,013,102,103 6| 21| Out
61 5@0,172} 012,013,021, 023 12| 21 | Out
62 5{0’172} 012,120,201, 013,130, 301 6| 32 In
63 5?0,172} 012(S3),013(.S3) 6 | 32 In

Tabelle A.9: Ternire Relationen mit 6 = 5%0 1,2}
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Nr. ) o iso|S/L|In/Out
64 5;0,1} 012 12]20 [ Out
65 | 0%, [012,013 6| 20| Out
66 5;071} 012,023 24139 | In
67 | 6%, [012,032 12| 20 | Out
68 52071} 012,123 241 39 In
69 | 6%, [012,132 12| 20 | Out
70 5;071} 012,230 12140 | In
1| 6%, [012,231 12| 40 | In
72 520,1} 012,031, 032 24| 20 | Out
73| 6%, |012,023,123 24|39 | In
74 5;0,1} 012,032, 312 12] 20 | Out
75| 63, 012,230,231 24| 40 | In
76 5;071} 012,130,132 24120 | Out
77| 6%, |012,013,023,123 24| 20 | Out
78 5?071} 012,013,230, 231 6|40 | In

Tabelle A.10: Ternére Relationen mit 6 = 5?0,1} und G, = {id}
Nr. ] o iso|S/L|In/Out
9| 0%, |012,102 12| 20 | Out
80 5;071} 012,102,013,103 6|20 | Out
81| 6%, |012.102,023,203 24|39 | In
82 5;0,1} 012,102, 032, 302 12] 20 | Out
83 | 0%, |012.102,230,320 12| 40 | In
84 5;071} 012,102,031, 301, 032, 302 24120 | Out
85 | 0%, |012,102,023,203,123,213 12| 39 | In
86 5;071} 012,102,032, 302,312,132 4120 | Out
87 | 6%, |012,102,230,320,231,321 12| 40 | In
88 5;071} 012,102,013,103, 023,203, 123,213 121 20 | Out
89 | 6%, |012,102,013,103,230,320,231, 321 3140 In
Tabelle A.11: Ternére Relationen mit § = 6:{)’071} und G, ={id, (01)}
Nr. ) o iso|S/L|In/Out
90 3 0 137 In
91 i3 012(S3) 4138 In
92 03 012(S3),013(S3) 6|27 | Out
93 | & |012(S3),013(S5), 023(Ss) 4] 27| out

Tabelle A.12: Ternére total-reflexive, total-symmetrische Relationen



A Alle kohirenten Relationen fiir k£ € {2,3,4} 84
Nr. 0 o iso|S/L|In/Out
94 0 0123 1120 | Out
95 0 0123,1023 6 | 20 Out
96 0 0123,1032 3| 32 In
97 0 0123,1203,2013 4120 | Out
98 0 0123, 1230, 2301, 3012 31|32 In
99 0 0123,0132,1023, 1032 3120 Out
100 1] 0123,1032, 3210, 2301 1] 32 In
101 0 0123,0132,0213,0231,0312, 0321 4120 | Out
102 0 0123,1230, 2301, 3012, 2103, 3210, 0321,1032| 3 | 32 In
103 0 0123(A4) 1132 In
104 0 |0123(Sy) 1]32| In

Tabelle A.13: Quartire areflexive Relationen
Nr. ) o iso|S/L|In/Out
105 51071,273} 0123 121 Out
106 30’1_273} 0123,1023 6 | 21 Out
107 6£071,273} 0123,1032 3132 In
108 30’1,273} 0123,1203, 2013 4 | 21 Out
109 6£071,273} 0123, 1230, 2301, 3012 3132 In
110 30’1,273} 0123,0132,1023, 1032 3|21 Out
111 53‘071,273} 0123, 1032, 3210, 2301 1] 32 In
112 (0123 0123, 0132,0213,0231, 0312, 0321 4121 | Out
113 63071,273} 0123,1230, 2301, 3012, 2103, 3210, 0321,1032| 3 | 32 In
114 810 1.0y |0123(40) 132 In
115 | 611 5.5y |0123(S1) 1/32] In
Tabelle A.14: Quartéire Relationen mit § = 5?071’2’3}
Nr. ) o iso|S/L|In/Out
116 5&107172} 0123 420 Out
17| 8g,) |0128,1023 12| 20 | Out
118 30,172} 0123, 1203,2013 4 1 20 Out
119| 8}y |0123,0213,1023,1203,2013, 2103 4120 | Out

Tabelle A.15: Quartére Relationen mit 6 = 5‘{*0’1,2}
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Nr. ) o iso|S/L|In/Out
120 510 5 |0123 6 |20 | Out
121\ b0, |0128,1023 6|20 | Out
122 530 1} 0123,0132 6|20 | Out
123\ b1, |0123,1032 6|41 | In
124 5{0 1} 0123, 0132,1023, 1032 6|20 | Out

Tabelle A.16: Quartére Relationen mit § = 6?0)1}
Nr. ] o iso|S/L|In/Out
125 5§0’1}}{273} 0123 313 ] In
1266, 1) (2.0 0123, 1023 6|35 In
12761 1) o) 0123, 1032 335 In
128 |6/, 1} (5.9 0123, 2301 6|35 In
1291 6y 1) (o 0123, 0132, 1023, 1032 335 In
130 530 1}.42,3 |0123,1032,2310, 3201 3135| In
1L 6y 1) (2 0123, 1032, 2301, 3210 335 In
132 5{0 11,423} 0123, 0132, 1023, 1032, 2301, 2310, 3201, 3210| 3 | 35 In
Tabelle A.17: Quartire Relationen mit 6 = 5?071},{273}
Nr. 4] o iso|S/L|In/Out
133 i |0 1]27] Out
134 o |0 1|37 In
135 02 0 1137 In
136 01 0123(S4) 1129 ] Out
137 op  |0123,1230,2301,3012, 2103, 3210,0321,1032| 3 | 29 | Out

Tabelle A.18: Spezielle quartire Relationen
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Anhang B

Weitere Tabellen

In den Sétzen 20, 21, 32 und 34 miissen Parameter zu einer gegeben Relation
gefunden werden, damit der entsprechende Satz anwendbar ist. In den folgenden
Tabellen sind diese Relationen und eine entsprechende Wahl der Parameter
aufgelistet.
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