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2 Vorwort

Vorwort

Nach der erfolgreichen Erarbeitung gemeinsamer Rahmenlehrpléne fiir die Grundschule ha-
ben die Bundesldnder Berlin, Brandenburg und Mecklenburg-Vorpommern in einem Vertrag
vom 13. September 2004 vereinbart, die Kooperation bei der Erarbeitung von Lehrplidnen
fortzusetzen und gemeinsame Kerncurricula fiir die Qualifikationsphase der gymnasialen O-
berstufe fiir die Facher Deutsch, Mathematik, Biologie, Chemie, Physik, Englisch, Franzo-
sisch, Polnisch, Russisch, Spanisch, Latein, Geografie, Kunst und Gestaltung, Musik, Infor-
matik und Sport zu erarbeiten.

In Mecklenburg-Vorpommern wurden diese Kerncurricula parallel mit der Wiedereinfiihrung
des Abiturs nach 12 Schuljahren zum Schuljahr 2006/07 in Kraft gesetzt und 16sten die bishe-
rigen Rahmenpléne ab.

Kerncurricula sind auf den Erwerb jener Kompetenzen ausgerichtet, die Schiilerinnen und
Schiiler bendtigen, um auf die Herausforderungen in der Wissensgesellschaft vorbereitet zu
sein. Kompetenz wird dabei verstanden als Geflecht von Wissen, Konnen, Verstehen, Han-
deln, Erfahrung und Motivation. In den Kerncurricula sind Standards beschrieben, die die
Schiiler bis zum Abitur erreichen sollten.

Mit den Kerncurricula werden notwendige Freirdume fiir individuelle Lernprozesse geschaf-
fen. Auf diese Weise konnen Féahigkeiten, Begabungen, Neigungen und Interessen der Schii-
ler sowie regionale und schulspezifische Besonderheiten besser beriicksichtigt werden.

Zur Unterstiitzung der Umsetzung des Kerncurriculums fiir das Fach Mathematik hat sich an
der Universitdt Rostock eine Arbeitsgruppe konstituiert, deren Arbeit vom bisherigen Landes-
institut fiir Schule und Ausbildung gefordert wurde. Die Vorschldge fiir die einzelnen Themen
in der Einfilhrungs- und der Qualifikationsphase der gymnasialen Oberstufe, die jeweils in
einer ersten Fassung bereits im Internet unter www.mathe-mv.de verdffentlicht wurden, wer-
den in dieser Broschiire nach einer Abstimmung mit der Abituraufgabenkommission in einer
iberarbeiteten Fassung zusammengefasst.

Das Ministerium fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur Mecklenburg-Vorpommern stellt allen
Schulen eine Broschiire zur Verfiigung. Sie ist unter www.mathe-mv.de zum Download ver-
offentlicht.

Ich bedanke mich bei den Autorinnen und Autoren dieser Broschiire, die neben ihrer Unter-
richts- bzw. Lehrtétigkeit tiber 3 Jahre intensiv an diesem Projekt gearbeitet haben.

Henry Tesch
Minister fiir Bildung, Wissenschaft und Kultur


http://www.mathe-mv.de/
http://www.mathe-mv.de/

Zur Entwicklung und zum Einsatz der Broschire

Zur Entwicklung und zum Einsatz der Broschire

Die in dieser Broschiire angegebenen Ziele und Aufgaben sind das Ergebnis der Arbeitsgrup-
pe ,,Gymnasiale Oberstufe Mathematik®, die seit Beginn der Schuljahres 2006/07 mit Unter-
stiitzung des Landesinstitutes fiir Schule und Ausbildung Mecklenburg-Vorpommern tétig ist
und die aus den Autoren der Broschiire besteht. Die Vorschldge betreffen alle Unterrichts-
themen in den Klassen 10, 11 und 12. Mit den Vorschldgen erfolgt eine Konkretisierung und
Strukturierung der Ziele des Kerncurriculums Mathematik fiir die gymnasiale Oberstufe.

Auf einer gemeinsamen Beratung mit der Abituraufgabenkommission und den Fachberatern
fiir die Gymnasien und Gesamtschulen am 10. Juli 2008 wurden die Beziehungen dieser Ziele
zu den Anforderungen im Abitur diskutiert und in folgender Weise vereinbart.

Mit den Zielen auf dem Niveau des sicheren Wissens und Kénnens sollen die Wissens- und
Konnenselemente beschrieben werden, die bei jedem Schiiler so ausgebildet sein sollen, dass
er sie jederzeit ohne weitere Vorbereitung abrufen kann. Dabei wird vorausgesetzt, dass er in
der Regel keine weiteren Hilfsmittel zur Verfiigung hat. Damit zielt dieser Bereich der Ziele
auf das, was fiir ein spéteres Studium von entscheidender Bedeutung ist, sichere inhaltliche
Grundvorstellungen, Grundfertigkeiten und Grundkenntnisse. Die inhaltlichen Vorstellungen
und Kenntnisse der Schiiler werden im Studium i. d. R. als gegeben vorausgesetzt.

Diese Ziele sind die wesentliche Grundlage fiir die Anforderungen im Prifungsteil AO.

Das zweite Niveau des reaktivierbaren Wissens und Konnens bezieht sich auf das Zielni-
veau, das nach einer gezielten Vorbereitung auf die Abschlusspriifung erreichbar ist. Dabei
sind auch alle im Unterricht zugelassenen Hilfsmittel' erlaubt. Bekanntlich ist dieses in der
Priifung erreichte Leistungsniveau nur von kurzer Dauer und muss zu einem spéteren Zeit-
punkt erneut reaktiviert werden.

Dieses Zielniveau ist die hauptséchliche Grundlage fiir die in den Prufungsteilen A und B ge-
stellten Anforderungen. Dies betrifft auch das Anforderungsniveau 3 der EPA, da die Anfor-
derungen einer Aufgabe weniger von dem mathematischen Inhalt als vielmehr von dem zum
Losen notwendigen Niveau der Problemldsefdahigkeiten abhéngen.

Das dritte Zielniveau des Exemplarischen soll die Ziele beschreiben, die nicht systematisch
behandelt, sondern nur durch ,,exemplarisches Lernen* erreicht werden sollen. Die Schiiler
sollten diese mathematischen Inhalte anhand sehr einpragsamer Beispiele erleben, die ihnen
auch spéter durchaus als Episode des Unterrichts im Gedachtnis bleiben. Diese Ziele sind ein
Feld, auf dem der Lehrer seinen besonderen Interessen nachgehen kann. Es ist weder moglich
noch sinnvoll, alle angegebenen Ziele zu realisieren.

In der Abiturpriifung kdnnen in den Prufungsteilen A und B zur Formulierung von weiteren
Teilaufgaben auf dem Anforderungsniveau 3 Elemente des exemplarisch vermittelten Wis-
sens und Konnens vorkommen. Diese Anforderungen sollen aber nur etwa 10 % der Gesamt-
anforderung ausmachen. Weiterhin werden die Aufgaben so formuliert, dass eine Behandlung
im Unterricht nicht vorausgesetzt wird und die Schiiler alle notigen Informationen in der Prii-
fungsaufgabe erhalten, um mit ihrem reaktivierbaren Wissen und Konnen die Aufgabe 16sen
zu konnen.

Wir wiinschen allen Kolleginnen und Kollegen viel Erfolg bei der Arbeit mit dem Material!

Die Autoren

Rostock, Juni 2009

! Wenn ein Ziel nur mit einem CAS erreichbar sein soll, wird dies explizit genannt.



4 Planungsvorschlag Klasse 10

1 Ziele und Aufgaben fir die Klasse 10

1.1 Planungsvorschlag fir die Klasse 10

Thema Std.
Einfuhrung eines CAS-Rechners 4

1 Trigonometrische Berechnungen und Winkelfunktionen 28
Riickblick 2

1 Trigonometrische Berechnungen 12
2 Winkelfunktionen 14

Periodische Funktionen

Die Sinus- und die Kosinusfunktion
Das Bogenmal eines Winkels

Die Funktion f(x) = a-sin (bx) + ¢

2 Exponential- und Logarithmusfunktionen
Riickblick

2.1 Logarithmen und Logarithmengesetze

2.2 Exponentialfunktionen

2.3 Logarithmusfunktionen

3 Korperdarstellung und Korperberechnungen
Riickblick

3.1 Begriff und Darstellung von Pyramiden und Kegeln

3.2 Oberfldcheninhalt und Volumen von Pyramiden und Kegeln

3.3 Begriff, Volumen und Oberflicheninhalt einer Kugel

3.4 Zerlegen und Zusammensetzen von Korpern, Pyramiden- und Kegelstiimpfe

3.5 Anwendungen

4  Stochastik
Rickblick

4.1 Die bedingte Wahrscheinlichkeit

4.2 Die Binomialverteilung und Denkweisen der beurteilenden Statistik

5 Systematisierung von Funktionen

5.1 Der Funktionsbegriff

5.2 Merkmale von Funktionen

o ) = —_ =
LR IGIE R RBlr|w v v Slv|S s 5

5.3 Funktionen mit Parametern

Summe | 100

Bemerkungen:

— In der geplanten Zeit (25 Wochen) sind die Zeiten fiir Klausuren nicht enthalten.

— Ein GTR bzw. CAS-Rechner sollte in allen Stoffgebieten verwendet werden, wobei der
Rechner schrittweise erschlossen werden sollte. Zu Beginn des Schuljahres sollte eine
Einflihrung in die Arbeit mit dem konkreten Rechner erfolgen.

— Das Thema Stochastik sollte im Zusammenhang mit dem Thema Stochastik in Klasse 12
geplant werden. Mt entsprechenden Aufgaben zur Binomialverteilung sollte man bereits
in Klasse 10 die Denk- und Arbeitsweisen der beurteilenden Statistik, die dann in Klasse
12 explizit behandelt werden, inhaltlich vorbereiteten.

— Das Thema Sytematisierung von Funktionen dient der inhaltlichen Vorbereitung der
grundlegenden Begriffe und Denkweisen der Analysis in Klasse 11.
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1.2 Trigonometrische Berechnungen und Winkelfunktionen

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

- es Winkel gibt, die kleiner als 0° oder gréBer als 360° sind,
- Winkel einen positiven oder negativen Drehsinn haben kdnnen,
- jeder Winkel darstellbar ist als o = o'+ k - 360° mit 0° < a’'<360° k € Z,

- Winkel im Grad- oder BogenmaR angegeben werden kdnnen, wobei © dem Gradmal3 180°
und 21t dem Gradmaf 360° entspricht,

- nur eine im BogenmaR beschriftete x-Achse einen Vergleich von Graphen von Winkel-
funktionen mit anderen Funktionsgraphen ermdglicht,

- die Sinus- , Kosinus- und Tangensfunktion periodische Funktionen sind und haben Vor-
stellungen vom Graphen der Sinusfunktion,

- der Sinus, Kosinus und Tangens eines Winkels unter 90° als Verhiltnis zweier Seitenlén-
gen im rechtwinkligen Dreieck gebildet werden kann.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- unterscheiden zwischen Anwendungen der Winkelfunktionen in der Trigonometrie zur
Dreiecksberechnung (Gradmal}) und Anwendungen zur Beschreibung periodischer Vor-
ginge (BogenmaB).

Reaktivierbares Wissen und Konnen
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass
- sin a = Gegenkathete / Hypothenuse,

- cos o = Ankathete / Hypothenuse,

- tan o = Gegenkathete / Ankathete,

- das Bogenmal eines Winkels das Verhiltnis der zugehorigen Bogenldange zum Radius und
einheitenlos ist, wodurch es im Einheitskreis der Lange des zugehorigen Kreisbogens ent-
spricht,

- die Seitenverhéltnisse fiir den Sinus, Kosinus und Tangens eines Winkels nur in rechtwink-
ligen Dreiecken und der Sinus- und der Kosinussatz bzw. der Satz zur Flachenberechnung
von Dreiecken mithilfe des Sinus eines Winkels in beliebigen Dreiecken gelten,

- der Anstieg des Graphen einer linearen Funktion mit m = tan o berechnet werden kann,
wobei a der Winkel zwischen dem positiven Teil der x-Achse und der Geraden ist,

- die Sinusfunktion eine gerade und die Kosinusfunktion eine ungerade Funktion ist.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- beliebige Winkel im Grad- oder Bogenmalf} angeben, insbesondere ganzzahlige Teile und
Vielfache von =,

- Seiten und Winkel in rechtwinkligen Dreiecken berechnen,
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Berechnungen in beliebigen Dreiecken unter Nutzung der Sinus-, Kosinus- oder Flachen-
inhaltssédtze durchfiihren,

Sachaufgaben 16sen, die Sachverhalte im Raum oder Gelénde beschreiben, die {iberschau-
bar sind, sich in 2 bis 3 rechtwinklige Dreiecke zerlegen lassen und durch moglichst wenig
aufeinander aufbauende Rechenschritte zu 16sen sind,

Die Kosinus- und Tangensfunktion (y = cos x oder y = tan x) in Skizzen erkennen sowie
aus ihnen die Periode, die Symmetrie, Nullstellen und Extremwerte ablesen,

eine Sinusfunktion y = sin x oder y = sin a skizzieren,
eine Sinusfunktion y =a - sin x + ¢ oder y = a - sin a + ¢ skizzieren,

aus Zeichnungen von Funktionen y = a - sin (b-x) + ¢ folgende Eigenschaften ablesen: Pe-
riode, Nullstellen, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symmetrie, Extremstellen
und — werte,

folgende goniometrische Gleichungen oder Gleichungen, die durch einfache dquivalente
Umformungen auf diese zurilickzufiihren sind, 16sen:

sin X = a, sin 0. = a, cos X = a, cos o = a, wobei die Losungsmenge im Intervall

-90° < <360° bzw. -t < x < 2w angegeben wird und tan o = a, wobei die Losungsmenge
im Intervall -90° < a < 90° angegeben wird.

Exemplarisches
Die Schiilerinnen und Schiiler haben an einpridgsamen Beispielen erlebt, dass

man in der Beziehung a = o'+ k - 360° mit 0° <a'< 360°, k € Z a’den ,,Hauptwert* und
alle anderen Winkel a ,,zueinander dquivalente Winkel“ nennt,

es fiir Winkelfunktionen Quadrantenbeziehungen gibt (am Beispiel der Sinusfunktion),
man den Satz sin® x + cos” x = 1 herleiten kann,

Berechnungen in beliebigen geometrischen Figuren ausfiihrbar sind, indem man sie ge-
schickt in Teildreiecke zerlegt,

der Faktor b bei der Funktion y = sin (bx) die Periodeldnge der Funktion beeinflusst.
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Aufgaben
1. Sicheres Wissen und Kénnen

1. Gegeben sind folgende Winkel: 400° ; -80°; 650°; -900°; -630°; 360°

a) Zeichne den Drehwinkel.

b) Gib die Anzahl der vollen Umdrehungen und die Teilumdrehung in Grad an.
c) Stelle den Winkel dar in der Form o= o’ + k - 360° mit 0° < o’ <360°,k € Z.

2. Der Punkt P(1; 0) ist ein Punkt des Einheitskreises um den Koordinatenursprung.
Gib die Koordinaten des Punktes P’ an, auf den der Punkt P bei einer Drehung um den

Winkel ¢ abgebildet wird.

¢ =270° (-180°; 630°; —270°; 450°; 900°; —810°; 540°)

3. Erginze die Tabelle so, dass sich in jeder Zeile eiander entsprechende WinklemaRe erge-

ben.
Gradmall Bogenmal
90°
T
2n
/2
360°

4. Beschrifte die x-Achse jeweils unterenaner im Bogenmall mit Vielfachen von , im
GradmaB3 mit Vielfachen von 180° und mit ganzen Zahlen, so dass eine Einheit 1 cm ent-

spricht.

»
»

OO

ganze Zahlen
Bogenmal3

Gradmal

5. Zeichne eine x — Achse und beschrifte sie im Intervall [-7; 7], so dass eine Einheit 1 cm
entspricht. Trage folgende Werte der Vielfachen und Teile von m auf dieser x — Achse ab:

2w -n/2, w2 2w
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6. In den folgenden Abbildungen ist jeweils der Verlauf der Funktion f(x) = sin x in einem
Intervall dargestellt.
a) Trage auf der x- Achse 0, /2, w; 3/2 w; 2 wund 3 & ein und lege jeweils die Eintei-
lung fiir die y-Achse fest.
e [oh T ace [Rear-aph Hath|or o v & [

U WA AWAWAWA
D vvvvw

ST EAD AUTO FUNC MAIN EAD AUTO

Zrnchm Tr*ac,eTRegr‘aPhTMFastTh D;E;w]? ‘,/9 g'?i

b) Trage auf der x- Achse 0°; 90°; 180°; 270°; 360° und im 2. Bild auch 540° und 720°
eln und lege jeweils die Einteilung fiir die -Achse fest.

ZDD'“TTHEE'TREgr‘aphTMathTDFE;ur S Fov

2 Poom|Tr ace RearaphMath|orauls & [
e ANAAN
7 VAVRVAYAYAY

HMAlM EAD AUTO FUHC AN EAD AUTO FUHC

7. a) Ordne den folgenden Ausschnitten aus Graphen die Funktionsgleichungen zu.
b) Warum konnen stets nur Ausschnitte aus den Funktionsgraphen dargestellt werden?
A: y=sinx B: y=cosx C:y=tanx

I:

T T T T
/n -3mm2 T -T2 o ™2 ™ a2 T
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I1I:

Zm -3v& o nvﬂ zm
14

8. Lege fiir die untenstehenden Graphen den Koordinatenursprung fest und zeichne die y-
Achse sowie die Einteilung fiir die Koordinatenachsen ein, so dass der Graph dargestellt
wird.

a) Sinusfunktion b) Kosinusfunktion
1" |_Fcr FE* Fa* B 1" |_Fcr FE* Far

H B 7 B
- f—|[Zoom Trac-e Regr‘aph Mat-h|OFaw| - éﬁ - f—|[Zoom Trac-e Regr‘aph Mat-h|DFaw| - é:?

\VARVERVEREAVERVERV/

AN FAD ALTH FINC AN FAD ALTH FINC
[ T N FEv | FG™ [F7 EE: [ T N FEv | FB™ [F7 EE:
« f—|[Zoon|Trace Regr‘aph Mat-h|OFaw| - éﬁ HH « f—|[Zoon|Trace Regr‘aph Mat-h|DFaw| - é:? HH

ANANANANT AANANT
JVVVVV JVVVVY

MAIN FAD AUTO FUMC MAIN FAD AUTO FUMC

9. Zeichne drei verschiedene Dreiecke jeweils mit den Innenwinkeln von 30°, 60° und 90°.
Gib Unterschiede und Gemeinsamkeiten dieser drei Dreiecke an.

10. Bei welchen Sachverhalten wiirdest du den Winkel im BogenmaR bzw. im Gradmal} an-

geben?

(1) Ablesen des Schnittpunktes von 2 Graphen, wobei einer zu einer Sinusfunktion und
der andere zu einer linearen Funktion gehort

(2) Berechnung des Neigungswinkels einer Pyramidenfliche zur Grundflache

(3) Beschreibung eines periodischen Prozesses, bei dem die Amplitude exponentiell ab-
nimmt

(4) Berechnungen im Gelédnde, z.B. Berechnung der Breite eines Flusses

(5) Berechnung des Schnittwinkels eines Graphen einer linearen Funktion mit der x-
Achse mithilfe ihres Anstiegs

(6) Graphen einer linearen Funktion mit der x-Achse mithilfe ihres Anstiegs
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2. Reaktivierbares Wissen und Koénnen

11.

12.

13.

14.

Gegeben sind folgende Dreiecke

a) Gib das gesuchte Verhiltnis in den gegebenen rechtwinkligen Dreiecken mit Hilfe der
entsprechenden Seiten an!

sin o, = sin 6 = tan 1=
tan B = Cos € = cos1=

b) Gib eine Winkelfunktion in den gegebenen rechtwinkligen Dreiecken mit Hilfe eines
beliebigen Winkels zu den gegebenen Seitenverhiltnissen an!
a

i
c g

— | o

Versuche, die Seiten und Winkel des rechtwinkligen Dreiecks so bezeichnen, dass gilt:

X S

a) sinazz und cos o =",

w
b) sinB=Wund cosBZI_

Berechne jeweils die Linge des Kreisbogens, der zu einem gegebenen Zentriwinkel o
gehort, wenn der Radius des Kreises verdndert wird. Bilde das Verhéltnis Kreisbogenlédn-
ge zum Radius. Was stellst Du fest?

o =573° b b/r a =90° b b/r
r=5cm r=5cm

r=10m r=10m

r=2,3cm r=2,3cm

r=3 mm r=3 mm

Berechne den Winkel zwischen dem positiven Teil der x-Achse und der Geraden.

a) y=x byy=4 C)y=—-Xx d)y=4x-6

e)yZ—ix +2 fly=—4x+6 g)y=%x2
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15.

16.

17.

18.

Berechne den Anstieg einer linearen Funktion, wenn der Winkel a zwischen dem positi-
ven Teil der x —Achse und der Geraden gegeben ist.

a) o=230°

b) a=75°

c) a=110°

d) a=0°

e) a=90°

f) a=175°

Gegeben sind folgende Dreiecke ABC.

Entscheide jeweils, ob du den Satz fiir die Berechnung von Seiten oder Winkeln in dem
entsprechenden Dreieck nutzen konntest:
I 11

a) Sinussatz

b) A=b-csina
c) A=(b-c)2
d) a2=b*+¢?

e) sinf=Db/a

f) cosy=Db/a

g) tan B =b/c

h) Kosinussatz

Welche Beziehungen zwischen Grad- und Bogenmal sind richtig?
a)360° 2271 b)) 1,047 2 60° ¢)0,75 £ 270° d)45° £ 0,25~

Zeichne in die Bilder eine y-Achse ein, so dass der Graph der folgenden Funktion darge-
stellt wird.

a) gerade Funktion b) ungerade Funktion

1 Few |_F% FEw | _FEw 7 H 1 Few |_F% FEw | _FEw 7 H
- E Zoon|Trace Regr‘aph Math|Oraw]- P’? - E Zoon|Trace Regr‘aph Math|Oraw]- P’?

MAIN EAD AUTO FUNC MAIN EAD AUTO FUNC

11
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19. Berechne jeweils die fehlenden Stiicke der Dreiecke ABC.
a)a=>53cm; b=4,5cm; a=90° b) c=6,3 cm; f =90° y="75,8°
c)b=48 cm; ¢ =64 cm; o = 90° d)b=4,1 cm; a=12,7°; B =90°

20. Vervollstindige die folgende Tabellen:

Winkel o im Grad-
mal

Winkel x im Bo- .
genmal (Teile bzw. — -7 —7
Vielfache von 1) 2

0° 130°|60° 135° 210°|270° 360° | 720°

Winkel o im o o o o o
GradmaB 1 10 30 100 270
Winkel x im
Bogenmal

21. In einem gleichschenkligen Dreieck ABC kennt man die Basis ¢ = 80 cm und den Innen-
winkel = 37°.
Berechne alle iibrigen Stiicke und den Flicheninhalt des Dreiecks ABC.

22. Gegeben sei ein Parallelogramm ABCD durch a =90 cm, h, = 38 cm und o = 55°.
Fertige eine Skizze an und trage die gegebenen Stiicke ein.
Berechne die tlibrigen Seiten und Winkel des Parallelogramms.

23. In einem Trapez ABCD sind bekannt: a=7,4 cm; d = 3,6 cm; o = 60" und B=50°.
Berechne b und c.

24. Von einem Dreieck ABC sind bekannt: a = 3,6 cm; b= 5,2 cm; o = 35 .
Gesucht sind ¢, f und y.

25. Versuche, die Seiten und die Innenwinkel eines Dreiecks so bezeichnen, dass gilt:

sin g m sinx ¢ siny d

=9 d smy ®% 2 22
2 sinf " n b) siny  h und sinz h ¢) k=g +x"—2gxcos u

26. Bearbeite folgende Aufgaben, die sich auf ein Dreieck ABC beziehen.
a) geg:a=21lcm;b=48cm;c=60cm ges.:a

b) geg.:b=4,7cm;c=06,1 cm; a= 63,20 ges.: a
c) geg.:c=3,8cm;a=2300;p=2_80,50 ges.: b
d) geg.:a=7,8cm;c=25,3cm;a=30,70 ges.: y
e) geg.:.b=3cm;a=63cm;p=25" ges.: a

27. Ein Korper hat die Form einer geraden Pyramide mit quadratischer Grundfliche mit der
Grundkante a = 8,2 cm und der Héhe h = 7,5 cm.
Zeichne ein Schrigbild dieses Korpers und berechne folgende Grof3en.
a) die Hohe hg der Seitenfldchen
b) den Oberfldcheninhalt des Korpers
¢) den Neigungswinkel o zwischen den Seitenkanten und der Grundfldche
d) den Neigungswinkel zwischen den Seitenflichen und der Grundfléache.
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28. Auf einer Landkarte mit dem Maf3stab 1 : 1 500 000 findet man das Stiddtedreieck SGW

(Schwerin, Giistrow, Wismar) mit SG = 4,5 cm, GW =3 cmund WS =2 cm. Berechne
den Flacheninhalt (in Quadratkilometer) des Stiadtedreiecks SGW.

29. Gegeben sind im Intervall [-n/2; 2nt] die Funktionen f; : y =sinx und f, : y=2-sinx..
a) Skizziere in einem gemeinsamen Koordinatensystem die Graphen der Funktionen f;
und fz.
b) Vergleiche folgende Eigenschaften der Funktionen miteinander: Definitions- und
Wertebereich, Nullstellen im gegebenen Intervall, maximale und minimale Funkti-
onswerte.

30. Gegeben sind im Intervall [-n/2; 2n] die Funktionen f; : y =sinx und f; : y =sinx + 2
a) Skizziere in einem gemeinsamen Koordinatensystem die Graphen der Funktionen f;
und b.
b) Vergleiche folgende Eigenschaften der Funktionen miteinander: Definitions- und
Wertebereich, Nullstellen im gegebenen Intervall, maximale und minimale Funkti-
onswerte, Extremstellen.

31. Lies folgende Eigenschaften der Funktionsgraphen ab und vergleiche sie miteinander.
a) Definitionsbereich b) Wertebereich c) Nullstellen im gegebenen Intervall
d) maximale Funktionswerte ~ e) minimale Funktionswerte f) Funktionsgleichung

,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,,



14

Trigonometrie und Winkelfunktionen

32.

33.

34.

35.

36.

37.

38.

Wie lautet die Gleichung einer Sinusfunktion mit dem Wertebereich -2,5 <y < 6,5?

Lege fiir die untenstehende Darstellung an der x- und an der y-Achse eigenstindig einen
MaBstab fest. Gib dann die Gleichung fiir die dargestellte Funktion an.
a) b)

\

e

AN RAD AUTO FUMC

Von einer trigonometrischen Funktion sei folgendes bekannt: Der Graph der Funktion
entsteht durch Streckung der Funktion y = sin x mit dem Faktor 1,5 entlang der y-Achse
und wird um eine halbe Einheit nach unten verschoben.

Gib die Funktionsgleichung an und skizziere den Graphen der Funktion.

Wo steckt der Fehler?

a) cosa =-0,113 b) sina=0,914
o =96,5° a;=0,016°
a,=276,5° oy =179,884°

Lose die Gleichungen. Gib stets alle Losungen im Intervall [-90°; 360°] an.

a) 0,5 cosa=0,1
b) sina+0,7=0,914
c) 8 sina—-3=1,2
d) 0,3 sina=-0,5
e) 6-cosat+4=-0,13

Lose die Gleichungen. Gib stets alle Losungen im Intervall [-n; 27t] an.
a) sinx+5=54
b) 3-cosx =4-cosx-0,3

Lose die Gleichungen. Gib stets alle Losungen im Intervall [-7/2; 7/2] an.
a) 2 tanx=3§
b) 0,6 "tanx=-2,5

3. Exemplarisches

39.

40.

Zueinander dquivalente Winkel haben eine Differenz, die ein ganzzahliges Vielfaches von
360° bzw. 2m ist.
a) Gib den zu a dquivalenten Winkel o mit 0° < a’< 360° an.
o =2652° (1572°; -3280°; 476°; 2730°; 578°)
b) Gib den zu x dquivalenten Winkel x* mit 0 < x'<2m an.
x=11/2 n (6m; 21/4 t; — 1/4 w; -21/4 1)

a) Skizziere mithilfe eines Rechners in einem gemeinsamen Koordinatensystem die Gra-
phen der Funktionen
y =sin X und y = sin (2x) und y = sin (0,5x) im Intervall [0; 47].

b) Beschreibe allgemein fiir Funktionen des Typs y = sin(bx) den Einfluss des Parameters
b auf die Sinusfunktion.
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41. Finde wie im Beispiel moglichst viele Winkel, so dass sich in je einer Zeile identische
Funktionswerte ergeben. Was fallt dir auf?

o sin a
I. Quad- | II. Quad- | III. Qua- | IV.
rant rant drant Quadrant
60° 120° 0,8660
0,5
10°
100°
240°
-0,5
190°
280°
00
1

42. Nachfolgend ist der stark gezeichnete Graph jeweils die Sinuskurve.

a) Lege die Einteilung der Achsen fest.

b) Lies folgende Eigenschaften aus den Graphen ab: kleinste Periode, die Symmetrie,
Nullstellen und Extremwerte.

¢) Ordne folgende Gleichungen den Graphen zu: A: y = sin X
C: y=2sinx D:y=3sin(0,5x) E:y=-sin(2x)

B: y = -sin (2x)

43. Ergénze folgende Tabelle.

Funktion Wertebereich | kleinste Periode
f(x) = 2 sin (3x)

f(x) = 4 sin (2x)

—25<y<25 4n

44. Wie lautet die Gleichung einer Sinusfunktion mit der kleinsten Periode 5t und dem Wer-
tebereich -2,5 <y < 6,5?
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1.3 Exponential- und Logarithmusfunktionen

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

- der ,,Logarithmus® einen andere Bezeichnung fiir einen ,,Exponenten® ist,

- es Exponentialfunktionen in verschiedenen Darstellungsformen gibt (wortliche Beschrei-
bung, Wertetabelle, Graph, Funktionsgleichung),

- es typische Beispiele fiir das exponentielle Wachstum bzw. fiir den Zerfall gibt und ken-
nen Prototypen (z.B. Zinseszinsen, Algenwachstum, radioaktiver Zerfall).

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- mithilfe einfacher einpragsamer Zahlenbeispiele die beiden Umkehroperationen des Po-
tenzierens erkliren (2° =8 < 3 =log, 8 «>2=8"),

- einfache Exponential- und Logarithmusgleichungen inhaltlich 16sen, die sich nur durch
Anwendung der verschiedenen Schreibweisen ,,umschreiben lassen, ( z.B.: log, x = 3;
log, 8 = x; logy 8 =3 oder x* = 8),

- wesentliche Eigenschaften der Funktionen f(x) =2 *und f(x) = (% ) * =2 " stellvertretend

fir Eigenschaften von Exponentialfunktionen beschreiben (Definitionsbereich, Wertebe-
reich, Verhalten im Unendlichen, Asymptoten, Anderungsverhalten, besondere Punkte),

- verschiedene Darstellungsformen von einfachen Exponentialfunktionen der Form f(x)=b*
ineinander umwandeln (z.B.: Gleichungen und Tabellen in Graphen, Gleichungen in Ta-
bellen, Graphen in wortliche Beschreibungen).

Reaktivierbares Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler kennen

- den Zusammenhang: logpa’ =r ‘logpa,
- den Befehl zur Berechnung von Logarithmus in ihrem Taschenrechner bzw. CAS,
— den Unterschied zwischen Wachstums- und Zerfallsraten bzw. -Faktoren,

- die Wirkung der ,,Minuszeichen* und wissen, dass die Graphen der Funktionen f(x) =b*,
f(x)=b ", f(x) =— b und f(x) = — b " durch Spiegelung an den Koordinatenachsen aus-
einander hervorgehen.

Die Schiilerinnen und Schiuler konnen:

— aus den Definitionen b =1 und b’ =b fiir b # 0 die entsprechenden Logarithmengesetze
log, 1 =0 und log, b =1 herleiten,

- Exponentialgleichungen der Form a - b**= c und a - b*"® = ¢ mit festen Parametern a, b, ¢
und e nach x auflésen, wobei vorrangig inhaltliche Vorstellungen und iiberschaubare Zah-
len genutzt werden sollten,

- den Zusammenhang: logya’ = r ‘logya zum Losen von Gleichungen anwenden,
- wesentliche Eigenschaften der Funktionen f(x) = b *und f(x) = (1/b) *=b ™ (b > 0) anhand
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des typischen Verlaufs ihrer Graphen beschreiben (Definitionsbereich, Wertebereich, Ver-
halten im Unendlichen, Asymptoten, Anderungsverhalten, besondere Punkte) und mit in-
haltlichen Vorstellungen zu Wachstums- und Zerfallsprozessen in Verbindung bringen,

- bestimmten Sachverhalten Exponentialfunktionen der Form f(x) = a - b* zuordnen, diese
als Graphen skizzieren und typische Anwendungsaufgaben 16sen,

- exponentielles Wachstum (Zerfall) von anderen Wachstumsprozessen (Abnahmevorgan-
gen) unterscheiden.

Exemplarisches
Die Schiilerinnen und Schiiler haben an einpridgsamen Beispielen erlebt, dass

- das Logarithmengesetz logy, (a - ¢) =logpa + log,c aus dem entsprechenden Potenzgesetz
b @9 =p* - b° abgeleitet und bei der Losung bestimmter Logarithmengleichungen ange-
wendet werden kann,

- die Logarithmusfunktion f(x) = log, x mit b > 0 die Umkehrfunktion der Funktion
f(x) =b" ist und sich aus dieser Tatsache wesentliche Eigenschaften der Logarithmus-
funktion ableiten lassen.
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Aufgaben
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Lbse durch inhaltliche Uberlegungen. Schreibe das Ergebnis als Logarithmus.
z.B. 10" =100 — x =2 =logo 100
1 1 1
a) 2" =8 b) 2" =— c)3* =27 d)3"=— e) S =—
) ) 4 ) ) 9 ) 125

f) 10* =10000 g) 0,1 =100

2. Bestimme durch inhaltliche Uberlegungen. Schreibe als Potenz.
z.B. logo 1000 = 3, denn 10° = 1000

a) log, 8 b) log, 27  c¢) log,,100 d) logz(éj

1 1
e) log3(2—7j f) log,0,1 g) log{gj

3. Bestimme jeweils x durch Uberlegungen zur Bedeutung des Begriffs ,,Logarithmus®.
a) logy 16 =x b) logax=5 ¢) logx16=4

log, 2 =x log, x =0,5 logy 27=13
logio 1000 = x logpsx =2 logx2=0,5
10g2% —x logs x =3 logy2=8
log, ﬁ = x logos x = -1 logax =-1
1 10g1() x=-3 1
log, — =x logy, —=-1
22 16 g 5

4. Zwischen welchen natiirlichen Zahlen liegen die folgenden Logarithmenwerte?
a) logy 63 b) logs 20 c) loge 30 d) log, 27 e) logs 76.

5. Die Funktion f(x)=2" soll untersucht werden.
a) Gib den Definitions- und Wertebereich der Funktion an.
b) Untersuche f(x) auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.
c) Erginze folgende Tabelle. Ordne sie nach der GroBe der x-Werte.

X 2 -3 0

f(x) 8

S

1
2

d) Skizziere die Funktion mit Hilfe der Tabelle.
e) Wie verhalten sich die Funktionswerte von f(x) fiir x - o bzw. x —> —0?
Gib die Gleichung der Asymptote des Graphen von f(x) an.
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6. Die Funktion f(x) = (% )* soll untersucht werden.

a) Gib den Definitions- und Wertebereich der Funktion an.

b) Untersuche f(x) auf Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen.

c) Fertige eine Wertetabelle fiir -3 <x <3 an und skizziere die Funktion mit Hilfe der
Tabelle.

d) Wie verhalten sich die Funktionswerte von f(x) fiir x - o bzw. x > —0?
Gib die Gleichung der Asymptote des Graphen von f(x) an.

e) Vergleiche den Verlauf des Graphen mit dem Graphen der Funktion f(x) = 2",

7. Gib die Gleichung einer Funktion an, die folgende Eigenschaft hat.
a) Wird der x -Wert um eins erhdht, so verdreifacht sich der y-Wert.
b) Wird der x -Wert um eins vermindert, so drittelt sich der y-Wert.
c) Wird der x -Wert um eins erhoht, so drittelt sich der y-Wert.

8. Finde eine verbale Beschreibung fiir folgende Zuordnungen.

a)
X 2 1 0 1 2 3
1 1 1
f(x) 4 2 1 — ~ —
2 4 8
b)
X 2 -1 0 1 2 3
1 1
f(x) — — 1 3 9 27
9 3

Reaktivierbares Wissen und Kénnen
9. Erforsche die Eigenschaften der Funktionen f(x) = 0,75 * und f(x) = (%)

a) Konzentriere dich auf den jeweiligen Definitions- und Wertebereich, die Schnittpunk-
te mit den Koordinatenachsen und das Verhalten der Funktionswerte fiir x — o bzw.
X — —00.

b) Vergleiche die Graphen beider Funktionen.
Zum Darstellen beider Graphen kannst du ein CAS benutzen.

c) Wie verdndern sich jeweils die y - Werte, wenn die x - Werte um eins erhoht werden?

d) Findest du Beispiele fiir Vorgidnge, die mit diesen oder dhnlichen Funktionen be-
schrieben werden kénnen?

10. Skizziere die Graphen der Funktionen fi(x) = 2%; f3(x) = - 2%; f3(x) = 2™ und f4(x) = ZL"

11. Welche der Funktionen f(x)=a-b* b >0 geht durch die Punkte P;(0 | 3) und
P, (1]1,5)?
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12. Die Darstellung zeigt die Graphen der Funktion f(x) = 2" und dreier weiterer Funktionen,
die alle durch Spiegelung an den Koordinatenachsen aus dem Graphen von f(x) = 2* her-
vorgegangen sind. Finde die Funktionsterme der jeweiligen Funktionen.

13. Finde die exponentiellen Zuordnungen aus allen gegebenen Zuordnungen heraus.
a) b)

¥

c) Wenn der x-Wert um eins erhoht wird, vermehrt
sich der y-Wert um 2.

d) Eine Bakterienkultur verdoppelt ihren Bestand
alle 30 min.

e) Die Anzahl der Teilchen verringert sich jeden Monat um die Hilfte.

X -2 -1 0 1 2 3

f(x) 4 1 0 1 4 9
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1
f(x)=
&) ==
h)
X -2 -1 0 1 2 3
1 1 1
i) )
a4¥
2
1
] .4
1 0 1 2 3
. 19

14. Erginze!
a) Ich habe von meiner Oma 1000 € bekommen und lege sie bei einer Bank an. Am Ende

des ersten Jahres habe ich 1030 € auf dem Konto. Ich bekomme von meiner Bank
% Jahreszinsen.

b) Die Bank garantiert mir fiir die folgenden 4 Jahre einen stabilen Zinssatz von 4 %,
wenn ich das Geld fest anlege. Ich kann mein Guthaben am Ende des 4. Jahres nach

der Formel berechnen.

¢) Von meiner Tante bekomme ich jeden Monat 100 €. Ich bewahre das Geld bei mir zu
Hause auf und habe nach einem Jahr €. Ich kann mir ausrechnen, wie viel

Geld ich nach drei Jahren habe, wenn ich die Formel benutze.

15. Oma Sparstrumpf schenkt ihrem Enkel Karl zur Geburt 0,01 €. Zu jedem Geburtstag

schenkt sie ihm doppelt so viel Geld wie im Vorjahr.

a) Wie viel Geld bekommt Karl zu seinem 18. Geburtstag? Gib eine Gleichung zur Be-
rechnung an.

b) Wie viel Geld hat er insgesamt von Oma Sparstrumpf bis zu seinem 18. Geburtstag
bekommen?

c) Oma Herzlich schenkt Karl von der Geburt bis zum 18. Geburtstag jedes Jahr 50 €.
Wie viel Geld hat er von Oma Herzlich insgesamt bekommen?

16. Pro Stunde scheidet der Korper 20 % des Wirkstoffes eines bestimmten Medikamentes
aus. Nach welcher Zeit ist nur noch die Hélfte des Wirkstoffes im Korper?
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17. Kreuze an, ob die Aussagen wahr oder falsch sind.

Aussage wahr falsch

Exponentielles Wachstum ist stets stirker als lineares
Wachstum.

a’=1 firalleaeR

Es gibt prozentuale Wachstumsvorginge, die exponentiell
beschrieben werden konnen.
Die Funktion f(x) = 3" hat eine Nullstelle.

Es handelt sich um den
Graphen einer Expo- 21
nentialfunktion.

T T
-3 -2 -1 0 1 2

,»1om bekommt jeden Monat 2 € mehr Taschengeld.**
Der Betrag des Taschengeldes wichst linear.

Die Funktion f(x) =0,5" beschreibt eine exponentielle

Zunahme.

,.Frau Wuchtig hat bei einer Diat pro Woche 2 kg abge-
nommen*

Die Abnahme ist exponentiell.

Ein Kilogramm eines radioaktiven Elements zerfallt ex-
ponentiell.

(-
3* 3

a'=a firalle aeR

Alle Exponentialfunktionen der Form y = b* verlaufen
durch den Punkt P (0 | 1)

Eine Exponentialfunktion der Form y = b* ; b > 0 verlduft
nie im 3. Quadranten.

Exemplarisches

18. Berechne unter Verwendung von Logarithmengesetzen.
a) logs 62,5 + logs 2
b) logs25° + log, 647 — logs 27" + log, 2 + logs 1
c¢) logio 4+ logio 25— log, 16°
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19. Berechne unter Verwendung von Logarithmengesetzen.
a) logy 4’ + logs (16 - 64)
b) logio 1000%” — log, 64 + logs (3 - 81)

20. Vertauscht man bei einer Funktion f(x) die x- und y-Werte, so entsteht eine neue Zuord-
nung, die Umkehrfunktion f(x) genannt wird. Der Graph von f(x) ergibt sich dadurch
als Spiegelung des Graphen von f(x) an der Geraden y = x.
zB. f(x)=x+1
Definitionsbereich von f(x): x € R;
Wertebereich von f(x): yeR; y>0

21.

¢) log (328 . 9105)
d) logio 100** + logs 125° — log, 128

e) log, (4-32)*

f) log V8

x>-1

Wertetabelle von f(x)
X -1 3 8 15 24
f(x) 0 2 3 4 5
Wertetabelle von t_"(x)
X 0 2 3 4 5
fo| -1 | 3 8 15 | 24

y=vVx+l=y -1=x f(x)=x2 -1
Definitionsbereich von f(x) :xeR; x2>0
Wertebereich von f(x): yeR; y=>-1

a) Fertige eine Wertetabelle fiir die Funktion f(x) =2" fiir —3 < x <3an und bestimme

den Definitions- und Wertebereich.

b) Fertige eine Tabelle fiir die Umkehrfunktion f(x) an und bestimme den Definitions-

und Wertebereich.
c) Zeichne beide Funktionen in ein und dasselbe Koordinatensystem. Zeichne auch die

Spiegelachse ein.

d) Kannst du einen Funktionsterm von f(x) angeben?

Herr Pille nimmt seit dem 1. 3. tdglich um 8.00 Uhr 2 mg des Wirkstoffs eines Medika-

mentes ein. 20 % werden innerhalb von 24 Stunden ausgeschieden.

a) Betrachtet wird der Wirkstoffgehalt im Korper unmittelbar nach der Einnahme des

Medikamentes.
b) Was passiert, wenn Herr Pille das Medikament {iber einen langen Zeitraum einnimmt?

Nutze zur Losung ein CAS.
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22. Welche der Funktionen ist die Umkehrfunktion von f(x)? Begriinde!

-
L=
.-
L

_-" Funktion 2
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1.4 Korperdarstellungen und Kdérperberechnungen
Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

es verschiedene Mdoglichkeiten gibt, Korper in der Ebene darzustellen,

man Korper entsprechend ihrer Eigenschaften in Gruppen einteilen kann,
Pyramiden und Kreiskegel Korper mit einer Spitze sind,

Korper in Teilkorper zerlegbar und Korper aus Teilkdrpern zusammensetzbar sind,
Volumen, Mantel- und Oberfldche der Grundkdrper nach Formeln berechenbar sind,

die Hohe das Lot von der Deckfldche bzw. Spitze zur Grundfliche ist.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

(gerade) Kegel, (gerade) Pyramiden, Kugeln,(gerade) Zylinder, (gerade) Prismen, Quader
und Wiirfel voneinander unterscheiden,

die Form realer Gegenstinde durch diese mathematischen Korper beschreiben,
sich einfache Korper auf Grund der zeichnerischen Darstellung vorstellen,
zwischen Volumen, Mantel-, Grund- und Oberfldche unterscheiden,

Korper beschreiben, indem sie diese in Teilkorper zerlegen,

Prismen und Pyramiden als Schrégbild darstellen und aus entsprechenden Darstellungen
Malle entnehmen,

Mantel-, Grund- und Oberflache sicher unterscheiden,

Grundmerkmale wie Kantenldnge, Hohe eines Korpers, Grundflache, Radius der Grundflé-
che sicher erkennen.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen,

dass in einem Schrigbild bei einer Kavalierperspektive Frontlinien in wahrer Lange und
Tiefenlinien um die Hélfte verkiirzt und im Winkel von 45° dargestellt werden,

wie die Bilder bei einer senkrechten Parallelprojektion (Zweitafelbild) entstehen,
dass Kegel, Zylinder und Kugeln Rotationskorper sind,

welche Rotationskorper durch Drehung von Strecken bzw. Flachen um vorgegebene Ach-
sen entstehen,

dass das Volumen von Prismen und Zylindern mit der Formel V=A, -h und von Pyra-

miden und Kegeln mit V = % A, - h berechnet werden kann.
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Die Schiilerinnen und Schiiler konnen
- Front- und Tiefenlinien eines Korpers unterscheiden,

- zugehorige Formeln zur Volumen-, Mantel- und Oberflachenberechnung von Kegel, Py-
ramide und Kugel in Nachschlagewerken finden und die Formeln zur Berechnung benut-
zen,

- Prismen und Pyramiden in senkrechter Zweitafelprojektion skizzieren und aus entspre-
chenden Darstellungen Malle entnehmen,

- durch Verwendung bekannter Formeln des vorangegangenen Unterrichts geeignete Linien
und Fliachen an K6rpern berechnen,

- zusammengesetzte Korper in zur Berechnung geeignete Teilkorper zerlegen bzw. ergén-
zen,

- einfache zusammengesetzte Korper darstellen und ihr Volumen und ihre Oberflache be-
rechnen.

Exemplarisches

Die Schiilerinnen und Schiiler haben an einpridgsamen Beispielen erlebt, dass

man gerade und schiefe Prismen, Zylinder, Pyramiden und Kegel unterscheidet,

- es auch andere Arten von Schrigbildern gibt und wie sich die Festlegung von Verkir-
zungsverhiltnis und Verzerrungswinkel auf das Aussehen der Darstellung auswirkt,

- eine Darstellungsart in eine andere {ibertragen werden kann,

- Berechnungen in beliebigen geometrischen Korpern, insbesonder an Pyramiden und Ke-
gelstiimpfen ausfiihrbar sind, indem man sie geschickt in Teilkorper zerlegt bzw. zu Kor-
pern ergénzt,

- man mit dem Satz des Cavalieri das Volumen von schiefen Kérpern berechnen und die
Formel fiir das Volumen einer Kugel herleiten kann,
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Aufgaben

Sicheres Wissen und Kénnen

1.

Nenne Beispiele fiir Gegenstidnde, deren Form man in der Mathematik als Prisma, Pyra-
mide, Kegel, Zylinder oder Kugel bezeichnet.

Nenne Gegenstinde mit kreisformiger Grundfldche.

Skizziere Gegenstinde im Schriagbild und zerlege sie in geeignete Teilkorper.
z. B.: Reagenzglas, Bleistift, Nagel, Sektglas.

Fotografiere Beispiele fiir Korper, die man in der Mathematik als Prisma, Pyramide,
Kegel oder Kugel bezeichnet bzw., die aus diesen Grundkdrpern zusammengesetzt sind
und zeichne den mathematischen Korper in geeigneter Darstellung ein.

Ein A4-Blatt kann auf zwei verschiedene Arten zu einem Zylinder zusammengerollt
werden. Berechne fiir beide Moglichkeiten das Volumen und die Mantelfliche der ent-
standenen Korper. Welcher Zylinder hétte eine groflere Oberflache, wenn die Grund- und
Deckfldache mit einbezogen wiirden?

Aus welchen mathematischen Korpern besteht ein angespitzter runder Bleistift?
Bestimme jeweils Kantenldnge bzw. Radius der Grundfliche und die Hohe der Korper.

Beschreibe die Korper, die bei Rotation der dargestellten Flaichen um die jeweiligen
Rotationsachsen entstehen. Gib Radien und Hohen der Korper an.
a) b)

Beschreibe die Korper, die bei Rotation der dargestellten Flachen um die jeweiligen
Rotationsachsen entstehen. Gib Radien und Hohen der Korper an.

C B C B C B

D\ D\ ’ \




28

Korperdarstellung und Kérperberechnung

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

9.

10.

11.

12.

13.

14.

15.

Gegeben ist ein Dreieck ABCmita=3 cm,b=6 cmund c =8 cm.
Dieses Dreieck wird um die Seite b um 360° gedreht.

a) Konstruiere das Dreieck.

b) Skizziere und beschreibe den entstehenden Rotationskorper.

c) Berechne das Volumen des Korpers

Ein gleichseitiges Dreieck mit der Seite a = 4 cm wird um die Symmetrieachse gedreht.
Berechne Oberfliache und Volumen des Drehkorpers.

Beschreibe die Korper, deren Volumen mit folgenden Formeln berechnet wird.

a)vzlaz-h b)vzlndz-h c)vzln-rz-h d)V=a-b-h

3 4 3

1 1 > 1
e)VZEa-b-h f)VZEa-b-h gg)V=a"-h h)VZEa-b-h

Wie viele Sektgldser mit einer Hohe von 15 cm und einem oberen Durchmesser von 7 cm
kann man mit einer Sektflasche fiillen (Inhalt 1 Liter), wenn alle Glédser bis 1 cm unter den
Rand gefiillt werden?

Vergleiche das Volumen der groen Pyramide (quadratische Grundfldche) mit dem
Gesamtvolumen der vier kleinen Pyramiden.

Zur Bestimmung des Volumens kleiner, gleichgroBer Kugeln werden 1500 in einen mit
Wasser gefiillten Messzylinder (Durchmesser 12 cm) gegeben, so das sie vollstindig mit
Wasser bedeckt sind. Der Wasserstand steigt durch das Einfiillen der Kugeln um 6,2 cm.
Berechne den Radius einer Kugel.

Ein Wiirfel habe die Kantenlénge a = 8 cm. Stelle den Wiirfel im Schrigbild dar. Verbin-
de die Mittelpunkte der Seitenflachen. Es entsteht eine Doppelpyramide. Berechne Volu-
men und Oberflidche der Doppelpyramide.
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16. Bestimme Hohe und Umfang eines Reagenzglases. Aus welchen Teilkorpern ist es zu-
sammengesetzt? Bestimme das Fassungsvermdgen des Glases.
Wie hoch steht eine Fliissigkeit, wenn 20 ml in ein leeres Reagenzglas hineingegossen
werden?

Exemplarisches
17. Im Koordinatensystem ist eine Strecke AB durch folgende Koordinaten gegeben:
(1)A(4[0;B@O]3) (2)AO]5);B(6]-3)
Diese Strecke dreht sich um die y - Achse bzw. um die x - Achse.
a) Fertige jeweils eine Skizze an.
b) Berechne jeweils das Volumen und den Oberflicheninhalt der Rotationskorper.

18. Die dick umrandete Flidche rotiert um die

vertikale Achse.
Berechne Volumen und Oberfldcheninhalt
des Rotationskorpers. 3 ﬂ
/\S

e saem —

19. Gegeben sind zwei 4 - seitige Pyramiden mit rechteckiger Grundfldche mit den Seitenlin-

gena=>5cm,b=6cmund der Hohe h =7 cm.
Die Pyramide 1 ist eine gerade Pyramide.

Bei der Pyramide 2 liegt deren Spitze iiber dem Mittelpunkt der Seite AB.

a) Konstruiere beide Pyramiden in Kavalierperspektive.

b) Konstruiere die Schnittflichen bei waagerechtem Schnitt in 2 cm Hohe iiber der
Grundfldche. Berechne die GroB3en der Schnittfldchen.

c) Berechne Volumen und Oberfliche der Pyramiden. Vergleiche sie miteinander.

20. Gegeben ist ein Wiirfel mit der Kantenldnge a.
(1) Ein Zylinder gleicher Hohe umschliefit den Wiirfel.
(2) Eine Kugel wird so um den Wiirfel gelegt, dass seine Ecken beriihrt werden.
In welchem Verhiltnis stehen jeweils die Volumina bzw. die Oberfldchen
der Korper?

21. Gegeben sind die linearen Funktionen f(x) = 1,5 x und h(x) = 2x + 3.
Beschreibe die jeweils entstehenden Korper. Berechne das Volumen.
a) Der Graph der Funktionen rotiert im Intervall 0 < x < 5 um die x-Achse.
b) Der Graph der Funktionen rotiert im Intervall 2 < x < 6 um die x-Achse.
c) Der Graph der Funktionen rotiert im Intervall 0 < x < 3 um die y-Achse.
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1.5 Stochastik

Vorkenntnisse bis zur Klasse 9

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

eine Prozessanalyse zufilliger Vorgénge vornehmen,

Wahrscheinlichkeiten als Grad der Erwartung, Grad der Sicherheit und als Prognose zu
erwartender absoluter Haufigkeiten interpretieren,

Wahrscheinlichkeiten aus relativen Haufigkeiten ndherungsweise bestimmen,
Wabhrscheinlichkeiten durch Briiche, Chancenverhiltnisse und in Prozent angeben,
Wahrscheinlichkeiten bei einfachen Laplace-Experimenten berechnen,

Datensitze mit gegebenen Kenngrofen (Mittelwerte, Spannweite, Varianz und Standard-
abweichung) und gegebene Darstellungen interpretieren,

iiber Vor- und Nachteile unterschiedlicher Darstellungsweisen reflektieren,

die Grenzen oder Fehler gegebener Darstellungen oder empirischer Erhebungen oder
Stichprobenziehungen erkennen,

Baumdiagramme fiir 2- bis 3-stufige Vorgéinge zeichnen,

Pfadregeln zur Berechnung von Wahrscheinlichkeiten zusammengesetzter Ergebnisse 2-
bis 3-stufiger Vorgénge anwenden.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen:

Mittelwerte (arithmetisches Mittel, Median, Modalwert), Spannweite, Varianz und Stan-
dardabweichung einer gegebenen Haufigkeitsverteilung berechnen und damit in sinnvoller
Weise Fragen beantworten,

statistische Erhebungen planen, Methoden der Erfassung und Darstellung von Daten (Siu-
len- und Kreisdiagramme) nutzen und Darstellungen kritisch bewerten sowie ihre Aus-
wahl begriinden,

das Gegenereignis und seine Wahrscheinlichkeit ermitteln,

Wabhrscheinlichkeiten von Ereignissen durch Summation der Wahrscheinlichkeiten der
Ergebnisse, die das Ereignis bilden, berechnen,

Wahrscheinlichkeiten von Ergebnissen und Ereignissen mehrstufiger Vorgiange mit Pfad-
regeln berechnen,

Anzahlen mit der Produktregel berechnen,

eine ZufallsgroBe als Zuordnung von Merkmalen zu Ergebnissen oder Ereignissen eines
Vorganges entwickeln oder diskrete ZufallsgroBBen giinstig auswéhlen,

diskreten ZufallsgroBBen eine Wahrscheinlichkeitsverteilung zuordnen,

eine Wahrscheinlichkeitsverteilung diskreter Zufallsgrofen in Tabellen und Streifendia-
grammen darstellen,
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— den Erwartungswert der Wahrscheinlichkeitsverteilung einer diskreten Zufallsgrof3e be-
rechnen und deuten,

— eine Wabhrscheinlichkeitsverteilung im Sachkontext begriindet und addquat zur Modellie-
rung einsetzen.

Exemplarisches Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen folgende Einsichten gewon-
nen:

— Eine ,,Reprisentative Stichprobe* spiegelt die Verhéltnisse in der Grundgesamtheit real
wieder.

— Die Art der Planung von Studien beeinflusst mafigeblich die Qualitéit der Daten und die
daraus moglichen Schlussfolgerungen.

— Eine weitere Mdglichkeit der Datenaufbereitung besteht darin, Methoden der explorativen
Datenanalyse zu nutzen, die ohne aufwindige Rechnungen auskommt (Aufschreiben der
Daten nach der GroBe sortiert, Auszihlen von Zentralwert, Spannweite, Vierteldifferenz,
Darstellung im Boxplot). Diese Methode bietet Vorteile besonders dann, wenn schiefe
Verteilungen vorliegen.

— Wird eine Wahrscheinlichkeitsverteilung in einem Streifendiagramm dargestellt, so be-
tragt die Summe der Fliachen aller Streifen 1.

— Zwischen der Haufigkeitsverteilung einer realen Stichprobe und der Wahrscheinlichkeits-
verteilung einer entsprechenden Zufallsgrofle bestehen Zusammenhénge.

— Zwischen dem Erwartungswert einer Zufallsgrof3e und dem arithmetischen Mittel beste-
hen Zusammenhinge.

— Wahrscheinlichkeitsverteilungen von Zufallsgroen konnen in Analogie zu Héaufigkeits-
verteilungen durch den Erwartungswert, die Varianz und die Standardabweichung charak-
terisiert werden.

Ziele fur die Klasse 10

1. Wissen und Konnen in der Anwendung der Binomialverteilung zur Model-
lierung zufalliger Vorgange

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

- es bei der Untersuchung von zufilligen Vorgingen sinnvoll sein kann, beziiglich eines
Merkmals nur das Eintreten oder Nichteintreten zu betrachten, dass man das Eintreten des
Ereignisses als ,,Erfolg® oder ,, Treffer”, seine Wahrscheinlichkeit als ,,Erfolgs- oder Tref-
ferwahrscheinlichkeit” und die Untersuchung ein Bernoulli-Experiment nennt,

- die mehrfache Wiederholung eines Bernoulli-Experimentes, bei der sich die Erfolgswahr-
scheinlichkeit nicht dndert, Bernoulli-Kette heif3t,

- eine Bernoulli-Kette ein Modell fiir reale Vorginge ist, das oft nur unter vereinfachenden
Annahmen oder bestimmten Bedingungen verwendet werden kann,

- eine Binomialverteilung aus einem Baumdiagramm hergeleitet werden kann, dass der An-
zahl der Erfolge (Treffer) k die entsprechenden Wahrscheinlichkeiten P(k) zuordnet sind
und die Verteilung durch die Parameter n und p eindeutig bestimmt ist,
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- sich die Erfolgswahrscheinlichkeit p einer Bernoulli-Kette unter bestimmten Annahmen als
Laplace-Wahrscheinlichkeiten ergibt oder aus den relativen Hiufigkeiten der Ergebnisse
bei mehrfachen Wiederholungen des Vorgangs ermittelt wird,

- sie die Erfolgswahrscheinlichkeit p flir einen Erfolg bei einem Bernoulli-Vorgang und die
Wahrscheinlichkeit P(k) fiir genau k Erfolge bei einer Bernoulli-Kette der Lange n unter-
scheiden miissen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- den Erwartungswert einer Binomialverteilung E = n-p berechnen, deuten und in einem
Diagramm kennzeichnen,

- FEigenschaften des Erwartungswertes im Zusammenhang mit der Verteilung beschreiben.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass
- es flir Bernoulli-Ketten der Liange n genau n + 1 Moglichkeiten fiir die Anzahl der Erfolge
k gibt
Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen
- Binomialkoeffizienten berechnen,
- Streifendiagramme fiir Binomialverteilungen kleiner Lingen zeichnen und geeignete Skiz-
zen fiir n > 10 anfertigen,
- mithilfe von Baumdiagrammen, Formeln, Tabellen und/oder CAS folgende Wahrschein-
lichkeiten ermitteln, wenn p und n gegeben sind:
e Wahrscheinlichkeiten fiir genau k Erfolge,
e Wabhrscheinlichkeiten fiir weniger als, mehr als, mindestens oder hochstens k Er-
folge,
e Wahrscheinlichkeiten fiir mindestens einen Erfolg,
- die Mindestlidnge einer Kette flir mindestens einen Erfolg berechnen, wenn p und P gege-
ben sind,

- den Stichprobenumfang bestimmen, damit mindestens (hdchstens) k Erfolge eintreten,
wenn p und P gegeben sind.

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen folgende Einsichten gewonnen:

- Bei wachsender Erfolgswahrscheinlichkeit p und konstantem n gelten folgende Zusam-
menhénge:

e Der Erwartungswert E liegt in der Ndhe der Anzahl mit der gréfiten Wahrscheinlich-
keit und ,,wandert* von links nach rechts.

e Die Verteilungen bleiben gleich breit und die Hohe dndert sich wenig.
- Bei wachsendem n und konstanter Erfolgswahrscheinlichkeit p gelten folgende Gesetze:
e Der Erwartungswert liegt in der Néhe der Anzahl mit der groten Wahrscheinlichkeit.

e Die Verteilungen werden immer breiter und flacher bei gleicher Skalierung der k-
Achse.

e Die Késtchen in den Streifendiagrammen ,,verbinden* sich immer mehr zu einer ge-
schlossenen Glockenkurve. Diese Glockenkurve, die ihren hochsten Funktionswert in
der Néhe des Erwartungswertes besitzt, kann fiir Skizzen vorteilhaft genutzt werden.

- Die Streuung einer Binomialverteilung kennzeichnet die ,,Breite* der Verteilung.
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Hinweise:

- Es gibt unterschiedliche Schreibweisen fiir die Werte einer Binomialverteilung bzw. einer
summierten Binomialverteilung (z. B. B(n, p; k), Bn,p(k), Fop(k)). Es sollte in der Regel die
Schreibweise P(k) und bei Bedarf mit Angabe der entsprechenden Parameter verwendet
werden. Fiir konkrete Werte sollte z. B. P(k = 3) geschrieben und bei summierten Wahr-
scheinlichkeiten Ungleichungen oder wortliche Formulierungen angegeben werden (z. B.
P(k < 3), P(mehr als 5 Erfolge).

- Die Binomialverteilung ist eine diskrete Verteilung, so dass als grafische Darstellung ein
Streckendiagramm oder ein Streifendiagramm, bei dem sich die Streifen nicht beriihren
gezeichnet werden miisste. Es wird aber meist ein Histogramm gewdhlt (die Streifen be-
rihren sich, was nur fiir stetige Zufallsgroen erlaubt ist), was mit Blick auf das Skizzieren
von Binomialverteilungen fiir die Veranschaulichung von Wahrscheinlichkeiten als F14-
chen sinnvoll ist.

- Mit dem Voyage 200 konnen Werte fiir summierte Wahrscheinlichkeiten einer Binomial-
verteilung mit dem Befehl biniwkt(n,p,von,bis) (in engl.: binomedf(n,p,low,up)) leicht be-
rechnet werden, womit sich der Aufwand fiir das Losen vielen Aufgaben wesentlich ver-
ringert. Einzelwahrscheinlichkeiten erhélt man, wenn fiir ,,von* und ,,bis“ die gleichen
Werte eingegeben werden bzw. mit dem Befehl binewkt(n,p.k) (in engl. binompdf(n,p,k)).
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Aufgaben

1. Die folgenden Vorgénge sollen in einem Bernoulli-Experiment untersucht werden. Gib
ein Merkmal an, das dazu betrachtet werden konnte. Nenne ein Ereignis, dessen Eintreten
als ,,Erfolg® in dem Experiment angesehen werden konnte.

a) Entwicklung der Fernsehgewohnheiten von Rentnern am Nachmittag
b) Haltung von Wahlern zu einem Wahlergebnis

c) Wetterverlauf an einem Tag an einem Ort

d) Keimen von Blumensamen einer Sorte

2. Folgende Vorginge sollen als Bernoulli-Vorgang betrachtet werden. Formuliere ein ent-
sprechendes Ereignis, das als ,,Erfolg* angesehen werden kann und bestimme dessen
Wahrscheinlichkeit.

a) Ein Gliicksrad aus 8 gleich grof8en Sektoren mit den Zahlen von 1 bis 8 wird gedreht.
b) Eine Firma stellt Hosen her. Bei der Untersuchung der Qualitét der Hosen stellte man
iber einen ldngeren Zeitraum fest, dass mit einer Wahrscheinlichkeit von 80 % die

Hosen erste Wahl und mit einer Wahrscheinlichkeit von 14 % die Hosen zweite Wahl
waren. Die restlichen Hosen waren Ausschuss.

c) Bei der Herstellung von Fahrriadern einer Markenfirma traten bei Qualitdtskontrollen
vor der Auslieferung folgende Fehler mit den genannten Wahrscheinlichkeiten auf.

Rahmen, Lenker, Sattel | Bremsen | Gangschaltung, Tretlager | Reifen | Elektrik

0,025 0,02 0,025 0,005 | 0,005

3. Unter welchen Bedingungen konnen die folgenden Wiederholungen zufiélliger Vorgénge
mit den dabei betrachteten Ereignissen als Bernoulli-Ketten angesehen werden? Gib in
diesem Fall die notwendigen Bedingungen und die Lange der Kette an.

a) Es wird 50-mal mit einem Wiirfel gewiirfelt und erfasst, ob die Augenzahl gréBer als 2
ist.

b) Es werden die Computergewohnheiten von 50 Kindern untersucht. Sie werden gefragt,
ob sie ldnger als 2 Stunden pro Tag am Computer spielen.

c) Es werden 50 Sonnenblumenkerne ausgesit. Bei der Ernte wird gemessen, ob die
Sonnenblumen grofler als 2 m geworden sind.

4. Beschreibe einen Sachverhalt, der mit einer Bernoulli-Kette der Lange 3 und der Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p = 0,95 beschrieben werden kann. Suche interessante Aufgabenstel-
lungen zu diesem Sachverhalt.

5. Eine Girtnerei vertritt die Meinung, dass sich aus einer Tiite mit ihren Tulpenzwiebeln
erfahrungsgemal 50 % gelbe, 25 % rote, 20 % lila und 5 % weile Tulpen entwickeln. Die
Tulpenzwiebeln sind hinsichtlich der Farbe der Tulpen nicht unterscheidbar. Fiir einen
Kunden ist es ein ,,Erfolg®, wenn sich aus einer gekauften Zwiebel eine gelb blithende
Tulpe entwickelt. In einen Topf pflanzt er 3 Zwiebeln.

a) Bestimme die Erfolgswahrscheinlichkeit p des Experimentes sowie die Lange der
Bernoulli-Kette.

b) Berechne die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass sich in dem Topf aus keiner, aus genau
einer, aus 2 Zwiebeln bzw. aus allen 3 Zwiebeln gelbe Tulpen entwickeln.

c) Zeichne ein Streifendiagramm fiir die Binomialverteilung.
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6. Zeige und begriinde, wie die Erfolgswahrscheinlichkeit p fiir folgende Bernoulli-Vor-
génge berechnet wird.

a) Bei einem Gliicksrad ist ein Sektor von 72° schraffiert. Genau dann, wenn der ange-
brachte Pfeil nach dem Stillstand des Rads auf diesen schraffierten Sektor zeigt, erhilt
der Spieler einen Punkt.

b) Im vergangenen Jahr lieferte eine Nédherei Gardinen in folgenden Giiteklassen an einen

GroBhéndler:
Giiteklasse fehlerfrei | kleine Fehler | Ausschuss
Anzahl der Gardinen im letzten Jahr | 9500 450 50

Mit welcher Wahrscheinlichkeit kann man davon ausgehen, dass die von der Ndherei
gelieferten Gardinen in die Klasse ,,fehlerfrei* einzustufen sind?

c) Ein idealer Wiirfel wird viermal geworfen. Die Augenzahl ,,6* wird als Erfolg angese-
hen.

7. Bestimme bei folgenden Aufgaben die Erfolgswahrscheinlichkeit p und die Lange der
Bernoullikette n. Beschreibe dann die gesuchte Wahrscheinlichkeit in der Form By, (k),
ohne sie zu berechnen.

a) Bei einem Gliicksrad ist ein Sektor von 72° schraffiert. Genau dann, wenn der ange-
brachte Pfeil nach dem Stillstand des Rads auf diesen schraffierten Sektor zeigt, erhalt
der Spieler einen Punkt. Wie grof3 ist die Wahrscheinlichkeit, dass der Spieler bei
zehnmaligem Drehen des Rades 5 Punkte erhilt?

b) In den vergangenen Jahren konnte man davon ausgehen, dass 60 % der vom Rinder-
ziichter Reuter gelieferten Mastbullen in die Schlachtwertklasse A einzustufen sind.
Wie grof} ist die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass unter den néchsten zwolf Bullen, die
Reuter liefern wird, genau 9 der Schlachtwertklasse A zuzuordnen sind?

c) Eine Firma produziert 200er Packungen Leuchtdioden, die ca. 1 % defekte Leuchtdio-
den enthalten. Gib die Wahrscheinlichkeit an, dass sich in einer Packung genau 2 de-
fekte Dioden befinden.

d) Ein idealer Wiirfel wird viermal geworfen. Mit welcher Wahrscheinlichkeit fallt die
Augenzahl ,,6
(1) genau zweimal  (2) genau dreimal (3) gar nicht

8. Berechne folgende Ausdriicke!
a3l b)2! ¢) 23! d) 0! €)2 + 3! f)%

9. Ein Bernoulli-Experiment mit der Erfolgswahrscheinlichkeit p = 40 % wird zwdlfmal
durchgefiihrt.

a) Bestimme den Er- Binomialverteilungn =12 p = 0,4
wartungswert.
b) Kennzeichne den 0,25
Erwartungswert in 0,2
der Wahrscheinlich- 0,15
keitsverteilung. 01
c) Beschreibe Eigen- 0.0(5) — =1

schaften des Erwar-

tungswertes der Ver-
teilung. Anzahl der Erfolge

0 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12
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10. Untersuche am Beispiel des SchieBBens auf eine Torwand die Eigenschaften des Erwar-
tungswertes einer Binomialverteilung, indem du folgende Fragen beantwortest.
a) Ist der Erwartungswert eine Wahrscheinlichkeit?
b) Ist der Erwartungswert immer eine Anzahl?
c) Istder Erwartungswert immer der wahrscheinlichste Wert?
d) Welche statistische Kenngrof3e wird mit einem Erwartungswert vorausgesagt, wenn
das Bernoulli-Experiment sehr oft durchgefiihrt wird?

11. Vergleiche den Erwartungswert einer Binomialverteilung
a) mit der Haufigkeitsinterpretation einer Wahrscheinlichkeitsangabe
b) mit dem arithmetischen Mittel einer Haufigkeitsverteilung.

12. Welche Aussagen gelten fiir eine Bernoulli-Kette der Lénge n? Berichtige falsche Aussa-
gen.
a) Essind 0; 1; 2; ... oder n Erfolge moglich.
b) Es sind niemals mehr als n Erfolge mdglich.
c) Es gibt n Mdglichkeiten fiir die Anzahl der Erfolge.
d) Es gibt stets mehrere Pfade, die zu genau einem Erfolg fiihren.
e) Es gibt stets n Pfade, die zu n Erfolgen fiihren.
f) Es gibt nur einen Pfad, der zu Null Erfolgen fiihrt.
13. Berechne folgende Binomialkoeffizienten.
5 X 6 7 q 7 10 10
a c e
) 5 ) 3 ) 4 ) 3 ) 5 f) o
14. Zeige mithilfe der Definition des Binomialkoeffizienten, dass Folgendes gilt.
n n n n n
a) =1 b) = =n c¢) =
n 1 n-1 k n-k
15. Auf einem Markt werden Sets mit 4 verpackten Kaffeetassen billig verkauft, aber darauf
hingewiesen, dass 25 % der Tassen kleine Fehler aufweisen. Frau Hinz kauft ein Set.
a) Wie viele fehlerhafte Tassen kann Frau Hinz in ihrem Set erwarten?
b) Ermittle die Wahrscheinlichkeiten dafiir, dass Frau Hinz beim Offnen der Verpackung
keine, genau eine, genau 2, genau 3 bzw. genau 4 fehlerhafte Tassen findet! Nutze ein
Baumdiagramm.

c) Stelle die Binomialverteilung in einem Streifendiagramm dar und kennzeichne den
Erwartungswert.

16. Bei einem Wettbewerb im Ballzielwerfen trifft Peter mit einer Wahrscheinlichkeit von
70 %, mit einer Wahrscheinlichkeit von 30 % wirft er daneben.
a) Bestimme die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass Peter bei 10 Wiirfen
(1)genau 5  (2) hochsten 3 (3) mindestens 4  (4) 5 oder 6-mal nicht trifft.
b) Wie oft muss Peter mindestens werfen, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er
wenigstens einmal trifft, mindestens 0,95 betrigt?

17. Die Keimgarantie fiir ihre Tulpenzwiebeln beziffert eine Gartnerei auf 95 %. Jemand
kauft dort einen Topf mit 5 Zwiebeln. Mit welcher Wahrscheinlichkeit keimen folgende
Anzahlen? Veranschauliche an einem Streifendiagramm.

a) alle b) keine ¢) mindestens eine  d) mehr als 4 e) weniger als 3
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18

19

20.

21.

22.

23.

24.

. Bei einem Mathematik - Test sollen 8 Fragen im Multiple-Choice-Format beantwortet

werden, wobei jeweils eine von 4 vorgegebenen Antworten richtig ist. Berechne die
Wahrscheinlichkeit dafiir, dass nur durch das Raten folgende Anzahl von Fragen richtig
beantwortet wird und diskutiere, unter welchen Bedingungen sich so ein Test als Leis-
tungskontrolle eignen konnte.

a) alle b) keine c) mindestens eine  d) mehr als 5 ¢e) mindestens 7

. Der Nahverkehr kennt das Fahrscheinverhalten der Fahrgéste:

— 35 % besitzen einen Einzelfahrschein (E)

- 60 % konnen eine Zeitkarte vorzeigen (Z)

- 5 % sind Schwarzfahrer (S)

a) Berechne die Wahrscheinlichkeiten der Ereignisse:
A: Unter 20 Fahrgésten befindet sich genau 1 Schwarzfahrer
B: Bei 37 kontrollierten Personen werden mindestens 2 Schwarzfahrer angetroffen
C: Unter 30 Personen haben 20 eine Zeitkarte

b) Ein Kontrolleur tiberpriift 50 Fahrgiste. Mit welcher Wahrscheinlichkeit konnen min-
destens 28 und hochstens 32 Zeitkarten vorweisen? Mit welcher Wahrscheinlichkeit
trifft der Kontrolleur auf 2 oder 3 Schwarzfahrer?

Bei einem Wettbewerb im Ballzielwerfen trifft Peter mit einer Wahrscheinlichkeit von
70 %. Wie oft muss Peter mindestens werfen, damit die Wahrscheinlichkeit dafiir, dass er
wenigstens einmal trifft, mindestens 0,95 betrigt?

Ein Baumarkt verkauft nach einem Wasserschaden alles verbilligt. Bei den Elektroartikeln

ist nicht erkennbar, ob sie noch funktionstiichtig sind. Es wird geschétzt, dass 50 % der

Artikel unbrauchbar sind. Charly benétigt 3 Schalter. Sicherheitshalber kauft er 6 Stiick.

a) Mit welcher Wahrscheinlichkeit sind die 6 Schalter ausreichend?

b) Charly mdchte mindestens eine 90 %ige Sicherheit haben, dass die Zahl der gekauften
Schalter ausreichend ist. Wie viele Schalter sollte Charly kaufen?

c) Welche Sicherheit, dass die Zahl ausreichend ist, hat Charly, wenn er 10 Schalter
kauft?

Zeichne unter Nutzung von Tafeln fiir die Binomialverteilung Streifendiagramme fiir Bi-
nomialverteilungen mit n = 5 und folgenden Erfolgswahrscheinlichkeiten. Begriinde, wa-
rum der ldngste Streifen immer weiter nach rechts ,,wandert®.

a) p=0,2 b)p=04 c)p=0,5 d)p=0,6 e)p=0,8

Zeichne unter Nutzung von Tafeln fiir die Binomialverteilung Diagramme fiir Binomial-
verteilungen mit der Erfolgswahrscheinlichkeit 0,5 und folgenden Werten fiir n und be-
griinde die Anderung der Form der Verteilung.

ayn=5 b)n=10 c)n=>50

Kilian st Sachaufgaben gern anhand einer Skizze. In einem Diagramm markiert er sich
deshalb bei Aufgaben zu Binomialverteilungen die gesuchten und die gegebenen Groflen.
Allerdings ist das Zeichnen eines Streifendiagramms bei grolem n sehr aufwéndig. Des-
halb erstellt Kilian sich eine Skizze in folgenden Schritten:
(1) Zeichnen der Achsen ohne Einteilung
(2) Markieren von 0 und n als Begrenzung auf der k-Achse
(3) Markieren von E = n - p an einer geschitzten Stelle zwischen 0 und n
(4) Freihandzeichnung einer glockenférmigen Kurve von 0 bis n mit der hochsten
Stelle bei E.
Diskutiere die Idee Kilians.
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2. Wissen und Kénnen in der Bewertung von Hypothesen

Hinweise:

- Diese Inhalte sollten nicht als eigenstandiges Stoffgebiet, sondern in enger Verbindung mit
der Binomialverteilung behandelt werden. Sie dienen der inhaltlichen Vorbereitung auf die
Denkweisen der beurteilen Statistik, die in der Klasse 12 explizit behandelt werden.

- Es wird an dieser Stelle auf eine Strukturierung der Ziele nach ihrem Beherrschungsgrad
verzichtet, da das Endniveau erst in Klasse 12 zu erreichen ist. (vgl. unsere Planungsvor-
schlédge fiir Klasse 12)

Ziele

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass
- man Fehler machen kann, wenn man von einer Stichprobe auf eine Gesamtheit schlief3t,

- die mithilfe der Binomialverteilung berechneten Wahrscheinlichkeiten Prognosen fiir die
zu erwartenden (absoluten bzw. relativen) Haufigkeiten beim wiederholten Ablauf des
Vorgangs der Kettenldnge n sind,

- aus den Ergebnissen nach Abschluss eines Experimentes (Untersuchung einer Stichprobe)
Schlussfolgerungen iiber die angenommene Erfolgswahrscheinlichkeit gezogen werden
konnen,

- man zur Bewertung der eingetretenen Ergebnisse nicht Einzelwahrscheinlichkeiten be-
trachtet, sondern summierte Wahrscheinlichkeiten (mehr als ..., weniger als...),

- man von einer zufdlligen Abweichung vom Erwartungswert spricht, wenn die Anzahl der
beobachteten Erfolge vom Erwartungswert nicht oder nur wenig abweicht,

- man als MaB fiir die Groe der Abweichung die Wahrscheinlichkeit verwendet, dass die
beobachtete Anzahl von Erfolgen oder eine noch groBBere Abweichung eintritt,

- man von einer signifikanten Abweichung vom Erwartungswert spricht, wenn die Wahr-
scheinlichkeit, dass mehr oder weniger Erfolge als die erzielten eintreten, sehr gering ist,

- bei einer signifikanten Abweichung vom Erwartungswert das Ergebnis des Experimentes
gegen die angenommene Erfolgswahrscheinlichkeit spricht und diese in Zweifel zu ziehen
bzw. abgelehnt werden muss,

- die Wahrscheinlichkeit, bei deren Unterschreitung eine Abweichung als signifikant ange-
sehen wird, als Signifikanzniveau a bezeichnet wird,

- die GroBe des Signifikanzniveaus vom Sachverhalt und den beteiligten Personen abhéngt,

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen
- eingetretene Ergebnisse bei Bernoulli-Ketten auf die angegebene Weise bewerten,

- die Anzahl der Erfolge bestimmen, so dass die Summe der Einzelwahrscheinlichkeit klei-
ner als ein bestimmte Wahrscheinlichkeit a ist, wenn n, p und o gegeben sind.
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Aufgaben

25.

26.

217.

28.

29.

30.

In einem Hotel mit 200 Zimmern fallen an heiflen Tagen die Klimaanlagen mit einer
Wabhrscheinlichkeit von 20 % aus.
a) Skizziere die Wahrscheinlichkeitsverteilung fiir den Ausfall der Klimaanlagen in ei-
nem Diagramm und markiere den Erwartungswert.
b) Welche der folgenden Ereignisse wiirdest du als ,,seltene* Ereignisse einordnen? Be-
griinde. Kennzeichne die Ereignisse verschiedenfarbig in deinem Diagramm.
A: An einem heiflen Tag fallen weniger als 20 Klimaanlagen aus. (P = 0,00005)
B: An einem heiflen Tag fallen mehr als 50 Klimaanlagen aus. (P = 0,02357)
C: An einem heiflen Tag fallen weniger als 35 Klimaanlagen aus. (P =0,16561)

Bei Getrénkehersteller Durstig wird Fruchtsaft automatisch in Literflaschen abgefiillt.

Herr Durstig garantiert, dass in hochstens 5 % aller Abfiillungen die Flaschen zu wenig

Inhalt aufweisen. Herr Schluck kauft eine Sechserpackung des Saftes.

a) Wie viele Flaschen mit weniger Inhalt kann Herr Schluck erwarten?

b) Herr Schluck findet in seiner Sechserpackung eine Flasche, die zu wenig Inhalt auf-
weist. Sollte er an der Garantie von Hersteller Durstig zweifeln? Begriinde.

Eine Béckerei steht unter dem Verdacht, Brote mit zu geringer Masse zu backen. Es ist
zuldssig, dass 5 % der Brote etwas zu leicht sind. Ein Gutachter kommt unangekiindigt,
wihlt 100 Brote zufillig aus und bestimmt ihre Masse. Der Gutachter findet 7 Brote mit
zu geringer Masse. Wie sollte er sich entscheiden?

Eine Gértnerin kauft ihr Saatgut seit vielen Jahren beim gleichen Hersteller, der eine
Keimfdhigkeit von mindestens 95 % gewihrt. Im vergangenen Jahr war sie mit ihren
Zuchterfolgen nicht zufrieden. Sie vermutet, dass eine geringere Keimfahigkeit der Samen
die Ursache war. In diesem Jahr mochte sie dies genauer untersuchen und die Keimung
von 50 Samen einer Sorte beobachten. Wenn wieder weniger als 47 Samen keimen, wird
sie sich beschweren und finanziellen Ausgleich fordern. Beurteile den Plan der Gértnerin.

Beim Abfiillen von Konservendosen wird nach Herstellerangaben die Mindesteinwaage
bei 90 % der Dosen eingehalten. Herr Kontra untersucht die Masse von 8 Doseninhalten
dieses Herstellers, um die Einhaltung der Angabe zu untersuchen.

a) Wie viele Dosen mit einem zu geringen Inhalt sind zu erwarten?

b) Skizziere eine entsprechende Binomialverteilung.

¢) Ermittle die Wahrscheinlichkeit, dass Herr Kontra mehr als eine, mehr als 2 bzw.
mehr als 3 Dosen mit zu geringem Inhalt findet.

d) Bei der Untersuchung der 8 Dosen hat Herr Kontra 2 gefunden, die zu wenig Inhalt
hatten. Er beschwert sich schriftlich bei der Dosenfirma: ,,Ich habe 8 Dosen getffnet
und in 25 % davon einen zu geringen Inhalt gefunden. Thre Angabe, dass 90 % der
Dosen den Mindestinhalt enthalten, kann ich nur als Betrug am Kunden bezeichnen.*
Wie wiirdest du als Firmenchef in dem Antwortschreiben argumentieren?

Eine Umfrage hat ergeben, dass 70 % der Wahlberechtigten eines Landes den Spitzenpoli-

tiker einer bestimmten Partei kennen. Fiir eine TV-Sendung mit dem Politiker wurden 5

Biirger zufillig ausgewihlt.

a) Berechne die Wahrscheinlichkeit, dass 0; 1; 2; 3; 4 bzw. 5 der ausgewéhlten Biirger
den Politiker kennen und stelle die Verteilung grafisch dar.

b) Wiirdest du den Bekanntheitsgrad von 70 % anzweifeln, wenn weniger als 2 Biirger in
der TV-Sendung den Politiker kennen?
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3.

Wissen und Kénnen zur bedingten Wahrscheinlichkeit

Ziele

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler

kennen Schreib- und Sprechweisen der bedingten Wahrscheinlichkeit und wissen, dass
diese an den Pfaden eines Baumdiagramms ab der zweiten Stufe auftreten,

konnen bedingte Wahrscheinlichkeiten mithilfe von Baumdiagrammen und ihrer Kenntnis-
se zu den Pfadregeln berechnen,

wissen, dass man die Ergebnisse einer statistischen Untersuchung, in der an jedem Objekt
zwel Merkmale betrachtet werden, in einer Vierfeldertafel darstellen kann und kénnen zu
gegebenen Daten eine Vierfeldertafel aufstellen

wissen, dass man aus den Daten einer Vierfeldertafel zwei verschiedene Baumdiagramme
gewinnen kann, konnen diese anfertigen und die jeweiligen Pfadwahrscheinlichkeiten in-
terpretieren,

konnen zu zweistufigen Baumdiagrammen eine Vierfeldertafel aufstellen

wissen, dass die beiden Merkmale der untersuchten Objekte voneinander abhidngig oder
voneinander unabhéngig sein konnen,

konnen mithilfe der Vierfeldertafel oder eines Baumdiagramms ermitteln, ob die beiden
Merkmale voneinander abhingig oder voneinander unabhingig sind,

konnen mogliche Ursachen fiir die Abhédngigkeit bzw. Unabhingigkeit der Merkmale an-
geben, in dem sie die jeweils untersuchten Vorgénge und deren Bedingung betrachten

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen folgende Einsichten gewonnen:

Aus den Daten einer Vierfeldertafeln lassen sich entsprechend den beiden méglichen
Baumdiagrammen zwei Sichtweisen ableiten, die unterschiedliche bedingte Wahrschein-
lichkeiten verwenden und zu unterschiedlichen Aussagen fithren kénnen.

Mithilfe bedingter Wahrscheinlichkeiten, dies sich formal mit umgekehrten Baumdia-
grammen ermitteln lassen, kann man die Wahrscheinlichkeit eines unbekanntes Zustandes
(einer Hypothese) nach neuen Informationen berechnen.

Informationen zu Hypothesen {iber einen unbekannten Zustand, dessen relative Haufigkeit
in einer Population sehr gering ist, andern die Wahrscheinlichkeit der Hypothese in iiberra-
schender Weise manchmal nicht in dem Malle wie man intuitiv vermutet. Eine Aufkldrung
dieser fehlerhaften Intuition ist durch die Betrachtung von Erwartungswerten bei ange-
nommen Stichprobenumfiangen mdglich.

Hinweise zur Behandlung der bedingten Wahrscheinlichkeit:

Betrachtungen zur bedingten Wahrscheinlichkeit sollten bereits bei der Einfiihrung der
Pfadregeln in Klasse 8 beginnen. Im neuen Rahmenplan fiir die Klasse 10 ist eine Weiter-
fiihrung des Wissens und Konnens der Schiiler zur bedingten Wahrscheinlichkeit in dem
hier gekennzeichneten Umfang vorgesehen. In der Klasse 12 soll dann kiinftig eine ab-
schlieBende Behandlung auch mit formalen Mitteln erfolgen.

Es sind zwei unterschiedliche Schreibweise fiir bedingte Wahrscheinlichkeiten gebrauch-
lich: Pg(A) und P(A | B). Beide Schreibweisen haben Vor- und Nachteile. Bei der Schreib-
weise Pp(A) wird deutlich, dass es sich bei bedingten Wahrscheinlichkeiten um ein neues
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neues Wahrscheinlichkeitsmall handelt. Wenn das Ereignis B in Worten ausgedriickt wer-
den soll, ist Schreibweise P(A | B) zu empfehlen. Es ist allerdings zu beachten, dass es sich
bei ,,A | B nicht um eine Verkniipfung von Ereignissen im iiblichen Sinne handelt. Die
Schiiler sollten beide Schreibweisen kennen, da beide ihnen auch spéter begegnen kdnnen.

- Die Losung von Aufgaben sollte in Klase 10 nur mithilfe von Baumdiagrammen erfolgen.
Die Schiiler miissen dazu mit der formalen Technik des Vertauschens der Reihenfolge der
Stufen eines Baumdiagramms (umgekehrtes Baumdiagramm) vertraut gemacht werden.
Dabei ist zu beachten, dass ein umgekehrtes Baumdiagramm inhaltlich etwas ganz anderes
bedeuten kann, insbesondere bei der Losung von Aufgaben des Typs 3 und 4 (s. u.).

Der Satz von Bayes sollte erst in Klasse 12 formuliert werden.

— Auch bei Aufgaben zur bedingten Wahrscheinlichkeit ist es in vielen Fillen angebracht,
eine Prozessbetrachtung durchzufiihren. Das bedeutet, nach den Vorgéngen zu fragen, in
deren Verlauf die einzelnen Ergebnisse entstanden sind und die Bedingungen dieser Vor-
ginge sowie ihren Einfluss auf die Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse zu betrachten.

- Bei der Behandlung der bedingten Wahrscheinlichkeit sollten folgende Aufgabentypen
unterschieden werden.

Aufgabentyp 1: Es handelt sich um einzelne Vorginge in der Wirklichkeit, die nacheinan-
der ablaufen und die in einem inhaltlichen Zusammenhang stehen. Sie sind dann fiir die
Betrachtung bedingter Wahrscheinlichkeiten interessant, wenn das Eintreten eines Er-
gebnisses die Wahrscheinlichkeit der Ergebnisse des nachfolgenden Vorgangs beein-
flussen kann. Ein typischer Fall ist das Ziehen von Kugeln aus Urnen ohne Zuriickle-
gen oder Vorgénge, die sich auf dieses Modell zuriickfiihren lassen.

Aufgabentyp 2: Es handelt sich um die Betrachtung von Ergebnissen statistischer Untersu-
chungen, bei denen an den Objekten der Grundgesamtheit die Ausprigungen zweier
Merkmale ermittelt wurden. Mit der statistischen Untersuchung werden sehr viele
gleichzeitig in der Wirklichkeit ablaufende zufdllige Vorgénge erfasst, deren Ergebnis-
se zum gleichen Zeitpunkt gemessen werden. Eine Darstellung der Daten kann mithilfe
einer Vierfeldertafel sowie mit Baumdiagrammen erfolgen. Die Schiiler sollten Vier-
feldertafeln mit absoluten Zahlen und Baumdiagramme ineinander iiberfithren kdnnen.
Durch die Berechnung und den Vergleich von bedingten Wahrscheinlichkeiten, die hier
Modelle von Verhiltnissen von Daten sind, kann untersucht werden, ob die untersuch-
ten Merkmale der Objekte voneinander abhingig oder unabhingig sind.

Aufgabentyp 3: Es handelt sich um einen einzelnen in der Regel nicht wiederholbaren Er-
kenntnisprozess, der im Kopf eines bestimmten Menschen ablduft. Dabei geht es um
Wahrscheinlichkeitsaussagen iiber ein eingetretenes aber dem Menschen unbekanntes
Ergebnis eines zufilligen Vorgangs (z. B. eine Krankheit). Eine weitere Information
iber das unbekannte Ergebnis wird als Bedingungen aufgefasst und dndert die Wahr-
scheinlichkeitsaussage iiber das unbekannte Ergebnis. Ein spezieller Fall des Aufga-
bentyps 3 ist Betrachtung von Aussagen iiber ein Merkmal eines Objektes, das sehr sel-
ten auftritt. Ein typischer Fall ist die Diagnose einer sehr seltenen Krankheit mit einem
medizinischen Testverfahren. Dabei treten iiberraschende Ergebnisse auf.

- Zur Veranschaulichung einiger Sachverhalte bietet es sich besonders beim Aufgabentyp
und 3 und 4 an, die Wahrscheinlichkeit in einem Baumdiagramm durch fiktive Zahlen
(z.B. von 1000 Personen ausgehend) zu ersetzen.
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Aufgaben
1. Kai hat sich aus den Daten einer statistischen Erhebung zwei Baumdiagramme gezeichnet.
(1) ()

0,9 = 015

01 F 08 ~F

0,9 = 0,05 =

4
01 F 095 ~F

Jund M bedeutet ,,vierzehnjéhriger
Junge* oder ,,vierzehnjihriges Méad-
chen* und F beschreibt den Fahrradbe-
sitz einer Person.

Jund M bedeutet ,,vierzehnjahriger Junge*
oder ,,vierzehnjahriges Madchen und F
beschreibt die Mitgliedschaft einer Person
in einer Fullballmannschatft.

a) Beschreibe die Sachverhalte und entscheide jeweils, ob ein Merkmal von einem ande-
ren abhingig ist.

b) Untersuche jeweils die Bedingungen der Vorginge, in denen das Merkmal F unter-
sucht wurde und finde mdégliche Ursachen fiir die Abhéngigkeit bzw. Unabhangigkeit

der Merkmale.
2. Einige Menschen haben eine angeborene farbenblind | nicht farbenblind
Storung des Farbsinns, die Rotgriin- mannlich 30 920
Blindheit. Diese Personen werden im folgen- weiblich 4 996

den Text farbenblind genannt. Wahrend ei-
nes Fahrschultests wurden 2000 Personen (ménnlich oder weiblich) auf diese Krankheit
untersucht. Die Ergebnisse sind in der angegebenen Vierfeldertafel dargestellt.

a) Stelle die Ergebnisse und deren Wahrscheinlichkeiten in einem Baumdiagramm dar.
b) Ist die Farbblindheit in dieser Population geschlechtsabhdngig?

3. Zeige, dass die beiden Artikel auf denselben statistischen Daten beruhen kdnnen.
Worauf wollten die jeweiligen Autoren der Artikel besonders aufmerksam machen?

Eltern wiinschen einen héheren Bildungsab-
schluss fiir ihre Kinder

Eltern bevorzugen die Schulform, die sie selbst
absolviert haben

37 % aller 10- bis 16-Jéhrigen besuchen derzeit ein
Gymnasium. Jedoch nur 35 % dieser Jugendlichen
haben Eltern, die selbst zum Gymnasium gegangen
sind. Umgekehrt findet man unter den Schiilerinnen
und Schiilern, die eine Haupt- oder Realschule besu-
chen, nur 8 %, deren Eltern ein Gymnasium absol-
vierten. (dpa)

In einem Landkreis wurde am 1. September

den Journalisten folgende Statistik zuginglich

gemacht. Sie erfasst, welchen Abschluss ein

Schulabginger des diesjdhrigen Jahrganges hat

72 % der Eltern, die selbst ein Gymnasium besuch-
ten, schicken heute ihr Kind wieder auf ein Gymna-
sium. Bei den Eltern, die eine Haupt oder Realschule
absolvierten, ist es dhnlich: 71 % lassen ihr Kind
ebenfalls eine Schule dieser Schulform besuchen.

(dpa)

Haupschul- | Realschul-

abschluss abschluss
Lehrstelle 50 850
Keine Lehrstelle 100 200

und ob er zum Ausbildungsbeginn eine Lehr-
stelle hat. Finde mdgliche Uberschriften fiir einen Zeitungsartikel, nachdem du 2 Baum-
diagramme entwickelt hast, die unterschiedliche 1. Stufen haben.
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5. Im Schuljahr 2000/2001 erwarben von den 926 700 Absolventen der allgemein bildenden
Schulen in Deutschland 214 000 die allgemeine Hochschulreife, darunter 120 000 von
insgesamt 453 400 Madchen.

a) Stelle die Daten in einer Vierfeldertafel dar.

b) Gib die beiden zugehorigen Baumdiagramme an und interpretiere die jeweiligen
Pfadwahrscheinlichkeiten.

c) Untersuche den Zusammenhang zwischen dem Erwerb der allgemeinen Hochschulrei-
fe und dem Geschlecht.

d) Betrachte die Bedingungen der untersuchten Vorgénge, die zur allgemeinen Hoch-
schulreife fiihren und versuche Ursachen fiir die in c) festgestellten Ergebnisse zu fin-
den.

e) Entwirf mit den berechneten bedingten Wahrscheinlichkeiten einen Zeitungsartikel.

f) Suche in Zeitungen Daten, die in &hnlicher Weise dargestellt und interpretiert werden
konnen.

6. Zur Diagnose seltener aber gefdhrlicher Krankheiten (z.B. Aids) existieren sehr empfind-
liche Testverfahren. So ergibt ein Aidstest mit einer Wahrscheinlichkeit von 99,8 % einen
positiven Befund, wenn eine HIV-Infektion vorliegt. Mit einer Wahrscheinlichkeit von
99 % fallt bei einem Gesunden der Aidstest negativ (d.h. nicht infiziert) aus. In der Bun-
desrepublik Deutschland sind in der Altersgruppe von 18 bis 60 Jahren etwa 0,1 % mit
dem Virus infiziert.

a) Bei einer Blutuntersuchung auf Aids ergibt sich bei einer Person im Alter von 20 Jah-
ren ein positiver Befund. Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass die Person tatséch-
lich infiziert ist, wenn keine weiteren Informationen iiber sie berticksichtigt werden?

b) Welche Konsequenzen ergeben sich fiir den behandelnden Arzt nach dem ersten Test?

c) Wie dndert sich diese Wahrscheinlichkeit nach einem zweiten positiven Testergebnis?

d) Die Wahrscheinlichkeit einer vorliegenden Infektion nach dem ersten Test ist ein ii-
berraschendes Ergebnis. Man versteht es besser, wenn man mit fiktiven Haufigkeiten
rechnet. Betrachte dazu 1 000 000 zufillig ausgewihlte Personen und berechne mithil-
fe der gegebenen Wahrscheinlichkeiten folgende Haufigkeiten bzw. Anteile:

- Anzahl der infizierten und Anzahl der nicht infizierten Personen,
- Gesamtzahl der Personen, die einen positiven Befund erhalten,
- Anteil der infizierten Personen unter denen, die einen positiven Befund erhalten.

7. Anne, Ben und Christian haben nach einer Aufnahmepriifung fiir ein Schauspielstudium
erfahren, dass nur einer von ihnen angenommen wird. Jeder rechnet sich gleich grofe
Chancen aus.

a) Anne lauscht vor der Tiir und hort, dass Christian mit Sicherheit nicht angenommen
ist. Wie groB3 ist nun ihre Chance? Natiirlich verrit sie ihr Wissen nicht.

b) Ben bittet den Protokollanten heimlich um einen Hinweis. Dieser darf nichts {iber Ben
sagen, aber auch nicht, wer gewonnen hat. Wahrheitsgemal sagt er, dass Christian
nicht angenommen wurde. Da nun nur noch Anne und er selbst in Frage kommen,
glaubt er, dass er jetzt mit einer Wahrscheinlichkeit von 50 % angenommen wurde. Ist
das richtig?

8. Esseien A und B zwei Ereignisse mit 0 < P(A) <1 und 0 <P(B) < 1. Berechne aus den
gegebenen Wahrscheinlichkeiten die gesuchten bedingten Wahrscheinlichkeiten mithilfe
eines geeigneten Baumdiagramms.

a) geg.: P(A)=0,6 P(A und B) =0,3 P(B | nicht A) =0,2 ges.: P(B | A)
b) geg.: P(B)=0,2 P(nicht A und B) = 0,09 ges.: P(nicht A | B)
c) geg.: P(nicht A)=0,4 P(A und B)=0,024 ges.: P(nicht B | A)
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1.6 Systematisierung von Funktionen
Ziele

1. Funktionsbegriff

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

- der Funktionsbegriff in verschiedenen Situationen verwendet wird, in denen Abhéngigkei-
ten oder Zusammenhinge zwischen zwei Grof3en beschrieben werden,

- es verschiedene Darstellungsmoglichkeiten fiir Funktionen gibt (wortliche Beschreibung,
Wertetabelle, Graphen, Funktionsgleichung),

- Funktionen stets bestimmte Eigenschaften zugeordnet werden (Definitionsbereich, Werte-
bereich, Verhalten im Unendlichen, Asymptoten, Nullstellen, Monotonie bzw. Ande-
rungsverhalten, Symmetrie des Graphen, besondere Punkte).

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- verschiedene Darstellungsmoglichkeiten fiir Funktionen ineinander umwandeln (z. B.:
Gleichungen und Tabellen in Graphen, Gleichungen in Tabellen, Graphen in wortliche
Beschreibungen).

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- bestimmten Sachverhalten Funktionen zuordnen bzw. Beispiele fiir Funktionen in der Pra-
X1S nennen,

- in Formeln aus der Geometrie oder den Naturwissenschaften Zusammenhéinge erkennen
und interpretieren,

- Funktionsgleichungen erkennen und in die typische Schreibweise y =... umwandeln.

Exemplarisches

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

- auch geometrische Abbildungen als Funktionen angesehen werden kénnen,

- es bei der Untersuchung funktionaler Zusammenhénge oft sinnvoll ist zu untersuchen, wie
sich eine Grofe bei Verdnderungen einer anderen dndert und kdnnen solche funktionalen
Betrachtungen bei Fiill- und Bewegungsvorgiangen anstellen.

2. Merkmale von Funktionen
Monotonie

Sicheres Wissen und Konnen

Die Schiilerinnen und Schiiler

- wissen, dass beim Monotonieverhalten die Frage gestellt wird: ,,Wie dndert sich y, wenn x
wiachst?*,

- konnen inhaltliche Betrachtungen an Graphen und verbale Beschreibungen ohne Nutzung
von Ungleichungen formulieren.

Reaktivierbares Wissen und Konnen

Die Schiiler konnen

- das Anderungsverhalten von Funktionen unter verschiedenen Fragestellungen inhaltlich
beschreiben, wenn ihre Graphen gegeben sind,

- die allgemeine Frage ,,Wie dndert sich y, wenn x wéchst?* konkreter fassen, indem sie
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fragen: ,,Wie dndert sich y, wenn x um 1 wichst?* oder ,,Wie dndert sich y, wenn x ver-
vielfacht wird?,

- Intervalle miteinander vergleichen, indem sie sich fragen: ,,In welchen Intervallen wichst
y stirker/schwiécher bzw. fallt y stirker/ schwicher?*.

Verhalten von Funktionen mit waagerechten und senkrechten Asymptoten im Unendlichen
und an Polstellen

Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass
,0“ das Symbol fiir ,,Unendlich* ist,

- der Verlauf des Graphen fiir x — o und x— -0 betrachtet werden muss, wenn das Verhal-
ten im Unendlichen betrachtet werden soll,

- der Verlauf des Graphen fiir x — xp von rechts und links betrachtet werden muss, wenn
das Verhalten an Polstellen betrachtet werden soll,

- das Verhalten im Unendlichen und an Polstellen durch Asymptoten beschrieben werden
kann,

- Potenzfunktionen mity =x" Polstellen besitzen,

- die Polstellen aus dem Definitionsbereich ausgeschlossen werden.

n

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- die Schreibweise x — o und x — -00 und x — xp und die entsprechenden Sprechweisen
,»X geht gegen .. verwenden,

- Polstellen und Asymptoten im Graphen erkennen,

- Vermutungen iiber das Verhalten im Unendlichen / an Polstellen anstellen,

- inhaltliche Betrachtungen iiber das Verhalten im Unendlichen/ an Polstellen anhand eines
Graphen vornehmen.

Reaktivierbares Wissen und Konnen

Die Schiiler konnen

- Polstellen bzw. Gleichungen fiir waagerechte und senkrechte Asymptoten aus einem ge-
gebenen Graphen ablesen,

- durch funktionale Betrachtungen von Funktionstermen das Verhalten der Funktion an Pol-
stellen und im Unendlichen begriinden.

Nullstellen

Sicheres Wissen und Koénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

- Nullstellen spezielle Stellen auf der x-Achse sind,

- Nullstellen Beriihrungs- oder Schnittstellen sein konnen,

- Nullstellen x, stets mit der Gleichung f(x¢) = 0 berechnet werden und dass sie im Definiti-
onsbereich liegen miissen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- Nullstellen von Funktionen im Graphen erkennen.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen:

— Nullstellenberechnungen mit einem CAS vornehmen,

- die Begriffe ,,Abszisse®, ,,Ordinate®, ,,Argument* und Nullstelle* richtig benutzen und in
Beziehung zueinander setzen.
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Maximale und minimale Funktionswerte
Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

— Funktionen minimale und maximale Funktionswerte besitzen konnen, die man Extrem-
werte nennt,

- Funktionsgraphen Hoch- und Tiefpunkte besitzen konnen, die man Extrempunkte nennt.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- an gegebenen Graphen Maximum, Minimum, Hochpunkt und Tiefpunkt (Extrempunkte)
ablesen und die Eigenschaften beschreiben,

- Skizzen von Graphen anfertigen, wenn die Art eines Extremums gegeben ist.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

- man begriffliche Unterscheidungen von Maximum, Minimum, Hochpunkt und Tiefpunkt
vornehmen muss.

Exemplarisches
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass
- man hiufig Extremwertaufgaben in der Praxis l6sen muss.

Symmetrie von Funktionen
Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler:
- haben bildliche Vorstellungen von Graphen achsen- und punktsymmetrischer Funktionen.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler

- wissen, dass es zur y-Achse achsensymmetrische (gerade) und zum Ursprung punktsym-
metrische (ungerade) Funktionen gibt, deren Symmetrieeigenschaften mithilfe von Glei-
chungen beschrieben werden konnen,

- konnen den Nachweis fiir gerade und ungerade Funktionen mithilfe von Gleichungen
fiihren,

- konnen Symmetrieuntersuchungen mit einem CAS vornehmen.

Exemplarisches
Die Schiiler haben erlebt, dass sich die Eigenschaften der ,,linken* Seite eines Graphen aus
der ,,rechten Seite herleiten lassen, wenn die Art der Symmetrie bekannt ist.
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3. Funktionen mit Parametern
Sicheres Wissen und Kdnnen

Die Schiilerinnen und Schiiler
- wissen, dass man bei allgemeinen Beschreibungen wie y = x" die Variable n als Parame-
ter bezeichnet,
- konnen die Graphen folgender Prototypen skizzieren und daran die wesentlichen Eigen-
schaften von Potenz- und Exponentialfunktionen beschreiben:
0 y=xy=x5y=x"
(o] y=x'l;y=x'2
0 y=+x
x.. (1 .
0 y=23y=(3)
Reaktivierbares Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass
— man Funktionen durch Parameter verdndern kann und dass es Konventionen im Gebrauch
der Parameter gibt (y =a - f(x), y =f(x) +t e bzw. y =f(x + d) mit a, e, d € R)
— die Parameter a, e und d auf alle Funktionen die gleiche Wirkung haben (Verallgemeine-
rung),
- y=a- f(x): Stauchung, Streckung in y-Richtung bzw. Spiegelung an x-Achse; Ver-
dnderung des Anderungsverhaltens der Funktion,
- y=1(x)+e: Verschiebung des Graphen um e in y-Richtung; Veranderung des
»Anfangswertes*,

- y=f{(x + d): Verschiebung des Graphen um —d in x-Richtung; Verdnderung des
»Bezugssystems* (man betrachtet den Prozess frither oder spéter).

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

— fiir Funktionen der Formen y = a - f(x), y = f(x) + e bzw. y = f(x + d) Graphen skizzieren,
Nullstellen und besondere Punkte ablesen sowie die Monotonie, das Verhalten im Unend-
lichen und das Symmetrieverhalten des Graphen beschreiben sowie Polstellen und Asym-
ptoten erkennen, wenn f eine Grundfunktion ist.

Exemplarisches

Die Schiilerinnen und Schiiler haben an Beispielen erlebt, dass

- man aus beliebigen Funktionen f neue Funktionen der Formen y = a - f(x), y = f(x) + ¢
bzw. y = f(x + d) erzeugen und fiir diese Graphen skizzieren, Nullstellen und besondere
Punkte ablesen sowie die Monotonie, das Verhalten im Unendlichen und das Symmetrie-
verhalten des Graphen beschreiben sowie Polstellen und Asymptoten erkennen kann.

4. Bestimmen von Funktionen zu gegebenen Bedingungen
Sicheres Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler kennen:
- Prototypen fiir lineares und exponentielles Wachstum.

Reaktivierbares Wissen und Konnen

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

- Funktionsgleichungen der Formen y = a - f(x), y = f(x) + e bzw. y = f(x + d) fiir prakti-
sche Sachverhalte aufstellen bzw. die Parameter im Kontext interpretieren.



48 Systematisierung von Funktionen

Aufgaben

1. Funktionsbegriff
Sicheres Wissen und Kénnen
1. Fiille die Liicken aus und l6se folgende Auftriage fiir die Funktion mit der Gleichung
y=3x-2.
Dem Argument x = 4 wird der Funktionswert y =..... zugeordnet.
Der Funktionswert y = 7 gehort zum Argument X =..... .
Eine Funktion mit dieser Funktionsgleichung heifit ....................... Funktion.
Ihre graphische Darstellung im Koordinatensystem ergibt stets eine .......................

Um den Graphen der Funktion zu zeichnen, kdnnte man wie folgt vorgehen :

Zeichne den Graphen der Funktion.
Wenn der Schnittpunkt des Graphen mit der y-Achse gefragt ist, muss man
vev.... = 0 setzen und .... bestimmen.

Gib die Koordinaten des Schnittpunktes Sy des Graphen mit der y-Achse

Wenn der Schnittpunkt des Graphen mit der x-Achse gefragt ist, muss man

.ee... = 0 setzen und .... bestimmen und den Punkt Sy angeben.

Gib die Nullstellen der Funktion an: ...ttt

2. Welcher der dargestellten Kurven ist Graph einer Funktion?
a) b) c) d)

I ™
+— U

%
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3. Konnen die folgenden Sachverhalte durch Funktionen beschrieben werden? Wenn ja, stel-
le sie geeignet dar.
a) In den letzten 5 Jahren ist mein Einkommen so gewachsen, dass die jahrliche Gehalts-
erhohung gleich war.
b) In den letzten 5 Jahren ist mein Einkommen jdhrlich um 1 % gewachsen.
¢) Inden letzten 5 Jahren hatte ich stets dasselbe Einkommen.
d) In den letzten 5 Jahren hatte ich kein Einkommen.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

4. Die Formel s = %-tz gilt fiir den freien Fall.
a) Beschreibe den funktionalen Zusammenhang, den die Formel modelliert. Beachte den
Definitionsbereich und die Giiltigkeitsbedingungen.
b) Skizziere den Zusammenhang in einem Diagramm in einem selbst gewéhlten Inter-
vall.

5. Schreibe eine Geschichte zu folgenden Graphen.
a) b) c)

6. Beantworte folgende Fragen und begriinde jeweils deine Antwort durch Beispiele bzw.

Gegenbeispiele.

a) Laésst sich jede Funktion in Form einer Gleichung darstellen?

b) Laésst sich jede Gleichung als Gleichung einer Funktion auffassen?

c) Kann man zu jeder Funktion eine Wertetabelle angeben, die die Funktion vollstindig
beschreibt?

d) Kann man jede Tabelle als Darstellung einer Funktion ansehen?

e) Lasst sich jede Funktion graphisch darstellen?

f) Lésst sich jede Linie in einem rechtwinkligen Koordinatensystem als Graph einer
Funktion auffassen?

7. Welche der folgenden Gleichungen konnen als Funktionsgleichung fiir eine Funktion mit
einer Verdnderlichen aufgefasst werden? Schreibe in diesen Féllen die Funktionsglei-
chung in der iiblichen Form y = f(x) und gib den Definitionsbereich an.
a)x+ty=1 byx*+y*=1 c¢c)x-y=1 dy=1 e)x=1 Hx2+y=1

Exemplarisches

8. Begriinde, dass die geometrische Abbildung ,,Verschiebung* eine Funktion ist. Gib eine
Zuordnungsvorschrift sowie den Definitions- und Wertebereich der Funktion an.
Ist es moglich, die Funktion ,,Verschiebung® durch eine Gleichung, einen Graphen oder
eine Wertetabelle anzugeben?
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2. Merkmale von Funktionen

Monotonie
Sicheres Wissen und Koénnen
1. Beschreibe das Monotonieverhalten folgender Funktionen. Wahle giinstige Intervalle.

D0=x bB0=x f0=x =1 f0=2" Df=(3]

2. Ordne den folgenden Aussagen entsprechende Graphen zu.
a) Wenn x wichst, wichst auch y.
b) Wenn x wichst, fillt y.
c) Mit wachsendem x wichst y immer stérker.
d) Mit wachsendem x wird der Zuwachs von y geringer.
e) Mit wachsendem x wird die Abnahme von y geringer.
f) Mit wachsendem x wird die Abnahme von y immer grof3er.

a) b) c)
,.,/"'/ : :
: ,/"' 2
1/
| E / ] T3 \ :
d o) f
N 4
AN

3. Vergleiche die Bedeutung der folgenden Worter in der Mathematik und in der Umgangs-
sprache.
a) Wachstum b) Steigung c) Monotonie

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

4. Will man das Anderungsverhalten von Funktionen quantitativ miteinander vergleichen, so
kann man als MaB die Anderung der Funktionswerte verwenden, wenn x um 1 wichst.
Berechne diese Anderungen fiir die folgenden Funktionen in den Intervallen [0; 1], [1; 2],
[2; 3], [3; 4] und [4; 5]. Was stellst du fest?

a) f(x) =x b) f(x) = x2 c) f(x) =2*
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5. Vergleiche das Anderungsverhalten der Funktion f (x) = x2 jeweils in den angegebenen
Intervallen miteinander und finde eine GesetzmaBigkeit.
a) [-1; 0] und [0; 1] b) [-2; -1]und [1; 2] ¢) [-3;-2] und [2; 3]

6. Vergleiche das Anderungsverhalten der Funktionen f;(x) = x2; und fy(x) = x*.
a) im Intervall [0; 1] b) in den beiden Intervallen [0; 0,5] und [0,5; 1].

7. Man kann das Anderungsverhalten von Funktionen auch beschreiben, indem man das
Verhalten der y-Werte untersucht, wenn x vervielfacht wird. Bestimme fiir die Funktionen

fi(x) =x fH(x) =x? f3(x) = %
jeweils fiir x > 0 das Verhalten der y-Werte bei folgender Verdnderung von x:

a) auf das Doppelte b) auf das Dreifache ¢) auf ein Viertel

8. Beschreibe das Anderungsverhalten der Graphen folgender Funktionen. Nenne eine Ge-
meinsamkeit. Ordne den Graphen mdgliche Sachverhalte zu.

2) b) 9)
"\5 v | v

4 2]

54
—]

3

d &) )

g h)
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Zum Verhalten von Funktionen mit waagerechten und senkrechten Asymptoten im Unend-
lichen und an Polstellen

Sicheres Wissen und Kdnnen

9. Beschreibe das Verhalten folgender Funktionen bei Anndherung an x = 0 von links und
von rechts.

a) f(x) = x b fx)=x> o) fx)=x* d) fx)= % e) f(x) = Xi f) f(x) = 2¥

10. Beschreibe das Verhalten folgender Funktionen fiir x — oo und fiir x — -oo.
a)f(x)=x b fx)=x* o) fx)=x> d)f(x)= % e) f(x) = X—lz f) f(x) = 2*
Reaktivierbares Wissen und Kénnen

11. Beschreibe das Verhalten folgender Funktionen fiir x — oo und fiir x — -co. Nutze dyna-
mische Betrachtungen.
a) f(x)=-2x+4  b)f(x)= —— ) fix)=6- ——

2x+1 X+1

d)f(x)=5-§

12. Beschreibe das Verhalten folgender Funktionen im Unendlichen sowie an den Polstellen
und lies die Gleichungen fiir waagerechte und senkrechte Asymptoten aus den gegebenen
Graphen ab.

a) b)
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Nullstellen
Sicheres Wissen und Kénnen

13. Kennzeichne die Nullstellen der folgenden Funktionen und bestimme sie ndherungsweise.

a) , b) c)

14. Die folgenden Funktionen haben jeweils die gleiche Nullstelle, obwohl sich die Graphen
in ihrer Umgebung anders verhalten. Beschreibe die Unterschiede.
a) fi(x) =x b) f2(x) = x? c) f3(x) = x3

15. Diskutiere folgende Erklidrung des Begriffes Nullstelle: ,,Eine Nullstelle ist ein Schnitt-
punkt des Graphen mit der x-Achse.*

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

16. Bringe folgende Begriffe in den richtigen Zusammenhang:
a) Argument, Nullstelle, Schnittpunkt mit der x- Achse, Graph, Funktionswert.
b) Argument, Schnittpunkt mit der y- Achse, Graph, Funktionswert.

17. Diskutiere folgende Aussagen.

(1) Der Graph einer Funktion kann die x-Achse
a) mindestens einmal,
b) hochstens einmal,
c) beliebig oft,
d) genau einmal,
e) gar nicht schneiden.

(2) Der Graph einer Funktion kann die y-Achse
a) mindestens einmal,
b) hochstens einmal,
c) beliebig oft,
d) genau einmal,
e) gar nicht schneiden.

18. Berechne die Nullstellen folgender Funktionen.
a) f(x)=2x-8 b) f(x) =2x>—8 c) f(x)=2x>-8 d) f(x)=2x+8
e) f(x) =2x*+8
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Maximale und minimale Funktionswerte
Sicheres Wissen und Kénnen

19. Kennzeichne in den folgenden Zeichnungen maximale und minimale Funktionswerte

a)

g N ™ 2 [ 2 ™ 3ni2
T Kl
x
T T T T T T 7T
o1 2z 4 5 6 7 8 @ -

(3]

[ T [ T R - 1
ERE-. M
- v .

R T T Ny
P S . YUY

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

20. Lies ndherungsweise fiir jeden dargestellten Funktionsgraphen Polstellen, Nullstellen und
die Extrempunkte ab, wenn sie vorhanden sind.

a) b)

c) _ d)

21. Stelle mit einem CAS die Graphen der Funktionen dar und bestimme ndherungsweise die
Extremstellen und Extremwerte.

a) f(x) = —%X3 + %X b) f(x) = x* + 2x3 - 3x? ¢) f(x) =-x*+ 6x? - 9x
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22. Skizziere Graphen von Funktionen mit der folgenden Eigenschaft. Es wird davon ausge-
gangen, dass die Funktion keine weiteren Nullstellen und Extremstellen besitzt.
a) Die Funktion hat 2 Nullstellen und eine Maximumstelle.
b) Die Funktion hat 3 Nullstellen und eine Minimumstelle.
c) Die Funktion hat eine Nullstelle und ihr Graph hat einen Hochpunkt.
d) Die Funktion hat eine Nullstelle und ihr Graph hat 2 Extrempunkte.
e) Die Funktion hat 2 Nullstellen und ihr Graph keinen Extrempunkt.
f) Die Funktion hat keine Nullstellen und unendlich viele Extremstellen.

Exemplarisches

23. Klaus mochte mit 13 m Maschendraht einen rechteckigen Platz fiir seinen Hund einzéu-
nen. Er stellt dabei folgende Uberlegungen an.
a) Es wird ein freistehender Zwinger aufgebaut.
b) Es wird die Riickwand der Garage in den Bau einbezogen.
Untersuche, bei welchen Abmessungen der Hundeplatz jeweils am grofiten wird.

Symmetrie von Funktionen
Sicheres Wissen und Kénnen

24. Gib an, welche der Funktionen aufgrund der Form des dargestellten Graphen vermutlich
gerade bzw. ungerade sind.

a) c)
f Y a6
10
a4 54
ER 4
7
3
a4
5 27
4 1+
3 1)
24 5 4 3 2 fh T2 3 a4
1 =19
o
T T —TT — -2
5 4 .p 2 4 |01 2 4 58 7 8B ¢
14 *® a4
—
24 7 8 9
4
4] 5
-5 &
-5
- 7
74
84
04
-10 4
11
RER
12

d) e) , f)
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen

25. Stelle folgende Funktionen mit einem CAS dar. Gib an, welche der Funktionen aufgrund
der Form des dargestellten Graphen vermutlich gerade bzw. ungerade sind. Weise die
vermutete Symmetrie nach.
a)y=x"-8x*-9 b)y=(x-2) c)y=x>-4x*-5x

d)y=x-4x e)y=§ fly=sinx g)y=2

26. Skizziere Graphen von Funktionen mit der angegebene Eigenschaft
a) Die Funktion ist ungerade und hat 2 Nullstellen.
b) Die Funktion ist gerade und hat 2 Nullstellen.
c) Der Graph der Funktion hat 2 Schnittpunkte und einen Beriihrpunkt mit der x-Achse.
d) Die Funktion hat keine Nullstelle

Exemplarisches
27. Von einer Funktion ist Folgendes bekannt. Welche Schlussfolgerungen kannst du daraus
ziehen, wenn die Funktion folgende Symmetrieeigenschaft hat?
a) Sie ist gerade b) Sie ist ungerade.
(1) Eine Nullstelle ist xo = 1,3.
(2) Ein Hochpunkt ist H(-3; 8).
(3) Fiir x — oo gilt: y — oo.
(4) Fir x — 0 gilt: y — -oo0.

3. Funktionen mit Parametern
Sicheres Wissen und Kdnnen

1. Es wird jeweils die Wertetabelle einer Funktion f angegeben. Dabei ist in jeder Tabelle
genau ein Druckfehler. Berichtige diesen Fehler.

a) fist eine lineare Funktion.
X 1 4 10 15
fixy 3 9 12 31

b) fist eine quadratische Funktion.
X 0O 1 2 3
fixy 1 4 9 15

2. Beschreibe zunichst die verschiedenen Verdnderungen gegeniiber der Normalparabel und
versuche dann, die Funktionsgleichung zu finden.

1" |_Fir Fz F FEr Fa= |F?

1 B
= f—|Zoon|Trace [Regraph|Math |Drawf- ﬁ?

MAIN DEG AUTO FUMC



Systematisierung von Funktionen 57

3. Die in den untenstehenden Abbildungen dargestellten Parabeln gehen aus der Normalpa-
rabel durch Verschieben, Spiegeln, Strecken und Stauchen hervor. Bestimme die Funkti-
onsgleichungen der Parabeln.

HMAIN DEG AUTO FUNC MAIN DEG AUTO FUMC

4. Vergleiche die Graphen der folgenden Funktionen mit dem Graphen von f(x) = x* und
beschreibe, wie diese aus der Normalparabel hervorgehen kénnen.
a)gx)=x*+5 b) h(x) = (x + 5)? c)s(x)=-x>+5 d) t(x) = 5x?
e)k(x)=(x-2)*+3 f) m(x) =-2x*+ 3

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

5. Wie geht der Graph der Funktion aus dem Graphen der entsprechenden Grundfunktion
f(x)=x"; m € Z hervor? Gib gegebenenfalls die Asymptoten an.

a) f(x)=x>+8 b) f(x) = % ¢) f(x)=x*-3
d) f(x) = (x - 5)° e) f(x) = ! -3 f) f(x) = (x +4)* -3
(x+4)

6. Skizziere die Graphen folgender Funktionen in ein gemeinsames Koordinatensystem.
fix)= x3}, £ (x)=0,5"-x%x3, f3(x) =x*—4, fu(x)=0,5-x>*—-4
a) Erlautere den Einfluss der Parameter 0,5 und - 4 auf fj.
b) Skizziere den Graphen der Funktion y = 0,5 - x — 4 und finde Gemeinsamkeiten.

7. Skizziere die Graphen folgender Funktionen in ein gemeinsames Koordinatensystem.
fik)=x3, LHE=x°>-4, f{Hx=x+2)?7, fx)=(x+2)3-4
a) Erldutere den Einfluss der Parameter 2 und -4 auf fj.
b) Gib jeweils alle Asymptotengleichungen an.

8. Gegeben sind Funktionen mit der Gleichungy=a - x"+e,n € N.
a) Erldutere den Einfluss der Parameter a und e auf Potenzfunktionen y = x".
b) Begriinde, dass die linearen Funktionen y = mx + n Spezialfille der Potenzfunktionen
y=a-x" +esind.

9. Skizziere den Graphen der Funktion y = 2" in ein Koordinatensystem.
a) Spiegele den Funktionsgraphen an der y-Achse und gib die Funktionsgleichung des
entstandenen Graphen an.
b) Wie lautet die Funktionsgleichung, wenn der Ausgangsgraph an der x-Achse gespie-
gelt wird?

10. Welche der folgenden Aussagen sind waht? (n € N)
a) Die Graphen der Potenzfunktionen y = x™ erreichen die y — Achse nie.
b) Die Graphen der Potenzfunktionen y = x™ beriihren die y — Achse nur.
¢) Die Graphen der Potenzfunktionen y = x™ schneiden die y — Achse nicht.
d) Die Graphen der Potenzfunktionen y = x™ nihern sich der y — Achse stindig.
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11.

12.

13.

14.

15.

16.

Untersuche jeweils die Anderung der y-Werte der Funktionen in den gegebenen Interval-
len [0;1], [1;2] und [2;3]. Finde GesetzméBigkeiten.

a) fi(x)=x f(x) = 3x f3(x) = -2x

b) fi(x)=x? H(x)=3x*> fi(x) =-2x2

c) fi(x)=x2 H(x)=x2+3 f3(x)=x*-2

Bestimme fiir die Funktionen fj(x) = x; f3(x)=2x und f3(x) = -2x das Verhalten der y-
Werte bei folgender Verdnderung von x:
a) auf das Doppelte b) auf das Dreifache c) auf die Halfte

Berechne die Nullstellen folgender Funktionen und beschreibe den Einfluss des Faktors a
auf die Anzahl und die Lage der Nullstellen.

a) fi(x)=x2 H(x)=4x*> fi(x)=-3x*> fu(x)=0,5x?

b) fi(x)=x3 Hh(x)=4x> f3(x)=-3x> f4(x)=0,5x>

c) fix)=2" Hx)=42"% fx)=-32" f4(x)=0,52"

Berechne die Nullstellen folgender Funktionen und beschreibe den Einfluss des Summan-

den e auf die Anzahl der Nullstellen.

a) fi(x)=x2 H(x)=x2-4 fix)=x*+1 fy(x)=x2-225
b) fi(x)=x3 Hx)=x*-4 fix)=x>*+1 f4(x)=x>-8

C) f](X):zx fz(X):2X-4 f3(X):2X+1 f4(X):2X-2,

Skizziere die Graphen der folgenden Funktionen. Erldutere den Einfluss des Faktors 0,5
und die Besonderheit des Parameters 4 auf fj.
fix)= sinx, f,(x)=0,5sinx, f3(x) = sin (4x), fu(x) = 0,5-sin (4x)

In die folgenden Aussagen haben sich Fehler eingeschlichen. Korrigiere sie.

Es gilt stetsn € N, n> 0 und x > 0.

a) Der Zuwachs der Potenzfunktionen y = x" ist in einem Intervall der Ldnge 1 umso
grofer, je grofer n ist.

b) Die Exponentialfunktionen y =b", b > 1 wachsen stérker als alle Potenzfunktionen.

¢) Die Abnahme der Potenzfunktionen y = x™, x # 0 ist in einem Intervall der Lange 1
mit wachsendem n immer geringer.

Exemplarisches

17.

Welche der folgenden Aussagen treffen auf alle Funktionen der Funktionenschar
y=ax’+ bx?+ ¢ mita # 0 zu?
1.4, 3

Hinweis: Zeichne mit einem grafikfahigen Rechner die Funktion y = 3% + > x?+ 3 und

bestimme in der graphischen Darstellung die Anzahl der Nullstellen und der Extrempunk-
te. Finde Vermutungen dadurch, dass du a, b und c variierst und dir diese Repriasentanten
darstellst.

a) Alle Graphen dieser Schar sind gerade.

b) Alle Funktionen dieser Schar haben 4 Nullstellen.

c) Es gibt Funktionen dieser Schar, die keine Nullstelle haben.

d) Es gibt Funktionen dieser Schar, die keine Extremstelle haben.

e) Eine Extremstelle der Funktion ist stets x = 0.
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4. Bestimmen von Funktionen zu gegebenen Bedingungen
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Skizziere einen Graphen fiir eine Funktion mit folgenden Eigenschaften:
a) Die Geraden x =4 und y = 6 sind Asymptoten der Funktionen.
b) Die Gerade x = -1 ist Asymptote, und die Funktion hat die Nullstelle xo = 2.
¢) Die Gerade x =4 ist Asymptote, die Funktion ist punktsymmetrisch zum Ursprung.
d) Die Gerade x = 6 ist Asymptote, der Graph ist achsensymmetrisch zur y - Achse.

2. Eine Funktion f besitzt den Definitionsbereich D(f) = [-5; 5] und den Wertebereich

W(f) = [-3; 3]. Skizziere jeweils einen moglichen Funktionsgraphen fiir f, wenn weiterhin

folgende Eigenschaften gefordert werden.

a) Der Graph von f ist achsensymmetrisch zur y-Achse.

b) Die Funktion f besitzt nur die Nullstellen —2 und 4. Der Schnittpunkt des Graphen von
f mit der y-Achse lautet Sy(0 | -4).

¢) Der Graph von fist punktsymmetrisch zum Koordinatenursprung. Die Funktion f be-
sitzt genau 4 Nullstellen.

3. Ordne den folgenden Sachverhalten je eine der folgenden Gleichungen zu:

fi(x) = x2, H(x) = ax?, fi(x) = a'x™, f(x) =mx +n, f5(x) = a-b*

Sachverhalte:

A: Eine Bakterienart verdoppelt ihren Anfangsbestand stiindlich.

B: Alkohol wird im Korper so abgebaut, dass sich der Blutalkoholspiegel stiindlich um
0,2 %o verringert.

C: Das Volumen eines Wiirfels entspricht der 3. Potenz seiner Seitenldnge.

D: Die Fldche eines Kreises ist proportional zum Quadrat seines Radius.

E: Je mehr Arbeiter auf einer Baustelle arbeiten, desto kiirzer ist die Zeit, in der die Ar-
beit bewiltigt ist.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

4. Der Graph einer Funktion verlduft durch die Punkte P(0 | 1) und Q(2 | 5).
Gib moglichst viele Funktionen mit dieser Eigenschaft durch eine Gleichung an.

5. a) Der Graph einer quadratischen Funktion verlduft durch den Punkt P(-1 | 1) und
bertihrt die x-Achse (d.h. der Scheitelpunkt liegt auf der x-Achse).
Gib eine solche Funktion durch eine Gleichung an.
b) Eine Funktion hat die Gleichung f(x) = a - b*. Weiterhin gilt f(-1) = 0,75 und
f(5) = 3072. Berechne a und b.
¢) Gegeben wird die Funktion f mit f(x) = log,x und {(343) = 3. Berechne a.

6. Aufeiner 15 cm” groBen Fliche eines Nahrbodens wird ein Bakterienstamm geziichtet.
Seine Zellen vermehren sich bei gleich bleibenden Versuchsbedingungen im Durchschnitt
pro Tag auf das 1,4-fache des Vortages. Am Ende des ersten Versuchstages nahmen die
Bakterien eine Fliche von etwa 0,7 cm? ein.

a) A(n) sei die GroBe der Fliache, die von den Bakterien am Ende des n-ten Versuchsta-
ges eingenommen wird. Gib eine Berechnungsvorschrift fiir A(n) an.
b) An welchem Versuchstag wird der Ndahrboden vollstindig von Bakterien bedeckt?

7. Gib die Gleichung von vier linearen Funktionen so an, dass ihre Graphen zusammen den
Buchstaben M beschreiben. Achte dabei auch auf die Angabe der Definitionsbereiche.
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8. Es sind verschiedene Funktionen so anzugeben, dass ihre Graphen den Langsschnitt eines
Weinglases ergeben. Achte bei der Normierung des Koordinatensystems auf reale Gro-
Benverhiltnisse.

9. Das Bierglas :
Direkt nach dem Zapfen ist der Bierschaum 4 cm hoch. Alle 15 s verringert sich seine
Hoéhe um 9 %.
Beschreibe den Zusammenhang zwischen der vergangenen Zeit und der Schaumhohe
durch eine Gleichung.

10. Uber das Bevélkerungswachstum auf der Erde gibt es folgende Angaben.

Jahr 1950 | 1960 | 1970 | 1980 | 1990
Weltbevolkerung in Mrd. | 2,555 | 3,039 | 3,707 | 4,456 | 5,283

Versuche, diesen Wachstumsprozess durch eine geeignete Funktion zu beschreiben. Un-
tersuche, ob das Ergebnis auch die aktuellen Zahlenwerte sowie Schitzwerte fiir die zu-
kiinftige Entwicklung (z.B. Jahr 2050 9,104 Mrd.) wiedergeben.

11. Folgende Sachverhalte konnen mit Funktionen der Form y = a-x" + ¢ beschrieben werden.
Prézisiere fiir jeden Sachverhalt die Variablen x und y sowie die Parameter a, ¢ und n.
a) Beim freien Fall sind die erreichte Geschwindigkeit v bzw. der zuriickgelegte Weg

von der Fallzeit t abhéngig. Es gelten die Formeln: v=g - tund s = %'tz .

b) Die Lufttemperatur sinkt jeweils um 6,5°C wenn die Hohe um 1 km zunimmt. Auf
Meeresspiegelhdhe betrdgt die Temperatur 25°C.

¢) Die Volumina verschiedener Quader mit gleicher Héhe h = 10 cm sind nur vom Inhalt
der Grundflache abhéngig.

d) Die Form einer Wasserrutsche entspricht dem rechten Ast einer mit 0,5 gestauchten
Normalparabel, die in einer Hohe von 1 m ihren Scheitelpunkt hat.

12. Mit einer Lénge von 2.694 Metern und einer r - S—
Hauptspannweite von 1.624 Metern ist die Storebalt-
Briicke in Dédnemark derzeit die langste Hangebriicke
in Europa. Die Stahlbetonpylone haben eine Hohe
von 254 m, der Uberbau ist 31 Meter breit und liegt
ungefdahr 70 Meter liber dem Meeresspiegel. (Wikipe-

dia) Beschreibe den Bogen zwischen den Stahlbe-
tonpylonen durch eine geeignete Funktion.

Wachstums- und Zerfallsprozesse sowie periodische Vorgange

13. Beschreibe folgende Sachverhalte durch eine Funktion.
a) Gib eine Gleichung an.
b) Gib den Definitionsbereich an.
c) Skizziere zu jedem Sachverhalt ein Diagramm.
Ein Mann hat 500 € gespart.
(1) Er nimmt sich davon téglich 5 €.
(2) Er will taglich 5 % des Restes verbrauchen.
(3) Er legt das Geld fiir 10 Jahre fest bei einer Bank mit 4 % Zinsen pro Jahr an.
(4) Er spart in den kommenden 100 Tagen weiterhin 2 € pro Tag.


http://de.wikipedia.org/wiki/Spannweite
http://de.wikipedia.org/wiki/D%C3%A4nemark
http://de.wikipedia.org/wiki/Europa
http://de.wikipedia.org/wiki/Pylon_%28Br%C3%BCckenbau%29
http://de.wikipedia.org/wiki/Pylon_%28Br%C3%BCckenbau%29
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14. Die 1922 entwickelte Norm DIN 476 gibt die Grof3e der Blétter von A0 bis A10 an. Lén-
gen, Breiten und Flacheninhalte geniligen bestimmten GesetzméBigkeiten. Decke diese
mithilfe der folgenden Tabelle auf und beschreibe sie ndherungsweise durch Gleichungen.

15.

16.

17.

Bezeichnung A0 | Al | A2 |A3 | A4 |AS5 |A6 | A7 | A8 | A9 | AlO

Lange | in mm 4201297 | 210 37

Breite b in mm 420 | 297 | 210 | 148 26

Flache A in mm?

Die Lufttemperatur an einem Ort ist von seiner Hohe iiber dem Meeresspiegel abhédngig.
Es gilt die Faustregel: Bei einer Zunahme der Héhe um 1000 m sinkt die Temperatur
durchschnittlich um 6,5 °C. Miillers verbringen ihren Urlaub auf der Insel Madeira im Ort
Santa Cruz, der auf Meeresspiegelhohe liegt. In Santa Cruz betrigt die Temperatur 20°C.

a)
b)

¢)

d)

Stelle die Abhdngigkeit der Temperatur von der Hohe liber dem Meeresspiegel fiir die
Insel Madeira dar. Beachte, dass der hochste Berg 1860 m hoch ist.

Miillers wollen eine Wanderung auf den hochsten Berg unternehmen. Auf welche
Temperatur sollen sie sich mit ihrer Kleidung einstellen?

In Santa Cruz befindet sich auch der Flughafen der Insel, dessen Startbahn auf das
Meer hinausragt. In welcher Hohe hat ein Flugzeug die Aulentemperatur von 0°C er-
reicht?

Eine Seilbahn fiihrt in den 600 m hoher gelegenen Ort Monte. Welcher Temperaturun
terschied erwartet die Reisenden beim Ausstieg aus der Bahn?

Ein Prozess der zeitlichen Verdanderung von Werten einer Grof3e hat die angegebenen Ei-
genschaften. Mit welchem Funktionstyp wiirdest du ihn beschreiben?

a)
b)

c)

d)
e)

Zum Zeitpunkt t = 0 ist ein Anfangswert > 0 vorhanden. Die Werte nehmen erst lang-
sam und dann immer schneller zu.

Zum Zeitpunkt t = 0 ist ein Anfangswert > 0 vorhanden. Die Werte nehmen erst
schnell und dann immer langsamer ab. Theoretisch bleibt der Wert immer positiv,
praktisch ist er irgendwann so klein, dass er nicht mehr messbar ist.

Vom Zeitpunkt t = 0 an wachsen die Werte vom Anfangswert Null auf ein Maximum.
Von dort aus fallen sie immer schneller, bis sie den Wert Null wieder erreicht haben.
Die gleichen Maxima und Minima der Werte wechseln sich periodisch ab.

Vom Zeitpunkt t = 0 ausgehend wachsen die Werte mit dem Anfangswert Null erst
schnell und dann immer langsamer.

Skizziere zu folgenden Vorgiangen passende Diagramme.

a)

b)
©)

d)

e)

Wenn man eine Strecke von 50 km mit hoherer Durchschnittsgeschwindigkeit zurtick-
legt, bendtigt man eine kiirzere Zeit.

Ole hat 100 € und nimmt sich vor, davon pro Monat nur je 10 € zu verbrauchen.

Von einem radioaktiven Material zerfillt pro Stunde % des noch vorhandenen Materi-
als. Am Anfang sind 100 g vorhanden.

Ein Fahrstuhl hat als Belastungsgrenze 480 kg. Welche durchschnittliche Masse diirf-
ten 1, 2,....12 Personen hochstens haben, um noch gemeinsam fahren zu diirfen?
Wird eine Brausetablette einer Sorte in ein Glas mit 20 °C kaltem Wasser gelegt, so
16sen sich pro Minute 30 % des noch vorhandenen Tablettenrestes auf.
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2 Ziele und Aufgaben Klasse 11

2.1 Planungsvorschlag fir die Klasse 11

Std. Inhalte / Schwerpunkte | Bemerkungen

13 Zahlenfolgen

3 Begriff der Zahlenfolge (allge- - arithmetische und geometrische Zahlen-
mein) folgen nur als Beispiele
Darstellung - in liberschaubaren Féllen auch ohne CAS
explizite und rekursive Zuord- - Untersuchung rekursiv definierter Folgen
nungsvorschrift mit CAS zur Leistungsdifferenzierung

2 Monotonienachweise (wachsende, | - Inhaltliche Beziige zum Anderungsverhal-
fallende bzw. konstante Folgen) ten einer Funktion herstellen
Folgen mit wechselnder Monotonie | — Deutung der Ergebnisse der Differenzbil-

dung

5 Grenzwerte, Grenzwertuntersu- - Nutzung des CAS(grafisch und nume-

chungen, Grenzwertsétze risch)
- Definition und inhaltliches Verstandnis

3 Begriff der Partialsumme und der - Grenzwertbetrachtungen zu ausgewéhlten
Partialsummenfolge (Reihe) Partialsummen
Umgang mit dem Summenzeichen
Berechnungen mit CAS
Anwendungsaufgaben

8 Grenzwerte und Stetigkeit

2 Grenzwerte von Funktionen an - inhaltlich- anschaulicher Grenzwertbegriff
einer Stelle bzw. im Unendlichen - Grundprinzip: Untersuchung mit Hilfe
Ubertragung der Grenzwertsitze von Testfolgen
von Folgen auf Funktionen - komplizierte Funktionsgleichungen mit

CAS
6 Untersuchung von gebrochen- - Einfiihrung der Begriffe der gebrochen-

rationalen und abschnittsweise de-
finierten Funktionen auf Grenzwer-
te

Begriff der Stetigkeit von Funktio-
nen

Untersuchung von Funktionen auf
Stetigkeit unter Nutzung der Defi-
nition

Definitionsliicken (Polstellen, ste-
tig behebbare Definitionsliicken)
und Sprungstellen mit Nachweis

rationalen Funktionen und der abschnitts-
weise definierten Funktionen (einfache
Beispiele)

CAS als Hilfsmittel zur Visualisierung,
zur Anndherung mit Testfolgen und zur
Gewinnung von Einsichten
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Std. Inhalte / Schwerpunkte | Bemerkungen
14 Differenzierbarkeit
4 lokale, globale Differenzierbarkeit | - Anstiege, geometrische Deutung
Differenzenquotient und Differen- | - Tangenten -und Normalengleichungen,
zialquotient standiger Praxisbezug
Tangentenproblematik
8 Zusammenhang von Stetigkeit und
Differenzierbarkeit
Ableitungsregeln - Produkt- und Quotientenregel, Kettenregel
- inhaltliche Deutung des Anderungsverhal-
Zusammenhang von Monotonie tens
und erster Ableitung - Modellieren von Anwendungssituationen
durch ganzrationale und gebrochenratio-
nale Funktionen
- Zusammenhang zur Monotonie von Zah-
lenfolgen herstellen
2 geometrische Zusammenhinge - Untersuchung mit und ohne CAS mit In-
zwischen dem Graphen von f(X) terpretation durch den Schiiler
und dem Graphen von f'(x)
12 Kurvenuntersuchungen
8 Geometrische Zusammenhénge - inhaltliches Verstidndnis
zwischen den Graphen von f, ',
7, - Art des Extremums mit Nachweis
notwendige und hinreichende Be-
dingungen fiir Extrempunkte - Art des Wendepunktes mit Nachweis
notwendige und hinreichende Be- | — Konzentration auf ganzrationale und
dingungen fiir Wendepunkte gebrochen-rationale Funktionen
4 Kurvendiskussionen mit und ohne | - Anwenden von Regeln und Verfahren
CAS ohne CAS auf iibersichtliche Beispiele
und wenige Ubungsaufgaben beschriinken
23 Anwendungen der Differenzialrechnung
23 Erzeugung funktionaler Zusam- - ganzrationale und gebrochenrationale

menhédnge, die durch Verkniipfung,
Verkettung und abschnittsweise
Definion entstehen

Losen verschiedenster Extrem-
wertprobleme auch mit komplizier-
teren Funktionen moglich (CAS)
Modellieren von Anwendungssitu-
ationen durch Funktionen und
durch Auffinden geeigneter Para-
meter

Funktionen

Erweiterung der Differenziationsregeln
auf die Wurzelfunktion und y =sinx
und y = cos X

Nutzung des CAS

Rekonstruktion von Funktionen
Kurvenscharen

inhaltliches Verstindnis des Newtonver-
fahrens
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Std. Inhalte / Schwerpunkte | Bemerkungen
10 Stammfunktion
2 | = Umkehrung des Differenziati- - einfache Funktionen ohne CAS
ONsprozesses
- Ermitteln von Stammfunktionen
2 | = Flicheninhalt der Punktmenge, die | = Der Wechsel zwischen numerischer Be-
vom Graphen von f, der x-Achse rechnung und grafischer Darstellung mit
und den Geraden x =aund x =b CAS ermoglicht ein vertieftes Verstindnis
begrenzt wird (Grenzwert der O- mathematischer Zusammenhinge.
ber- und Untersumme)
6 | - Das bestimmte Integral - Abgrenzung vom Flicheninhalt der Punkt-
- Eigenschaften und Berechnung menge
bestimmter Integrale
- Hauptsatz der Differenzial- und - inhaltliches Verstiandnis
Integralrechnung
- uneigentliche Integrale
10 Anwendungen der Integralrechnung
6 | — Flachenberechnungen - Flachen unter und zwischen Funktionsgra-
phen (praxisnahe Zusammenhinge)
4 | = Volumen von Rotationskdrpern - Berechnungen mit CAS
- Bogenlédnge
20 Die e-Funktion — weiterer Ausbau der Differenzial- und Intergralrechnung
4 | = Zusammenfiihren von Differenzia-
tion und Integration bei vielfalti-
gen Aufgaben
12 | - Wiederholung und Anwendung - Betrachtung der In-Funktion nur als Um-
des bisherigen Wissens und Kon- kehrfunktion der e-Funktion und zur Integ-
nens auf e-Funktionen ration gebrochenrationaler Funktionen
- Herleitung und Bedeutung von e
4 | - Kurvenscharen
(10) | Gesamtwiederholung an differenzierten Komplexaufgaben, integratives Thema
Hinweis:

Fiir einige Aufgaben der Klasse 11, die mit einem CAS losbar sind, wurden ausfiihrliche Lo-
sungen erstellt. Entsprechende Aufgaben sind mit (L) gekennzeichnet. Die Losungen befinden
sich unter www.mathe-mv.de (Losungen von Aufgaben der Klasse 11).

Weiterhin existiert unter www.mathe-mv.de (Zusitzliche Aufgaben zum Exemplarischen Ler-
nen in Klasse 11) eine Datei mit Aufgaben und Hinweisen zum Exemplarischen Lernen in der
Klasse 11.
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2.2 Zahlenfolgen
Vorhandenes Wissen:

Funktionen: beschreiben Zusammenhénge, Begriffe: Argument, Funktionswert, Definiti-
onsbereich, Wertebereich, Darstellung im Koordinatensystem, in Tabellen, verbal, mit
Funktionsgleichungen, Schreibweise z.B. y = f(x) = m'x + n,

Folgen: Umgangssprachliche Vorstellung einer Folge als Aneinanderreihung von endlich
vielen Dingen mit einer bestimmten Ordnung (Malfolge, Ziffernfolge bei Dezimalzahlen),
Fortsetzen von Zahlenfolgen,

Index: bezeichnet einzelne Losungen mit besonderen Eigenschaften, fest, hebt etwas Be-
sonderes hervor (X, oder Xo).

natirliche Zahlen: Null ist die kleinste natirliche Zahl. Es werden fur die Null stets be-
sondere Betrachtungen angestellt. Die Folge der natiirlichen Zahlen ist unendlich.

Wachstum : lineares und exponentielles, verbale Beschreibung, Darstellung im Koordina-
tensystem, mit Tabellen und Gleichungen,

Terme: Termwertberechnungen, Belegung von Variablen in Termen.

Voraussetzungen aus Klasse 10 flir das Arbeiten mit dem Voyage200 zum Thema Folgen:

Arithmetische Operationen
Eingabe von Termen (Struktur von Termen erkennen und Klammern richtig setzen)

Termumformungen, insbesondere: Entwick; gemNenn; PzIBruch; im Algebramenii des
Hauptbildschirms

Losen und Interpretieren von Gleichungen in unterschiedlichen Zahlenbereichen

graphische Darstellung von Funktionen, Erstellen von Wertetabellen

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler

haben inhaltliche Vorstellungen zu Zahlenfolgen und wissen, dass Folgen besondere
Funktionen mit einem Definitionsbereich aus den natiirlichen Zahlen und dem Wertebe-
reich R sind und kennen die besonderen Bezeichnungen,

haben inhaltliche Vorstellungen zum Grenzwert einer Zahlenfolge und wissen, dass sich
die Folgeglieder einer konvergenten Zahlenfolge einem Grenzwert mit wachsendem n be-
liebig nahe annéhern,

wissen, dass Partialsummen und Partialsummenfolgen entstehen, wenn man die Glieder
einer Folge systematisch addiert und dass eine unendliche Partialsummenfolge Reihe ge-
nannt wird.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

arithmetische, geometrische und einfache Folgen erkennen oder fortfiihren, wenn konkrete
aufeinander folgende Glieder gegeben sind,

Zahlenfolgen grafisch darstellen und das Monotonieverhalten an Graphen beschreiben,
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die Schreibweise lim sicher verwenden,

n—oo

zu einer gegebenen expliziten oder rekursiven Vorschrift Glieder der Zahlenfolge berech-
nen und Vermutungen iiber den Grenzwert bzw. das Konvergenzverhalten anstellen,

erkldren, wie aus einer Folge die entsprechende Partialsummenfolge entsteht.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen:

Die Folgen mit a, = 1/n und a, = q" mit |q| < 1 sind Nullfolgen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

Folgen durch Aufzihlen der ersten Glieder, verbal und in Tabellen darstellen,
praktische Anwendungen geometrischer Folgen mit CAS bearbeiten,

ein CAS fiir die Darstellung von Folgen und zur Berechnung von Gliedern nutzen,
die Differenz a,+ - a, fiir iiberschaubare Folgen bilden, berechnen und deuten,

Vermutungen fiir den Grenzwert aus grafischen und tabellarischen Darstellungen bilden
und Sitze liber konstante Folgen, Nullfolgen, Summen, Differenzen und Produkten von
Folgen nutzen,

die Begriffe konvergente und divergente Folge unter Nutzung grafischer Veranschauli-
chungen erkléren,

aus einfachen Folgen entsprechende Partialsummenfolgen bilden,
Grenzwertbetrachtungen zu ausgewdhlten Reihen durchfiihren,

in iiberschaubaren Fillen eine gegebene ausfiihrliche Summe mithilfe des Summenzei-
chens schreiben,

die Verwendung des Summenzeichens zur Beschreibung einer Summe und zur Bestim-
mung des Grenzwertes einer Reihe unterscheiden.

Exemplarisches
Die Schiilerinnen und Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen erste Vorstellungen und
Einsichten zu folgenden Sachverhalten gewonnen.

Es gibt endliche und unendliche Folgen.
Unter bestimmten Bedingungen ist es sinnvoll, n = 0 im Definitionsbereich zuzulassen.

Die Glieder der Zahlenfolgen konnen auch als Punkte auf der Zahlengerade veranschau-
licht werden. Damit wird der Grenzwert von Funktionen, das Verhalten an Polstellen und
die Einfiihrung der 1. Ableitung vorbereitet.

Zwischen arithmetischen Folgen, linearen Funktionen, linearen Wachstumsprozessen bzw.
geometrischen Folgen und Exponentialfunktionen und exponentiellen Wachstumsprozes-
sen gibt es enge Zusammenhénge.

Die Monotonie geometrischer Folgen ist auch durch die Differenzbildung unter Anwen-
dung der Potenzgesetze berechenbar.

Manchmal ist es sinnvoll, zwischen streng monoton und monoton zu unterscheiden.

Bei Anwendung der Grenzwertdefinition auf eine Zahl, die nicht der Grenzwert ist, ergibt
sich ein Widerspruch.
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- Fir kleine n kann der Grenzwert beliebig oft iiberschritten werden, erst im Unendlichen
geschieht die Anndherung.

- Man muss zwischen der Anndherung an den Grenzwert von oben oder unten unterschei-
den.

- Die Bezeichnung uneigentlicher Grenzwert fiir die Schreibweise lim a,= oo ist wider-

n—oo

spriichlich.

- Die beliebig genaue Anndherung an einen Wert ist ein mathematisches Modell fiir Grenz-
prozesse. In der Praxis gibt es immer einen kleinsten Wert der Annéherung, der nicht un-
terschritten werden kann.

- Mit dem Grenzwertbegriff wird der Begriff des unendlich Kleinen und der beliebig ge-
nauen Anndherung mathematisch korrekt erfasst und auf das Arbeiten mit Ungleichungen
zuriickgefiihrt.

- Die Begriindung und Anwendung der Summenformel fiir geometrische Reihen wird an
einem einpriagsamen Beispiel erlebt.
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Aufgaben
Sicheres Wissen und Kénnen
1. Vergleichen Sie: (1) f(x) =-3x+7 mit (2)a,=4+(n-1) -3

2. Vergleichen Sie die Bedeutung der Klammer in den folgenden Ausdriicken:
A:(a+n)(a—n) B: (ay) C: (a, + 1)

3. Geben Sie je ein Beispiel fiir Zahlenfolgen an, die die gegebenen Bedingungen erfiillen:
a) Die Folge wird durch eine rekursive Bildungsvorschrift beschrieben.
b) Die Folge wird durch eine explizite Bildungsvorschrift beschrieben. Die Glieder der
Folge werden immer grofer.

4, Finden Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede bei dem Gebrauch des Wortes ,,Grenze™
in der Umgangssprache und in der Mathematik.

5. Paul bewirbt sich um einen Ferienjob und versucht, den Personalchef zu {iberzeugen, ihn
einzustellen, weil er flir wenig Lohn zu arbeiten anfangen mochte. Paul schldgt vor, am 1.
Tag fiir nur 50 Cent zu arbeiten und an jedem weiteren Tag den doppelten Lohn des Vor-
tages zu erhalten. Wiirden Sie als Personalchef auf das Angebot eingehen, wenn Paul 3
Wochen a 5 Tage arbeiten mochte? Begriinden Sie.

6. Nennen Sie Beispiele fliir monoton wachsende (alternierende; fallende mit rekursiver Bil-
dungsvorschrift) Zahlenfolgen.

7. Skizzieren Sie eine monoton wachsende (fallende, alternierende, konstante) Folge in ein
Koordinatensystem.

8. Finden Sie Zahlenfolgen mit folgenden Eigenschaften:
a) lim(a,)=1;a, >1 fir n>0

b) lim(a,)=1;a, <1 fir n>0

9. Es sind drei Zahlenfolgen gegeben:
() a, =1+~ (2)a,=1+n (3)a, =01
n 2n
a) Stellen Sie die ersten zehn Glieder folgender Zahlenfolgen auf je einem Zahlenstrahl
dar. Geben Sie eine Vermutung iiber die Konvergenz der Folgen an.
b) Finden Sie alle Folgenglieder, fiir die gilt:
a,> 1 a, <1 a, =1 a,<1,1 a, <1,01 a, < 1,001

10. Setzen Sie die Folgen fort.
a)0;2;4;6;...... b) Y2 Va; 1/8; ... c)25;27;24.....

11. Schreiben oder zeichnen Sie auf, was Sie sich unter folgenden Formulierungen vorstellen.
a) die Folge der natiirlichen Zahlen von 1 bis 10
b) die Folge der Zweierpotenzen
c) die Summe der natiirlichen Zahlen von 1 bis 10
d) die Summe der Zweierpotenzen

12. Nennen Sie Beispiele fiir Partialsummen und Partialsummenfolgen.
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen:

13. Geben Sie fiir jeden Begriff eine Beispielfolge an! Stellen Sie sie mit dem Voyage200 dar

und ibernehmen Sie eine Skizze der Folge in die Tabelle!

Begriff Bildungsvorschrift Skizze

Nullfolge

konvergente Folge

divergente Folge

konstante Folge

14. Gegeben sind die Zahlenfolgen (a,) und (b,) mit a, =2+ 1 ; b, =5 _4
n n
a) Speichern Sie die Bildungsvorschriften fiir beide Folgen im CAS und stellen sie die

Folgen grafisch dar!
b) Ermitteln Sie den Grenzwert der Folge (a,) bzw. (b,),
c¢) Ermitteln Sie die Folgen

Cn:an+bn dn:an-bn en:an.bn fl’l:a_n
d) Welchen Grenzwert vermuten Sie fiir die Folgen aus Aufgabe ¢)?
Uberpriifen Sie Ihre Vermutung an Hand der Grafik und der Tabellen.

15. Entscheiden Sie, bei welcher der Folgen es sich um eine Nullfolge handelt.

-2 5 n-1 2)
a) a,=— ; b) a,=—3; ¢) a, =——; d) a =5|—
) n n3 ) n 2n ) n n3 ) [ 9 )
16. Bestimmen Sie den Grenzwert der Folge mit Hilfe der Grenzwertsitze und vergleichen
Sie Thre Ergebnisse mit denen, die mit einem CAS ermittelt wurden.

I 2 2n—-4 Sn-7
a a,=—+— Db) a, = c) a,=
) & n n’ ) & 5+n ) & n*-3n

17. Untersuchen Sie die Aussagen auf ihren Wahrheitsgehalt. Widerlegen Sie die falschen
Aussagen durch ein Gegenbeispiel und erldutern Sie die richtigen an einem Beispiel.
a) Jede geometrische Folge mit q < 0 ist konvergent.
b) Jede geometrische Folge mit |q| > 1 ist divergent.
c) Wenn eine Folge alternierend ist, dann kann sie nur konvergent sein.
d) Wenn eine arithmetische Folge monoton wachsend ist, dann ist sie divergent.
e) Wenn eine Folge monoton wachsend ist, dann ist sie divergent.
f) Es gibt Folgen, die gleichzeitig divergent und konstant sind.
g) Eine monoton fallende Folge kann sich nur von oben einem Grenzwert ndhern.
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18.

19.

20.

21.

Ermitteln Sie die Anzahl der Summanden der gegebenen Summen. Bestimmen Sie jeweils
die ersten 3 Summanden jeder Aufgabe.
45 18 8 )
a) > (2k—1) b) > (3k+2) ¢) >.80-0,5'
k=1 k=5 i=1
Berechnen Sie die nachfolgenden Partialsummen mit Hilfe des CAS.
45 18
a) Y (2k 1) b)Y (3k+2)
k=1 k=1
8 i o0
c) >.80-0,5' d) > (2k-1)
i=1 k=1

Geben Sie an, ob die gegebene geometrische Reihe konvergiert. Berechnen Sie gegebe-
nenfalls den Grenzwert der Reihe.

a) 0,7 by Y 1,01 o 1Lyl 1,
k=1 k=1 2 4 8
Schreiben Sie mithilfe eines Summenzeichens.
1 1 1
a) l+—+—+—+ S
3 9 27 2187

b) 101+ 105+ 109+ ...+ 177 + 181
©) 1+4+9+16+.

Exemplarisches:

22.

23.

24.

25.

26.

27.

Finden Sie Zusammenhinge zwischen dem Anstieg einer linearen Funktion und der Mo-
notonie arithmetischer Folgen.

Vergleichen Sie miteinander:

a) y=04x-74und a,= -7+(n-1)-04
b) b,=32-0,5""undy=64"0,5"

¢) ci=n’ undy=x2

Untersuchen Sie, ob das Verfahren zur Monotonieuntersuchung von Folgen auf die Funk-
tiony =3 x—35 zuibertragen ist.

Uberlegen Sie, ob es mdglich ist, eine lineare Funktion rekursiv zu beschreiben. Geben
Sie gegebenenfalls ein Beispiel an.

Entwickeln Sie einen Vorschlag, wie das Verfahren zur Monotonieuntersuchung von Fol-
gen auf Funktionen zu iibertragen wire. Erldutern Sie ihn an Beispielen.

Untersuchen Sie, ob das Verfahren zur Bestimmung des Grenzwertes der Folge

ap, = on-4 auf die Funktion y = >x—4
n X

zu iibertragen ist.
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28.

29.

30.

31.

32.

Vervollstindigen Sie die Ubersicht iiber die Monotonie geometrischer Folgen und iiberle-
gen Sie, welche Teile auf Exponentialfunktionen iibertragbar sind.
a;>0 a1<0 a=0
q>0
q<0
q=0

Anne geht jeden Tag einen 2 km langen Weg zur Schule. An einem Morgen iiberlegt sie:
,» Ich kdnnte meinen Schulweg auch so in Etappen zerlegen, dass meine erste Etappe einen
Kilometer betrdgt. Die zweite Etappe ist die Hélfte der ersten Etappe, die dritte die Hélfte
der zweiten Etappe usw.“ Nehmen Sie zu diesen Gedanken Stellung.

Herr Buddel mochte ein Haus bauen und nimmt einen Kredit von 100 000€ zu einem
Zinssatz von x % auf. Er weil}, dass er maximal jdhrlich 12000 € zuriickzahlen kann. Er
beginnt mit der Riickzahlung am Ende des ersten Jahres. Die Zinsbindung endet nach 10
Jahren. Erkundigen Sie sich bei einer Bank nach den aktuellen Zinssétzen fiir ein Darle-
hen von 100 000 € und einer Laufzeit von 10 Jahren (ohne Bearbeitungsgebiihren). Ver-
einfachen Sie Thre Rechnungen gegebenenfalls durch die Annahme einer jahrlichen Zahl-
weise. Beraten Sie Herrn Buddel ausfiihrlich!

Untersuchen Sie folgende Aussage: Die Partialsummenfolge der ungeraden natiirlichen
Zahlen entspricht der Folge der Quadratzahlen.

Die untenstehend abgebildete Figur ist durch das Aneinanderfiigen von Halbkreisen ent-
standen, wobei jeder neue Durchmesser das 0,6fache des vorherigen Durchmessers ist.
Der erste Durchmesser betrdgt 2 cm. Wie lang ist die Linie, wenn man sich das Aneinan-
derfiigen der Halbkreise beliebig oft fortgesetzt denkt?
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2.3 Grenzwert von Funktionen
Vorhandenes Wissen

Aus dem Mathematikunterricht:

— Verhalten von Funktionen im Unendlichen: Wenn x sehr grof3 oder sehr klein wird, sagt
man: ,,x strebt gegen + oo bzw. - 0. Die Funktionswerte konnen dann auch gegen + o
bzw. - oo streben oder aber sich einer Geraden (meist parallel zur x- Achse) annéhern, wie

z. B. bei f(x) = l Die Geraden heilen Asymptoten.
X

— Verhalten von Funktionen an bestimmten Stellen (Polstellen): Man sagt:,x strebt gegen
den Wert a“, wenn sich die Werte von x der Stelle a immer weiter anndhern und der Ab-
stand von x zu a immer geringer wird. Funktionswerte streben gegen + oo bzw. - «0, wenn
sich die x-Werte einer Stelle auf der x-Achse immer weiter anndhern, wie z. B. bei f(x) =

1 ) ) ) N
—, wenn x sich der Stelle 0 immer weiter annéhert.
X

— Grenzwert einer Zahlenfolge: inhaltliche Vorstellung vom Grenzwert der Folge fiir
n — oo, Definition mit der e-Umgebung, Grenzwertsétze, Konvergenz, Divergenz

umgangssprachlich:

— Grenze: als Ende einer Stral3e, die aber unter gewissen Bedingungen zu iiberschreiten ist,
Landesgrenze, Grenzen setzen, Vorrat ist begrenzt, Grenzwert als Wert, der nicht iiber-
schritten werden darf (Grenzwert der Belastung)

— Konvergieren (sich einander annidhern), Divergieren (sich voneinander entfernen)

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

— die Schreibweise x — o0 bedeutet, dass x beliebig groB/klein wird,
— die Schreibweise x — a bedeutet, dass x sich von rechts bzw. links einer Stelle a anndhert,

— es bei Funktionen Grenzwerte fiir x — +oo und fiir x — a gibt. Das ergibt sich aus dem
erweiterten Definitionsbereich von Funktionen gegeniiber Folgen.

— das Grundprinzip zur Bestimmung von Grenzwerten von Funktionen die Nutzung von
Testfolgen ist. Diese ndhern sich der zu untersuchenden Stelle a auf der x-Achse oder den
Grenzen des Definitionsbereiches an. Gleichzeitig muss das Verhalten der zugehdrigen
Funktionswerte untersucht werden.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen:

— die limes -Schreibweise fiir x— a und x — + oo sicher verwenden,

— Prototypen fiir Testfolgen sicher zuordnen (z.B.: Die Folgen a + 1 und a - 1
n n

ndhern sich von rechts bzw. links dem Grenzwert a)
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

— ein CAS zur Grenzwertberechnung (x durch Testfolgen ersetzen) nutzen,
— Vermutungen fiir Grenzwerte aus grafischen und tabellarischen Darstellungen bilden,

—  Sitze tliber konstante Folgen, Nullfolgen, Summen, Differenzen und Produkten von
Folgen auf Grenzwertberechnungen bei Funktionen iibertragen,

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpragsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

— Der rechtsseitige und linksseitige Grenzwert an einer Stelle (Polstelle bei bekannten Po-
tenzfunktionen mit negativen Exponenten wie z.B.: x = 0 bei f(x) = x™) kénnen gleich o-
der unterschiedlich sein.

— Rechtsseitige und linksseitige Grenzwerte an einer Stelle konnen Zahlen oder uneigentli-
che Grenzwerte (Unendlich) sein.

— Die Grenzwerte fiir x — +00 und x — -0 sind haufig unterschiedlich.

— Im Definitionsbereich konnen die Grenzwerte beliebig oft {iber- oder unterschritten wer-
den.
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Aufgaben
Sicheres Wissen und Kénnen

1.

Geben Sie je eine Testfolge an, die sich fiir n — o dem gegebenen Grenzwert nihert.

Grenzwert | Bildungsvorschrift Skizze (Zahlenstrahl)

3

-2

-00

Stellen Sie eine Ubersicht auf, in der mindestens die Begriffe Grenzwert, Stelle, im Un-
endlichen, konvergent und divergent vorkommen.

Vergleichen Sie das Grenzwertverhalten von Folgen und Funktionen.

Beschreiben Sie die Unterschiede zwischen lim (x* —2) = oo und lim 2% =3 _ 2.
X—>00 X—>0 X
Vergleichen Sie: lim 2x =3 und lim 2n -3 .
X—0 X n—oo n

Bringen Sie die Kenntnisse liber umgekehrte Proportionalitit in Zusammenhang mit dem
Grenzwertverhalten von Funktionen.

Bei einigen Fahrzeugen gibt es eine Automatik — Stellung fiir die Scheibenwischer. In der
Beschreibung steht, dass die Scheibenwischer automatisch angehen, wenn der Regen ei-
nen bestimmten Grenzwert erreicht hat. Vergleichen Sie den Grenzwert — Begriff in die-
sem Zusammenhang mit seiner mathematischen Bedeutung.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

8.

10.

Ersetzen Sie bei folgenden Funktionen die Argumente jeweils durch eine Folge, die gegen
+oo und eine Folge, die gegen —« divergiert.

Bestimmen und vergleichen Sie die entsprechenden Grenzwerte der Funktionswerte.
2x+4 ) f(x) :X—f d) f(x)=2"

2_
x—1 X+

a) f(x)zﬁ b) f(x) =

Vergleichen Sie das Verhalten der Funktionen im Unendlichen.
a) f(x) = 3 b) f(x)=3" ¢)f(x)=-5x+2 d) f(x) =x"+2.
X

Geben Sie eine Funktion mit folgender Eigenschaft an,
a) Sie hat den Grenzwert 3.

b) Thr Graph néhert sich einer Geraden an.

c) Sie ist divergent.

d) Sie hat eine Polstelle bei x = 4.



Stetigkeit von Funktionen

75

2.4 Stetigkeit von Funktionen

Vorhandenes Wissen

Aus dem Mathematikunterricht:

Polstellen: treten bei Potenzfunktionen mit negativen Exponenten auf, gehdren nicht zum
Definitionsbereich. Sie entstehen hiufig dort, wo die Funktion nicht definiert ist (z.B.
durch die Division durch 0). Es gibt unterschiedliche Schreibweisen fiir den Ausschluss
einer Zahl aus dem Definitionsbereich. (senkrechte Asymptoten mit Gleichungen be-
schreiben)

Grenzwerte von Funktionen: Behandlung unmittelbar vorher: Systematisierung der
Grenzwerte fiir x — +oo und fir x — a

umgangssprachlich:

,»stetig® wird mit einer gleichméBigen Entwicklung ohne Hohen und Tiefen gleichgesetzt.
,»stetig® heil3t: ,,ohne Unterbrechung®.

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

die Graphen stetiger Funktionen in einem abgeschlossenen Intervall in einem Zug ,,durch-
gezeichnet* werden konnen,

die bis Klasse 10 behandelten Funktionsklassen in ihrem Definitionsbereich stetig sind.

die Funktionsklassen durch die gebrochenrationalen Funktionen und abschnittsweise defi-
nierten Funktionen erweitert werden,

gebrochenrationale Funktionen Polstellen oder stetig behebbare Definitionsliicken besit-
zen konnen,

abschnittsweise definierte Funktionen Sprungstellen aufweisen konnen,

auf dem Voyage200 Definitionsliicken kaum zu erkennen sind.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

stetige/unstetige Funktionen und Unstetigkeitsstellen am Graphen erkennen,
Prototypen fiir stetige und unstetige Funktionen nennen oder ihre Graphen skizzieren,
die Schreibweise fiir abschnittsweise definierte Funktionen lesen,

die Betragsfunktion abschnittsweise schreiben.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler

kennen die Definition der Stetigkeit an einer Stelle a,

verbinden die Vorstellung von Stetigkeit in einem abgeschlossenen Intervall mit dem
,Durchzeichnen* des Graphen in diesem Intervall.

wissen, dass gebrochenrationale Funktionen in ihrem Definitionsbereich stetig sind, ob-
wohl man den Graphen an den Polstellen nicht ,,durchzeichnen® kann.
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— Wissen, dass es verschiedene Schreibweisen fiir abgeschlossene und offene Intervalle und
fiir eingeschrankte Definitionsbereiche gibt.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

— Vermutungen fiir Unstetigkeitsstellen aus grafischen und tabellarischen Darstellungen
bilden,

— die Definition der Stetigkeit an einer Stelle a auf einfache Beispiele/Gegenbeispiele an-
wenden,

— den rechts- und linksseitigen Grenzwert an Unstetigkeitsstellen mithilfe von Testfolgen
ermitteln,

— ein CAS zur Grenzwertbestimmung an Unstetigkeitsstellen nutzen,

— Unstetigkeitsstellen und die zugehorigen Punkte im Graphen durch entsprechende Klam-
mern und Kreise kennzeichnen,

— die mathematisch exakte Schreibweise fur abschnittsweise definierte Funktionen benut-
zen,

— das asymptotische Verhalten gebrochenrationaler Funktionen im Unendlichen untersu-
chen, wenn sie sich einer Asymptote (= Gerade) nihert.

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpragsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

— Aus den Grenzwertsitzen fiir Funktionen (konstante, Summen, Differenzen, Produkte,
Quotienten) folgen die Sétze liber stetige Funktionen an einer Stelle a.

— Es gibt Funktionen, die sich asymptotisch einer Funktion annihern, die nicht konstant
oder linear ist (asymptotische Funktion = Funktion, der sich eine Funktion im Unendli-
chen annéhert).

— Es kann nicht nur eine Unterteilung in ,,stetig” und ,,unstetig*, sondern auch in ,,stetig*
und ,,diskret* vorgenommen werden. Zahlenfolgen sind Beispiele fiir diskrete Funktionen.
Durch Erweiterung des Definitionsbereiches kdnnen aus ihnen stetige Funktionen entste-
hen.
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Aufgaben
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Beschreiben Sie passende Vorgéinge zu den Graphen

a) b) c)
2. Interpretieren Sie das folgende Diagramm.
kcal
Ww/k_g | /
} -
tS t°C
Schmelztemperatur
3. Beschreiben Sie das Verhalten der folgenden Graphen an der Stelle x,.
a) b)
yA / yA |
/ | » | ; | »
T T l - T T T >
a Xo b X a Xo b X
c) d)
yA : vA
______________ .

=¥
=Y
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4. Vergleichen Sie das Verhalten von Funktionen bei Anndherung an eine Polstelle und an
eine stetig behebbare Definitionsliicke.

5. Geben Sie Beispiele fiir Funktionen an.
a) mit einer Polstelle,
b) ohne Polstellen,
c) mit einer Definitionsliicke,
d) ohne Definitionsliicken.

6. Woran denken Sie, wenn Sie sich eine Funktion vorstellen, die folgende Eigenschaft hat?

Die Funktion... Vorstellung

ist stetig

hat eine Polstelle

hat eine stetig behebbare
Definitionsliicke

Hat eine Sprungstelle

7. Diskutieren Sie das mogliche Verhalten von Funktionen im Unendlichen und an einer
Stelle. Nutzen Sie dazu die folgenden Darstellungen.
a) b)
y A y A

\

B

yA

X3 / X

B
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen

8. Geben Sie eine Funktion mit folgender Eigenschaft an.
a) Sie hat eine Polstelle bei x = 5.
b) Sie hat an der Stelle x = 2 eine Definitionsliicke.
c) Sie weist an der Stelle x = 1 einen endlichen Sprung auf.

9. Konstruieren Sie eine Funktion, die an der Stelle x = 2 nicht definiert und dort auch nicht
stetig ist.

10. Vergleichen Sie das Verhalten der Funktionen an der Stelle 2. Nutzen Sie ein CAS zur
grafischen Darstellung.
(1) f(x) :% (2) f(x) =2% (3) f(x)=-4x+2
X f—
x> —2flirx <2
x+2flirx>2

(4) f(x) = {

=4 o0

11. Beschreiben Sie die Unterschiede zwischen ling (x*-2)=-2und ling 2x =3
X—> X—> X

12. Ermitteln Sie moglichst viele Eigenschaften der folgenden Funktion.
Y410
+9
T8
T 7

—+6

—+5

-4
+3

—+2

I
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
|
|
4
|
I
|
—_
1
|
|
|
|
|
|
|
I
|
|
|
s

13. Geben Sie eine Funktion mit folgender Eigenschaft an.
a) Sie ist an der Stelle —1 unstetig.
b) Sie ist an den Stellen —2 und 2 unstetig.
c) Sie ist in ihrem Definitionsbereich stetig ist, der Graph kann an der Stelle 0 aber nicht
durchgezeichnet werden.
d) Sie ist in ihrem Definitionsbereich stetig ist, besitzt aber unendlich viele Sprungstel-
len.
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14. Geben Sie Bedingungen an, unter denen die Vorginge stetig bzw. unstetig verlaufen
konnten.
a) die Entwicklung des Gewichtes eines Menschen innerhalb von 10 Jahren
b) die Parkgebiihren fiir ein Fahrzeug
c) der Preis pro Liter fiir ein Getrdnk
d) die Benzinpreise an der Tankstelle

15. Ordnen Sie die folgenden Funktionsgleichungen einem Graphen zu. Begriinden Sie Thre
Zuordnung anhand einer markanten Stelle.

a) f(x) =\/é(x +2)*(x —4)(x - 6) b) f(x) = \/é(x +2)(x—4)(x-9)

“2)(x+1
¢) f(x) = /% d) (x) = |x|-(x +4/-2)

x*(4x* +1 2x° —10x* +13x +[x —2[ -2
o) fx) = YO HD ) f(x) = [x=2
2x 4 —-2x
1 11 IIT
20T /;\]“ IT

—t "
372 71 ¢ 1 2 3 405

1Y% \% VI

0 1 2 3 4 5
16. Interpretieren Sie die folgende Einkommenssteuerfunktion:
0 fir 0 <x <5617
0,19 x — 1067 fiir 5617 <x <8154

f(x) =) 151,94((x-8100):10000) + 1900((x — 8100):10000) + 472 fiir 8154 <x < 120042
0,53 x — 22842 fiir x > 120042
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17. Ermitteln Sie den rechts- und linksseitigen Grenzwert an den Unstetigkeitsstellen mithilfe
von Testfolgen.

a) f(x) =% b) f(x) = >;+—11 c) f(x)= -
x2+x-6 5 x? -1
DI=""72 0 9f= DIk )—( "

18. Ermitteln Sie alle Unstetigkeitsstellen der folgenden Funktionen und begriinden Sie deren

Art,
x* —4 (x= 3) _2x 5
D f0= o D= O f()=""" D)=

Exemplarisches

19. Informieren Sie sich mithilfe eines CAS iiber die Eigenschaften folgender Funktionen:
a) Heaviside-Funktion:
Hx)= 1fiirx>0
Hx)= 0fiirx<0

b) Signum-Funktion (Eingabe in CAS: sign(x))
1 fir x>0
sgn(x) = 0 fiir x=0
-1 fiir x<0
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2.5 Differenzierbarkeit von Funktionen

Vorhandenes Wissen

Aus dem Mathematikunterricht:

— Sekante und Tangente am Kreis

— Anstiegsdreieck und Gleichung zur Berechnung des Anstiegs linearer Funktionen
— Tangens eines Winkels

— Grenzwertbegriff fiir Folgen und Funktionen

— Monotonie von Funktionen beschreiben, Monotonieuntersuchungen von Folgen

umgangssprachlich:

— ableiten: in eine andere Richtung leiten, etwas auf seinen Ursprung zuriickfiihren
— differenzieren: genau, bis ins Einzelne unterscheiden

— steigen: im Niveau hoher werden, zunehmend an Bedeutung gewinnen, stattfinden
— Anstieg: Steigung, Erh6hung oder Zunahme

— Wachsen: als lebender Organismus an Grof3e, Linge, Umfang zunehmen, an Gréf3e,
AusmalB, Zahl, Menge, Stérke, Intensitdt zu nehmen, sich ausbreiten, sich ausdehnen

— Fallen: seine Hohe vermindern, im Wert geringer werden, sinken

— Rate: vereinbarter Geldbetrag der in regelméBigen Zeitabstinden zu zahlen ist oder meist
in Prozent ausgedriicktes Verhiltnis zwischen zwei Gro3en, das das Tempo einer be-
stimmten Entwicklung angibt

—  Durchschnittsgeschwindigkeit und Momentangeschwindigkeit: v = s/t als Formel der
Durchschnittsgeschwindigkeit (gilt nur bei geradlinig gleichformiger Bewegung auch fiir
die Momentangeschwindigkeit), Momentangeschwindigkeit kann man vom Tachometer
ablesen, entspricht im Allgemeinen nicht der Durchschnittsgeschwindigkeit

— Mittleres Wachstum: Wachstumsraten sind bezogen auf gleiche Zeiteinheiten

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

— der Differenzenquotient einer Funktion f fiir das Intervall [a ; b] definiert ist als:
Af(x)  f(b)—f(a)
AX b-a

— der Differenzenquotient geometrisch als Anstieg einer Sekante und inhaltlich als mittlere
Anderungsrate gedeutet werden kann,

— der Differenzialquotient geometrisch als Anstieg der Tangente an den Graphen der Funk-
tion in einem Punkt gedeutet werden kann,

—  der Differenzialquotient inhaltlich als lokale Anderungsrate gedeutet werden kann, 1.
Ableitung an einer Stelle a genannt und mit {'(x) bezeichnet wird,



Differenzierbarkeit von Funktionen 83

die Ableitungsfunktion jedem Argument genau die Ableitung der Ausgangsfunktion an
dieser Stelle zuordnet,

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

das Anderungsverhalten von Funktionen an auBer- und innermathematischen Beispielen
beschreiben,

den Differenzenquotienten auch in Anwendungssituationen berechnen,

die Potenz-, Summen-, Faktor- und Konstantenregel anwenden.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen

unter welchen Bedingungen eine Funktion differenzierbar ist,

die Definition des Differentialquotienten als Grenzwert des Differenzenquotienten im
Intervall [a;b] fiir b — a,

dass es unterschiedliche Schreibweisen fiir die Ableitungsfunktion (f "(x) und ?) gibt
X

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen:

das Wachstumsverhalten von Graphen qualitativ beschreiben (z.B. der Graph ist steigend,
aber das Wachstum wird immer geringer..),

bei Funktionen an gegebenen Stellen die Nichtdifferenzierbarkeit begriinden,

in einfachen Féllen (moglichst ohne Monotoniewechsel) zu einem Intervall eines Funkti-
onsgraphen einen moglichen Verlauf eines Graphen einer Ableitungsfunktion skizzieren,

fiir ein Intervall eines Graphen einer linearen Ableitungsfunktion einen mdglichen Verlauf
eines Graphen einer Funktion skizzieren,

die Produkt-, Quotienten- und Kettenregel anwenden,
die Tangenten- und Normalengleichung an einen Graphen in einem Punkt aufstellen,

die Zusammenhinge zwischen dem Differenzenquotienten, dem Differenzialquotienten,
der Ableitung, dem Anstieg von Sekante bzw. Tangente und der mittleren bzw. lokalen
Anderungsrate fiir das Intervall [a;b] bzw. an der Stelle a beschreiben,

die Zusammenhinge zwischen der Ableitung an einer Stelle und der Ableitungsfunktion
beschreiben,

Zusammenhénge zwischen Monotonie und der Ableitungsfunktion herstellen:

f(x) > 0, dann ist f(x) monoton steigend bzw. f *(x) < 0, dann ist f(x) monoton fallend.
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Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

— Die mittlere Anderungsrate hat in groBen Intervallen eine beschriinkte Aussagekraft, die
Aussagekraft wird groBBer durch Betrachtung der mittleren Anderungsrate fiir immer kiir-
zer werdende Intervalle,

— Der Differenzialquotient geht als Grenzwert aus dem Differenzenquotienten hervor. Der
Differenzialquotient als Grenzwert ist ein mathematisches Modell. In der Realitit kann
dieser Grenzwert nicht dadurch bestimmt werden, dass die Intervalle beliebig verkleinert
werden, da jede Messgrofe letztendlich diskret ist. (z.B.: Momentangeschwindigkeit eines
Fahrzeugs kann nicht durch die Durchschnittsgeschwindigkeit bestimmt werden, indem
die Intervalle fiir die Zeitmessung gegen 0 gehen, sondern durch andere Methoden wie
Tachometer, Dopplereffekt.

— Ein Graph kann fiir kleine Intervalle durch Geraden approximiert werden. Mit einem CAS
wird ein Graph in sehr kleinen Intervallen geradlinig, was an seiner Auflosung liegt. Diese
Besonderheit kann genutzt werden, um den Anstieg des Graphen an einer Stelle zu ver-
deutlichen.

— Zusammenhang zwischen Wachstumsverhalten und der Ableitungsfunktion,

— Wenn eine Funktion an einer Stelle a differenzierbar ist, so ist sie dort stetig, aber die
Umkehrung muss nicht gelten (Betragsfunktion),

— Es gibt beim Einsatz eines CAS aufgrund des numerischen Niherungsverfahrens, das es
nutzt, Situationen bei denen konkrete Zahlen fiir die Ableitung angegeben werden, ob-
wohl die Funktion an der gegebenen Stelle nicht differenzierbar ist.
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Aufgaben

Sicheres Wissen und Konnen:
1. Vergleichen Sie das Wachstumsverhalten folgender Graphen jeweils fiir die Intervalle
[1;2] und [3;4].
a) b)
v y A

\ B

X

X

1 2 3 4 1 2 3 4

2. Woran denken Sie, wenn Sie sich eine Funktion vorstellen, die folgende Eigenschaft hat?

Die Funktion ist an der
Stelle a...

Vorstellung / Skizze

stetig.

differenzierbar.

stetig, aber nicht diffe-
renzierbar.

weder stetig noch diffe-
renzierbar.

3. Beschreiben Sie Beispiele fiir Vorginge, bei denen Sie sowohl die mittlere als auch die
lokale Wachstumsrate berechnen oder messen konnen.

4. Stellen Sie einen moglichen Temperaturverlauf im Laufe eines Tages als Funktion dar und
beschreiben Sie die Temperaturdnderung in Intervallen.

5. Die Bevolkerung einer Stadt wichst mit der Zeit. Fiihren Sie eine Funktion ein, die das
Wachstum beschreibt. Prizisieren Sie den Begriff Wachstumsgeschwindigkeit zum Zeit-
punkt t.

6. Vergleichen Sie die Bedeutung des Verbs ,,ableiten (wachsen, fallen, steigen, differenzie-
ren ) in der Mathematik und in der Umgangssprache.

7. Skizzieren Sie mindestens 3 Graphen, deren Funktionen fiir das Intervall [2;6] einen Dif-
ferenzenquotienten von 0,5 haben.

8. Geben Sie einen Funktionsgraphen an, der an der Stelle x = 2 nicht differenzierbar ist.

9. Zeichnen Sie einen Funktionsgraphen, fiir den beim Durchlaufen von links nach rechts
gilt: Die Steigung ist immer positiv (negativ), wird aber immer grofBer.
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10. Skizzieren Sie einen Funktionsgraphen und legen Sie einen Punkt P fest, so dass folgen-
des gilt: Die Steigung in P ist 1, und der Graph verlduft oberhalb der Tangente in P.

11. Vergleichen Sie ,,Ableitung an einer Stelle” und ,,Ableitungsfunktion miteinander.
12. Skizzieren Sie zu den folgenden Graphen den moglichen Verlauf eines Graphen der Ab-

leitungsfunktion in dem gegebenen Intervall.
3) b)

13. Skizzieren Sie zu den folgenden Graphen f'(x) der ersten Ableitungsfunktion den mogli-
chen Verlauf der Ausgangsfunktion f(x). Machen Sie Aussagen zur Monotonie der Aus-

gangsfunktion.
a) b)
3T 1T
f f f f f f f |
—4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4
z E)
“ T - -
I ] ] ] ] ] ]
) T T T T T T
-4 -3 -2 ~1 0 1 2 3
L 5L
X X
c) d)
6T 6T
5T 5T

£

4 4
£

. /
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Reaktivierbares Wissen und Konnen

14. Stellen Sie die Funktionen f(x)=x>, f(x)=x’, f(x)=x"* mitdem CAS im Bereich
0<x <2 und im Bereich 0,95 <x <1,05 dar! Vergleichen Sie die Graphen in den unter-
schiedlichen Intervallen.

15. Begriinden Sie, ob die Funktion an der Stelle a differenzierbar ist.
a) b)
y A : yA

A |

T T -
X

X1 a X2

16. Stellen Sie eine Ubersicht auf, in der mindestens die Begriffe Differenzenquotient, Diffe-
renzialquotient, Ableitung, Anstieg einer Sekante bzw. Tangente und mittlere bzw. lokale
Anderungsrate vorkommen.

17. Vergleichen Sie die Anstiege der Graphen folgender Funktionen, nachdem Sie sie mit
einem CAS dargestellt haben.
a)y;=x? b) y,=2x -1 c)y;=4x-4

18. Gegeben seien ganzrationale Funktionen: f(x) = 2; gx)=x-2; hx)= x*-4;
jx)=x*+x
Bilden Sie aus ihnen beliebige gebrochenrationale Funktionen und bestimmen Sie ihre
Ableitungsfunktionen.

Exemplarisches

19. Suchen Sie im Internet Entwicklungskurven. Berechnen Sie die durchschnittliche Ent-
wicklung fiir bestimmte Intervalle. Ist es moglich, Aussagen iiber momentane Entwick-
lungen zu treffen?

20. Bringen Sie die Kenntnisse liber die Monotonie von Funktionen in Zusammenhang mit
der Ableitungsfunktion.

21. Vergleichen Sie das Verfahren zur Monotonieuntersuchung von Folgen mit der Bildung
der Ableitungsfunktion einer Funktion mithilfe des Differenzialquotienten.

22. Beschreiben Sie eine praktische Situation, in der die mittlere Anderungsrate einer GroBe
Bedeutung hat. Interpretieren Sie in diesem Zusammenhang die lokale Anderungsrate als
Grenzwert.
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Kurvenuntersuchungen

2.6 Kurvenuntersuchungen

Vorwissen
Aus dem Mathematikunterricht:

inhaltliche Vorstellungen von Extrempunkten (Hochpunkten, Tiefpunkten) eines Graphen
kleinste und grofBte Funktionswerte (Maxima, Minima) bei quadratischen Funktionen
Potenzfunktionen (y = a-x", n € Z ) und Winkelfunktionen

verbale Beschreibung des Trends bei Entwicklungskurven

Symmetrie von Funktionen bei quadratischen und Potenzfunktionen

Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Nullstelle

Verbale Beschreibung Monotonie von Funktionen (Wachstum, Zunahme, Abnahme)
Verhalten im Unendlichen und an einer Stelle

Definitionsliicken und deren Art

Stetigkeit von Funktionen

umgangssprachlich:

maximal, minimal, Maximum, Minimum: gleiche Bedeutungsinhalte wie in der
Mathematik

lokal: ortlich, fiir einen bestimmten Ort oder Bereich geltend

global: weltumspannend; umfassend; allgemein (globale Vorstellungen)

hinreichend: fiir einen bestimmten Zweck ausreichend, geniigend (hinreichendes
Einkommen, Die Fakten sind hinreichend bekannt.)

notwendig: unbedingt erforderlich, unerlésslich; in der Natur einer Sache liegend,
zwangsliufig (notwendige Folge)

Rechtskurve bzw. Linkskurve: rechtsherum (im Uhrzeigersinn) bzw. linksherum fahren

Ziele

1. Sicheres Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

man beliebig viele Ableitungen formal bilden kann,
die Ableitungen mit f'(x), f''(x), f”(x) bezeichnet werden,

die zweiten Ableitung als Anderung des Wachstums- bzw. Abnahmeverhaltens interpre-
tiert werden kann,

eine notwendige Bedingung fiir das Vorhandensein eines Extrempunktes ,,f"(xg) = 0 ist,
aber diese Bedingung nicht hinreichend (ausreichend) ist,

bei einer Kurvenuntersuchung folgende Aspekte betrachtet werden kénnen, ohne dass
stets alle Punkte ,,abgearbeitet werden miissen:

Definitionsbereich, Wertebereich, Schnittpunkte mit den Koordinatenachsen, Symmetrie
zum Koordinatenursprung bzw. zur y-Achse, Extrem- und Wendepunkte, Monotonie,
Verhalten im Unendlichen, Kriimmungsverhalten, Verhalten bei Anndherung an Definiti-
onsliicken und im Unendlichen, Asymptotengleichungen
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Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

— folgende Begriffe unterscheiden: Extremstelle xg, Extremum f(xg) (Maximum, bzw. Mi-
nimum) und Extrempunkt P(xg | f(xg)) (Hochpunkt, bzw. Tiefpunkt),

— aus dem Graphen einer Funktion auf den Verlauf der Graphen der Funktionen der ersten
und zweiten Ableitungen schrittweise schlieBen und umgekehrt,

— die Ergebnisse einer Kurvendiskussion graphisch in einer Skizze darstellen,
— das Vorgehen zur Bestimmung der Nullstellen, der Monotonieeigenschaften, der Extrem-

und Wendepunkte einer Funktion erldutern.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler kennen

notwendige und hinreichende Kriterien bei Extrem- und Wendepunkten,

die Wendestelle als Stelle der Anderung des Kriimmungsverhaltens des Graphen,

den Sattelpunkt als besonderen Wendepunkt,

die Zusammenhénge zwischen der ersten Ableitung und der Monotonie (Monotoniesatz),
der zweiten Ableitung und dem Kriimmungsverhalten eines Graphen.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen
- das notwendige Kriterium fiir das Vorhandensein einer Extremstelle nutzen,

- die Extremstelle mithilfe eines hinreichenden Kriteriums nachweisen und auf die Art des
Extremums schlief3en,

- Riickschliisse aus dem Vorzeichen der 1. Ableitung in einem Intervall auf das Monotonie-
verhalten einer Funktion in diesem Intervall ziehen,

- das notwendige Kriterium fiir das Vorhandensein einer Wendestelle nutzen,
- die Wendestelle mithilfe eines hinreichenden Kriteriums nachweisen,

- Gleichungen fiir senkrechte und waagerechte Asymptoten aufstellen.

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

- Das Verhalten im Unendlichen kann bei gebrochenrationalen Funktionen in besonderen
Féllen durch eine schrige Asymptote angendhert werden.

- Man kann beim Vorhandensein mehrerer Extrema unterscheiden zwischen lokalen (relati-
ven) und globalen (absoluten) Extrema.

- Anhand fachiibergreifender Beispiele werden inhaltliche Bedeutungen der ersten und zwei-
ten Ableitung erschlossen (z. B. Geschwindigkeit, Beschleunigung oder Wirtschaftswachs-
tum und deren Anderung).

- Die Durchfiihrung einer vollstdndigen Kurvendiskussion wird an einem iibersichtlichen
Beispiel erlebbar.
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Aufgaben

Sicheres Wissen und Kénnen

1. Die folgenden Graphen sind fiir vielseitige Aufgabenstellungen zu verwenden, z.B.:
a) Lesen Sie pragnante Merkmale der Funktion aus dem Graphen ab.
b) Kennzeichnen Sie in den Graphen verschiedenfarbig die Extremstellen, die Extrema
und die Extrempunkte.
c) Wihlen Sie geeignete Intervalle und beschreiben Sie das Wachstumsverhalten sowie
die Anderung des Wachstumsverhaltens der Funktionen in diesen Intervallen.

T _Fe™ & 7 T T _Fe™ & 7
+ f—|Zoon|Trace [Rearaph|Math |Draw|- i + f—|Zoon|Trace [Rearaph|Math |Draw|-
TRIN FAD ALTO FUNC TRIN FAD ALTO FUNC

17 |_Fer (] H

+ f—|Zoon|Trace [Rearaph|Math |Draw|-
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1| _Few ] F= & FEw | FR¥ [F7 e 1w _Few | F% & FEw |_FE™ |[F7
* f=—|Zoon|Trace [Regraph|Math |Draw|- HH = |Zoom|Trace [Regraph|Math|Draw]«

MAIN RAD AUTO FUMC MAIN KAD ALUTO FUNC

17 |_Fer (] H

+ f—|Zoon|Trace [Rearaph|Math |Draw|-
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2. Bilden Sie jeweils die ersten drei Ableitungen der Funktionen:
a) f(x) = x° — 4x> +6x* + 9 b) f(x) = 5x (x* + 3)
¢) f(x) =3x " d) f(x) =ax’ +bx* +cx +d

o) fx) = X1 D=2
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3. Wie viele von Null verschiedene Ableitungen besitzt die Funktion f(x) = 7x° + 4x* +2?

4. Bei welcher Ableitung ergibt sich erstmals derselbe Funktionsterm fiir
f(x) = 3x° - x* und g(x) =3x°— 4x* +7x — 12

5. In den Graphen sind die Kosten und der Gewinn (in Euro) bei einer Produktion eines
speziellen elektronischen Gerites in Abhédngigkeit von den Stiickzahlen dargestellt.
Beschreiben Sie den Verlauf der Funktionen.

N L = o4y 4 b b
8600 N 500 ___i____.___'___.__.i__._._.__._.5 —:
_6:80{'} —| v SR . ..:____.._..,.._ S A \ PSS S _ILUGB . S ....:...... .i_._..__....g_. —
_45000“ } 5.508._ S

| | j ; ! ' 5 i 5 ix
" 2000 i : S __ - S T T T T
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panl RN NN

20 40 60 80 100 120 140 Lo~ I | W
Kostenfunktion K(x) Gewinnfunktion G(x)

6. Skizzieren Sie jeweils 2 verschiedene Funktionsgraphen, fiir die folgende Bedingungen
gelten:
(1) f(x) besitzt genau 2 Nullstellen bei xo; =—1 und xg, = 2.
(2) g(x) besitzt eine waagerechte Asymptote sowie genau ein Maximum und ein
Minimum.
(3) h(x) ist symmetrisch zum Koordinatenursprung und besitzt genau eine Polstelle.
(4) r(x) besitzt die lokale Maximumstelle xg; = 2 und das lokale Minimum xg; = -3.
(5) s(x) hat den Tiefpunkt T(-2 | 1) und einen Hochpunkt an der Stelle xg = 1.

7. Geben Sie eine mogliche Funktionsgleichung fiir eine gebrochenrationale Funktion mit
folgenden Eigenschaften an.
(1) Sie hat eine Polstelle bei xp = 4 und eine Nullstelle bei x( = 2.
(2) Sie hat die Gerade y = 5 als waagerechte Asymptote.

8. Die 1. Ableitung der Funktionen f(x) = x> und g(x) = x° an der Stelle x = 0 hat jeweils den
Wert Null. Erldutern Sie, warum f(x) im Unterschied zu g(x) an dieser Stelle kein
Extremum besitzt.

9. Begriinden Sie, warum jede Funktion 3. Grades mindestens eine Nullstelle hat.

10. Eine Funktion f(x) hat an der Stelle x = 2 eine waagerechte Tangente, und die Funktion
bildet im Intervall —1 <x <5 eine Rechtskurve. Welche besondere Stelle ist x =27

11. Begriinden Sie: Funktionen, die sich nur durch eine additive Konstante unterscheiden,
haben die gleiche Ableitungsfunktion.
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12. Von einer fiir alle reellen Zahlen definierten Funktion f ist bekannt:
(1) Der Graph ihrer zweiten Ableitung f’’ ist eine konstante Funktion mit der
Gleichung y =-1.
(2) £°(0)=0.
Skizzieren Sie mogliche Graphen von f*°, £’ und f.

13. Die Skizze zeigt die Graphen von f *°, £’ und f einer ganzrationalen Funktion f.
Beschriften Sie die Graphen mit G, G * und G’’ und begriinden Sie Thre Zuordnung.

1 R LE 4 FE= [ FG&=™ |FF
- E Zoom | Trace|Regraph|Math Dr*awTrv

i

HMAIN KERD AUTO FLUMC

14. Zeichnen Sie Graphen von zeitlichen Entwicklungen, die zu folgenden Aussagen passen.
Beschreiben Sie den Verlauf der Graphen umgangssprachlich und mit mathematischen
Fachbegriffen.

a) Die Zuwachsraten sinken.
b) Der Aufschwung erlahmt.
c) Die Talfahrt ist gebremst.

15. Ordnen Sie der folgenden Funktion deren richtige Ableitungsfunktion zu. Nennen Sie
mindestens einen Grund fiir Thre Zuordnung.

Ausgangsfunktion: —
Ableitungsfunktion a) © e
Ableitungsfunktion b): ==+ =.=

4 -3 <1

-10-
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen

16. In dem untenstehenden Bild sind mehrere Graphen abgebildet. Welcher Graph gehort zur
Funktion mit der Gleichu g f(x) = x (x + 2)*?
i

Fzr Fz T
- E Zoom|Trace Regraph Hath DPENTF ﬁ?
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17. Die SkIZZC zeigt die Graphen der ersten drei Ableltungen einer ganzrationalen Funktion f.
Fer

FEx | FE™ [F7
EDDN Tr*at:e-TRegr‘aphTMath Ol 2 | = Fﬁ

i
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a) Beschreiben Sie das Monotonieverhalten der unbekannten Funktion f sowie die
Kriimmung ihres Graphen.

b) Skizzieren Sie einen mdglichen Verlauf des Graphen von f.

18. Skizzieren Sie jeweils eine Ausgangsfunktion fiir folgende Ableitungsfunktionen. Gehen
Sie auf wesentliche Unterschiede und Gemeinsamkeiten Ihrer Ergebnisse ein.

a) b) c)
20T 20T 20T
1ot

\ 10 101
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g ‘ b A ettt
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19. Untersuchen Sie die Verinderung des Anstieges der Funktion f(x) = x* + 6x* + 9x zwi-
schen den beiden Extrempunkten H(-3/0) und T(-1/-4). Begriinden Sie, dass im Wende-
punkt W(-2/-2) der kleinste Anstieg iiber den gesamten Definitionsbereich vorliegt.

1 Fa= Fz FEw FE+ T
- E Zoom|Trace Ftegr*aph Mat.h I:Ir“al.-ulTF /
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20. Beweisen Sie: Der Graph einer ganzrationalen Funktion 3. Grades besitzt genau einen
Wendepunkt.

21. Weisen Sie anhand einer Skizze nach, dass eine Funktion mit genau 3 Wendestellen keine
ganzrationale Funktion 6. Grades sein kann.

22. Der Erfolg eines Unternehmens wird durch eine Funktion Erf beschrieben, die jeder
produzierten Menge x den erzielten Erfolg Erf (x) zuordnet. Erf (x) > 0 weist auf einen
Gewinn hin, Erf (x) < 0 auf einen Verlust, bei Erf (x) = 0 arbeitet das Unternehmen
kostendeckend. Fiir ein Unternehmen ist Erf (x) =- 0,5 x 2+10 x — 5.

a) Geben Sie einen sinnvollen Definitionsbereich fiir die Funktion Erf (x) an.

b) Entnehmen Sie der Grafik, in welchen Intervallen Erf (x) monoton steigt bzw. mono-
ton féllt. Interpretieren Sie das Verhalten der Funktion aus Sicht des Unternehmens.

c) Bei wie vielen Mengeneinheiten arbeitet das Unternehmen kostendeckend?

d) Fiir wie viele Mengeneinheiten ist der Erfolg maximal?

e) Ermitteln Sie die Ableitungsfunktion Erf *(x) und skizzieren Sie diese im Definitions-
bereich der Funktion Erf (x). Was gibt Erf "(x) an?

f) Was bedeutet Erf (x) = 0?7 Wie verhilt sich die Funktion Erf (x) an dieser Stelle?

Exemplarisches

Eine Aufgabe, in der alle Elemente einer vollstindigen Kurvendiskussion mit CAS beschrieben sind, befindet
sich unter www.mathe-mv.de. (Zusétzliche Aufgaben zum Exemplarischen Lernen in Klasse 11). Wir gehen
davon aus, dass im Unterricht nur einmal exemplarisch eine vollstindige Diskussion durchgefiihrt wird, da sich
ihr Sinn beim Arbeiten mit CAS nahezu eriibrigt.

23. (L) Ein Unternehmen stellt Monitore her. Bei der Herstellung von x Monitoren entstehen
die Kosten K(x) in €. Die Kosten K(x) werden aus der Summe der festen Kosten F(x) =k
und der variablen Kosten V(x) = 0,001x> — 1,29x* + 600x gebildet (x >0 ; keR"). Der
Verkauf der Monitore an die Handler erfolgt zurzeit zum Stiickpreis von 300 € und bildet
den Umsatz des Unternehmens, der durch die Umsatzfunktion U(x) beschrieben wird. Der
Gewinn des Betriebes G(x) ergibt sich aus der Differenz von Umsatz und Kosten G(x) =
U(x) - K(x).

a) Zurzeit betragen die festen Kosten F(x) = 1200 €. Geben Sie K(x) und U(x) an.

Stellen Sie mithilfe einer Wertetabelle (0 < x <1000, Schrittweite 200, Betrag auf 1000
€ gerundet) beide Funktionen in demselben Koordinatensystem dar.

b) Untersuchen Sie die Funktion K(x) = 0,001x> — 1,29x* + 600x + 12000 (x € R+) auf
Existenz von Wendepunkten und geben Sie die Monotonieintervalle des Graphen an.
Interpretieren Sie Thre Ergebnisse aus der Sicht des Unternehmens.

¢) Berechnen Sie die Schnittstellen zwischen den Funktionen
K(x) = 0,001x” — 1,29x + 600x + 12000 und U(x) = 300 x. Interpretieren Sie das Inter-
vall zwischen den beiden Schnittstellen hinsichtlich Gewinn und Verlust des Unterneh-
mens. Berechnen Sie den maximalen Gewinn.

d) Der Verkaufspreis fiir die Monitore ist durch den Konkurrenzdruck um 12 % gesunken.
Deshalb werden die Kosten K(x) = 0,001x” — 1,29x* + 600x + 12000 durch Rationalisie-
rungsmafBnahmen um 10 % reduziert.

Berechnen Sie die Anzahl der Monitore, die verkauft werden miissen, um den optimalen
Gewinn zu erzielen. Vergleichen Sie mit den Ergebnissen aus c).

e) Die positive Entwicklung kann folgendermafen beschrieben werden: Im Jahre 1 ist der
Gesamtgewinn 82 500 €. In den folgenden Jahren stieg der Gewinn jéhrlich um 1,25 %.
Fassen Sie die Gewinnentwicklung als eine geometrische Folge auf und geben die expli-
zite und rekursive Bildungsvorschrift an. Berechnen Sie den Gewinn fiir das 9. Ge-
schéftsjahr, wenn sich die Gewinnentwicklung wie beschrieben fortsetzt.
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2.7 Anwendung der Differenzialrechnung

Vorhandenes Wissen
Aus dem Mathematikunterricht:

Verstandnis fiir Extremwertprobleme (bei quadratischen Funktionen)

Kenntnisse uber die Sinus- und die Wurzelfunktion

Konnen im Lésen linearer Gleichungssysteme (2 Gleichungen mit 2 Variablen)

Kenntnis des Einflusses von Parametern auf den Funktionsverlauf bei bisher untersuchten
Funktionen, (Streckung, Stauchung oder Verschiebung von Graphen)

Umgangssprachliche Betrachtungen:

- Optimum: unter den gegebenen Voraussetzungen, im Hinblick auf ein zu erreichendes Ziel
die bestmogliche Losung, das hochste erreichbare Mal,

- Extrem: bis an die duBerste Grenze, (extreme Temperaturen, extreme Ansichten)

- Schar: groflere Anzahl von zusammen auftretenden Menschen od. Tieren (Kurvenschar ist
also eine groflere Anzahl von zusammen auftretenden Kurven),

— Parameter: veridnderliche kennzeichnende Grof3e

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

— Extremwertaufgaben nicht algorithmisch geldst werden kdnnen, sondern ein Spezialfall
von Problem- oder Sachaufgaben sind (heuristische Vorgehensweisen),

— bei jeder Extremwertaufgabe zum Erfassen und Analysieren des Sachverhalts zunéchst
die Hauptinformation erfasst, eine Skizze angefertigt, unbekannte Begriffe geklart werden
sollten und sie sich die Verdanderung der Zielgrof3e vorstellen miissen,

— es bei Extremwertproblemen meist sinnvoll ist, von der ZielgroBe auszugehen und nach
Formeln oder Gleichungen mit der Zielgroe zu suchen (Riickwértsarbeiten),

— Parameter einer Funktion den Verlauf des Graphen beeinflussen,
— der Begriff Kurvenschar fiir eine Menge von Graphen einer Funktion mit einem Parame-

ter benutzt wird.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen
— die Ableitungsregeln auf einfache ganzrationale, gebrochenrationale sowie f(x) = sinx und

f(x) = Vx und deren Verkniipfungen und Verkettungen in iiberschaubaren Féllen anwen-
den.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiuler kennen
— die Vorgehensweise bei der Losung von Extremwertaufgaben,

— eine Strategie zum Auffinden von Funktionstermen aus gegebenen Bedingungen.
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Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

mittels abschnittsweise definierter, verkniipfter bzw. verketteter Funktionen funktionale
Zusammenhinge beschreiben und darstellen,

— aus Anwendungsaufgaben Informationen entnehmen und mathematische Zusammenhén-
ge formulieren,

— sich die Verdnderung der Zielgrofe vorstellen und in Skizzen darstellen,

— Nebenbedingungen erkennen und diese bei der Veridnderung der ZielgroBe beriicksichti-
gen,

— Ganzrationale Funktionen zur Modellierung inner- und auflermathematischer Sachverhal-
te auffinden, dafiir lineare Gleichungssysteme mit CAS rationell 16sen,

— mit CAS Kurvenscharen und Regressionsfunktionen darstellen,

— aus Funktionsgleichungen fiir Kurvenscharen unter vorgegebener Bedingung den konkre-
ten Parameter ermitteln.

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

— Bei einer Regressionsanalyse wird bei gegebener ,,Punktwolke* eine Regressionsfunktion
mit CAS erzeugt, evtl. unter Nutzung den Schiilern bekannter Zusammenhinge aus ande-
ren Fachern (z. B. Auswertung gewonnener Daten aus Experimenten des naturwissen-
schaftlichen Unterrichts Ph/Geo/Bio/Ch und der Technik),

— Die Bestimmung einer Ortskurve der Extrem- bzw. Wendepunkte einer Kurvenschar ist
ohne umfassende Untersuchung der Kurvenschar moglich.

— Das Newton-Verfahren ist ein Ndaherungsverfahren zur Nullstellenbestimmung und ge-
wahrt Einblick in Verfahren der numerischen Mathematik und in Arbeitsweisen von Re-
chenprogrammen.
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Aufgaben

Sicheres Wissen und Kénnen

1.

Der Stiitzbogen einer Briicke hat die Form einer Parabel. Seine hochste Stelle liegt 40 m
iiber der Bezugslinie. Er hat eine Spannweite von 120 m.

Zeichnen Sie drei gleiche Koordinatensysteme. Skizzieren Sie den beschriebenen Stiitz-
bogen in drei unterschiedlichen Lagen in die Koordinatensysteme.

Stellen Sie jeweils eine Funktionsgleichung fiir den Parabelbogen auf.

Es ist ein Rechteck gesucht, das einen Flidcheninhalt von 24 cm? und einen mdglichst klei-
ne Umfang hat. Stellen Sie sich verschiedene Rechtecke mit dieser Bedingung vor und
skizzieren Sie alle Rechtecke mit ganzzahligen Seitenldngen (in Zentimetern).

Ermitteln Sie unter diesen das Rechteck mit dem kleinsten Umfang.

Es ist ein Rechteck gesucht, das einen Umfang von 24 cm und einen moglichst grof3en
Flacheninhalt hat. Veranschaulichen Sie sich das Problem mithilfe eines Bindfadens und
skizzieren Sie alle Rechtecke mit ganzzahligen Seitenldngen (in Zentimetern).

Ermitteln Sie unter diesen das Rechteck mit dem grof3ten Flacheninhalt.

Ein Punkt Q(a/ f(a)) wandert im 1. Quadranten auf dem Graphen der Funktion
f(x) =% x*>+1 . Die Tangente an den Graphen im Punkt Q und die zugehérige Normale

schlieBen mit der x-Achse ein Dreieck ein.
Fertigen Sie Skizzen flir mindestens 3 verschiedene Punkte Q an. Beschreiben Sie die
Veranderung der Flicheninhalte der Dreiecke.

Bestimmen Sie fiir folgende Aufgabenstellungen jeweils die verdnderliche Zielgroe und

die konstante Nebenbedingung.

a) Fiir einen Abwasserkanal, der die Form eines Rechtecks mit aufgesetztem Halbkreis
hat und einen Querschnitt von 2,5 m? hat, soll moglichst wenig Material verbraucht
werden.

b) Von allen Dosen mit einem Volumen von 850 ml wird diejenige mit dem geringsten
Materialverbrauch gesucht.

¢) Unter einem gleichschenkligen Spitzdach mit einer Neigung von 45° und einer Hohe
von 4,10 m soll ein moglichst groBer Raum mit geraden Wénden abgetrennt werden.

Geben Sie Merkmale von linearen bzw. einer quadratischen Funktionen an, die durch ei-
nen Parameter erfasst werden konnen.

Welche der Variablen in den folgenden Gleichungen sind als Parameter im Sinne der {ib-
lichen Konventionen fiir Bezeichnungen in der Mathematik aufzufassen?

aymx +n=0 b)x>+2px+q=0 c)y=ax*+ax+ap d)yza}‘X

Geben Sie eine Funktionsgleichung mit einem (2; 3; 4) Parameter(n) an.
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Reaktivierbares Wissen und Kénnen

9.

10.

11.

12.

13.

Zylindrische Konservendosen mit einem Inhalt von 550 ml haben unterschiedliche For-
men. Eine Wiirstchendose hat eine Héhe von 14 c¢m, eine runde Fischdose hingegen nur

3 cm. Bei einer Ananasdose wurde ein Durchmesser von 10 cm, bei einer Spargeldose ei-
ner von nur 3 cm gemessen. Skizzieren Sie die Dosen und ermitteln Sie die Malle einer
Dose, die bei einem Volumen von 550 ml den geringsten Materialverbrauch hat.

(L) Der Schanzentisch einer Skisprunganlage ist parabelformig gebogen und verlauft
durch die Punkte (0 /0); (1/0,1) und (6 / 3,6).

Ermitteln Sie die Gleichung der Funktion, die den Schanzentisch beschreibt. Wie ist die
gerade Anlaufspur nach oben weiter zu bauen, damit es an der Anschlussstelle keinen
Knick gibt? Begriinden Sie Thre Vorgehensweise.

(L) Durch ihre kartesischen Koordinaten sind die Orte A, B, C, D und E gegeben:
A(01]0),B2|-1),C(5]|2),D(8]5), E(10|4) (Einheit 1 km)

Die Orte A und B sowie D und E sind geradlinig miteinander verbunden.

Der Verkehrsweg von B iiber C nach D befindet sich in der Planungsphase. Neben den
Kosten miissen verkehrstechnische Uberlegungen beriicksichtigt werden. Insbesondere
diirfen in den Anschlusspunkten B und D keine Liicken oder Knicke auftreten.

Geben Sie fiir die Strecken ABund DE je eine Funktionsgleichung und den zugehdrigen
Definitionsbereich an. Bestimmen Sie die Gleichung einer Funktion g sowie deren Defini-
tionsbereich fiir die kiirzeste Verbindung V, von B nach D. Priifen Sie, ob C auf diesem
Verbindungsweg liegt. Begriinden Sie, dass V; verkehrstechnisch abzulehnen ist.
Berechnen Sie eine Polynomfunktion h maximal 6. Grades fiir die knickfreie Verbindung
V; von B iiber C nach D, so dass in den Randpunkten B und D die zweite Ableitung von h
den Wert null annimmt.

Ermitteln Sie den prozentualen Mehraufwand der Materialkosten beim Bau von V, ge-
geniiber V, wenn die Kosten proportional zur Lange des Verkehrsweges sind.

Wand aus Pergament

(L)Ein Biihnenbild besteht aus einer 1,60 m
hohen Mauer, an der eine 5 m lange Leiter
lehnt, die am Boden befestigt ist und in einer
Schiene l4uft. Hinter der Mauer befindet sich
eine Landschaft, die auf Pergamentpapier ge-
zeichnet wurde.

Die Mauer ist 2 m von der Wand aus Perga-
mentpapier entfernt.

Was passiert, wenn die Leiter sich in der
Schiene am Boden bewegt? Kann die Leiter
die Wand aus Pergament zerstéren?

(L) Eine Gemeinde hat einen Uberschuss erwirtschaftet und mdchte eine Sportanlage bau-
en. Der Laufverein wiinscht sich eine 400 m Laufbahn (Innenabmessung).

Im Innern der Laufbahn soll ein Spielfeld zur vielfdltigen Nutzung rechteckig angelegt
werden. Die Laufbahn soll 5 m breit sein, parallel zur Linge des Spielfeldes verlaufen und
halbkreisformig um dessen Breite fiihren. Das Geldnde ldsst aber nur eine Breite der
Sportanlage von hochstens 60 m zu. Wie ist die Sportanlage anzulegen, wenn das Spiel-
feld einen mdglichst grolen Flacheninhalt haben soll? Wie grof ist dann die Fliche, die
zu Verfiigung steht?
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Exemplarisches

Das Newton-Verfahren

14.

15.

16.

17.

Da die Schiiler mit dem CAS-Rechner problemlos Gleichungen 16sen und somit Nullstellen berechnen kdn-

nen, sollte das Newton-Verfahren lediglich exemplarisch als eine weitere Anwendung der Differenzialrech-

nung demonstriert werden. Die wére etwa auch in Form eines Schiilervortrages moglich.

Eine Moglichkeit, das Newton-Verfahren zuerst graphisch zu veranschaulichen, um dann der Herleitung der
Formel stirkere Beachtung gegeniiber der eigentlichen Ausfiihrung der Rechenschritte zu schenken, ist un-

ter www.mathe-mv.de. (Zusitzliche Aufgaben zum Exemplarischen Lernen in Klasse 11) vorgestellt.

(L) Bei 12 Schiilern bestimmte man ihre Grof3e und ihre Masse.

GroBeincm | 170 {163 172|160 [166[170|174]165]162| 167 | 165 | 168
Masse inkg |67,5| 65 | 80 |57,5] 68 | 74 | 79 | 70 | 56 [62,5]|59,5] 66

a) Stellen Sie den Zusammenhang beider GroBen in einem Diagramm dar.
Bestimmen Sie die Regressionsgerade.

b) Welche Masse wird man fiir einen Schiiler schétzen (voraussagen), wenn man nur sei-
ne GroBe von 160 cm kennt?

(L) Folgende Messwerte ergaben sich bei der Messung der Periodendauer eines Faden-
pendels: l...Lénge des Pendels T... Periodendauer der Schwingung
linm Tins

0.2 0.9

0.3 1

0.4 1.3

0.5 1.4

0.6 1.5

0.7 1.7

0.8 1.8

0.9 1.9

1 2

Stellen Sie die Daten als Punktwolke dar! Fiihren Sie eine Potenzregression aus und ver-
muten Sie daraus einen allgemeinen Zusammenhang der Grof3en!

Bei einem sportlichen Wettkampf haben die Teilnehmer an verschiedenen Punkten mit
unterschiedlichen Abstédnden einer geraden Strecke verschiedene Aufgaben zu erfiillen.
Die Ergebnisse werden dann von einem Helfer zur Jury gebracht.

Wo ist der glinstigste Standort fiir die Jury?

Zusatz: Wie sieht die Losung der Aufgabe aus, wenn die Lauferstrecke nicht geradlinig ist
sondern als Steckenzug gestaltet wird?

(L) Gegeben sei eine Funktionenschar mit f, (x) = ;—;X3 +%k X, k#0

Zunéachst soll k > 0 betrachtet werden.

Zeichnen Sie die Funktionen fi(x), f2(x), f3(x) und f4(x) in einem geeigneten Intervall mit

Threm CAS und beschreiben Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede der Graphen!

(1) Berechnen Sie die Nullstellen von fi(x) und beschreiben Sie den Einfluss des
Parameters k auf deren Lage.
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18.

(2) Berechnen Sie die Hochpunkte von fi(x) und beschreiben Sie den Einfluss des
Parameters k auf deren Lage.
(3) Zeichnen Sie die Ortskurve der Hochpunkte in Thre Darstellung mit ein.

Es soll jetzt k < 0 betrachtet werden.

(1) Zeichnen Sie die Funktionen f-(x), f-2(x), f-3(x) und f-4(X) in einem geeigneten
Intervall mit Threm CAS und beschreiben Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede der
Graphen!

(2) Berechnen Sie die Nullstellen von fi(x) und beschreiben Sie den Einfluss des
Parameters k auf deren Lage.

(3) Berechnen Sie die Hochpunkte von fi(x) und beschreiben Sie den Einfluss des
Parameters k auf deren Lage.

(4) Zeichnen Sie die Ortskurve der Hochpunkte in Thre Darstellung mit ein.

Zeichnen Sie in ein neues Koordinatensystem f.»(x) und f5(x). Vergleichen Sie!

(L) Finden von Funktionen mit besonderen Eigenschaften - ein Weihnachtsspal3:

Der Weihnachtsmann ist auBer sich. Rudi, das rotnasige Rentier, hat vom Weihnachts-
punsch genascht und ist danach einfach ausgerissen. Er faselte etwas von ,,Nur der Him-
mel ist frei” und ,,Endlich Urlaub!*, dann flog er davon. Kaum war die Wirkung des Pun-
sches verflogen, kam er auch schon reumiitig zuriick. Nur leider hatte er vollig vergessen,
wo er iiberall war. War er gar auf der Erde aufgekommen? Er erinnerte sich nur an
Bruchstiicke seiner Flugbahn. Er weifl noch, dass sein Hohenmesser auf der y-Achse 5
Langeneinheiten anzeigte, als er den Koordinatenursprung iiberflog. Au3erdem erinnerte
er sich daran, dass seine Bahn an der Stelle x =2 gerade eine Steigung von 16 hatte.

Es fiel ihm noch ein, dass er an der Stelle x= E von Linkskurve auf Rechtskurve wech-

selte. Der Weihnachtsmann war ratlos. ,,Daraus kann ich beim besten Willen deine Flug-
bahn nicht errechnen.” Da meldete sich einer der Weihnachtsengel zu Wort. ,,Ich habe be-
obachtet, dass seine Flugbahn einer ganzrationalen Funktion 4. Grades glich- so schon
symmetrisch zur y-Achse!*

,,Dann ist alles klar* meinte der Weihnachtsmann erleichtert. ,,Wir konnen der Presse sa-
gen, dass Rudi nur einen Buchstaben zur Erinnerung an unser grof3es Fest in den Himmel
schreiben wollte - in meinem Auftrag natiirlich*

Finden Sie moglichst viele Fragen zum Text und beantworten Sie diese.
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2.8 Integralrechnung
Vorhandenes Wissen

Aus dem Mathematikunterricht:

Sekundarstufe I:

— Flachenberechnungen (Dreiecke, Vierecke, zusammengesetzte Flachen)
— Volumenberechnung Prisma, Kegel, Pyramide und Kugel mit Formeln
— Zerlegen und Zusammensetzen von Fldchen und Korpern

— Zylinder, Kegel und Kugel als Rotationskdrper

Sekundarstufe I1:

— Grenzwertbegriff

— Umgang mit dem Summenzeichen

— Intervallbegriff und Intervallgrenzen

—  Ermitteln der Ableitungsfunktion

— Finden von Funktionsgleichungen bzw. -graphen zu gegebenen Gleichungen bzw. Gra-
phen von Ableitungsfunktionen

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

— ein (bestimmtes) Integral (im Riemannschen Sinne) in der Mathematik als
gemeinsamer Grenzwert zweier Folgen von Summen von Teilprodukten (Ober- und Unter-
summen) erklért wird,

- das Integral der Funktion in dem Intervall geometrisch als Inhalt der Fldche zwischen dem
Funktionsgraphen und der x-Achse aufgefasst werden kann, wenn der Graph einer Funkti-
on in einem Intervall oberhalb der x-Achse liegt,

- das Integral der Funktion f den aufsummierten Gesamtbestand der Grofle G in dem Integ-
rationsintervall angibt, wenn eine Funktion f das Anderungsverhalten einer GroBe G in Be-
zug auf die auf der x-Achse dargestellten Grof3e in Anwendungssituationen beschreibt.

Die Art der GroBe G kann durch Multiplikation der beiden auf der y- und x-Achse darge-
stellten Grofen ermittelt werden.

- das Bestimmen einer Stammfunktion eine Umkehrung des Differenzierens ist.

? Die Unterscheidung von bestimmten und unbestimmten Integralen ist aus fachlicher, linguistischer und didakti-
scher Sicht problematisch. Das so genannte ,,bestimmte® Integral ist das eigentliche Integral im Riemannschen
Sinne. Ein ,,unbestimmtes* Integral ist kein Integral, sondern nur eine Bezeichnung fiir eine Klasse von Stamm-
funktionen. Das Wort Integral und das Integralzeichen haben somit zwei unterschiedliche Bedeutungen. Es ist in
den meisten Schul- und Fachbiichern iiblich, auf diese Doppelbedeutung zu verzichten, was ohne Probleme mog-
lich ist. Allerdings wird die Integration ohne Grenzen in einigen CAS zugelassen, so auch im CAS auf den CAS-
Rechnern von TI. Die Schiiler sollten deshalb iiber diese Schreibweise und Methode zur Bestimmung von
Stammfunktionen informiert werden.
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Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen
— Stammfunktionen fiir einfache Potenzfunktionen bestimmen,
— die Schreibweise fiir das bestimmte Integral benutzen,

— den Hauptsatz der Differenzial- und Integralrechnung auf einfache inner- und auBerma-
thematische Aufgabenstellungen anwenden,

— einfache Integrationsregeln (Summen-, Faktor- und Potenzregel) anwenden,
— Rotationskorper um die x-Achse realisieren und identifizieren.
Reaktivierbares Wissen und Kénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler kennen

— die Zusammenhédnge zwischen Ableitung, Ableitungsfunktion, Integral, Integralfunktion
und Stammfunktion,

— ein Verfahren zur Berechnung von Flidcheninhalten zwischen Funktionsgraphen,

— ein Verfahren zur Berechnung des Volumens von Rotationskdrpern.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen:

— in Sachzusammenhingen und innermathematisch positive und negative Werte von be-
stimmten Integralen deuten,

—  Flachenberechnungen zwischen Graphen in Intervallen vornehmen, insbesondere auch
Berechnungen von zusammengesetzten Flachen,

— Anwendungsaufgaben 16sen, die die geometrische Bedeutung des Integrals und seine Be-
deutung als aufsummierten Bestand einer Grofe betreffen,

— bei Rotation um die x-Achse zu einem Rotationskorper den erzeugenden Funktionsgra-
phen angeben und umgekehrt,

— das Volumen von Rotationskorpern, die bei der Rotation um die x-Achse entstehen, be-
rechnen.

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

— Die Berechnung des bestimmten Integrals kann als Grenzwert von Ober- und Untersum-
men hergeleitet werden.

— Es gibt komplexe Anwendung der Integralrechnung in der Praxis.

— Die Berechnung der Bogenlidnge oder der Mantelfldche ist eine Anwendung der Integral-
rechnung.
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Aufgaben

Sicheres Wissen und Kénnen

1.

Ermitteln Sie Schranken fiir den Inhalt der Fliche, die der Graph der Funktion f(x) =4 - x?
mit der x-Achse einschlie8t, indem Sie Ober- und Untersummen fiir eine Unterteilung des
Integrationsintervalls in 2 bzw. 4 gleichgroBe Intervalle berechnen.

Berechnen Sie folgende Integrale durch geometrische Uberlegungen.

3 3 5
a)J.xdx= b)J'xdx= c)J.xdx=
0 -2 2
Berechnen Sie folgende Integrale und deuten Sie den Wert geometrisch.
3 2
a)jxdx = b) j(x+3)dx =
0 0
2 5
0) j (=x+3)dx = d) j (x-3)dx =
0 0

Berechnen Sie folgende Integrale und entscheiden Sie, fiir welche Flachen die Integrale
als Flichenmal3zahl interpretiert werden konnen.

a) jl (X*+1,5%)dx = b) _.2[2(%8(744—24x2+80)jdx =
0) J'(2x—3)dx = d) ](x+3)2dx =
&) [(x+1R(x—Tydx = D [(-25¢+5x)dx =

Skizzieren Sie den Graphen einer Funktion und beschriften Sie Flachen zwischen dem
Graphen und der x-Achse, so dass fiir die Inhalte A;, A, bzw. A; der entstehenden
Flachen folgende Beziehung gilt.

b b
a) [ F0dx = A - A, b) [ F(0dx =-Ar+ A~ As = -A,

Bestidtigen Sie durch Integration geeigneter Funktionen folgende Fldcheninhaltsformeln.
a) Rechteck: A=a-b b)Dreieck: A= % g-hy c)Trapez: A= % (at+c)-h

Es sei f "(x) = 0,5x* — 2x2. Bestimmen Sie f(x).

Geben Sie drei verschiedene Stammfunktionen zur Funktion f(x) = 5x*> — 2x + 3 an.

Es sei f ’(x) eine im Intervall [a ; b] integrierbare Funktion. Berechnen Sie fiir x € [a ; b]

das IntegralJ. f(t)dt.

10. Bestimmen Sie die Stammfunktion von f(x) = 0,5 - x, deren Graph durch P(-2 / 4) verlautt.
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11. Die Stammfunktionen zu f(x) seien die Funktionen F(x) + ¢ und zu g(x) die Funktionen
G(x) + dmitc, d € R. Geben Sie die Stammfunktionen zur Funktion h(x) = f(x) + g(x) an.

12. Bestimmen Sie zu folgenden Funktionen jeweils alle Stammfunktionen.

a) f(x)=m=x+n b) f(m) =mx +n ¢) f(n)=mx+n
13. Geben Sie einen Sachverhalt an, der zu dem dargestellten Diagramm passt und erldutern
Sie die Bedeutung der markierten Flacheninhalte.

b)

T Fer FEw | FEv

1 Fzr FEr FE*
- f—|Zoom Spur‘ Neuzm Math|dchh|- P

- f—|Zoom Spur‘ Neuzm Math|fchh]-

1 Fzr FEr FE*
- E SO0 Spur‘ Neuzm Math|fchh]-

1 Few FEr FE™
- E 200 5pur~ NeuZm Math|2chn]-

14. In einem Diagramm ist der folgende Zusammenhang zwischen zwei Groflen dargestellt.
Geben Sie an, welche Bedeutung der Flacheninhalt zwischen der Kurve und der x-Achse
in dem angegebenen Intervall hat.

S i
y_':n 3 ‘:?.',ﬂ i

vin o

FET MAIN

~ EDsAOTD  FET ~ EoGAOTD  FET

tins
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1 Few FEw | _FE™ T7
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X in Stick

1 Fev FEw [ _FE™ [T7
- E 200 5pur~ NeuZm Math|2chn|-
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tin Tag
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Downloadrate

Querschnitt eines

. . 3
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Sauglings h
x-Achse Lebensmonate Zeitin h Zeitin s Hohe .d' Gefiles
in cm
Intervall 2. bis 6. Monat 1. bis 3. Stunde 20 Sekunden 0 bis 10 cm
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15. Beschreiben Sie verschiedene Mdéglichkeiten, durch Rotation von Flichen bzw.
Funktionsgraphen Kdorper entstehen zu lassen, die aus zusammengesetzten Kegeln beste-
hen.

16. Skizzieren Sie eine rdumliche Darstellung der Korper, die bei Rotation der Flichen um die
x-Achse entstehen.

a) b) ©)

N N — Do

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

17. Die Funktion I,(x) = J. f (t)dt wird als Intergralfunktion bezeichnet. Es sei f(x) = 2x — 4.

a) Berechnen Sie die Integralfunktion I,(x) = J. f(tdt.

b) Stellen Sie die Funktion f(x) und die Intergralfunktionen I,(x) fiira=-1; 0; 2; 4 in je
einem Koordinatensystem dar.

¢) Berechnen Sie folgende Integrale geometrisch sowie mithilfe der entsprechenden In-
tegralfunktion:

(1) j f (x)dx (2) j f (x)dx 3) j f (x)dx (4) Js'f(x)dx

18. Es sei f(x) = x* — 3x% — 3x.
a) Bestimmen Sie eine Stammfunktion von f.

2
b) Berechnen Sie das Integral J.(X3 —3x2-3x)dx.
-1

c) Bestimmen Sie die Flichenmallzahl derjenigen Fléche, die vom Graphen der Funktion
f mit der x-Achse im Intervall [-1;2] eingeschlossen wird.
d) Vergleichen Sie die Ergebnisse der Aufgabenstellungen a) bis ¢) miteinander.

19. Stellen Sie Beziehungen zwischen den folgenden Begriffen der Differenzial- und Integral-
rechnung in einer Ubersicht dar.
Ableitung einer Funktion an einer Stelle, positiver bzw. negativer Wert der Ableitung an
einer Stelle, Ableitungsfunktion, Tangente, Anderungsverhalten einer GroBe, Integral ei-
ner Funktion in einem Intervall, positiver bzw. negativer Wert des Integrals, Integralfunk-
tion, Flacheninhalt, Bestand einer Grof3e.

20. (L) Berechnen Sie die MaB3zahl des Fldcheninhaltes der Fliche, die von der Funktion f(x)
und der x-Achse vollstindig eingeschlossen ist. Zeichnen Sie diese Flichen mit [hrem
CAS - Rechner. Bestimmen Sie die Fldcheninhalte, wenn die Achseneinteilung kartesisch
in Metern (Millimetern, Zentimetern) erfolgt.

a) f(x):—%x4+gxz+3 b) f(x)=x>-4  ¢) f(x)=x> —x% —6x
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21. Zeigen Sie, dass fiir alle x € R; x > -1 die Funktionen F und G Stammfunktionen der glei-
chen Funktion sind, indem Sie die Eigenschaften von Stammfunktionen verwenden.

_ _ X
F(x) = +/x+1 G(x) —1+m

22. Im Folgenden sind die Funktionsgraphen der Funktionen f(x) = x* — 4x und g(x) = 2x — 5
dargestellt. Die Nullstellen von f(x) sind x¢; = 0 und X, = 4, die von g(x) ist xo = 2,5. Die
Funktionen schneiden einander an den Stellen xg; = 1 und x5, = 5.

Geben Sie die zur Berechnung der schraffierten Fldche notwendigen Integrale an.

1" |_Fcr For Far

E 1 Fev FE* [_FE™
- f—|[Zoom 5pur~ NeuZm Math|2chh|- f it _

T
- f—|[Zoom 5pur~ NeuZm Math|2chn]- f it

MAIN GRD AUTO FET 0430 MAIN GRD AUTO FET 0430

1T _FEv FEw | FE™

i 1 Fev FEv | _FE™
- f—|[Zoom 5pur~ NeuZm Math|2chh|- f it _

g
- f—|[Zoom 5pur~ NeuZm Math|2chn]- f it

MAIN GRD AUTO FET 0430 MAIN GRD AUTO FET 0430

1 Fev FEw | _FE™ B
- E 200 Spur* NEUZEI Math|2chn]= i

MAIN GRD AUTO FET 0/z0 MAIN GRD AUTO FET 0/z0

23. In den Abbildungen sind die Graphen der Funktionen f(x) = 4x — x> und g(x) = 5 — 2x
dargestellt. Schraffieren Sie die Flachen, die mit den Integralen berechnet werden. Die
Nullstellen und Schnittstellen entsprechen denen der vorherigen Aufgabe.

o) A1 =[(100-g00)0x b) A2=[(@00 - f (o) j (£ ()~ g(x))dx

1™ |_Fer FE* Fe* |F7

1 Few |_F% FEw | _FE™ TR,
- E oo |Spur NEUZEI Mat.h|2chn]- &p i e

* f=—|Zoom Spur‘ HeuEE-l Math|Zchn|r

HAlN GRD AUTO FET 0/z0 HMAIN GRD ALUTO FET 0/z0
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¢) As = j f (x)dx d) Ay = j g(x)dx

1 Fev FEv | _FE¥ |F7 E 1 Fev FEw [ FE¥ F7
1] L it - &

- f—|[0om 5pur~ NeuZm Math|2chh P - = |Z oo 5p-|_.|r Neuze;L Mat.h[Zchn s

MAIN GRD AUTO FET 0430 HMAIN GED AUTO FET 0/Z0

Hinweis zur Darstellung der Schraffur mit dem Voyage 200:

Analog der Aufteilung der Flachenstiicke in Teilfldchen erfolgt die Schraffierung schrittweise. Da zwischen
Funktionsgraph und x-Achse die Schraffierung nur oberhalb der x-Achse moglich ist, kann fiir Flachen unter-
halb der x-Achse die Funktion y = 0 eingefiigt werden.

24.

25.

26.

27.

28.

29.

Das gekennzeichnete Fléichenstiick wird begrenzt durch Parabeln mit den Gleichungen

x*— 1, x¥*~4, —x*+4, und x> + 1. Wie groB ist der Flicheninhalt?

1 rzv B rsv FE™ [F7 S
- E Zoon |Spur NeuZE-l Math|Zchh|+ &p i

MAIN GRED AUTO FET 0430

Eine Flache ist umschlossen von
— den Geraden mit den Gleichungen x = 0,5 bzw. x = 4,

— dem Graphen der Funktion f mit f(x) = —

— dem Graphen der Funktion g mit g(x) = 0,5x,
X* +4
x>

— dem Graphen der Funktion h mit h(x) =

Erldutern Sie die Berechnung des Inhalts dieses Fldchenstiickes.
g . . 2 . .
Gegeben wird die Funktion f mit f(x) = —-. Die Tangente an den Graphen von f im Punkt
X

P(1/1(1)), die Gerade x = -2 und die x-Achse umschlieBen ein Flachenstiick, dessen
Inhalt zu berechnen ist.

Gegeben sei die Funktion f mit f(x) = iz + 2. Der Graph von f, die x-Achse und die
X

Geraden x = 1 und x = 4 schlieBen ein Flachenstiick ein. Bestimmen Sie eine Gerade, die

diese Flache halbiert.Geben Sie ihre Gleichung an.
2

Es wird die Funktion f mit der Gleichung f(x) = ax 2_

gegeben. Die waagerechte

Asymptote des Graphen von f, die Geraden x = 1, x = 2 und die x-Achse umschlieBen ein
Rechteck. Die Kurve von f zerlegt dieses Rechteck in zwei Teilflachen. Berechnen Sie
jeweils den Inhalt dieser Teilfldchen.

Der Graph der Funktion f mit der Gleichung f(x) = x* — 5x* + 9x zerlegt das Quadrat mit
den Eckpunkten A(0 | 0), B(4 | 0), C(4 | 4) und D(0 | 4) in vier Teilflichen.
Berechnen Sie den Fldcheninhalt der einzelnen Teilfldchen.
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x* -8

x>

30. Gegeben wird die Funktion f mit der Gleichung f(x) =

Losen Sie folgende

Flachenprobleme.

a) Der Graph von f, die x-Achse und die Gerade x = 3 begrenzen eine Fliche.
Berechnen Sie den Flidcheninhalt.

b) Die Geraden x =2, x =4,y =0 und y =1 umschlieBen ein Flachenstiick.
In welchem Verhiltnis teilt der Graph der Funktion f die Fliche dieses
Rechtecks?

c) Esseiz> 2. Dann begrenzen die Geraden x =2, x = z, y = 0,25x und der Graph
von f ein Flachenstiick.
Berechnen Sie z so, dass der Inhalt dieser Flache 0,8 FE betrégt.

31. (L) Die Gravitationsfeldstirke betriigt auf der Erde am Aquator etwa G = 9,8011(ﬁ (22) .
g s

An den Polen betriagtG = 9,83%(22) . VergroBert sich der Abstand zum Erdmittelpunkt,
S
3,987-10'

X2

so wird die Gravitationsfeldstdrke kleiner. Es gilt: G(x) = . Dabei ist x der

Abstand zum Erdmittelpunkt in Metern.
Um die Kraft berechnen zu kdnnen, die gebraucht wird, um z.B. eine Rakete von der Erde
»wegzuschieflen®, wird die Funktion F(x) = G(x)-m verwendet. Die Grofle m ist die

Masse des Korpers in kg, der transportiert wird. Im Folgenden soll m = 100 (kg) sein. Der
Zahlenwert der Fliche zwischen den Geraden x = x;, X = X, dem Graphen von F(x) und
der x-Achse beschreibt die Arbeit, die verrichtet werden muss, um einen Korper von ei-
nem Abstand x; zu einem Abstand x, zum Erdmittelpunkt zu heben. Der Erdradius
betrdgt R = 6,37 - 10°(m).
a) Zeichnen Sie die Funktion F(x) und kennzeichnen Sie die Arbeit, die verrichtet
werden muss, um den Korper von x; = R zu x, = 2- R zu bringen.
b) Berechnen Sie die Arbeit, die verrichtet werden muss, um den Kérper von x; = R
zu X, =2 - R zu bringen und die Arbeit, die verrichtet werden muss, um den Korper
von x3=4-R zux4= 5-R zu bringen.
c) Vergleichen Sie beide Werte und finden Sie Griinde fiir den Unterschied.
d) Berechnen Sie die Arbeit, die der Korper verrichtet, wenn er von x4 =5-R zu
x3 = 4-R ,.fallt“. Deuten Sie das Vorzeichen der berechneten Arbeit.

32. Eine Schale hat als Begrenzungen zwei Rotationskdrper, die durch Drehung der Graphen
von fund g um die x-Achse zwischen x = 0 und x = 5 entstehen. Die Funktionen fund g
haben die Gleichung f(x) = J5x und g(x) = /5x—10 . Berechnen Sie das Volumen der
Schale.

33. Der Graph der Funktion f mit der Gleichung f(x) = 0,5x+/4 — x> umschlieBt zusammen
mit der x-Achse ein Flachenstiick vollstindig, das um die x-Achse rotiert.
a) Berechnen Sie das Volumen des entstandenen Drehkorpers.
b) Der betrachtete Rotationskorper soll aus einem mdglichst kleinen Zylinder mit glei-
cher Achse hergestellt werden. Wie viel Prozent Abfall entsteht dabei?
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34. Die dargestellten Korper (nicht mafistabsgerecht) haben alle die Hohe 4 Einheiten, der
Grundkreisradius bei a) bis ¢) betrdgt 4 Einheiten, bei d) bis f) 3 Einheiten.

a) b) ©)

Die Korper entstehen bei Rotation der dargestellten Funktionsgraphen (1) bis (6) fiir
nichtnegative Argumente um die x-Achse.

1 Few FEw | _FE™ T7 g 1 Few FEw | _FE™ [T7
- E =T Spur‘ Neuzm Math|dchh|- it - E =T Spur‘ Neuzm Math|fchh]-

MAIN GRD AUTO FET 0430 MAIN GRD AUTO FET 0430

1 Few FEw | _FE™ T7 g 1 Few FEw | _FE™ [T7
- E =T Spur‘ Neuzm Math|dchh|- it - E =T Spur‘ Neuzm Math|fchh]-

MAIN GRD AUTO FET 0430 MAIN GRD AUTO FET 0430

1 Few FEw | _FE™ [ 1 Few FEw | _FE™
- E L1 Spur* NeuZE-l Math|2chn|- i - E L1 Spur* NeuZE-l Math|2chn]-

MAIN GRED AUTO FET 0430 MAIN GRED AUTO FET 0430

a) Bestimmen Sie die Funktionsgleichungen fiir die dargestellten Funktionen.
b) Ordnen Sie die Rotationskorper den erzeugenden Funktionsgraphen zu.
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35. Es ist das Volumen des Rotationskorpers zu berechnen, der durch Rotation des Graphen
von f'in den Grenzen von a bis b um die x-Achse entsteht.
a) f(x)=3x—x"; a,b sind die Nullstellen von f

b) fx)=V4=X . a=0undb=2
C) f(x)ZL2 ; a=lundb=4
X

36. Es ist das Volumen des Rotationskorpers zu berechnen, der durch Rotation der von den
Graphen von fund g eingeschlossenen Fldche um die x-Achse entsteht. Die Funktions-
gleichungen sind: f(x) =2 VX und g(x) :§ X +§ .

37. Gegeben wird die Funktion f mit der Gleichung f(x) = (0,25x+0,5)e*™. Der Graph von f,
die Koordinatenachsen und die Gerade x = 3 begrenzen in Flachenstiick, das um die

x-Achse rotiert.
Berechnen Sie das Volumen des entstandenen Rotationskdrpers ndherungsweise, wobei
Sie den Graphen von f durch die Kurventangente im Punkt P(2 / (2)) ersetzen.

Exemplarisches

Berechnung eines bestimmten Integrals als Grenzwert der Ober- und Untersumme
Ein Beispiel wird unter www.mathe-mv.de. (Zusétzliche Aufgaben zum Exemplarischen Lernen in Klasse 11)
vorgestellt.

Berechnung der Bogenliange
Ein Beispiel wird unter www.mathe-mv.de. (Zusétzliche Aufgaben zum Exemplarischen Lernen in Klasse 11)
vorgestellt.

38. (L) Toni erlernt das BogenschieBen. Er stellt fest, dass es ein gro3er Unterschied ist, ob er
den Bogen um 10 cm oder um 50 cm spannen will. Die Profis wissen genau, dass die auf-
zuwendende Kraft F (in N) quadratisch mit dem Spannen der Bogensehne wichst. Es gilt:

1’1’12

m) ist das Stiick, um das man den Bogen spannen will. (Rechnung ohne Einheiten!)

a) Wie groB ist die Kraft F (in N), die aufzuwenden ist, um einen Bogen mit D = 2000
um 0,1 m (0,3 m; 0,5 m) zu spannen? (F durch 10 ist etwa die Masse in kg, die Sie
vergleichsweise heben miissten.)

b) Stellen Sie die Kraft F in Abhéngigkeit von dem ,,Spannstiick* x (in m) fiir
0 < x <£0,55 graphisch mit lhrem CAS dar und kennzeichnen Sie in Threr Darstellung

die Arbeit W(in Nm), die Toni dann jeweils verrichten muss.
c) Toni bemerkt, dass die Abschussgeschwindigkeit des Pfeils vom Spannen seines Bo-
x2
gens abhéngt. Er weil3, dass er Arbeit W (in Nm) verrichten muss: W = IF(X)dX . Die

x1

F(x)=D-x*. Dist (in l) eine Konstante und hingt vom jeweiligen Bogen ab, x (in

Formel fur die Abschussgeschwindigkeit v (in ) lautet: v = 1/ﬂ . Die Masse m
m

seines Pfeils ist 0,05 kg. Berechnen Sie die Abschussgeschwindigkeiten der Pfeile fiir
x;1=0,1 m; x,=0,3 m; x3=0,5 m.

Bestimmen Sie eine Formel fiir v(x), wenn D = 2000 und m = 0,05 (kg) ist.

Wie weit muss der Bogen gespannt werden, damit der Pfeil eine Geschwindigkeit von

v =60 () erreicht?
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2.9 Die e-Funktion — weiterer Ausbau der Differenzial- und Integral-
rechnung

Vorwissen

Aus dem Mathematikunterricht:

Sekundarstufe I:

— Potenzen und Potenzgesetze

— Eigenschaften der Exponentialfunktionen

— Logarithmusbegriff, ausgewéhlte Logarithmengesetze

— Logarithmusfunktionen als Umkehrfunktionen der Exponentialfunktionen
— Wachstums- und Zerfallsprozesse

— Wachstumsfaktor, Wachstumsrate

— exponentiale Abnahme, Zerfallsrate

Sekundarstufe I1:
— Bisheriges Wissen (Folgen und Reihen, Differential- und Integralrechnung)

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler wissen, dass

— die Funktion f(x) = €* als e-Funktion bezeichnet wird,
— e eine irrationale Zahl mit 2 <e < 3 ist,

— fiir die e-Funktion gilt: f'(x) = f(x),

— die Stammfunktion der e-Funktion F(x) =e" + ¢ ist,

— f(x) = In(x) die Umkehrfunktion der e-Funktion ist.

Die Schiilerinnen und Schiiler kénnen
— einfache Exponential- und Logarithmengleichungen zur Basis e 16sen,

— die Funktion f(x) = e€* sowie einfache Verkettungen und einfache Produkte mit der
e-Funktion ableiten sowie einfache Grenzwertberechnungen mit der e-Funktion durchfiih-
ren

Reaktivierbares Wissen und Kénnen:
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

— mit Funktionen, in denen die e-Funktion vorkommt, Kurvenuntersuchung vornehmen und
Extremwertaufgaben 10sen entsprechend den zum Thema ,,Kurvenuntersuchungen* und
~Anwendung der Differenzialrechnung® dargestellten Anforderungen, insbesondere Dis-

kussion von Funktionen der Form f(x)=¢"",

— J-e”“’dx hindisch (ohne CAS) berechnen,
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Exe
Die
den

Aufgaben zu gebrochen rationalen Funktionen 16sen, bei denen eine Anwendung
vom .[ ldx moglich ist,
X
Flachen- und Volumenberechnung mit Funktionen vornehmen, in denen die
e-Funktion vorkommt entsprechend den Anforderungen zum Thema ,,Integralrechnung®,
Anwendungsaufgaben zu Wachstums- und Zerfallsprozessen 16sen.
mplarisches

Schiiler haben an einpragsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
Sachverhalten gewonnen:

Es gibt Verfahren zur Bestimmung der Zahl e sowie der Stammfunktion zu f(x) = 1 .
X

Die Logarithmusfunktion f(x) = In(x) wird als Umkehrung der Funktion f(x) = e* gewon-
nen. Der allgemeingiiltige Zusammenhang zwischen der Ableitung der Umkehrfunktion
und der Ableitung der Funktion wird am Beispiel von Logarithmus- und e-Funktion er-
lebt.

Auf reale Wachstumsprozesse kann man verschiedene Wachstumsmodelle anwenden.
Die Berechnung uneigentlicher Integrale ist durch Grenzwertbetrachtungen moglich.

Einfache partielle Integration kann man héndisch unter Nutzung der Regel vornehmen.
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Aufgaben
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Vereinfachen Sie.
a) e1n3 b) In eo,3 0) g2na d) lni/e_s e) e4 Ina f) e-0,5 Inx

2. Bestimmen Sie alle Losungen der Gleichungen.
a) (x+1)e* =0 b)e™ —4e* =0 ¢) In(x—1) =0 d)2Inx’*=4

3. Bilden Sie die erste Ableitung folgender Funktionen.
a) f(x) = %e“*l b) f(x) = x’e”
c) f(x) = (" + x) d) f(x) = 2e™"
e) f(x) = %(ex-i—e'x)

4. Geben Sie die Grenzwerte an.

a) lim e* b) lim (5—-¢") c) lim 2e™*
d) lim (5+¢€”) e) lim 3¢* f) lim (4—€*?)

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

5. Gegeben ist die Exponentialfunktion f(x) = ¢ . Die Punkte P(x, / f(X,)) mit X, > 0 und der
Ursprung sind die gegeniiberliegenden Eckpunkte eines Rechtecks, von dem 2 Seiten auf
den Koordinatenachsen liegen.

a) Bestimmen Sie X, so, dass der Fliacheninhalt des Rechtecks maximal wird.

b) Wie grof} ist im Falle a) der Inhalt zwischen der oberen Rechteckseite, dem Graphen
von fund der y-Achse?

¢) Die Tangente t in einem Kurvenpunkt Q im 1. Quadranten und die Koordinatenach-
sen begrenzen ein Dreieck. Bestimmen Sie die Lage von Q so, dass der Flacheninhalt
des Dreiecks ein Extremum annimmt.

6. (L) Fichten sind in Europa weit verbreitet. Je nach Standort kdnnen sie zwischen 30 m
und 50 m hoch werden und erreichen einen Durchmesser von bis zu 120 cm.
Der Brusthohendurchmesser d wird in einer Héhe von 1,3 m gemessen. Unter der An-
nahme, dass die Fichte nur einen Durchmesser von 1 m erreicht, lisst er sich ndherungs-
weise als Funktion der Zeit in folgender Form darstellen
d(t) = 1,2

| 4+ o 0:05(1-63)

t>0 tin Jahren (a); d in m.

a) Berechnen Sie den Durchmesser der Fichte bei der Pflanzung.

b) Stellen Sie die Funktion mit Threm CAS dar und fertigen Sie eine Skizze an.
c) Wie grof} ist der Durchmesser nach 30, 50 bzw. 100 Jahren?

d) Berechnen Sie Wendepunkt und bestimmen Sie das Verhalten im Unendlichen von
d(t).

e) Interpretieren Sie den Verlauf des Graphen von d(t)!
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Vv
Zeigen Sie: Das Integral Il dx &ndert seinen Wert nicht, wenn u durch t-u und v durch
X
u

t-v ersetzt wird, wobei t eine positive reelle Zahl ist. Deuten Sie das Ergebnis geometrisch.

Ermitteln Sie die unbestimmten bzw. bestimmten Integrale ohne ein CAS unter Verwen-
dung der folgenden Integrationsregel: j f(mx+n)dx = 1 F(mx+n)+C mit F'(x) = f(x).
m

Stellen Sie Ihre Losung ausfiihrlich dar.
a) [e™"dx b) e dx ¢) e’ dx d) [e™dx

1 2
e) j 2(e ¥+ ¢) dx f) j GeX-1e*dx g j e Xdx h) fe'*dx
-4 0

Bestimmen Sie die Funktion f(x) in folgenden Gleichungen mithilfe der Integrationsregel
aus Aufgabe 10.

a) I f(X)dX — 2e3X-23 + e-x+1 _ el-2X + c b) .[ f(X)dX — (X+1)e2x+l + c

Berechnen Sie folgende unbestimmten Integrale.

a) I 4XX_1 dx b) I 3)(2;4 dx ¢ J- (4x°-3x7+5x) 1 (2x°) dx

Der Graph der Funktion f mit der Gleichung f(x) = (20-10x) : x%, die x-Achse und die
Gerade mit der Gleichung x = 1 begrenzen ein Fldchenstiick vollstindig.
Berechnen Sie den Inhalt dieser Fliche.

Gegeben sind die Funktionen f und p mit den Gleichungen f(x) = (x> + 3x*- 4) : x und
p(x) = x*— x + 6. Die Graphen der Funktionen f und p und die Koordinatenachsen begren-
zen im ersten Quadranten eine Flidche vollstdndig. Berechnen Sie den Inhalt dieser Fliche.

Berechnen Sie folgende bestimmten Integrale.
2 e e
X+6 2 e
a) | —dx= b) |(Xx+—)dx= c) | —dx=
) j o ) j (x+-) ) [

Gegeben ist die Funktion f durch die Gleichung f(x) = 1 . Zwischen dem Graphen der
X

Funktion f und der x-Achse werden durch die Geraden mit den Gleichungen x =1, x =2,
x = 3, x =4 usw. Flachenstreifen der Breite 1 gebildet. Die Inhalte dieser Flachenstreifen
bilden eine Folge (a,). Berechnen Sie a;, a, und a3. Geben Sie eine Berechnungsvorschrift
fir a,und s,=a;+a,+ ... +a, an.

Gegeben wird die Funktion f mit f(x) = 2¢ “***'. Der Graph von f, die Koordinatenachsen
und die Gerade mit der Gleichung x = 4 begrenzen ein Flichenstiick vollstindig. Berechen
Sie den Flacheninhalt dieser Flache. Das eben betrachtete Flachenstiick wird durch die
Tangente an den Graph von f im Punkt B(4 | {(4)) in zwei Teilflachen zerlegt.

Berechnen Sie die Inhalte der beiden Teilflachen.
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16. Gegeben sei die Funktion f(X)=2—— x+l x €R.

2x’

a) Im 1. Quadranten begrenzen die Wendetangente, die x-Achse, die Gerade x = 3 und
der Graph von f(x) eine Fliche. Berechnen Sie den Flacheninhalt.

T FEv FEx _F&™ F7 B
- @i

 —|Zoomn Tr‘ac,e Regr‘aph Mat.h 03w
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b) Die Fliache, die vom Graphen von f(x) und den Koordinatenachsen vollstindig einge-
schlossen wird, rotiert um die x-Achse. Bestimmen Sie das Volumen des Rotations-
korpers.

17. Gegeben ist die Funktion f(x) = 5-x -¢ *°* Das zwischen x = 0 und x = z liegende
Flachenstiick rotiert um die x — Achse und erzeugt einen Drehkdrper.
Berechnen Sie sein Volumen.

—x+2
18. (L) Gegeben ist die Funktion f(x) = e ! . Thr Graph sei K.
a) Bestimmen Sie die Tangente t an K im Schnittpunkt von K mit der y- Achse
b) Zeichnen Sie K und die Tangente fiir —1 < x < 10 mit [hrem CAS und fertigen Sie
eine Skizze an.
c) Die Kurve schlieft mit den Koordinatenachsen und der Geraden x = u (u > 0) eine
Fliache A(u) ein. Berechnen Sie lim A(u).

u—>0
d) Zeigen Sie, dass die Tangente t diese Fliche in zwei inhaltsgleiche Teile zerlegt.
e) P(u|v) seiein Punkt der Kurve K. Die Kurventangente in P bildet mit den Koordina-
tenachsen ein Dreieck. Bestimmen Sie die Koordinaten von P so, dass dieses Dreieck
gleichschenklig ist.

Exemplarisches

19. Der Graph der Funktion f(Xx)=e*(x+1) und die Koordinatenachsen schlieBen eine Flache
vollstidndig ein. In welchem Verhéltnis steht dieser Fldcheninhalt zur (bis ins Unendliche
reichenden) Fliche, die zwischen der x-Achse und dem Graphen gebildet wird in dem
Intervall, in dem der Graph unterhalb der x-Achse verlduft?

1 Few =
E Zoon|Trace Regr‘aph Mat.h O« {5"

MAIN DEG AUTO FUMC
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20. Weisen Sie nach, dass die Flache, die zwischen dem Graphen der Funktion f mit der
Gleichung f(x)=x’-e*und der positiven x-Achse liegt, einen endlichen Wert als
Flacheninhalt hat und ermitteln Sie diesen Wert.

21.

22.

Der Verlauf von Wachstumsvorgédngen in der Natur und der Gesellschaft ldsst sich oft
durch Exponentialfunktionen modellieren. Dabei werden verschiedene Wachstums-
modelle unterschieden, denen jeweils ein bestimmtes momentanes Wachstumsverhalten
zugrunde liegt. In vielen Fillen ist das Wachstum durch begrenzte Ressourcen
(Futtervorréte, Lebensrdume, Bevolkerungszahlen, Rohstoffe) beschrinkt. Die obere
Grenze der Wachstumstfunktion wird als Kapazitdt (K) oder Sittigung (S) bezeichnet.

Gleichung fiir die momenta-

Losung der Wachstumsglei-

Wachstumsmodell ne Anderung der Wachs- chung
tumsfunktion f{(t),t > 0
I. Exponentielles Wachstum | f'(t) = c-f(t) f(t) = £(0)-a'
1. Beschrinktes Wachstum | f'(t) = ¢:(K — f(t)) f(t) = K — (K — f(0))-a'
K. f(0)

III. Logistisches Wachstum

£(t) = c-f(t)-(K — f(t))

= T K-fO) a

a) Beschreiben Sie das momentane Wachstumsverhalten bei den drei Modellen.

b) Zeigen Sie, dass die angegeben Funktionen die Gleichungen fiir die momentane
Anderung der Funktionen erfiillen.

c) Geben Sie bei allen Modellen eine Gleichung fiir ¢ an.

d) Geben Sie die Wachstumsgleichungen unter Verwendung der e-Funktion an.

(L) Finnland hat weltweit den grofiten Anteil von Mobil-

funkteilnehmern in der Bevolkerung. Bei eine Bevolke-

rungszahl von etwa 5,2 Mill. Hat sich die Anzahl der Mo-

biltelefone seit 1990 in erstaunlichem Tempo vergroBert,

wie die nebenstehende Tabelle zeigt.

a) Stellen Sie Daten in einem Diagramm dar und be-
schreiben Sie den Wachstumsprozess.

b) Berechnen und interpretieren Sie die jdhrlichen Wachs-

tumsraten.

c) Modellieren Sie das Wachstum in den ersten Jahren
durch eine Exponentialfunktion.
Hinweis: Verwenden Sie verschiedene Zeitintervalle
zur Bestimmung des Wachstumsfaktor a.

d) Modellieren Sie das Wachstumsverhalten ab dem Jahre
1998 durch das Modell des beschriankten Wachstums.
Verwenden Sie als Kapazitit K die Zahl von 4 700 000

Mobiltelefonen.

e) Geben Sie eine logistische Wachstumsfunktion fiir den
gesamten Wachstumsvorgang an.
Hinweis: Verwenden Sie zur Bestimmung des Parameters a die Zahl der Mobiltelefo-
ne in den Jahren 1990 und 1998.

f) Berechnen Sie bei allen drei Modellen die zu erwarten Anzahl im Jahre 2006 und ver-
gleichen Sie diese Werte mit der tatsdchlichen Zahl von 4 7000 000.

g) Stellen Sie Daten und die Wachstumsfunktionen in einem Diagramm dar und diskutie-
ren Sie die Giite der jeweiligen Modelle.

Anzahl der Mobiltele-
fone in Finnland

Jahr | Anzahl

in 1000
1990 258
1991 319
1992 386
1993 489
1994 676
1995 1039
1996 1502
1997 2163
1998 2947
1999 3364
2000 3761
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Die néchsten beiden Aufgaben sind im Zusammenhang zu betrachten. Bei der Untersuchung der ersten Aufgabe
gibt der Voyage 200 in der Ableitung sinh an. Entweder man stellt im Modus auf APPROX oder man macht die
Schiiler durch Aufgabe 3 vorher mit der Funktion Sinus Hyperbolicus bekannt. In beiden Aufgaben kann auch
ohne CAS gearbeitet werden.

X —X

23. Gegeben ist die Funktionenschar f,(x) = %( ed +ed ) xeRunda>0.

Thre Graphen bezeichnet man als Kettenlinien. Diese Bezeichnung stammt aus der Phy-
sik. Es lésst sich physikalisch nachweisen, dass ein an zwei Punkten A und B aufgehéng-
ter, sehr diinner, vollkommen biegsamer, nicht dehnbarer, homogener Faden unter dem
Einfluss der Schwerkraft die Form derjenigen Kettenlinie annimmt, deren Bogenldnge
zwischen den beiden Authdngepunkten A und B mit der Fadenlidnge iibereinstimmt.

a) Untersuchen Sie Symmetrie-, Monotonie- und Kriimmungsverhalten der Graphen von
fa.

b) Bestimmen Sie eventuell vorhandene Extrema und Wendepunkte in Abhédngigkeit von
a.

c) Zeichnen Sie die Graphen von fj 5, f; und f; s im Intervall [— 3;3].

24. Gegeben sind die beiden Funktionen
f(x) = € e xeR und gx)= € *¢
2 2

a) Weisen Sie nach, dass f(-x) = -f(x) und g(-x) = g(x) gilt.

b) Bilden Sie von den beiden Funktionen die 1. und 2. Ableitung und stellen Sie
moglichst viele Beziehungen zwischen f, f', "', g, g"und g'’ her.

c) Zeigen Sie, dass fiir alle xe R gilt: [g(x)]2 =1+ [f (x)]z.

xeR

d) Fiir die Sinus- und die Kosinusfunktion gelten unter anderem folgende Beziehungen:
(D) sin (Xxty)=sinxcosy £ cosxsiny
2) cos (xty)=cos X Cos y Fsinx siny
3) sin2x =2 sin X cos X
X 1
(4) (COSE)Z = )
Uberpriifen Sie, ob diese Beziehungen auch gelten, wenn man sin x durch f(x) und
cos x durch g(x) ersetzt.

(cos x+1)

e) Wegen gewisser Ahnlichkeiten mit der Sinus bzw. Kosinusfunktion nennt man die
Funktion f Sinus Hyperbolicus und die Funktion g Kosinus Hyperbolicus und be-
zeichnet ihren Funktionswert mit sinh x und cosh x.

25. Ermitteln Sie die unbestimmten bzw. bestimmten Integrale ohne ein CAS unter Verwen-
dung der folgenden Integrationsregel: Iu(x) V' (X)dx =u(x)-v(x) —Ju’(x)v(x)dx .
Stellen Sie Ihre Losung ausfiihrlich dar.

a) [2xe™dx  b) [xe™dx o) [2xedx d) [ (2x—3)edx

2 2 4
e) j xe *dx f) j xe >*dx g) j (2% —3)e*dx
1 2

0
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3 Ziele und Aufgaben Klasse 12

3.1 Planungsvorschlag fir die Klasse 12
Analytische Geometrie und Vektorrrechnung

Vorbemerkungen:

Im Vordergrund stehen die praktischen Bedeutungen der Begriffe und Verfahren der vekto-
riellen analytischen Geometrie sowie die vielfaltigen Moglichkeiten der Modellierung realis-
tischer Probleme, die sich durch die Nutzung eines CAS ergeben. Gleichzeitig sollen die
Schiiler an Begriffe und Betrachtungsweisen der linearen Algebra herangefiihrt werden, wo-
durch die in vielen Studienrichtungen notwendigen Verallgemeinerungen der linearen Algeb-
ra inhaltlich und anschaulich vorbereitet werden.

In der Analytischen Geometrie werden verschiedene Konzepte der Stoffverteilung praktiziert.
Daher ist dieser Vorschlag nur als einer von mehreren moglichen anzusehen. Die Themen
konnen auch in anderer Reihenfolge unterrichtet werden. Bei den Zielpréizisierungen und den
Aufgaben haben wir uns daher entschieden, nur zwei gro3e Themengebiete anzugeben: Koor-
dinatensysteme und Vektoren sowie Geraden, Ebenen und Kreise.

Std. Inhalte / Schwerpunkte | Bemerkungen
14 | Koordinatensysteme und Vektoren
4 | — Zwei- und dreidimensionale karte- | — Erkennen des Zusammenhanges zwischen
sische Koordinatensysteme dem gewéhlten Koordinatensystem und
— Darstellung von Punkten, ebenen der Anschauung (Tiefenlinien und Ver-
Figuren und Koérpern in Koordina- kiirzungsfaktor des Schrigbildes im
tensystemen Raum)
— Wiederholung der Kenntnisse zu — Aufgaben zum rdumlichen Vorstellungs-
Dreiecken, Vierecken und Korpern vermogen
(Definitionsmoglichkeiten, Inhalts-
berechnungen)
10 | — Vektorbegriff (Vektor als Pfeilklas- | — Ausbilden reichhaltiger Vorstellungen:
se; Vektor als Zahlenpaar, - tripel) Vektor als Werkzeug, um konkrete
— Darstellungen von Vektoren (Koor- Darstellungs-, Bewegungs- und Vermes-
dinatendarstellung, Pfeildarstellung) sungsprobleme analytisch zu 16sen
— Ortsvektor — Vektoren mit CAS
— Betrag eines Vektors, Linge eines
Vektors — Anwendungen bei Linge und Mittelpunkt
einer Strecke
— Operationen mit Vektoren: — Vektorraum als Menge gegebener Vekto-
Vervielfachen mit einer reellen ren, mit 2 Operationen, vereinfachende
Zahl, Addieren, Subtrahieren, Ein- Schreibweise, anschauliche Darstellung,
heitsvektor Analogie zu Zahlenbereichen; Nullele-
ment, Einselement
— Linearkombinationen von Vektoren | — inhaltliches Verstidndnis, geometrische
— Lineare Abhéngigkeit und Unab- Deutung
hingigkeit von Vektoren — Dimension, Basis eines Vektorraumes
(im Zusammenhang mit Koordinatensys-
temen)
— Skalarprodukt — Problematik der Operation Skalarprodukt
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Std.

Inhalte / Schwerpunkte

Bemerkungen

Winkel zwischen Vektoren
Vektorprodukt

(Ergebnis ist kein Vektor)
Die Einfithrung von Skalar- und Vektor-
produkt kann auch spéter erfolgen

Einfache Nachweise geometrischer
Zusammenhénge

Geraden

Geradengleichungen (parameter-
freie Gleichungen nur in der Ebene,
Parametergleichung im Raum)
Lagebeziehungen zwischen

O Punkt und Gerade

0 zwei Geraden im Raum
Berechnung von Winkeln zwischen
Geraden (insbesondere Orthogona-
litdt)

Berechnung des Abstandes eines
Punktes von einer Geraden in der
Ebene

— Nutzung des CAS zur Anschauung und

zur Vereinfachung von Rechnungen,
geometrische Bedeutung des Parameters
und von Parametereinschrinkungen

15

Ebenen

Ebenengleichungen (Parameterglei-
chung, Koordinatengleichung,
Normalenform)

Lagebeziehungen zwischen

0 Gerade und Ebene

0 zwei Ebenen

Berechnung von DurchstoBpunkten
Berechnung von Winkeln zwischen
0 Gerade und Ebene

0 zwei Ebenen

Berechnung des Abstandes Punkt —
Ebene

Sonderfille: Koordinatenachsen, Koordi-
natenebenen

Benutzung des Begriffes ,,Matrix* als
mogliche Darstellung von Gleichungssys-
temen bei Nutzung des CAS,

Keine Berechnung von Spurgeraden

exemplarisch

Kreise

Kreisgleichung in Koordinatenform
(allgemeine Lage)
Lagebeziehungen zwischen Kreis
und Gerade

Tangentengleichung fiir Punkte des Krei-
ses

Gemischte Aufgaben

Réumliche Schnittprobleme in An-
wendungssituationen (Projektionen,
Flugbahnen)

Berechnung von Fldcheninhalten
und Volumina
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3.2 Koordinatensysteme und Vektoren
Vorwissen

Aus dem Mathematikunterricht:

Sekundarstufe 1:

— Verschiebung, Verschiebungspfeil

— Kiraft, Geschwindigkeit ... als vektorielle Groe mit Betrag, Richtung und Richtungssinn
aus der Physik, Krifteparallelogramm

— Geometrische Figuren (Dreiecke, Vierecke, Kreise): Definitionen, Eigenschaften, Be-
rechnungen

— Geometrische Korper (Wiirfel, Quader, Prismen, Pyramiden, Pyramidenstiimpfe): Defini-
tionen, Eigenschaften, Berechnungen

— Schrigbilder, Grund- und Aufriss

— Spiegelung von Punkten und geometrischen Figuren

— Parallelitit und Orthogonalitdt von Geraden und Strecken
— Winkel, Lot

— rdumliches Vorstellungsvermoégen

— Koordinatensysteme in der Ebene

inhaltliche Kenntnisse des Operationsbegriffs (Rechenoperationen)

Sekundarstufe I1:
— Normale, Anstieg

Ziele

Sicheres Wissen und Koénnen

Die Schiilerinnen und Schiiler:

— wissen, dass es zwei- und dreidimensionale Koordinatensysteme gibt,
— kennen den Begriff des kartesischen Koordinatensystems,

— kennen zwei verschiedene Darstellungen eines raumlichen, kartesischen Koordinatensys-
tems in der Ebene (x-Achse nach vorn, x-Achse nach rechts),

— verbinden mit dem Begriff des Vektors sowohl einen Verschiebungspfeil als auch ein
Zahlenpaar bzw. Zahlentripel,

— kennen ein Vorgehen zur Berechnung von Abstdnden von Punkten im Raum,

— wissen, dass Punkte durch Ortsvektoren beschrieben werden konnen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

— Punkte, Strecken, Vektoren und elementare Korper mit gegebenen Koordinaten der Eck-
punkte im kartesischen Koordinatensystem darstellen,

— rdumliche Darstellungen lesen,
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Vektoren addieren, subtrahieren und vervielfachen (formal rechnerisch und anschaulich
mithilfe von Pfeilen),

Linearkombinationen von Vektoren in der Ebene berechnen, darstellen und aus Darstel-
lungen ablesen,

Linearkombinationen von Vektoren in raumlichen Darstellungen von elementaren Kor-
pern erkennen, berechnen und beschreiben, Parameter bestimmen,

elementare geometrische Figuren oder Korper vervollstindigen oder nachweisen, wenn
die Koordinaten wesentlicher Eckpunkte gegeben sind,

folgenden Satz in der Ebene anwenden: ,,Zwei Vektoren bilden einen Winkel von 90°
genau dann, wenn ihr Skalarprodukt Null ist®,

den Betrag eines Vektors bestimmen,

die Lange und den Mittelpunkt einer Strecke bestimmen, wenn die Endpunkte gegeben
sind,

einfache Nachweise fiihren (Mittelpunkt einer Strecke, ebenes Viereck, Parallelogramm).

Reaktivierbars Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

das Skalarprodukt zur Berechnung des Winkels zwischen 2 Vektoren anwenden,

das Vektorprodukt anwenden, um einen orthogonalen Vektor zu zwei gegebenen Vekto-
ren herzustellen,

den Betrag des Vektorprodukts als Fldche des Parallelogramms deuten, das durch die
Vektoren aufgespannt wird.

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpragsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

Der Vektor ist eine Aquivalenzklasse in Analogie zur Klasse der Verschiebungen und den
gebrochenen Zahlen als Klasse von Briichen.

Der Vektor ist ein Werkzeug, um konkrete Darstellungs-, Bewegungs-, und Vermes-
sungsprobleme analytisch zu 16sen,

Es gibt weitere Bedeutungen des Vektorbegriffs (z.B.: Zeilen und Spalten in Tabellen,
Parameter von Gleichungen oder Funktionen, Glieder von Folgen).

Die Operationen ,,Addition®, “Subtraktion* und ,,Vervielfachen* von Vektoren und die
Begriffe ,,Nullvektor und ,,Einheitsvektor* sind analog zu den Rechoperationen mit ge-
brochenen Zahlen und den Zahlen Null und Eins.

Vektoren konnen linear abhidngig oder unabhingig sein.

Die Bedeutung des Vektorraumes und seiner Dimension kann an zwei- und dreidimensio-
nalen Koordinatensystemen veranschaulicht werden. (Diskussion iiber verschiedene Ba-
sen von Koordinatensystemen)



122 Koordinatensysteme und Vektoren

Aufgaben

Hinweis: Wenn nichts Anderes gefordert ist, sollen die Koordinatensysteme kartesisch und die Para-
meter aus dem Bereich der reellen Zahlen sein.

Sicheres Wissen und Koénnen
1. Ein gerader Pyramidenstumpf ist durch folgende Eckpunkte gegeben:
ATIT]-D,B(@[9]-1),CQB[9[-1),DE[L|-1),E(6|3]|7),F(©[7]7),

G(4]|7]|7)und H.
a) Stellen Sie den Pyramidenstumpf in einem kartesischen Koordinatensystem dar.
b) Geben Sie die Koordinaten des Punktes H an.

2. a) Lesen Sie die Koordinaten der gegebenen Punkte ab.

b) Begriinden Sie, warum es ohne die gestrichelten Linien nicht moglich wére, die Koor-
dinaten der Punkte eindeutig anzugeben.

3. In einem kartesischen Koordinatensystem ist der Punkt P (1 | -2 | 3) gegeben. Dieser
Punkt P wird an der folgenden Ebene bzw. Achse gespiegelt.
Bestimmen Sie jeweils die Koordinaten des Bildpunktes.
a) x-y-Ebene
b) y-z-Ebene
c) x-z-Ebene
d) der x-Achse; der y-Achse; der z-Achse.

4. Wo liegen alle Punkte P (x | y | z) beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems, fiir
die Folgendes gilt.
a) Die x-Koordinate ist 5
b) Die x- und die y-Koordinaten sind negativ, die z-Koordinate ist 3.

5. Markieren Sie in einem kartesischen Koordinatensystem alle Punkte P (-2 | y | 3), wobei y
alle reellen Zahlen durchlduft.

6. Zeichnen Sie den Punkt Q (1|2 | 3) in ein kartesisches Koordinatensystem.
a) Geben Sie die Koordinaten von fiinf Punkten an, die in der Zeichnung nicht vom
Punkt Q zu unterscheiden sind.
b) Erldutern Sie, warum es nicht méglich ist, die Koordinaten eines Punktes aus einer
Zeichnung abzulesen.
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10.

11.

12.

13.

14.

15.

Gegeben ist eine Pyramide ABCD. Die Eckpunkte besitzen in einem kartesischen
Koordinatensystem (1 LE = 1 cm) die Koordinaten: A(0|0]0), B(5]/0]0),C(0|4]0)
und D (0| 0| 6).

a) Zeichen Sie diese Pyramide.

b) Berechen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt der Pyramide ABCD.

-3
Welcher der folgenden Vektoren ist parallel zu ( 4j ?

-1 (3 Ly (9) (27
3)(4)10,75) (12)" | -36
Bestimmen Sie die fehlende Koordinate so, dass die Vektoren parallel zueinander sind.
b a

-

- ! - X L [N
a) a=|2b=]| 8 b)a=|2 b=
3 b, 3

(98]

1
3

b

z

- (3 -~ (4 - -
Gegeben:aZ(zj; b (5) ErmittelnSie‘2a+b‘

Ermitteln Sie zeichnerisch2a - b und-2 b + a.

Vergleichen Sie die folgenden mathematischen Objekte miteinander. Finden Sie
Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen

1
P(1|2]3) und  v=|2
3

Erldautern Sie Gemeinsamkeiten und Unterschiede zwischen einem Ortsvektor und einem
Richtungsvektor.

Bestimmen Sie die fehlende Koordinate des Punktes B so, dass die Punkte A (5 | 2) und
B (-3 | y) 10 Langeneinheiten voneinander entfernt sind.

In einem kartesischen Koordinatensystem sind A (0|0 |-3),B(1]4]-2),C(2]5]2),
und D (1 | 1| 1) Eckpunkte eines ebenen Vierecks.

a) Zeichnen Sie das Viereck in ein Koordinatensystem.

b) Untersuchen Sie, ob dieses Viereck ein Rhombus ist.
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16.

17.

18.

19.

20.

- (1 ~ (-4
Gegeben sind die Vektoren a = (2 ] und b= ( 4 ] Ermitteln Sie den Wert von c so,
c
dass der Winkel zwischen a und b 90 ° betrigt.

In einem gleichseitigen Dreieck ABC sind M, N und P die
Mittelpunkte der Seiten AC, AB, und BC.

a) Nennen Sie Reprisentanten der Vektoren MN bzw. CM
b) Geben Sie Vektoren an, die den gleichen Betrag wie M

_)
AN haben.

Gegeben sind die Eckpunkte eines Wiirfels. N

_)
a) Geben Sie alle Reprisentanten der Vektoren ABund

% 1
BH an. E ; F
N

b) Nennen Sie je einen Reprdsentanten von AB +BG ;

d - - - = =
DC+CH; —AE+DC und AG+HD.

A B

Die Seitenldngen eines rechtwinkligen Dreiecks betragen 3 LE, 4 LE und 5 LE.
Suchen Sie nach Koordinaten beziiglich eines kartesischen Koordinatensystems fiir die
Eckpunkte A, B und C, so dass die genannten Eigenschaften des Dreiecks ABC erfiillt
sind.

Gegeben ist eine Strahlensatzfigur.
- - - - -
Esgilt: 2.AC=AD a=AB; b=B
Driicken Sie die Vektoren:
- - - -

- -
AD; DE; AE+ED nurdurch a und b aus.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

21.

22.

Suchen Sie nach mehreren Moglichkeiten, einen Wiirfel mit der Kantenlidnge 5 LE
in einem Koordinatensystem anzugeben. Bestimmen Sie zu jeder Moglichkeit die
Koordinaten der Eckpunkte des Wiirfels.

2 -2 u
Gegeben sind folgende Vektoren im Raum: |3 |, |1 |,
1 -3 v

Bestimmen Sie u und v so, dass der dritte Vektor senkrecht zu beiden anderen verlauft.
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23.

Gegeben ist das Dreieck ABCmit A (2|3(5),B@41[4]|1),C0]|7]5).

a) Stellen Sie das Dreieck in einem rdumlichen kartesischen Koordinatensystem dar.
b) Priifen Sie auf zwei Arten, ob dieses Dreieck rechtwinklig ist.

c) Berechnen Sie den Umfang und die fehlenden Innenwinkel des Dreiecks.

d) Berechnen Sie die Mittelpunkte M; und M, der Seiten AB und AC.

e) Bilden Sie den Vektor M,M, und priifen Sie, ob er zu BC parallel ist.

f) In welchem Verhiltnis stehen die Betrage dieser Vektoren?
g) Fassen Sie Thre Ergebnisse aus e), f) und g) in einem Satz fiir das Dreieck ABC zu-
sammen.
h) *Gilt dieser Satz auch fiir beliebige Dreiecke? Beweisen Sie ihn mithilfe von
Vektoren.

Exemplarisches

24.

25.

26.

27.

28.

29.

30.

Vergleichen Sie die Rechenoperationen mit reellen Zahlen mit den Rechenoperationen mit
Vektoren.

Vergleichen Sie den Nullvektor mit der Zahl Null und den Einheitsvektor mit der Zahl
Eins.

Ein Pilot tiberfliegt A-Stadt in Richtung des Ortes B. Der Ort B liegt 1000 km nérdlich

von A-Stadt. Die Eigengeschwindigkeit des Flugzeugs betrigt |v,|=90042 . Auf dem

N
Weg weht ein Westwind mit einer Geschwindigkeit von |v,|=100+2.

a) Beschreiben Sie durch Angabe des so genannten Vorhaltewinkels die Richtung, in die
der Pilot steuern muss, um den Kurs zu halten.

b) Wie grof} ist die Geschwindigkeit des Flugzeugs iiber Grund, d. h. die Resultierende
aus Eigen- und Windgeschwindigkeit?

c) Nach welcher Flugdauer tiberfliegt das Flugzeug den Ort B?

Interpretieren Sie den Vektor (a|b|c)= (8| 12| 18) in folgenden Kontexten.

a) als Tagestemperaturen in °C um 6, 12 bzw. 18 Uhr an einem bestimmten Ort,
b) als Glieder einer Zahlenfolge,

c) als Parameter einer quadratischen Funktion der Form y = ax® + bx +c,

d) als Parameter einer quadratischen Gleichung der Form ax? + bx = ¢

Der dreidimensionale Vektor (a | b | ¢) kann unterschiedlich gedeutet werden.
Untersuchen Sie, welche Bedeutung in den gegebenen Kontexten die Vektoraddition,
das Vervielfachen von Vektoren und der Nullvektor haben.

a) als Tageseinnahmen in € einer Firma mit 3 Standorten

b) a, bund c als Parameter einer quadratischen Funktion der Formy =ax*+ bx + ¢
c) als Verschiebung

Geben Sie moglichst viele Deutungen des Vektors (a|b|c|d|e)=(2|4| 6|8 10) an.
Das Billiardspiel wird hiufig zur Veranschaulichung der Begriffe und der Vektoroperati-

onen benutzt. Erlautern Sie an diesem Beispiel die Begriffe Vektor, Nullvektor und
Einheitsvektor sowie die Operationen Addition und Vervielfachen eines Vektors.
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Die folgende Aufgabe ist als Idee zur Selbsttatigkeit interessierter Schiiler gedacht, nicht fur alle Schiler.

31. In der Physik sind die Galilei-Transformation und die Lorentz-Transformation wichtig. In
den Geowissenschaften gibt es Transformation von geographischer Breite und Léange in
GauB-Kriiger-Koordinaten und die Umrechnungen zwischen astronomischen Koordina-
ten, die als Anwendungen von Vektoren angesehen werden konnen. Informieren Sie sich
tiber eine dieser Transformationen und stellen Sie einen Zusammenhang zur Vektorrech-

nung her.
1 2 3
32. Gegeben seien die Vektoren a=| 4 |, b=|2 c=|0
5 1 -3

Sind diese Vektoren linear unabhingig?

33. In der folgenden Figur werden der Punkt O als Koordinatenursprung eines nichtkartesi-
schen Koordinatensystems und die Vektoren
— —

a und b als Basisvektoren aufgefasst.

a) Stellen sie die Ortsvektoren

—_— — — — — — —— _—

OA, OB, OC, OD, OE, OF, OG, und O
der Punkte A, B, C, D, E, F, G und H nur E

- -
mithilfe der Vektoren a und b dar und

ol

geben Sie die Koordinaten dieser Punkte

%
in diesem Koordinatensystem an. 0 a A B

b) Begriinden Sie, dass der Vektor d = OD als Basisvektor nicht ausreichen wiirde, um
alle Ortsvektoren nur durch ihn darzustellen.

34. Gegeben ist ein Wiirfel mit einer Kantenldnge
von 5 Langeneinheiten. In dem Wiirfel liegt N
ein regelméaBiger Tetraeder ABCD (siche
Skizze).

a) Die Vektoren U, Vv, W sind als Basis-
vektoren gegeben.
Geben Sie die Vektoren
52&, b=DB und ¢= DCnurin
Abhingigkeit von den Vektoren

u ,vund w an.

b) Nun seien die Vektoren a, bund ¢ als
Basisvektoren gegeben. Stellen Sie die Vektoren 1, v oder w als Linearkombination

von a,bund ¢ dar.


http://de.wikipedia.org/wiki/Physik
http://de.wikipedia.org/wiki/Galilei-Transformation
http://de.wikipedia.org/wiki/Lorentz-Transformation
http://de.wikipedia.org/wiki/Geowissenschaften
http://de.wikipedia.org/wiki/Geographische_Breite
http://de.wikipedia.org/wiki/Geographische_L%C3%A4nge
http://de.wikipedia.org/wiki/Gau%C3%9F-Kr%C3%BCger-Koordinate
http://de.wikipedia.org/wiki/Astronomische_Koordinatensysteme
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1 2
35. Gegeben seien die Vektoren a = | 4|, b=|2]
5 1
Berechnen Sie den Fldcheninhalt der folgenden Figur.

- -
a) Das Parallelogramm, das von den Vektoren a und b aufgespannt wird

- -
b) Das Dreieck, das von den Vektoren a und b aufgespannt wird

36. Es gibt drei Moglichkeiten, die gegebenen Punkte so durch einen vierten Punkt zu ergin-
zen, dass ein Parallelogramm entsteht. Berechnen Sie fiir jedes entstehende Parallelo-
gramm den Fldcheninhalt.
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3.3 Geraden, Ebenen und Kreise

Vorwissen

— Léosen linearer Gleichungssysteme

— Losbarkeit linearer Gleichungssysteme

— Lagebeziehungen zwischen Geraden, Gerade - Kreis, Punkt - Gerade
— Begriff des Abstandes

— Spiegelung von Figuren

— Lot, Normale

— Zusammenhang zwischen dem Anstieg zueinander senkrechter Geraden in der Ebene
(1’1’11 My = -1)

— Hohen und Mittelsenkrechten im Dreieck

Ziele

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schuler kennen:
zu Geraden:

— ein Verfahren zur Bestimmung der Lagebeziehungen zwischen Punkten und Geraden,

— ein Vorgehen, um den Abstand eines Punktes von einer Geraden in der Ebene zu bestim-
men,

— die geometrische Bedeutung des Parameters in Parametergleichungen von Geraden / Stre-
cken / Strahlen,

— anschauliche geometrische Vorstellungen von Geraden im Raum und kénnen Geraden in
ein Koordinatensystem eintragen.

zu Ebenen:
— Verfahren zur Bestimmung von Lagebeziehungen zwischen Punkten, Geraden und Ebe-
nen.

Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

zu Geraden:

— Parametergleichungen von Geraden in der Ebene und im Raum aufstellen, wenn die dafiir
notwendigen Punkte oder Vektoren gegeben sind,

— Parameterfreie Gleichungen von Geraden in der Ebene (z. B.: y = mx + n) aufstellen,

— Lagebeziehungen an einfachen Beispielen zwischen Punkten und Geraden bzw. Strecken
erkennen oder realisieren,

— Lagebeziehungen zwischen zwei Geraden oder Strecken / Kanten von Korpern
erkennen (Parallelitit, Orthogonalitit und auf das Vorhandensein eines Schnittpunktes
schlieBen, ohne ihn zu berechnen) und realisieren (Parallelitit von Geraden im Raum, Or-
thogonalitdt von Geraden nur in der Ebene).
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zu Ebenen:

Parametergleichungen von Ebenen aufstellen, wenn die dafiir notwendigen Punkte oder
Vektoren gegeben sind,

Gleichungen von Ebenen in der Normalen- und der Koordinatenform aufstellen, wenn der
Normalenvektor der Ebenen bekannt oder ohne Hilfsmittel zu bestimmen ist,

Lagebeziehungen an einfachen Beispielen zwischen Punkten und Ebenen erkennen und
realisieren,

Lagebeziehungen an einfachen Beispielen zwischen einer Geraden und einer Ebene er-
kennen und realisieren (Parallelitit und Orthogonalitét, wenn der Normalenvektor der E-
bene bekannt ist),

Lagebeziehungen an einfachen Beispielen zwischen 2 Ebenen erkennen und im Falle der
Parallelitit und der Identitét realisieren,

Anwendungen auf punktweise Projektionen und punktweise Spiegelungen von Figuren
auf/an Koordinatenebenen beziehen.

Reaktivierbars Wissen und Koénnen

Die Schiilerinnen und Schiler konnen

lineare Gleichungssysteme mit 3 Gleichungen und 3 Unbekannten 16sen.

zu Geraden:

die Lagebeziehung von zwei Geraden bestimmen,
den Schnittpunkt zweier Geraden berechnen,

das Skalarprodukt zur Berechnung des Schnittwinkels zwischen zwei Geraden
anwenden,

den Abstand Punkt - Gerade in der Ebene bestimmen,

Gleichungen von Geraden in der Ebene in Parameterform und in Koordinatenform ange-
ben, ineinander umwandeln und gezielt anwenden, z.B. um den Abstand eines Punktes
von einer Geraden in der Ebene zu bestimmen,

Gleichungen von Geraden im Raum in Parameterform aufstellen und gezielt
anwenden, um z. B. einfache geometrische Nachweise zu fiihren.

zu Ebenen:

Ebenengleichungen in Parameterform, Normalenform und Koordinatenform angeben,
ineinander umwandeln und gezielt anwenden,

die Lagebeziehung von einer Geraden und einer Ebenen erkennen und realisieren
(besonders Parallelitdt und Orthogonalitit),

Lagebeziehungen zwischen Punkten und Ebenen erkennen und realisieren,

Lagebeziehungen zwischen 2 Ebenen erkennen und realisieren (besonders Parallelitdt und
Orthogonalitit),

den DurchstoBpunkt einer Geraden durch eine Ebene bestimmen (keine Schnittgerade
zweier Ebenen bestimmen),
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— das Skalarprodukt zur Berechnung des Schnittwinkels zwischen zwei Ebenen
anwenden,

— das Skalarprodukt und die Beziehung o = 90° - o* zur Berechnung des Schnittwinkels
zwischen einer Geraden und einer Ebenen anwenden,

— den Abstand Punkt - Ebene bestimmen,
— die Gleichung fiir das Lot von einem Punkt auf eine Ebene analytisch bestimmen,

— die Volumenberechnung von Kérpern analytisch durchfiihren.

zu Kreisen in der Ebene:

— die Gleichung eines Kreises in Koordinatenform bei vorgegebenem Mittelpunkt und Ra-
dius aufstellen,

—  Mittelpunkt und Radius aus der Kreisgleichung der Form (x — xu)” + (y — ym)* =1
bestimmen,

— die Lage eines Punktes beziiglich eines Kreises feststellen,

— Lagebeziehung von einem Kreis zu Geraden (Tangente, Sekante, Passante) feststellen und
gegebenenfalls Schnittpunkte berechnen und Tangenten, Sekanten, Passanten
realisieren,

— Tangentengleichungen an einen Kreis von einem Punkt des Kreises aufstellen
(nicht von einem Punkt auBerhalb).

Exemplarisches
Die Schiiler haben an einpriagsamen Beispielen erste Vorstellungen und Einsichten zu folgen-
den Sachverhalten gewonnen:

— Beim Losen eines linearen Gleichungssystems mit einem CAS benétigt man den Matrix-
begriff und kann einen kurzen Einblick in deren Bedeutung bekommen.

— Die Gleichungen eines Kreises in der Ebene in Koordinatenform und in vektorieller Form
sind ineinander tiberfiihrbar.
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Aufgaben

Wenn nicht Anderes gefordert ist, sollen alle Koordinatensysteme kartesisch und alle Parameter aus
dem Bereich der reellen Zahlen sein.

Sicheres Wissen und Kénnen

Aufgaben zu Geraden

1.

-2
a) Zeigen Sie, dass beide Gleichungen dieselbe Gerade g beschreiben.
b) Geben Sie die Gleichung einer Geraden h an, die orthogonal zu g verlauft.

- 2 1
Gegeben sind zwei Gleichungen y =-2x + 5und X = (J +t ( J .

2 3
Gegeben sind die Gerade g: X =|3|+t|-2| und der Punkt P (-11514).
1 2

a) Fiir welchen Wert von a liegt Q (-1 | 5 | a) auf g?
b) Geben Sie die Gleichung einer Geraden h an, die durch P und parallel zu g verlduft.
c) Geben Sie die Gleichung einer Geraden k an, die g nur in einem Punkt schneidet.

Stellen Sie Gleichungen der Geraden auf, die durch den Punkt A (3 | 6 | 9) verlaufen und
jeweils parallel zu den Koordinatenachsen sind.

Welche Richtung muss eine Gerade haben, wenn sie bei Spiegelung an einer
Koordinatenebene in sich selbst tibergeht?

Beschreiben Sie die besondere Lage der Geraden im Koordinatensystem.

1 5 0 0
a)X=|0|+t|0 byx=|1|+t]| 0
0 0 0 -1

1 0 1 1

) x=t|1 dyx=t]|1 e)Xx=|0]+t|0

1 0 1 1

Gegeben sind die Punkte A (22 |2)und B (3|4 |5).

a) Bestimmen Sie eine Gleichung der Geraden durch A und B.
b) Bestimmen Sie eine Gleichung des Strahls AB

c) Bestimmen Sie eine Gleichung der Strecke AB.

Gegeben sind die Punkte P (-7 | 12| 18) und Q (3 | -8 | 8).

Welcher der Punkte A (4 |-10|7),B(1]-4|10),C(-1]0]12), D(-9] 16| 20) oder
E (-6 |10 17) liegt

a) auf der Geraden PQ

b) auf der Strecke PQ ?
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8. Gegeben ist eine Gerade durch den Punkt P (2| 3 | -1) und den Richtungsvektor
2

v=_1
-4
a) Zeichnen Sie die Gerade und geben Sie eine Parametergleichung an.
b) Zeichnen Sie die Punkte zu den Parameterwerten 2; -3; 0,5.

9. Gegeben sind die Punkte A (2]3), B(5|7)und C (1 | 4).
a) Erginzen Sie einen weiteren Punkt D so, dass mit ABCD ein Parallelogramm
entsteht.
b) Beschreiben Sie ein Verfahren zur Berechnung des Abstandes des Punktes D von der
Diagonalen AC.
c) Beschreiben Sie ein Verfahren zur Berechnung des Winkels, unter dem sich die
Diagonalen schneiden.

1 -1
10. Gegeben ist die Gerade g: Xz(J+ I{z j
a) Geben Sie die Gleichung der Geraden h an, die parallel zu g durch P(3 | 1) verléuft.
b) Bestimmen Sie die Gleichung der Geraden k, die durch Q(1 | 2) verlduft und
orthogonal zu g ist.

11. Gegeben sei ein Dreieck mit den Punkten A (2| 1), B(5|4)und C (2| 7).
a) Das Dreieck wird an der x-Achse (y-Achse) gespiegelt. Geben Sie die Koordinaten
des Bilddreiecks an.
b) Weisen Sie nach, dass das Dreieck ABC ein rechtwinklig-gleichschenkliges Dreieck
ist.
c) Wie lautet die Gleichung einer Geraden g, die fiir das Dreieck Symmetrieachse ist?
d) Ermitteln Sie auf moglichst einfache Weise den Abstand des Punktes B von der

Seite AC (den Abstand des Punktes A von der Seite BC ).

12. Gegeben seien die Punkte der Dreiecke ABCy mit A (5|7(3),B(2|1|1)und
Cc(3k|2).
a) Zeigen Sie, dass fiir jedes k € R ein Dreieck entsteht, d.h. nicht alle drei Punkte auf
einer Geraden liegen.
b) Untersuchen Sie, fiir welche Werte k der Innenwinkel B ein spitzer (rechter, stumpfer)
Winkel ist.

Aufgaben zu Ebenen

13. Gegeben sind die Punkte A (2|0]3),B(1|-1|5)und C (3 |-2|0).
Geben sie drei verschiedene Parametergleichungen der Ebene € (ABC) an.

14. Geben Sie fiir die Koordinatenebenen jeweils eine Gleichung in Parameter-, Koordinaten-
und Normalenform an.

15. Ermitteln Sie verschiedene Normalenvektoren der Ebene €: 2x —3y +z—7=0.
Geben Sie drei Punkte dieser Ebene € an und ermitteln Sie eine Parametergleichung fiir
diese Ebene.
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16. a) Begriinden Sie, dass die Ebenen € und € ; parallel zu einander liegen, aber nicht
identisch sind.
€1: x—3y+2z-9=0
€2 4x—12y+8z2-9=0
b) Andern Sie eine der Ebenengleichungen so ab, dass die beiden Ebenen
(1) identisch sind;
(2) einander schneiden.

17. Weisen Sie nach, dass der Punkt A (-7 | -2 | 6) ein Punkt der Ebene & mit
€ -Xx+3y—-z+5=0ist.
Ermitteln Sie die x-Koordinate des Punktes B (x | 0 | 5), so dass er ebenfalls in der
Ebene ¢ liegt.

1 0
18. Geben Sie die Gleichung einer Ebene ¢ an, in der die Gerade g: Xx=|-3|+s/ 2
4 5

liegt und einer Ebene ¢, an, die parallel zur Geraden g ist, aber g nicht enthilt.

19. Die Punkte A (9|-4|7),B(3|8|1)und C (9|2 | 1) bestimmen eine Ebene .

Die Gerade g verlduft durch die Punkte P (1 |1|2)und Q (3|0 5).
a) Beschreiben Sie ein Verfahren zur Priifung der Lagebeziehung von € und g.
b) Beschreiben Sie ein Verfahren zur Berechnung eines moglichen Schnittpunktes.

20. Die Gerade g verlduft durch die Punkte P (3|4 |9) und Q (5| 7| 16). Ermitteln Sie eine
Gleichung fiir die Ebene €, die durch den Punkt A(1 | -2 | 3) und senkrecht zur Geraden g
verlduft.

21. Gegeben ist ein Punkt A (x | y | z) und eine Ebene €. Beschreiben Sie anhand einer
Skizze ein mogliches Verfahren zur Berechnung des Abstandes des Punktes A von der
Ebene ¢.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen
Aufgaben zu Geraden

22. Welche Punkte der Geraden y = 2x + 1 haben vom Punkt P(1 | 2) den Abstand 1 LE?

5 2
23. Gegeben ist die Gerade g: X:(ZSJH(I ] .

a) Welchen Abstand hat der Koordinatenursprung zur Geraden g?
b) Welchen Winkel schlieBt die Gerade g mit der x- bzw. y-Achse ein?

24. Gegeben sind die Punkte A (3]-212),B(6]-3|-1)und C (4|2 3).
a) Ergédnzen Sie einen Punkt D so, dass die vier Punkte ABCD ein Parallelogramm
ergeben.
b) Berechnen Sie den Umfang des Parallelogramms.
c) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Diagonalen.

d) Liegt der Punkt P (7,5 1,6 | 5,5) auf der Seite AC?
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25. Gegeben ist das Dreieck ABC mit A (3 |4), B(-1]5)und C (-4 | -3). Die Verbindungs-
strecke der Seitenmittelpunkte mit den gegeniiberliegenden Eckpunkten heif3t Seitenhal-
bierende.

a) Bestimmen Sie Gleichungen der Geraden, auf denen die 3 Seitenhalbierenden
liegen.

b) Der Schnittpunkt der Seitenhalbierenden heiit Schwerpunkt des Dreiecks.

c) Zeigen Sie, dass der Schwerpunkt die Seitenhalbierenden jeweils im
Verhiltnis 2:1 teilt.

26. Gegeben ist das Dreieck ABC mit A (3|4), B(-1|5)und C (-4 | -3).
a) Bestimmen Sie Gleichungen der Geraden, auf denen die Hohen und die
Mittelsenkrechten liegen.
b) Weisen Sie nach, dass sich die Hohen in einem Punkt schneiden.
c) Bestimmen Sie den Schnittpunkt der Mittelsenkrechten.
d) Berechnen Sie die Innenwinkel des Dreiecks.

27. Die Gleichung Xy % = 1 wird als Achsenabschnittsform einer Geradengleichung
a

bezeichnet.
Begriinden Sie dies.

28. Gegeben ist das Dreieck ABC durch die Punkte A (-1 |4]3),B(-4|2]|1)und
C(6|-2]7). Auf der Geraden g, die durch die Punkte A und B verlduft, liegt ein Punkt D

s0, dass die Strecken CB und CD die gleiche Linge haben. Bestimmen Sie D.

Aufgaben zu Ebenen

1 0
29. Die Geraden g: X=|-3[+5| 2 |und der Punkt A (213 ]-1) bestimmen eine Ebene €. Ge-
4 5

ben Sie fiir diese Ebene jeweils eine Gleichung in Parameter- und Koordinatenform an.
30. Die Punkte A (-1 [21]5),B(3]0|-4)und C (-2 | 3 | -1) bestimmen eine Ebene €.

Bestimmen Sie fiir € eine Koordinatengleichung.

31. Die parallelen Geraden g und h spannen eine Ebene € auf. Ermitteln Sie eine Gleichung
dieser Ebene €.

17 (4
3 3 9 2
- 2 2 -
g X= -3 +r 3 und h: x=|3,5[+59| 1.
2 2 2,5 3

32. Die Ebene ¢, verlduft durch die Punkte A;(0]00),B;(3]-3]0)und C;(1|2]1).
Eine weitere Ebene €, wird durch A, (1 | 1] 1), B2(4|-2|1)und C,(2 |2 | 3) gegeben.
Untersuchen Sie, ob ¢ parallel zu &, verlauft.
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33.

34.

35.

36.

37.

38.

39.

40.

Die Ebene €1 verlduft durch die Punkte A1 (0| 0]0),B1 (3|-3|0)undC1(1|2]1).
Eine weitere Ebene €2 wird durch A2 (1|1 |1),B2(4|-2|1)und C2 (2 |y | z) gegeben.
Geben Sie mogliche Koordinaten des Punktes C2 an, so dass €1 parallel zu €2 verlauft.

Die Punkte A(91]-4|7),B(3|8|1)und C (9|2] 1) bestimmen eine Ebene ¢.

Die Gerade g verlduft durch die Punkte P (1 |1|2)und Q (3|0 5).

Weisen Sie nach, dass sich € und g schneiden. Berechnen Sie die Koordinaten des Schnitt-
punktes und den Schnittwinkel.

Die drei Punkte A(4|0(3),B(10|6|0)und C (8] 7| 7) bestimmen eine Ebene «.
Zeigen Sie, dass die Gerade durch die Punkte R (02 |9,5)und T (5 | 4 | 6) nicht
in ¢ liegt.

Eine Ebene ¢ wird durch die Punkte A (-2|1|3),B(5|1|-4)und C (1|0 -3) gegeben.
Berechnen Sie die Koordinaten der Schnittpunkte von € mit den Koordinatenachsen.

Gegeben sind die Punkte P (2 [ 1[1); Q(312]2); R(2[7]-2)und S (4|5]-2).

a) Geben Sie eine Parametergleichung fiir die Ebene € durch die Punkte P, Q und R an.

b) Untersuchen Sie die Lage der Geraden g durch O und S zur Ebene €.

c) Geben Sie eine Gleichung einer zu € parallelen Ebene € 1 durch den Punkt S an.

d) Geben Sie eine Gleichung einer auf € senkrecht stehenden Ebene ¢, durch den
Punkt S an.

3 2 1
e) Begriinden Sie, dass die Ebene ¢ *: x=| 7 |+r] 4 |+ 3
-7 -3 -4

die Ebene ¢ schneidet
f) Berechnen Sie den Schnittwinkel von € und € *.

Durch die Gleichung (t+ 1)x +y +(t- 1)z+t+3 =0 ist fiir jedes t € R eine Ebene E
gegeben.
0 -1
a) Weisen Sie nach, dass fiir jedes t die Gerade X=|—-4|+s| 2 |;s eRin der Ebene
-1 1

E liegt!
b) Welche Bedingungen miissen die Parameter t; und t; erfiillen, damit die Ebenen
E, und E, aufeinander senkrecht stehen?

Die Punkte A (9 |-4|7),B(9|2]1)und C (3 | 8 | 1) bestimmen eine Ebene ¢.
Berechnen Sie den Abstand des Punktes P(-1 | -2 | 3) von der Ebene «.

Gegeben sind die drei Punkte A (14 10| 7),B(8|16|3)und C (-1 |2 5).

Zeigen Sie, dass A, B und C die Eckpunkte eines Dreiecks sind.

Das Dreieck ABC ist senkrecht auf die x-y-Ebene und auf die y-z-Ebene zu projizieren.
Berechnen Sie die Koordinaten der Eckpunkte der projizierten Dreiecke A'B'C’

bzw. A”'B"'C"".
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41.

42.

43.

44,

45.

46.

47.

Die Punkte B (6| 6 | 0) und B” (-2 | 8 | 2) liegen spiegelbildlich beziiglich der Ebene «.
Gesucht sind
a) eine Gleichung fiir ¢
b) eine Gleichung fiir die Gerade g, die durch P (5| 1| 1) und senkrecht zu ¢
verlduft
c) die Koordinaten des von P auf die Ebene ¢ gefillten Lotes
d) eine Gleichung fiir die Ebene €1, die parallel zu € und durch P verlduft
e) die Schnittpunkte der Ebene € mit den Koordinatenachsen.

Ein Wiirfel ABCDEFGH besitzt die Eckpunkte A (0[0]0),C(1|1|0),E(1|0]1)und
G@OJ1]|1).
a) Zeichnen Sie den Wiirfel.
b) Bestimmen Sie die Koordinaten der Eckpunkte B, D, F, H.
c) Wo durchstoBt die Gerade gpg die Ebene gxcg?
Berechnen Sie die Koordinaten des Schnittpunktes.

Gegeben sind die 5 Punkte A (1]01]0),B(13|4]-6),C(15|7]0),D(3|3|6)und
S(11]-2,5]2).

a) Zeigen Sie: Die Punkte A, B, C und D bilden ein Rechteck.

b) Weisen Sie nach: S liegt nicht in der Ebene, in der das Rechteck ABCD liegt.

c) Priifen Sie, ob die durch die 5 Punkte gebildete Pyramide ABCDS gerade ist.

d) Berechnen Sie das Volumen und den Oberflicheninhalt der Pyramide ABCDS.

Welche besondere Lage im kartesischen Koordinatensystem hat jeweils die Ebene &?
a) €: x=5

b) €: z=0

c) €: xt+ty=2

d) e: x+y+z=3

Eine Pyramide ABCDS besitzt die Grundfliche ABCD mit A (20| 1),B (4]-6] 10),

C(-2|1|16),D(-4|7|7)und die Spitze S (9 | 6,5 10,5).

Ein ebener Schnitt verlduft parallel zur Grundfliche ABCD und zertrennt die Pyramide
ABCDS auf halber Hohe. Es entstehen zwei Teilkorper K; und K.

a) Geben Sie eine Gleichung fiir die Schnittebene an.

b) Bestimmen Sie das Verhiltnis der Volumina V| :V, der beiden Teilkoérper K; und K.

Die Gerade g verlauft durch die Punkte P (3|4 [9)und Q (5|7 | 16).

a) Ermitteln Sie eine Gleichung fiir die Ebene ¢, die durch den Punkt A (1 | -2 | 3) und
senkrecht zur Geraden g verlauft.

b) Berechnen Sie den Abstand des Koordinatenursprungs von der Ebene «.

Gegeben sind die Punkte A (02]3),B(1|-2|6)und C (-4 |2 | 15).

Diese drei Punkte bestimmen die Ebene «.

a) Die Ebene ¢ schneidet die Koordinatenachsen in den Punkten Sx, Sy uns Sz.

Sx, Sy, Sz und der Koordinatenursprung O sind die Eckpunkte einer Pyramide.
Berechnen Sie das Volumen dieser Pyramide.

b) Der Punkt M (6 | 5| 5) ist der Mittelpunkt eines kugelformigen Luftballons. Bis zu
welchem Radius r kann man diesen Luftballon hochstens aufblasen, bis er die Ebene ¢
bertihrt?

Geben Sie auch die Koordinaten des Punktes T an, in dem der Luftballon dann die E-
bene ¢ beriihrt.
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Aufgaben zum Kreis

48. Stellen Sie eine Koordinatengleichung des Kreises k um den Mittelpunkt M mit dem Ra-

dius r auf!
a)M(@0]0);, r=3 b)MQ2|1); r=4 c)ME2]|1); r=2 dM(-2|-1); r=1

49. Gegeben ist die Gleichung eines Kreises k mit (x-7) > + (y+3)* =25
a) Geben Sie den Mittelpunkt und den Radius des Kreises an!
b) Priifen Sie rechnerisch, ob die Punkte P; (4 | 2), P> (1| 0), P3(6 | 1) im Inneren des
Kreises, auf dem Kreis oder auflerhalb des Kreises liegen.

50. Ordnen Sie den Kreisen in der Abbildung die richtige Kreisgleichung zu!
a) x> +y>=5 b) x*—8x+y>—4y+11=0
¢) X2 +2x+y>-2y-2=0 d) x*+y*=25

5]y

51. Gegeben ist ein Kreis k mit (x —3)* + (y —1)*> =25. Der Punkt P (7 | 4) liegt auf k.
a) Geben Sie den Mittelpunkt M und den Radius r des Kreises k an.

b) Bestimmen Sie die vektorielle Gleichung der Strecke MP.
¢) Bestimmen Sie die Gleichung der Tangente an k im Punkt P.

52. Priifen Sie, ob die Gerade g eine Sekante, Tangente oder Passante des Kreises k ist.
Bestimmen Sie gegebenenfalls gemeinsame Punkte.

- (2 3

a) K:(x-2)*+(y-3)*=25 g: x=[1]+t(_1] teR
- (7 4

b) K: (x-2)*+(y-3)* =25 g: x=(13J+t(3j teR

2
) K >_() 2 5 1x—i—l
C . - = . = —
_» g y 5
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53. Wie ist der Radius des Kreises k mit dem Mittelpunkt M (-4 | 5) zu wihlen, damit die Ge-

rade g: y = %X —% Sekante, Tangente oder Passante von k ist?

Exemplarisches

54. Welche der folgenden Gleichungen beschreiben die gleichen Kreise?

- 2
a) ki: Z—@} 9 b) kot (x—=2)2 +(y—3)% = 25

o) ks: 2—@ =3 A ke xX>—4dx+y> —6y+4=0
e)ks: (x+2)° +(y+3)" =9 ke (x—2)+(y—=3)"-25=0
g) k7 ;—@ =5 h)ks: x> —4x+y’—6y-12=0

i) ko: (x—=2)"+(y—3)"=9
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3.4 Stochastik
Planungsvorschlag

Vorbemerkungen:

Der Vorschlag setzt voraus, dass die Ziele und Inhalte zur Stochastik in den Klassen 5 bis 9
dem Rahmenplan entsprechend realisiert wurden. In der Klasse 10 sollten die Schiiler im Zu-
sammenhang mit der Behandlung der Binomialverteilung mit Betrachtungs- und Schlusswei-
sen der beurteilenden Statistik anhand von exemplarischen Beispielen bereits vertraut ge-
macht worden sein.

Std. Inhalte / Schwerpunkte Bemerkungen

6 Ruckblick Wiederholung Klasse 7 bis 9
Auswertung von statistischen Erhebungen und — reale Daten nutzen
Zufallsexperimenten mit Kenngrof3en der be- — Vergleich Mittelwert und
schreibenden Statistik (Mittelwert, Zentralwert, Zentralwert
Spannweite, Standardabweichung) — Darstellung von Daten und

Berechnungen mit CAS
Berechnung von Wahrscheinlichkeiten mit kombi- | — Verwenden der Produktre-
natorischen Hilfsmitteln, mit Baumdiagrammen gel und des Binomialkoef-
und aus Vierfeldertafeln, fizienten (Ziehen auf einen
ZufallsgroBen und deren Wahrscheinlichkeitsver- Griff)
teilung (Erwartungswert, Standardabweichung)

4 Die Binomialverteilung Wiederholung aus Klasse 10
Bernoulli-Vorgidnge und - ketten — Bevorzugter Einsatz des
KenngroéBen der Binomialverteilung (Erwartungs- CAS
wert, Varianz, Standardabweichung) — Losen praktisch relevanter
Bestimmung von binomialen und summierten Aufgaben, reale Daten kon-
Wahrscheinlichkeiten unter Nutzung von Formeln, nen genutzt werden
Tafeln und CAS

10 Elemente der beurteilenden Statistik

Hypothese als Aussage liber unbekannten Zustand
Signifikante Abweichung vom Erwartungswert,
Irrtumswahrscheinlichkeit (Signifikanzniveau)
Schluss von einer Stichprobe auf die Grundge-
samtheit, Probleme der Stichprobenziehung
Uberpriifen einer Hypothese zu einer Erfolgswahr-
scheinlichkeiten durch einen einseitigen Signifi-
kanztest, Annahme- und Ablehnungsbereich, In-
terpretieren des Testergebnisses und des mogli-
chen Fehlers 1. Art

exemplarische Beispiele zu Betrachtungsweisen
bei 2 Hypothesen (Nullhypothese und Alternativ-
hypothese), Interpretieren des Testergebnisses und
der moglichen Fehler 1. und 2. Art

— Wiederholung aus Klasse
10

— s. Hinweise
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Hinweise zu ausgewéahlten Problemen

Zu den Begriffen signifikant, Signifikanzniveau und Irrtumswahrscheinlichkeit

Die Bewertung von Ereignissen mit kleiner Wahrscheinlichkeit ist die Grundlage fiir die Be-
wertung von Behauptungen oder Vermutungen (Hypothesen) iiber eine unbekannte Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p. Solche Vermutungen kann man in bestimmten Féllen durch Experimen-
te mit Bernoulli-Ketten der Lénge n untersuchen. Wenn bei einem solchen Experiment eine
sehr grofle Abweichung vom Erwartungswert E = n-p festgestellt wird, spricht man von einer
signifikanten (nicht mehr zufélligen) Abweichung vom Erwartungswert. bzw. von einem
signifikanten Ergebnis. Zur Beurteilung der Grofle der Abweichung vom Erwartungswert
wird die Summe der Wahrscheinlichkeiten fiir das ermittelte Ergebnis und alle weiteren noch
weiter abweichenden Ergebnisse berechnet, unter der Voraussetzung, dass die Erfolgswahr-
scheinlichkeit den vermuteten Wert hat. Die Grenze fiir diese summierte Wahrscheinlichkeit,
ab der man von einer signifikanten Abweichung spricht, wird als Signifikanzniveau o be-
zeichnet. Bei Qualitdtskontrollen wird oft als Signifikanzniveau der Wert a = 0,05 verwen-
det, bei der Entwicklung neuer Medikamente wéhlt man meist o = 0,01.

Der Begriff Irrtumswahrscheinlichkeit wird in zwei Bedeutungen verwendet. Zum einen
wird er synonym zum Begriff Signifikanzniveau gebraucht und auch mit o bezeichnet. Zum
anderen ist damit der Wert der summierten Wahrscheinlichkeiten gemeint, der kleiner oder in
Ausnahmefillen auch gleich dem Signifikanzniveau a ist. Dieser Wert wird bei einem Signi-
fikanztest als Wahrscheinlichkeit fir einen Fehler 1. Art bezeichnet.

Die Schiiler miissen beide Sachverhalte unterscheiden konnen, da sie bei der Ermittlung des
Ablehnungsbereiches bei einem Signifikanztest die einzelnen Wahrscheinlichkeiten solange
zu summieren haben, bis die Summe kleiner oder gleich a ist. Der dabei ermittelte Wert der
summierten Wahrscheinlichkeiten ist die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art. Um diesen
Unterschied auch begrifflich verdeutlichen zu konnen, schlagen wir vor, den Begriff Irrtums-
wahrscheinlichkeit vor allem fiir die Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art zu verwenden.

Zur Planung eines Signifikanztestes zur Uberpriifung einer angenommenen Erfolgs-
wahrscheinlichkeit

Um einen solchen Test zu planen, miissen folgende Fragen beantwortet bzw. Festlegungen

getroffen werden.

(1) Lasst sich zu der Vermutung ein Bernoulli-Vorgang mit einer entsprechenden Erfolgs-
wahrscheinlichkeit p finden, der unter gleichen Bedingungen wiederholt werden kann?

(2) Welche Linge n soll die Bernoulli-Kette haben? Wie grof3 ist der Erwartungswert?

(3) Welches Signifikanzniveau o soll ausgehend vom Sachverhalt verwendet werden?

(4) Liegt der Bereich zur Ablehnung der Vermutung
rechts oder links vom Erwartungswert?

(5) Zwischen welchen beiden Anzahlen liegt die Gren-
ze zwischen einer signifikanten und einer nicht sig-
nifikanten Abweichung?

Es ist stets sinnvoll, eine Skizze anzufertigen. Auf den / /\
;ﬂ: t‘.“ 3[(; J'Q_

ARk

P(mindestens 19 Erfolae) < 0.05

Achsen ist keine Einteilung erforderlich. Es reicht, nur
die im nebenstehenden Beispiel angegeben Werte zu 0

markieren. Diese Werte sollten in der Reihenfolge ihrer

Ermittlung eingetragen werden, zuerst n und E dann an einem senkrechten Strich o und
schlieBlich die beiden k-Werte. Die markierte Flache entspricht der Irrtumswahrscheinlich-
keit.
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Generelle Probleme eines Signifikanztestes

Mit einem Signifikanztest auf der Grundlage einer Binomialverteilung sollen Aussagen iiber
eine unbekannte Erfolgswahrscheinlichkeit p gewonnen werden.

Die Hypothesen Hy (Nullhypothese) und H; (Alternativhypothese) sind in der Praxis nicht
gleichwertig. Als Nullhypothese (kein signifikanter Unterschied zur Vermutung, zur Behaup-
tung bzw. zum bisherigen Erkenntnistand) wird die vermutete Erfolgswahrscheinlichkeit, der
bisherige Stand der Erkenntnis, die bisherige Erfolgswahrscheinlichkeit, eine Behauptung
eines Herstellers u. 4. bezeichnet. Die Alternativhypothese beinhaltet die Behauptung einer
anderen Erfolgswahrscheinlichkeit, die Zweifel eines Kunden, die zu iiberpriifenden neuen
Forschungsergebnisse, u. 4. Daraus ergeben sich inhaltliche Betrachtungen zu den Fehlern 1.
und 2. Art.

Mit einem Signifikanztest kann nicht die Richtigkeit der Nullhypothese bewiesen werden,
sondern man kann lediglich zeigen, dass die Daten nicht gegen die Nullhypothese sprechen.
Tritt keine signifikante Abweichung auf, so kann man nur feststellen, dass die Versuchser-
gebnisse nicht gegen die Vermutung sprechen, d. h. die Vermutung kann auf Grundlage dieser
Ergebnisse nicht abgelehnt werden. Deshalb sollte auch nicht von der Annahme der Null-
hypothese sondern von der Nichtablehnung der Nullhypothese gesprochen werden.

Die Wahrscheinlichkeiten fiir die Fehler 1. und 2. Art erlauben keine Aussagen tiber die
Wahrscheinlichkeit der beiden Hypothesen. Den Hypothesen wird keine Wahrscheinlichkeit
zuerkannt. Die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art ist die Wahrscheinlichkeit, die Null-
hypothese falschlicherweise abzulehnen unter der Voraussetzung, dass die Erfolgswahr-
scheinlichkeit tatsdachlich den vermuteten Wert hat.

Ziele fur Klasse 12

Sicheres Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler

— kennen den Unterschied von Grundgesamtheit und Stichprobe,

— wissen, dass bei der Auswahl einer Stichprobe, darauf geachtet werden muss, dass diese
moglichst repriasentativ fiir die Grundgesamtheit ist,

— wissen, dass es in vielen Fillen nicht moglich ist, eine reprisentative Stichprobe zu ziehen
und man in diesen Féllen die Bedingungen in der ausgewahlten Stichprobe moglichst ge-
nau erfassen muss,

— wissen, dass es vom Sachverhalt abhédngt, wie gro3 der Stichprobenumfang sein kann,

— wissen, dass man von einer Stichprobe auf eine Gesamtheit schlieen und dabei Fehler
machen kann,

— wissen, dass zur Vermeidung von Fehlern der Stichprobenumfang n mdglichst grof3 sein
sollte,

— wissen, dass bei einem Signifikanztest aus den Ergebnissen einer Untersuchung in einer

Stichprobe begriindete Schlussfolgerungen iiber die angenommene Erfolgswahrschein-
lichkeit in der Gesamtheit gezogen werden kénnen,

— kennen die Bezeichnungen ,,Annahmebereich® und ,,Ablehnungsbereich,

— wissen, dass bei einem Testergebnis, das im Annahmebereich liegt, die Hypothese nicht
abgelehnt werden kann, d.h. dass das Ergebnis nicht gegen die angenommene Erfolgs-
wahrscheinlichkeit spricht,

— wissen, dass das Ergebnis aus einer Stichprobe gegen die angenommene Erfolgswahr-
scheinlichkeit spricht, wenn die Wahrscheinlichkeit fiir groBere Abweichungen vom Er-
wartungswert geringer als das Signifikanzniveau ist,
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— dass die GroBe des Signifikanzniveaus vom Sachverhalt abhéngt,

— wissen, dass der Begriff ,,Irrtumswahrscheinlichkeit manchmal als Synonym fiir ,,Signi-
fikanzniveau* und manchmal als Synonym fiir ,, Wahrscheinlichkeit eines Fehlers 1. Art*
benutzt wird.

Die Schiilerinnen und Schiuler konnen

— zu einer gegebenen Testsituationen die damit {iberpriiften zufilligen Vorginge, ithre mog-
lichen Ergebnisse und die sie beeinflussenden Bedingungen angeben,

— den Zusammenhang zwischen den Begriffen ,,Signifikanzniveau und ,,signifikante Ab-
weichung vom Erwartungswert* an Beispielen erldutern,

— Annahme- und Ablehnungsbereiche oder eine Entscheidungsregel formulieren, wenn da-
fiir notwendige Werte gegeben sind,

— konnen an Beispielen erldutern, welche Konsequenzen sich bei einem Signifikanztest aus
einem Fehler 1. Art fiir die beteiligten Personen ergeben,

— konnen beurteilen, ob Formulierungen zum Fehler 1. Art zutreffend sind,

— konnen zu einer gegebenen Testsituation die Fehler 1. und 2. Art inhaltlich beschreiben
und Konsequenzen angeben, die ein solcher Fehler nach sich ziehen konnte.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen
Die Schiilerinnen und Schiiler konnen

— die Anzahl der Erfolge bestimmen, so dass die Summe der Einzelwahrscheinlichkeit klei-
ner als ein vorgegebenes Signifikanzniveau a ist, wenn n, p und a gegeben sind,

— die Wahrscheinlichkeit fiir den Fehler 1. Art in konkreten Anwendungssituationen ange-
ben, wenn eine Entscheidungsregel bekannt ist,

— einen einseitigen Signifikanztest zu einer unbekannten Erfolgswahrscheinlichkeit planen,
wenn n, p und a gegeben sind und dazu eine Entscheidungsregel angeben.

Exemplarisches

Die Schiilerinnen und Schiiler haben an einpragsamen Beispielen grundlegende Probleme
stochastischer Schlussweisen kennen gelernt und folgende Einsichten mithilfe der Binomial-
verteilung gewonnen:

— Mit einem Signifikanztest kann auch untersucht werden, ob ein neues Produkt oder ein
neues Vorgehen zu signifikant besseren Ergebnissen fithrt. Dazu wird eine Nullhypothese
Hound eine Alternativhypothese H; liber eine unbekannte Wahrscheinlichkeit aufgestellt.
Als Nullhypothese wird meist der bisherige Stand der Erkenntnis und als Alternativhypo-
these die vermutete Verbesserung angenommen

— Bei wachsendem Umfang der Stichprobe liegt der Annahmebereich prozentual immer
dichter am Erwartungswert, d. h. bei groBen Stichprobenumféngen fiihren bereits kleine
prozentuale Abweichung zu einem signifikanten Ergebnis.

— Die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2. Art ist nur zu berechnen, wenn neben der un-
bekannten Erfolgswahrscheinlichkeit py eine alternative Wahrscheinlichkeit p; gegeben ist
bzw. angenommen wird.

— Wenn man bei einem Test den Ablehnungsbereich so verdndert, dass die Wahrscheinlich-
keit fiir einen Fehler 1. Art kleiner wird, vergroBert sich die Wahrscheinlichkeit fiir eine
Fehler 2. Art.

— Wenn man bei einem Sachverhalt die Hypothese ,,genau py trifft zu* testen will, fiihrt man
einen zweiseitigen Signifikanztest durch, bei dem das Signifikanzniveau je zur Hélfte auf
zwel Ablehnungsbereiche aufgeteilt wird.
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Aufgaben
Sicheres Wissen und Kénnen

1. Es sollen folgende Testsituationen betrachtet werden.
A: Auf einem im Hafen angekommenen Frachtschiff aus Ubersee wird die Qualitiit
der eingefiihrten Bananen gepriift.
In einer Konservenfabrik werden Dosen auf eine Mindesteinwaage tiberpriift.
Ein Hersteller von PKW will bei einer neuen Fahrzeugserie die Sicherheit der In-
sassen in einem Crashtest testen lassen.
Eine Mathematiklehrerin will in einer miindlichen Abiturpriifung das mathemati-
sche Wissen und Konnen eines Schiilers priifen.
E: Ein FuBballtrainer will die Trefferwahrscheinlichkeit seiner Spieler beim Tor-
wandschieflen {iberpriifen.
a) Geben Sie fiir die Situationen A bis E jeweils eine Grundgesamtheit und eine mogli-
che Stichprobe an.
b) Diskutieren Sie fiir die Situationen A bis E, wie grof} eine Stichprobe sein konnte und
was man bei der Auswabhl einer repriasentativen Stichprobe beachten miisste.
c) Geben Sie fiir die Situationen A bis E jeweils an, was es bedeutet, von der Stichprobe
auf die Grundgesamtheit zu schlieBen und welche Fehler man dabei machen konnte.

o Qv

2. Geben Sie eine Testsituation an, bei der man aufgrund der Bedingungen nur eine sehr
kleine Stichprobe ziehen kann.

3. Im Folgenden ist jeweils ein Einzelvorgang beschrieben. Nennen Sie ein Merkmal mit
zwel Auspragungen, das bei diesem Vorgang untersucht werden konnte. Geben Sie eine
mogliche Menge von n Vorgéngen an, die als Bernoullikette der Lédnge n bzw. als Stich-
probe fiir einen Test angesehen werden konnte. Nennen Sie jeweils zwei Bedingungen,
die dabei konstant bleiben miissen.

a) In einer Apfelplantage reift ein Apfel an einem Baum.

b) In einer Bickerei wird ein Brotchen gebacken.

c) In einer Getrankefabrik wird eine Flasche automatisch gefiillt.

d) Ein Schiiler liegt mit einer Grippe im Bett und bekommt ein Antibiotikum.
e) Ein Fahrschiiler lernt bei einem Fahrlehrer Auto fahren.

4. In folgenden Fillen ist es nicht mdglich, fiir einen Signifikanztest aus der Grundgesamt-
heit aller Deutschen durch eine Zufallsauswahl eine Stichprobe zu ziehen, weil die unter-
suchten Menschen gewisse Voraussetzungen erfiillen miissen. In diesen Fillen miissen
zwel Stichproben gebildet werden, in denen die Menschen sich in einem bestimmten
Merkmal unterscheiden, wihrend die anderen Merkmale moglichst konstant gehalten
werden.

a) Geben Sie an, welche Voraussetzungen die untersuchten Menschen in den folgenden
Situationen erfiillen miissen.
b) Nennen Sie jeweils das wesentliche Merkmal, durch das sich die Menschen in den
beiden Stichproben unterscheiden miissen.
c) Nennen Sie jeweils andere Merkmale, die in den Stichproben konstant gehalten wer-
den miissen.
A: Ein pharmazeutisches Unternehmen will ein neues Medikament zur Heilung einer
bestimmten Krankheit testen.
B: Ein Forscherteam mdchte eine neue Methode zur Behandlung der Bruchrechnung
erproben.
C: Ein Zahnarzt will nachweisen, dass zum Ziehen eines Zahnes eine Hypnose des
Patienten besser geeignet ist als eine Ortliche Betdubung.
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5. Bei der Produktion von Glithlampen diirfen hochstens 10 % einer bestimmten Sorte eine
Brenndauer von weniger als 1500 Stunden haben. Der laufenden Produktion werden in ei-
ner Firma 100 Gliihlampen entnommen. In einem Langzeittest wird ihre Brenndauer ge-
priift. Man weiB3, dass bei einer angenommenen Erfolgswahrscheinlichkeit von 10 % die
Wabhrscheinlichkeit, dass 16 oder mehr Glithlampen weniger als 1500 Stunden brennen,
kleiner als 5 % ist.

Beschreiben Sie anhand dieses Beispiels den Zusammenhang zwischen den Begriffen
»dignifikanzniveau® und ,,signifikante Abweichung vom Erwartungswert®.

6. Eine Firma beziffert ihren Ausschussanteil auf hochstens 5 %. Ein Abnehmer, der diese
Waren verkaufen will, priift 20 Artikel.
a) Wie viele Ausschussartikel kann der Abnehmer in seiner Stichprobe erwarten?
b) Der Abnehmer hat in seiner Stichprobe keinen Ausschuss gefunden. Welche der fol-
genden Schlussfolgerungen kann er aus diesem Resultat ziehen?
A: Die Firma produziert keinen Ausschuss.
B: Die Firma hat ihren Ausschussanteil richtig beziffert.
C: Das Resultat der Stichprobe spricht nicht gegen die Angabe der Firma.

7. Nadine érgert sich, weil sie beim Lernen von Englischvokabeln am kommenden Tag im-
mer nur etwa die Hilfte der Vokabeln behalten hat. Eine Freundin erklért ihr eine neue
Lernmethode, die Nadine bei der nachsten Lek-

tion sofort anwendet. Beide Madchen sehen die < | Summe der Wahr_SChethhkflten
neue Methode als besser an, weil Nadine durch von 0 bis k fiirn =20 und p = 0,5
sie am nichsten Tag von 20 Vokabeln noch 12 11 0,74828
richtig wiedergeben kann. Diskutieren Sie die 12 0,86841
Schlussweise der Madchen mithilfe der angege- 13 0,94234
benen Werte aus der Tabelle einer summierten 14 0,97931

Binomialverteilung.

8. Eine Arzneimittelfirma bietet zur Behandlung einer bestimmten Tierkrankheit ein Pripa-
rat an, das angeblich bei mindestens 70 % der behandelten Tiere zur Heilung fiihrt. Bei ei-

ner Uberpriifung werden von 20 behandelten Summe der Wahrscheinlichkeiten

Tieren nur 10 geheilt. Lisst sich daraus auf ei- von 0 bis k fiir n = 20 und p = 0,7
nem Signifikanzniveau von 5 % ein Widerspruch 5 0.04796 ;
gegen die Behauptung der Firma herleiten? Be- 11 0’1 1333
griinden Sie dies unter Verwendung der angege- 2

. . 12 0,22773
benen Werte aus der Tabelle einer summierten 3 0.39199

Binomialverteilung.

9. Will man testen, ob ein neues Produkt besser als ein herkdmmliches ist, muss man neben
dem Stichprobenumfang auch ein Signifikanzniveau a festlegen. Es hat sich eingebiirgert,
fiir o die Werte 1 % oder 5 % zu verwenden.

Die Wirksamkeit der folgenden neuen Produkte soll gegen herkémmliche getestet wer-
den. Diskutieren Sie, warum es sinnvoll ist, von den folgenden Paaren jeweils eins auf
dem Signifikanzniveau von 1 % und das andere auf dem 5 % - Niveau zu testen.

a) Vitaminpriparat - Grippeschutzimpfstoff

b) Navigationsgerit - Energiesparlampe

c) Kopfschmerztablette - Methode zum Erlernen einer Fremdsprache.
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10.

11.

12.

13.

Ein Sportlehrer behauptet, er konne beim Anlauf eines Schiilers schon vier Meter vor dem
Erreichen des Absprungbalkens in mindestens 90 % aller Félle voraussagen, ob der Schii-
ler tibertritt oder nicht. Die Hypothese des Sportlehrers wollen die Schiiler bei einem
Sportfest bei 50 Spriingen testen. Als Ablehnungsbereich wird der Bereich {0; 1;.....39;
40} festgelegt. Formulieren Sie eine entsprechende Entscheidungsregel.

Bei der Produktion von Farbmonitoren sollen nach den Qualitéitsstandards einer Firma
hochstens 5 % aller ausgelieferten Farbmonitore Fehler haben. Zur Uberpriifung der
Hypothese Hp: p < 0,05 zieht ein Kontrolleur aus der Tagesproduktion des Betriebes eine
Zufallsstichprobe von 20 Farbmonitoren. Der Ablehnungsbereich fiir die Hypothese H ist
{2;3;4,...;20}. Geben Sie jeweils eine mogliche Konsequenz fiir den Betrieb an, wenn
der Kontrolleur im Ergebnis seiner Kontrolle folgende Anzahl fehlerhafte Monitore findet.
a) einen fehlerhaften Farbmonitor

b) 3 fehlerhafte Farbmonitore.

Eine Firma, die mit elektronischen Bauteilen handelt, hat den Verdacht, dass die Ausfall-
quote eines bestimmten Bauteils hoher als die vom Hersteller angegebene Wahrschein-
lichkeit von hochstens 1 % ist. In einem Test wird dieser Verdacht iiberpriift. Dazu wer-
den 100 Teile untersucht. Der Ablehnungsbereich fiir die Hypothese Ho: p < 0,01 ist auf
dem Signifikanzniveau von 5 % die Menge {4; 5; ... 100}. Es stellt sich heraus, dass in
der Stichprobe 4 defekte Bauteile sind. Die Handelsfirma lehnt nach diesem Testergebnis
die Annahme der Sendung ab und schickt sie wieder an den Hersteller zuriick. Sie bemiiht
sich, einen neuen Lieferanten fiir das Produkt zu finden.
a) Formulieren Sie den méglichen Fehler bei dieser Entscheidung
b) Geben Sie je eine Konsequenz fiir die Herstellerfirma und fiir den Handelsfirma an,
die sich bei einer Fehlentscheidung ergibt.

Es wird ein Signifikanztest zur Hypothese Hy auf dem Signifikanzniveau von o =5 %
durchgefiihrt. Welche der folgenden Aussagen sind bei dem jeweiligen Testergebnis zu-
treffend?

a) Das Testergebnis liegt im Annahmebereich.

Die Hypothese Hj ist richtig.

Die Hypothese Hy ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % richtig.

Die Hypothese Hy kann aufgrund des Testergebnisses nicht abgelehnt werden.
Die Wahrscheinlichkeit, dass Hy falsch ist, betragt 5 %.

Wenn Hy richtig ist, handelt es bei dem Testergebnis um eine nicht signifikante
Abweichung vom erwarteten Ergebnis.

Wenn Hy richtig ist und wenn es moglich wére, den Test unter den gleichen Be-
dingungen mehrfach zu wiederholen, so liegt das Ergebnis bei etwa 95 % der Tests
ebenfalls im Annahmebereich.

b) Das Testergebnis liegt im Ablehnungsbereich.

: Die Hypothese Hj ist falsch.

Die Hypothese Hy ist mit einer Wahrscheinlichkeit von 95 % falsch.

Die Hypothese Hyp muss aufgrund des Testergebnisses abgelehnt werden.

Die Wahrscheinlichkeit, dass Hy richtig ist, betridgt nur 5 %.

Wenn Hy richtig wére, wiirde es sich bei dem Testergebnis um eine signifikante
Abweichung vom erwarteten Ergebnis handeln.

Wenn Hy richtig ist und wenn es moglich wére, den Test unter den gleichen Be-
dingungen mehrfach zu wiederholen, so liegt das Ergebnis bei etwa 5 % der Tests
ebenfalls im Ablehnungsbereich.

moQw>

e

moQw>

e
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14. Es sollen folgende Testsituationen betrachtet werden.

A: Ein Pilzsammler mochte iiberpriifen, ob ein gefundener Pilz giftig ist. Er stellt vor
der weiteren Untersuchung die These auf ,,Der Pilz ist giftig.*

B: Eine Firma mochte die Qualitit eines ihrer Produkte verbessern. Dazu sind erheb-
liche Investitionen nétig, die mit einer Erhohung des Preises verbunden sind. Um
das erwartete Kéuferverhalten zu testen, befragt die Firma 1000 ihrer Kunden, ob
sie eine Preiserhohung bei wesentlich verbesserter Qualitdt akzeptieren wiirden.
Fiir den Test wird folgende Hypothese aufgestellt: ,,Die Verbraucher akzeptieren
keine Preiserhéhung.*

C: Ein junges Forscherteam hat mit erheblichen Projektmitteln einen neuen Impfstoff
fiir eine gefdhrliche Tierseuche entwickelt, der den bisher verwendeten Impfstoff
abldsen soll. Fiir einen Test wird die Hypothese aufgestellt: ,,Der neue Impfstoft ist
nicht besser als der bisherige.*

a) Geben Sie eine Konsequenz fiir das Handeln der Firmen bzw. Personen bei einer Ab-
lehnung der Hypothese an.
b) Geben Sie eine Konsequenz fiir das Handeln der Firmen bzw. Personen bei einer

Nichtablehnung der Hypothese an.

c) Geben Sie an, was es jeweils bedeutet, bei der Entscheidung einen Fehler 1. Art (Ab-
lehnung einer richtigen Hypothese) zu machen.

d) Nennen Sie jeweils eine mogliche Folge fiir die Firmen bzw. Personen, die sich aus
einem Fehler 1. Art ergeben.

e) Geben Sie an, was es jeweils bedeutet, bei der Entscheidung einen Fehler 2. Art

(Nichtablehnung einer falschen Hypothese) zu machen.

f) Nennen Sie jeweils eine mogliche Folge fiir die Firmen bzw. Personen, die sich aus
einem Fehler 2. Art ergeben.

Reaktivierbares Wissen und Kénnen

15.

16.

17.

Eine Arzneimittelfirma bietet zur Behandlung einer bestimmten Tierkrankheit ein Prépa-
rat an, das bei mindestens 70 % der behandelten Tiere zur Heilung fiihren soll. In einer
Untersuchung werden 100 erkrankte Tiere, die mit dem Praparat behandelt werden, beo-
bachtet. Fiir welche Anzahlen von Tieren, die bei der Behandlung nicht geheilt werden,
kann man die Angabe der Firma auf einem Signifikanzniveau von 5 % ablehnen?

Der Mathematiklehrer Ypsilon behauptet, dass hochstens 30 % der Schiiler der Abiturstu-
fe die Quadratzahlen von 11 bis 19 auswendig kennen. Seine Kollegen halten diese Zahl
fiir zu gering. Bei einem Test soll die Behauptung des Mathematiklehrers abgelehnt wer-
den, falls von 50 zufillig ausgewdéhlten Schiilern der Abiturstufe mindestens 20 das Quad-
rat von 17 auf Anhieb angeben konnen.
a) Wie groB ist die Wahrscheinlichkeit, dass bei diesem Test die Behauptung von Herrn
Ypsilon félschlicherweise abgelehnt wird?
b) Wie miisste der Ablehnungsbereich verdndert werden, wenn das Signifikanzniveau
5 % betragen soll?

Der Hersteller von Glithlampen muss garantieren, dass hochstens 3 % einer bestimmten
Sorte von Glithlampen eine Brenndauer von weniger als 1500 Stunden haben. Der laufen-
den Produktion werden 100 Glithlampen entnommen. Planen Sie einen Signifikanztest,
mit dessen Hilfe die Firma die Einhaltung der Norm auf einem Signifikanzniveau von 5 %
iiberpriifen kann.
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18.

19.

20.

Die Englischlehrerin Frau Zimmermann schétzt ihren Schiiler Karl als sehr schwach ein.

Karl beteuert lautstark, dass er die neuen Vokabeln zu Hause gut gelernt und beim Uben

immer mehr 80 % der Vokabeln gewusst hat.

a) Die Behauptung von Karl soll mit einem Test aus 20 Vokabeln iiberpriift werden. Stel-
len Sie einen Testplan auf.

b) Diskutieren Sie die mdglichen Fehlentscheidungen und ihre Konsequenzen fiir Karl
und die Lehrerin Frau Zimmermann.

Eine Weinkellerei 1adt 200 Kunden zu einer Weinprobe ein. Erfahrungsgeméfl kommt es
mit 60 % der Anwesenden zu Verkaufsabschliissen. Einem Verkaufer gelingt es, 130
Kunden zu neuen Abschliissen zu liberreden. Weitere Kunden sind noch unschliissig. Wie
grof ist die Wahrscheinlichkeit, dass dieser Erfolg auf das Geschick des Verkéufers zu-
riickzufiihren ist und nicht auf zuféllige Einfliisse?

In einer Schule mit 450 Schiilern kénnen sich die Schiiler in den grof8en Pausen in der
Schulkantine an Automaten selbst mit Getranken oder Snacks bedienen oder bei einer
Verkéuferin Baguetten oder warme Mahlzeiten kaufen. Erfahrungsgemil3 schaffen es in
einer groBBen Pause 90 Schiiler, etwas aus den Automaten zu kaufen, wovon 80 % ein Ge-
trank wahlen. Von den 50 Schiilern, die sich von der Verkauferin etwas zu essen holen,

nehmen % ein Baguette. Es wird davon ausgegangen, dass ein Schiiler in der Pause nur

einen Kauf vornimmt

a) Stellen Sie die Angaben in einem Baumdiagramm mit allen Wahrscheinlichkeiten dar.

b) Geben Sie die Wahrscheinlichkeit dafiir an, dass ein beliebiger Schiiler dieser Schule
in der groflen Pause ein Getrank aus dem Automaten kauft.

c) Welchen wochentlichen Gewinn kann der Betreiber der Automaten durch den Getrén-
keverkauf erwarten, wenn er zwei gro3e Pausen an 5 Schultagen zugrunde legt und
davon ausgegangen werden kann, dass der Betreiber durch den Verkauf eines Getrén-
kes 0,15 € Gewinn hat.

Die Schulmensa bietet zur Mittagszeit regelméfig zwei Wahlessen an, ein Fischgericht

und ein Fleischgericht. Das Fischgericht wird in der Regel von etwa 20 % der Essensteil-

nehmer gewdhlt.

d) Ermitteln Sie die Wahrscheinlichkeit, mit der von 100 Essenteilnehmern folgende An-
zahlen das Fischgericht wéhlen
(1) genau 18 (2) mindestens 10 (3) hochstens 20 (4) zwischen 16 und 22.

e) Unter wie vielen Essenteilnehmern ist mit einer Wahrscheinlichkeit von mehr als 95%
mindestens einer dabei, der das Fischgericht wihlt?

f) Der Kiichenchef hat die Anweisung erhalten, stets so viele Portionen von jedem Ge-
richt zuzubereiten, dass er der Nachfrage nach diesem Gericht mit einer Sicherheit von
mindestens 90 % entsprechen kann. Wie viele Portionen des Fischgerichtes und des
Fleischgerichtes muss er bereithalten, wenn er mit 250 Essenteilnehmern rechnet?

g) Ein Schiiler kommt an einem Tag als einer der letzten zum Essen und muss feststellen,
dass es kein Fischgericht mehr gibt. Er beschwert sich beim Kiichenchef und verlangt,
dass er in Zukunft mit 99 % Sicherheit stets beide Gerichte zur Auswahl hat. Wie viele
Essensportionen wiirden an jedem Tag {ibrig bleiben, wenn der Kiichenchef sich auf
diese Forderung einlassen wiirde?

Exemplarisches

21.

Eine Firma, die Kugelschreiber herstellt, muss garantieren, dass mindestens 95 % ihrer
Produktion fehlerfreie Schreibgerite sind. Ein neuer Mitarbeiter in der Abteilung fiir Qua-
lititskontrolle ist der Meinung, dass ein Eingriff in den Produktionsablauf nur erfolgen
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22.

23.

muss, wenn in einer Stichprobe, die der laufenden Produktion entnommen wird, weniger

als 90 % fehlerfreie Schreibgerite sind.

Diskutiere die Ansicht des Mitarbeiters fiir die folgenden Stichprobenumfange:

A: 10 Kugelschreiber B: 100 Kugelschreiber C: 1000 Kugelschreiber

Bestimme dazu fiir jeden Stichprobenumfang

a) die GroBle des Fehlers 1. Art

b) die maximal mogliche prozentuale Abweichung vom Erwartungswert bei einem Signi-
fikanzniveau von 5 %.

Aufgrund langjihriger Erfahrungen weifl man, dass die bisher verwendete Therapieme-
thode zur Heilung einer bestimmten Krankheit nur eine Erfolgsquote von 50 % hat. Ein
Forscherteam hat eine neue Methode entwickelt und vermutet nach ersten Erprobungen,
dass die Erfolgsquote ihrer Methode weit hoher liegt. Zur Versuchsplanung iiberlegen sie,
dass die Anwendung der Methode bei einem erkrankten Patienten als Bernoulli-Vorgang
aufgefasst werden kann. Als Wahrscheinlichkeit fiir den Erfolg ,,Der Patient wird geheilt*
wihlen sie die bisherige Heilungsquote von 50 %. Es sollen 30 Patienten, die alle an der
Krankheit leiden, behandelt werden. Die Forscher wiéhlen als Signifikanzniveau o = 1 %.
a) Formulieren Sie eine Nullhypothese und eine Alternativhypothese fiir die Erprobung
des neuen Medikamentes.
b) Stellen Sie einen Versuchsplan zur Uberpriifung der Vermutung der Forscher auf.
c) Diskutieren Sie die Folgen moglicher Fehlentscheidungen.

Bei Kacheln fiir Kamine wird es im allgemeinen akzeptiert, wenn bis zu 10 % der Ka-

cheln kleinere farbliche Abweichungen aufweisen.

Ein Ofensetzer will dies bei einer Lieferung von Kacheln iiberpriifen und 6ffnet dazu ei-

nen zufillig ausgewidhlten Karton mit 25 Kacheln. Wenn unter diesen 25 Kacheln bei vier

oder mehr Kacheln farbliche Abweichungen auftreten, will er die Lieferung ablehnen.

Die Nullhypothese Hy bei diesem Test des Ofensetzers soll lauten, dass der tatsdchliche

Anteil fehlerhafter Kacheln hochstens 10 % betragt.

a) Geben Sie die Alternativhypothese H;, den Ablehnungsbereich fiir Hy und die Ent-
scheidungen an, die der Ofensetzer nach Beendigung des Testes treffen kann.

b) Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. Art und erldutern Sie, was
eine solche Fehlentscheidung fiir den Ofensetzer und fiir den Hersteller der Kacheln
bedeutet.

c) Geben Sie an, worin eine Fehler 2. Art bei diesem Test besteht und welche Konse-
quenzen sich bei einer solchen Fehlentscheidung fiir den Ofensetzer und fiir den Her-
steller der Kacheln ergeben. Berechnen Sie die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 2.
Art, wenn der wahre Anteil fehlerhafter Kacheln in der Lieferung 15 %, 20 %, 25 %
oder 30 % betrégt.

d) Vergleichen Sie die Bedeutung eines Fehlers 1. Art und eines Fehlers 2. Art fiir den
Hersteller der Kacheln sowie fiir den Ofensetzer.

e) Wie miisste der Ablehnungsbereich des Testes verdndert werden, damit das Risiko fiir
den Hersteller, dass eine einwandfreie Sendung irrtiimlich durch den Ofensetzer abge-
lehnt wird, kleiner als 5 % ist? Geben Sie fiir diesen verdnderten Test die Wahrschein-
lichkeit des Fehlers 2. Art, wenn der tatsdchliche Anteil fehlerhafter Kacheln 15 %,
20 %, 25 % oder 30 % betrigt. Was wiirde dies flir den Ofensetzer bedeuten?

f) Wie miisste der Ablehnungsbereich des Testes verdndert werden, damit das Risiko fiir
den Ofensetzer kleiner wird, irrtiimlich eine Sendung anzunehmen, bei der der Anteil
fehlerhafter Kacheln grofer als 10 % ist. Berechnen Sie fiir den so verdnderten Ableh-
nungsbereich die Wahrscheinlichkeit fiir einen Fehler 1. sowie die Wahrscheinlichkeit
fiir einen Fehler 2. Art, wenn der tatsdchliche Anteil fehlerhafter Kacheln 15 %, 20
%, 25 % oder 30 % betrdgt. Was wiirde dies fiir den Hersteller bedeuten?
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