Grundbegriffe der Beschreibenden Statistik

HANS-DIETER SILL, ROSTOCK

Zusammenfassung: In Schulblchern und in der
Fachliteratur werden Grundbegriffe der Beschrei-
benden Statistik wie ,, Merkmal “ ,,Skala* und ,, Da-
ten “ sehr unterschiedlich verwendet und erkidrt. Oft
unterscheidet man in aufwandiger Weise Merkmals-
arten, Skalenarten und Datenarten. Nach einer kur-
zen Problemdarstellung wird ein Vorschlag zur
Definition von Grundbegriffen auf der Ebene der
Realmodelle unterbreitet, der an die Definition des
Grolienbegriffs von Griesel (1997) anknlipft. Davon
ausgehend wird ein einfaches und unterrichtstaugli-
ches System von Bezeichnungen vorgeschlagen.

1 Beschreibende Statistik in Schule
und Lehrerbildung

1981 hat Winter folgende liberzeugende Argumente
fiir die Aufnahme der Beschreibenden Statistik (BS)
in den Mathematikunterricht aller Schularten ange-
fiihrt und sie in Form von Thesen formuliert. (Win-
ter 1981, S. 280-285)

e These 1: Die BS ist von hinreichender mathe-
matischer Substanz, um am Mathematikunter-
richt der S1 unterrichtet zu werden.

e These 2: Die BS ist geeignet, libergeordneten
Zielvorstellungen allgemein bildender Schulen
zu dienen.

e These 3: Die Inhalte und Prozeduren der BS
kénnen den Schiler in seiner jetzigen Existenz
betroffen machen und damit zur Personwerdung
beitragen.

e These 4: Die BS eignet sich in besonderer Wei-
se zur Eingliederung in den klassischen Schul-
stoff und bildet vielféaltige Mdglichkeiten, Be-
ziehungen zwischen unterschiedlichen Stoffbe-
reichen herzustellen.

Wihrend in den Lehrpldnen und Lehrbiichern fir
nicht gymnasiale Bildungsginge die Beschreibende
Statistik schon immer einen groRen Stellenwert
besitzt, gewinnt sie - ausgeldst durch die KMK-
Bildungsstandards - auch in gymnasialen Bildungs-
gangen in den letzten Jahren zunehmen an Bedeu-
tung. Zuvor trat sie oft nur am Rande auf.

Probleme der Einordnung der Beschreibenden Sta-
tistik in ein Stochastik-Curriculum zeigen sich be-
reits bei der Erklarung des Begriffs ,,Stochastik.“ So
tritt etwa im Lehrbuch ,,Didaktik der Stochastik*
von Kutting (1994) die Beschreibende Statistik gar
nicht auf. Bichter & Henn (2011) sowie Miller

(1991) verstehen unter Stochastik die Zusammen-
fassung von Wahrscheinlichkeitsrechnung und ma-
thematischer Statistik. Einen interessanten Vor-
schlag unterbreitet Stahel (2002), der die sich ge-
genseitig Uberschneidenden Gebiete Stochastik,
Statistik, angewandte Statistik und statistische Da-
tenanalyse unterscheidet (S. 5).

Wenn die Beschreibende Statistik in mathemati-
schen Fachbuchern erwahnt wird, erfolgt lediglich
eine knappe Darstellung einiger grundlegender Be-
griffe und Verfahren. (Henze 2012, Kiitting & Sauer
2011, Stahel 2002). Ein aktuelles mathematisches
Fachbuch zur Beschreibenden Statistik habe ich
vergeblich gesucht und nur umfassende Darstellun-
gen von Wissenschaftlern aus Anwendungsberei-
chen gefunden (Bourier 2011, Fahrmeir u.a. 2007,
Schéfer 2010).

In den aktuellen Bildungsstandards aller Schularten
und Schulstufen haben Elemente der Beschreiben-
den Statistik entsprechend dem internationalen
Stand eine gleichberechtigte Position neben der
Wahrscheinlichkeitsrechnung, was bereits in der
Bezeichnung der entsprechenden Leitidee mit ,,Da-
ten und Zufall zum Ausdruck kommt.

Die Probleme der Behandlung der Beschreibenden
Statistik in der Schule insbesondere in gymnasialen
Bildungsgangen héngen aus meiner Sicht eng mit
Problemen der Lehrerausbildung zusammen. So
fehlen héufig entsprechende Ausbildungsbestandtei-
le. In den Empfehlungen zur Lehrerausbildung der
Gesellschaften DMV, GDM und MNU (Standards
2008) wurden sehr geeignete Vorschlage fur Inhalte
zur Beschreibenden Statistik unterbreitet. Dort wird
u.a. fir alle Studiengénge vorgeschlagen, dass die
Studierenden

e statistische Erhebungen planen, durchfiihren

und auswerten,

e grafische Darstellungen fur uni- und bivariate
Daten lesen und erstellen.

Diese Studieneinhalte waren und sind z. B. an der
Universitdt Rostock auch nach der Reform der
Lehrerbildung kein Bestandteil der Ausbildung fir
Gymnasiallehrer. lhre Aufnahme in die neuen Mo-
dule wurde von den Fachkollegen u. a. mit folgen-
den Argumenten abgelehnt:

e Die Beschreibende Statistik und die Explorative
Datenanalyse sind fachlich so anspruchslos,
dass sie nicht Gegenstand einer Fachausbildung
far Gymnasiallehrer sein kénnen.
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o Die Planung und Durchfuhrung statistischer
Erhebungen und die damit verbundenen Prob-
leme sind kein Gegenstand der Mathematik,
sondern der Sozialwissenschaften.

Eine Folge dieser Ignoranz beruflicher Anforderun-
gen im Lehramtsstudium ist, dass unsere Studieren-
den nur Uber sehr mangelhafte Grundkenntnisse in
der Beschreibenden Statistik verfiigen. In meinen
Lehrveranstaltungen zur Didaktik der Stochastik fur
Lehrdmter in den Sekundarstufen habe ich in den
letzten Semestern unvorbereitete Tests zum grund-
legenden Wissen und Koénnen in der Beschreiben-
den Statistik durchgefuhrt. Die Erfillungsquoten
lagen im Schnitt bei 25 %, relativ unabhé&ngig da-
von, ob die Fachausbildung in Stochastik bereits
abgeschlossen wurde oder nicht.

2 Grundbegriffe der Beschreibenden
Statistik in der Literatur

Wihrend die Grundbegriffe der Wahrscheinlich-
keitsrechnung seit ihrer axiomatischen Fundierung
durch Kolmogorov exakt festgelegt werden kdnnen,
ist dies fur die Grundbegriffe der Statistik bisher
nicht der Fall. Dies ist sicher eine der Ursachen
dafir, dass die Beschreibende Statistik nicht als ein
Teilgebiet der Mathematik anerkannt wird. lhre
grundlegenden Begriffe werden oft nur beschrieben
und sehr selten wird der Versuch einer Definition
unternommen, wie es etwa Ferschl (1978) in aus-
fuhrlicher Weise versucht hat. So wird etwa der
Begriff Merkmal erklart als

e cine Kilasseneinteilung der Grundgesamtheit.
(Ferschl 1978),

e interessierende GroRe einer statistischen Einheit
(Fahrmeier 2007), (Henze 2012) oder

e Bezeichnung fir eine Menge von Merkmalsaus-
pragungen (Schafer 2010).

Eine besonders groRe Vielfalt findet man bei den
Klassifizierungen von Merkmalen, Skalen und Da-
tenarten. So gibt es in der Literatur unter anderem
folgende Bezeichnungen fiir verschiedene Arten von
Merkmalen:

e dichotomes, Nominal-, Rang-, metrisches
Merkmal

e nominalskaliertes, rangskaliertes, metrisch ska-
liertes Merkmal

e qualitatives, quantitatives Merkmal

e artméRiges, intensitatsméalig abgestuftes Merk-
mal

e kategoriales, numerisches Merkmal

o diskretes, stetiges, kontinuierliches,
stetiges, diskretisiertes stetiges Merkmal

quasi-

e hdufbares, nicht-hadufbares Merkmal, erschop-
fendes Merkmal

Die Vielfalt der Zugange und Bezeichnungen in der
Fachliteratur spiegelt sich auch in der didaktischen
Literatur und in Schullehrbichern wieder. Mit der
Klassifizierung von Merkmalen, Skalen und Daten
werden Schlussfolgerungen fir die Art der Auswer-
tung von Daten und die Anfertigung von grafischen
Darstellungen verbunden, die auch flr den Stochas-
tikunterricht von Bedeutung sind.

Mit dem Ziel der Entwicklung eines mdglichst ein-
fachen und minimalen Begriffssystems fir die Schu-
le soll zundchst ein genereller Zugang zu den ge-
nannten Grundbegriffen diskutiert werden.

3 Zum Begriff und zur Modellierung
stochastischer Situationen

In der Literatur werden unter stochastischen Situati-
onen ausgehend von dem erwéhnten engen Stochas-
tikbegriff oft nur Situationen verstanden, in denen
Ereignisse mit einer bestimmten Wahrscheinlichkeit
auftreten. Bei der Modellierung dieser Situationen
wird der Beschreibenden Statistik, wenn tberhaupt
nur eine Rolle zur Beschreibung und Bestandsauf-
nahme der Realitdt zugewiesen (Wolpers 2002, S.
48). Unter der eigentlichen Modellierung wird dann
in der Regel die Anwendung wahrscheinlichkeits-
theoretischer Begriffe wie Zufallsexperiment, Er-
gebnismengen, Zufallsvariable, Wahrscheinlich-
keitsmal} sowie von Modellen wie etwa der Binomi-
alverteilung verstanden (Henze 2012, Kiitting &
Sauer 2011, Wolpers 2002).

In der Schule aber (und auch in dieser Zeitschrift)
wird der Begriff ,,Stochastik™ aber als Sammelbe-
zeichnung fur die Beschreibende Statistik, die Ex-
plorative Datenanalyse, die Wahrscheinlichkeits-
rechnung und die Mathematische Statistik verwen-
det. Deshalb sollte der Begriff ,,stochastische Situa-
tion* so weit gefasst werden, dass er die Gesamtheit
der Anwendungsbereiche aller dieser Wissenschaf-
ten abdeckt.

Bei der Modellierung stochastischer Situationen, die
mit dem Erfassen von Daten verbunden sind, geht es
nach Eichler & Vogel (2009) darum, ,aus einer
realen Ausgangssituation heraus ein Realmodell zu
erstellen, das sich in den Daten abbildet. Dieses
Realmodell (die Daten) bildet den Ausgangspunkt
fir die Bearbeitung mit mathematischen Mitteln
(dem Mathematisierungsprozess) ... (S. 17). Fir




Buchter & Henn besteht die Bildung eines Realmo-
dells lediglich in der Festlegung der Ergebnisse des
,»real betrachteten Zufallsexperimentes® (S. 198).

Die Rolle von Realmodellen hat ebenfalls Borov-
cnik (1984) herausgestellt. Er verdeutlicht an Bei-
spielen, dass die Anwendung von Verfahren der
mathematischen Statistik nur moglich ist, wenn
bestimmte ,,Oberhypothesen” wie etwa eine be-
stimmte Verteilungsart oder die Wiederholbarkeit
unter gleichen Bedingungen angenommen werden.
Unter diesen Voraussetzungen entsteht aus der rea-
len Situation, die er als Realitdt 1 bezeichnet, ein
Realmodell, das er Realitdt 2 nennt. Erst auf diese
Modellsituation ist dann die mathematische Theorie
anwendbar. Nach Borovcnik (1984) wird dieser
wesentliche Zwischenschritt einer Modellierung in
der statistischen Praxis oft unzureichend beachtet.
Dies betrifft insbesondere die Interpretation statisti-
scher Aussagen, die sich aus Sicht der Theorie zu-
néchst nur auf die Realmodelle beziehen und nicht
auf die eigentliche Realitéat.

Anknipfend an diese Betrachtungen sollten zur
theoretischen Analyse der Grundbegriffe der Be-
schreibenden Statistik drei verschiedene ,, Ebenen*
unterschieden werden.

e Ebene der realen Vorgange und existierenden
Objekte oder Zustande (Ebene R)

e Ebene der Realmodelle (Ebene RM)
e Ebene der theoretischen Modelle (Ebene TM)

Bei der Ebene R handelt es sich um objektive, von
menschlichen  Erkenntnisvorgangen unabhangige
Dinge (Entitaten). Zu Elementen dieser Ebene geho-
ren auch Gedanken, Kenntnisse, Interessen, Gefihle
und andere psychische Prozesse oder Zusténde,
wenn sie von erkennenden Subjekten als Gegen-
stand ihrer Untersuchungen (z. B. einer Befragung
zu Einstellungen) gewahlt werden.

Um eine Modellierung vornehmen zu kdnnen, mds-
sen in der Ebene R Mengen realer Objekte bzw.
Zustande identifiziert werden, die hier als Trager-
mengen bezeichnet werden. In der Literatur werden
sie auch als Grundgesamtheit, statistische Einheiten,
statistischne Masse oder das empirische Relativ
(Schafer 2010) bezeichnet. Fir eine statistische Un-
tersuchung miussen diese Mengen séchlich, zeitlich
und rdumlich Kklar abgegrenzt werden. Es sind also
bereits geistige Prozesse zur Strukturierung von
Elementen der Ebene R erforderlich, bevor eine
Modellierung erfolgen kann.

Um an den Elementen der Trédgermengen Messun-
gen vorzunehmen, sind Vereinfachungen, Abstrak-
tionen notwendig, womit ein erstes Modell, die
Ebene RM, entsteht. Auf dieser Ebene kénnen - wie

im Folgenden dargestellt - die drei Grundbegriffe
der Beschreibenden Statistik Merkmal, Skala und
Daten exakt definiert werden. Mit diesen Begriffen
sind dann alle Methoden und Verfahren der Be-
schreibenden Statistik durchfiihrbar, wobei sich
diese je nach dem intendierten Hauptanwendungs-
gebiet unterscheiden. Man konnte also die Be-
schreibende Statistik als die Theorie der Realmodel-
le auffassen.

Die axiomatisch fundierten Theorien Wahrschein-
lichkeitsrechnung und Mathematische Statistik be-
wegen sich auf der Ebene TM. Dazu werden Ergeb-
nismengen, Zufallsgréfien, Wahrscheinlichkeitsver-
teilungen und andere Elemente dieser Theorien auf
den Elementen der Ebene RM definiert.

4 Beispiele zur Modellierung stochas-
tischer Situationen

Im Folgenden sollen diese Ebenen an drei exempla-
rischen Beispielen erlautert werden. Dabei zeigt
sich, dass die Ebene der Realmodelle ein entschei-
dendes Mittel zur theoretischen Fundierung von
Grundbegriffen der Beschreibenden Statistik sein
kann. Die beschriebenen Prozesse der Modellierung
sind prototypische Beispiele und sollten mit Schi-
lern sowie insbesondere mit Lehramtsstudierenden
in der skizzierten Weise erarbeitet werden.

Aus Umfangsgrinden wird in diesem Beitrag auf
die Betrachtung von stochastischen Situationen, die
mit Mitteln der Wahrscheinlichkeitsrechnung mo-
delliert werden konnen, verzichtet. FUr diese Situa-
tionen sind die gleichen Betrachtungen anwendbar.

Bei der Modellierung stochastischer Situationen soll
insbesondere auf der Ebene der Realmodelle eine
Prozessbetrachtung verwendet werden, die in Sill
(2010) ausfiihrlich an Beispielen erlautert wurde.
Der Grundbegriff einer Prozessbetrachtung ist der
Begriff ,,Vorgang mit mehreren mdglichen Ergeb-
nissen* bzw. synonym ,,stochastischer Vorgang*. Es
wird dabei zunéchst ein einzelner zeitlich ablaufen-
der Vorgang betrachtet, der beziiglich eines Merk-
mals unterschiedliche Ergebnisse haben kann. Es
werden weiterhin Bedingungen untersucht, die Ein-
fluss auf den Verlauf des Vorgangs und sein Ergeb-
nis haben. Die wiederholten Abl&ufe eines Vor-
gangs, die nacheinander oder gleichzeitig erfolgen
kénnen sowie die dabei herrschenden Bedingungen
werden gesondert betrachtet.

Mit den folgenden Ausfiihrungen wird die Methode
der Prozessbetrachtung angewendet, erweitert und
vertieft. Es werden drei stochastische Situationen
betrachtet, die prototypische fir eine bestimmte Art
von Skalen bzw. Daten sind.




A: Vera macht einen Weitsprung.
B: Maria schreibt eine Mathematikarbeit.

C: Die Geschlechtsmerkmale eines Kindes entwi-
ckeln sich.

Betrachtungen auf der Ebene der realen
Vorgange, Objekte und Zustéande

Im Ergebnis der drei in der Realitat ablaufenden und
z. T. noch andauernden Vorgénge sind reale Objekte
oder Zusténde entstanden:

A: ein Abdruck im Sand,
B: eine geschriebene Arbeit,

C: eine bestimmte Auspragung der priméren, se-
kundéren und tertidren Geschlechtsmerkmale.

Diese realen und konkreten Ergebnisse haben eine
Vielzahl konkreter Eigenschaften, wie etwa:

A: Der Abdruck hat scharfe Kanten.
B: Die Arbeit ist gut leserlich.

C: Die sekundaren Geschlechtsmerkmale sind
schon deutlich ausgepragt.

Das Entstehen der Ergebnisse wurde durch ein
komplexes System von Bedingungen beeinflusst, so
z. B. durch

A: Windstérke und Windrichtungen beim Sprung,
B: konkrete Vorbereitung auf die Arbeit,

C: die genetische Veranlagung des Kindes.

Betrachtungen auf der Ebene der Realmo-
delle

Um die konkret vorliegenden Resultate der realen
Vorgange untersuchen zu kdénnen, muss man sich
zundchst fiir ein interessierendes Merkmal entschei-
den, wie z. B.

A: den Abstand des hinteren Randes eines der Ab-
driicke vom Balken,

B: die erzielte Note in der Arbeit,
C: das Geschlecht des Kindes.

Weiterhin miissen vereinfachende Annahmen ge-
troffen werden, um eine Messung der Eigenschaften
der Objekte vorzunehmen. Das kdnnten z. B. sein:

A: die Konturen des Abdrucks sind erkennbar,

B: die Antworten von Maria kénnen eindeutig in-
terpretiert werden,

C: von Intersexualitat wird abgesehen.

Anschliefend muss man ein Messverfahren festle-
gen, um die konkreten Auspragungen des Merkmals
zu ermitteln. Dazu muss ein Messinstrument bzw.
eine Messskala ausgewahlt werden.

A: Um die Sprungweite zu messen ist ein Band-
maf in Zentimetereinteilung geeignet.

B: Zur Messung der Leistung von Maria muss die
Lehrkraft einen BewertungsmafBstab und eine
Transformation in Noten festlegen.

C: Als Skala werden die Bezeichnungen ,,méinn-
lich* und ,,weiblich* verwendet.

Zur Messung konnen auch andere Messverfahren
verwendet werden. So kann die Sprungweite mit
einem Messgerat mit genauer Einteilung, die Leis-
tung mit den Kategorien ,erfiillt oder ,nicht er-
fiillt“ und das Geschlecht auch auf einer stetigen
Skala von — 1 (ménnlich) bis + 1 (weiblich) auf der
Grundlage des Verhaltnisses der Geschlechtshor-
mone gemessen werden.

Mit den festgelegten Messverfahren lassen sich die
betrachteten Merkmale als Funktionen auf Tréager-
mengen definieren (s. Anhang). Die Definitionen
sind identisch mit bzw. analog zur Definition des
GrolRenbegriffs von Griesel (1997).

Betrachtungen auf der Ebene der theoreti-
schen Modelle

Um die Merkmale mit Mitteln der Wahrscheinlich-
keitsrechnung und mathematischen Statistik weiter
untersuchen zu koénnen, ist ein Ubergang in die
Ebene der mathematischen Modelle dieser Wissen-
schaften erforderlich.

So lasst sich die Sprungweite als ZufallsgréRRe in
folgender Weise definieren:

Die Sprungweite S ist eine Funktion W — R , die
jedem GroRenwert w € W eine Zahl s € R eindeu-
tig zuordnet, d. h. die Funktion ist surjektiv. Ist z. B.
w=acm,soists=a.

Um die Leistung eines Schillers mit dem Modell
von Rasch zu erfassen, wird das theoretische Kon-
strukt ,,mathematische Féhigkeit“ auf der Triger-
menge der Schiler sowie die Ldsungswahrschein-
lichkeit eines Items als Funktion der ,,mathemati-
schen Fahigkeit” definiert.

Man kann ebenfalls das Geschlecht eines Menschen
als Zufallsgroe definieren, indem der Merkmals-
auspragung ,,mannlich” die Zahl 0 und der Merk-
malsauspragung ,,weiblich® die Zahl 1 zugeordnet
wird.




5 Probleme der Polysemie der Begriffe

Bevor Vorschldge zur Verwendung der Grundbe-
griffe im Unterricht gemacht werden, mussen das
Problem der Polysemie der Begriffe und die damit
zusammenhéngenden  Schwierigkeiten  diskutiert
werden.

Die Bezeichnung ,,Vorgang“ wird auf allen drei
Ebenen verwendet, ein Vorgang ist einmal etwas
tatséchlich Ablaufendes (der Weitsprung von Vera),
ein Realmodell (der Weitsprung eines Schiilers mit
vereinfachenden Annahmen) oder ein abstrakter
Begriff auf der theoretischen Ebene (meist als Zu-
fallsexperiment bezeichnet). In unserem Konzept
der Prozessbetrachtung (Sill 2010) ist mit der Be-
zeichnung ,,Vorgang“ sowohl der reale Vorgang
gemeint als auch ein Vorgang auf der Ebene RM im
Schema der Prozessbetrachtung.

Das Wort ,,Ergebnis* bedeutet auf der Ebene R et-
was real Existierendes (ein Abdruck im Sand), auf
der Ebene RM ein mdglicher Wert eines Merkmals,
auch als ,Merkmalsauspragung“ bezeichnet,
(Sprungweite 2 m) und auf der Ebene TM ein Wert
einer Zufallsgrofie oder ein Element einer Ergeb-
nismenge.

In der Umgangssprache haben das Wort ,,Merkmal“
und insbesondere das oft synonym dazu gebrauchte
Wort ,,Eigenschaft zwei verschiedene Bedeutun-
gen. Sie bezeichnen sowohl die Eigenschaft bzw.
das Merkmal im Allgemeinen (das Alter, die Mitar-
beit im Unterricht) als auch eine konkrete Auspré-
gung dieser Eigenschaft bei einer Person oder einem
Objekt (Paul hat ein Alter von 12 Jahren und arbei-
tet gut im Unterricht mit.). Analog wird auch der
Begriff ,,Grofle” sowohl als Bezeichnung fir eine
GroRenart (die Lénge) als auch flr einen konkreten
Wert (Die Lénge ist 2 m.) verwendet. Diese Unter-
schiede werden in der Regel nicht bewusst wahrge-
nommen, da sich die Art der Bedeutung implizit aus
dem Kontext ergibt.

Auf der Ebene R bezeichnet das Wort ,,Merkmal“
eine real existierende Eigenschaft von Objekten
oder Zustanden (der Abstand von Abdruck und Bal-
ken als reale Erscheinung) und auf der Ebene RM
ist ein Merkmal der Name einer Funktion (Sprung-
weite) auf einer Trdgermenge. Auf der Ebene TM
wird die Bezeichnung ,,Merkmal“ in der Regel nicht
verwendet. Der dazu analoge Begriff ist der Begriff
»ZufallsgroRe*.

Unter einer ,,Merkmalsauspragung“ versteht man
auf der Ebene R die reale Ausprégung eines Merk-
mals (der tatsdchliche Anstand von Abdruck und
Balken), und auf der Ebene RM einen Wert eines
Merkmals, also einen Funktionswert. In der Ebene

TM entspricht eine Merkmalsauspragung dem Wert
einer ZufallsgroQe.

6 Probleme der Merkmalsarten

In Fachbiichern zur Beschreibenden Statistik und
zur Wahrscheinlichkeitsrechnung ist in Erklarungen
des Begriffs Merkmal hauptséchlich seine Bedeu-
tung auf der Ebene R implizit enthalten.

,Die Eigenschaft des Merkmaltrégers, die bei der sta-
tistischen Untersuchung von Interesse ist, wird als
Merkmal bezeichnet.” Bourier (2011), S. 8

Obwohl aus der Sicht von Statistikern ein enger
séchlicher Zusammenhang zwischen der Betrach-
tung von Eigenschaften eines Objektes und ihrer
datenmaRigen Erfassung besteht, wird mit den im
Abschnitt 2 aufgefiihrten Merkmalsarten aus der
Literatur allerdings die Ebene R verlassen. In den
Bezeichnungen der Merkmalsarten ist die Art der
Messung des Merkmals bereits enthalten. Ein
Merkmal wie etwa die Sprungweite ist an sich nicht
metrisch oder kategorial, sondern erst bei einer be-
stimmten Art der Messung der Sprungweite kdnnen
diese adjektivischen Attribute verwendet werden.
Dann sollten sie aber nicht auf das Merkmal, son-
dern auf die verwendetet Messskala bezogen wer-
den. So kann etwa die Sprungweite mit einem Mess-
instrument mit einer metrischen Skala (BandmaR),
einer Ordinalskala (Zensur fiir den Sprung) oder
einer Nominalskala (gultig oder ungiltig) erfasst
werden.

Die Stetigkeit ist eine Eigenschaft von Funktionen
bzw. ZufallsgroRen und damit ein Modellbegriff auf
der Ebene TM. Es ist deshalb nur sinnvoll, von ei-
nem stetigen Merkmal zu sprechen, wenn Merkmale
als Funktionen definiert werden. Auf der Ebene RM
ist allerdings aufgrund der Beschranktheit der
Messgenauigkeit der Wertebereich eines Merkmals
stets endlich oder abzahlbar unendlich. Dies hat
wohl zu den Bezeichnungen quasi-stetiges (Fahr-
meir u.a. 2007) bzw. diskretisiertes stetiges Merk-
mal (Henze 2012) gefiihrt.

Der Begriff ,,diskret™ ist ebenfalls ein Begriff auf
der Ebene TM und dort mit den Begriffen ,,endlich*
bzw. ,abzéhlbar“ verbunden. In Verbindung mit
dem Merkmalsbegriff ist die Endlichkeit oder Ab-
zahlbarkeit der Wertemenge gemeint, die sich erst
aus der Festlegung einer Messskala ergibt.

7 Vorschlage fir ein System von Be-
griffen im Unterricht

Die Vorschlige basieren auf folgenden Uberlegun-
gen.




e Angesichts der Vielfalt von existierenden Be-
zeichnungen in der Literatur und der noch unzu-
reichenden begrifflichen Klarheit ist es nicht zu
empfehlen, ein bestimmtes Begriffssystem aus
der Literatur zu Gibernehmen.

o Es sollten keine neuen Bezeichnungen fir be-
stimmte Verwendungsaspekte der Begriffe er-
funden werden.

e Es sollten mdglichst nur solche Worter verwen-
det werden, die auch mehrheitlich in der Litera-
tur vorkommen.

o Die Bedeutungen der Begriffe sollten méglichst
an die umgangssprachliche Bedeutung der Wor-
ter ankniipfen sowie mit ihrer Bedeutung im (b-
rigen Mathematikunterricht Gbereinstimmen.

Vorgang und Ergebnis

Eine Unterscheidung der verschiedenen Bedeutun-
gen dieser Worter in den verschiedenen Ebenen
sollte nicht mithilfe besonderer Bezeichnungen oder
adjektivischer Zuséatze erfolgen, da in der Regel aus
dem Zusammenhang hervorgeht, welche Bedeutung
gemeint ist. Es ist an vielen Stellen im Mathematik-
unterricht 0blich, das gleiche Wort und auch das
gleiche Symbol fur unterschiedliche Dinge zu ver-
wenden. So wird mit ,,Radius eines Kreises* sowohl
eine Menge von bestimmten Strecken als auch die
Lange einer dieser Strecke bezeichnet.

Mit der vorgeschlagenen Bezeichnung ,,stochasti-
scher Vorgang* soll lediglich zum Ausdruck ge-
bracht werden, dass es sich um einen Vorgang han-
delt, der mit Mitteln der Stochastik (im weiten Sin-
ne) untersucht werden kann.

Merkmal und Merkmalsarten

Im Mathematikunterricht sollte das Wort ,,Merk-
mal“ und synonym dazu ,,Eigenschaft in ihren bei-
den oben genannten Bedeutungen als allgemeine
Kategorie und konkrete Auspragung auf der Ebene
R verwendet werden, wie es auch im Alltag und
anderen Fachern der Fall ist. Auf der Ebene RM
sollte zwischen dem Merkmal als Name einer Ei-
genschaft (einer Funktion) und einer ,,Merkmals-
auspragung‘ als einem der realen Auspragung des
Merkmals zugeordneten Wert unterschieden wer-
den.

Eine Unterscheidung von Merkmalsarten halte ich
nicht fur sinnvoll und schlage vor, im Unterricht auf
samtliche Klassifizierungen von Merkmalen zu ver-
zichten. Dies entspricht zudem der iblichen Ver-
wendung des Begriffs Merkmal im Unterricht; so

wird etwa der Flacheninhalt eines Dreiecks nicht als
stetiges Merkmal und die Dreiecksarten werden
nicht als kategoriales Merkmal bezeichnet.

Die genannten epistemologischen Unterschiede in
der Verwendung des Begriffs Merkmal sollten im
Unterricht nicht thematisiert werden.

Genauso wenig wie die Definition des GrofRenbe-
griffs von Griesel Gegenstand des Unterrichts ist,
sollten die vorgeschlagenen Definitionen des Be-
griffs Merkmals auf der Ebene RM im Unterricht
behandelt werden. Dies kann hdchstens Gegenstand
der Lehrerausbildung sein.

Skalen und Skalenarten

Betrachtungen zum Messen sollten im Unterricht als
eine wesentliche Grundlage der Begriffshildungen
angesehen werden. Messen kann dabei als Zuord-
nung von Bezeichnungen, Zahlen oder GroRen zu
Objekten unter Verwendung einer Messskala, kurz
Skala, erklart werden. Das Wort ,, messen* wird im
Mathematik- und naturwissenschaftlichen Unter-
richt im engeren Sinne als Bestimmen von Grof3en-
werten mit einem Messinstrument verwendet. Die
Schiiler kennen den Begriff Skala als Bezeichnung
flr die Einteilungen auf den Messgeréaten, etwa als
Temperaturskala.

Im Statistikunterricht wird ein erweiterter Begriff
des Messens benétigt, der sich aber implizit durch
die Arbeit mit den verschiedenen Skalen ausbildet.

Es ist fiir die Schule ausreichend, drei verschiedene
Skalenarten zu unterscheiden, die durch die unter-
schiedlichen Relationen zwischen den Skalenwerten
charakterisiert werden kénnen.

Eine Nominalskala enthalt lediglich Bezeichnungen,
zwischen den Bezeichnungen gibt es keine Relatio-
nen, ihre Reihenfolge kann beliebig vertauscht wer-
den. Fur das Wort Bezeichnung wird auch der Be-
griff Kategorie verwendet, der aber fur die Schule
aufgrund seines abstrakten Charakters weniger ge-
eignet ist.

Die Werte einer Rangskala bilden eine Rangfolge,
die Grolie des Abstandes zwischen zwei Werten der
Skala kann nicht angegeben werden. Die in der Lite-
ratur auch verwendete Bezeichnung Ordinalskala
halte ich in der Schule aus sprachlichen Griinden fir
weniger gunstig.

Die den Schulern bekannten Messskalen zum Mes-
sen im engeren Sinne sollten jetzt als metrische
Skala bezeichnet werden. Bei dieser Skala l&sst sich
der Abstand zwischen Werten als Zahlenwert ange-
ben. Eine weitere Unterteilung metrischer Skalen in
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Intervall-, Verhaltnis- oder Absolutskalen ist fir
unterrichtliche Zwecke nicht erforderlich.

Die Empfehlungen fur geeignete statistische Kenn-
groBen und grafische Darstellungen kdénnen auch
ohne die Verwendung von Merkmalsarten alleine
durch die Unterscheidung der verschiedenen Arten
von Messskalen erfolgen.

Mit den Skalenarten wird auf die Beschriftung und
Skalierung der Merkmalsachse orientiert, sodass
sich gut Empfehlungen fur grafische Darstellungen
anschliel3en lassen.

Eine explizite Bezeichnung der Skalenarten sollte
erst ab KI. 7/8 erfolgen. Bis dahin ist eine Unter-
scheidung der zugeordneten Datenarten ausreichend.

Daten und Datenarten

,Daten” ist ein zentraler Begriff der Statistik und
kann im Unterricht in folgender Weise beschrieben
werden: Nachdem zur statistischen Erfassung eines
Merkmals ein geeignetes Messverfahren und damit
eine Messskala ausgewdéhlt wurde, kénnen die je-
weiligen Merkmalsauspragungen an den Merkmals-
tragern ermittelt werden. Die so ermittelten Werte
werden als Daten bezeichnet. Daten sind also ,,re-
gistrierte Merkmalsauspragungen* (Kiitting & Sauer
2011, S. 10). Eine Unterteilung von Datenarten soll-
te in Anlehnung an die Skalenarten erfolgen. Dies
fuhrt zu den Bezeichnungen Nominaldaten (Be-
zeichnungen), Rangdaten und metrische Daten. Eine
Unterscheidung dieser drei Datenarten sollte in allen
Bildungsgangen zum sicheren Wissen und Kodnnen
gehdren und bereits in der Grundschule beispielhaft
betrachtet werden. Damit kénnen ebenfalls Uberle-
gungen und Hinweise zur Planung und Auswertung
statistischer Untersuchungen formuliert werden,
insbesondere zur Transformation von Daten.

8 Bemerkungen zu weiteren Begriffen
und Sprechweisen

In der Literatur wird oft anstelle des Begriffs
Merkmal der Begriff Variable verwendet (Fahrmeir
u.a. 2007, Schéfer 2010). Mit Blick auf die Anwen-
dung der Statistik, insbesondere auch die Verwen-
dung von Statistikprogrammen, sollte in oberen
Klassen diese Bezeichnung thematisiert werden.

Unter einem latenten Merkmal (einer latenten Vari-
ablen) versteht man ein theoretisches Konstrukt zu
einem (realen) Merkmal eines Objektes, das nicht
direkt gemessen werden kann, wie z. B. die Sprung-
fahigkeit oder die mathematische Féhigkeit. Unter
Verwendung dieses Wortes sollte der Sachverhalt

bei entsprechenden Untersuchungen Gegenstand des
Unterrichts sein.

Formulierungen wie ,,Messen heift Vergleichen mit
Einheiten“ oder ,,Groflen sind messbare Merkmale
von Objekten* konnen nicht mehr in dieser Allge-
meinheit verwendet werden, wenn der Begriff ,,mes-
sen“ in der vorgeschlagenen Weise allgemein ge-
fasst wird. Sie gelten nur bei metrischen Skalen.
Auch die Verwendung der Bezeichnung ,,Messda-
ten als Synonym fiir ,,metrische Daten® ist proble-
matisch, da auch andere Datenarten gemessen wer-
den konnen. Auf diese Sprechweisen und Bezeich-
nungen muss aber im Unterricht nicht verzichtet
werden, wenn aus dem Zusammenhang hervorgeht,
welche Skalenart gemeint ist.
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Anhang
Definition Merkmal Sprungweite

Es sei T die Menge aller giiltigen und messbaren
Weitspringe und W die Menge aller mdglichen
Messwerte. Die Sprungweite w ist eine Funktion
T — W mit folgenden Eigenschaften:

1. Zujedemy e Wgibteseint e T mit w(t) =y.

2. Im Wertebereich W ist eine Verknipfung
/W x W — 9* definiert, die folgende Bedin-
gungen erfullt:

a) (x/y)-(y/2z)

b) Wenn x /vy
X,y e W

xlz firallex,y,z eW

1, dann ist x = y fir alle

Bei einem Messgerdt mit Zentimetereinteilung gilt:
W:1cm,2cm,3cm, ..., 1000 cm und es ist

X/y:=—= mitx=acmundy="Dbcm fir alle
abe{1,2,3,4,... 1000}

SRS

Definition Merkmal Note

Es sei T die Menge aller mdglichen Schiilerarbeiten
bei einer Klassenarbeit und W die Menge der Noten.
Die Note N ist eine Funktion 7 — W mit folgenden
Eigenschaften:

1. Zujedemy e Wgibteseint e T mit N(t) = .

2. Im Wertebereich W ist eine Relation R definiert,
die folgende Bedingungen erfullt:

a) WennxRy undy R x, dann ist x =y fir al-
lex,yeW

b) EsqgiltxRxfirxe W

c) WennxRyundyR z danngilt xR z fir
allex,y,z e W

Dabei ist W = {Note 1, Note 2, Note 3, Note 4, Note
5, Note 6} und R: Die Note ist besser oder gleich
mit Note x R Note y, wenn x <y fiir alle x, y € {1, 2,
3,4,5, 6}

Definition Merkmal Geschlecht

Es sei T die Menge aller Menschen mit einem ein-
deutig bestimmbaren biologischen Geschlecht und
W = {mannlich, weiblich}. Das Geschlecht G ist
eine Funktion 7'— W mit folgenden Eigenschaften:

Zu jedemy e Wgibteseint e T mit G(t) = .

Anschrift des Verfassers

Hans-Dieter Sill
Institut fur Mathematik
Universitat Rostock
Ulmenstr. 69

18057 Rostock

hans-dieter.sill@uni-rostock.de




