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5.5 Vierecke 8 *  Wiederholung von Quadrat, Rechteck, Trapez und Parallelogramm

Vierecksarten » Einfuhren von Rhombus und Drachenviereck
» Eigenschaften und Begriffsbeziehungen
» Konstruktion von Vierecken
— Diff.:
*  Arbeiten mit Mengendiagrammen
*  Ausbilden erster Kenntnisse zur Festlegung von Begriffen durch
Angabe eines Oberbegriffes und artspezifischer Merkmale

Innenwinkelsumme im * Finden und Anwenden das Satzes Uber die Innenwinkelsummeim
Viereck Viereck

5.6 Korper 10
Riickblick Volumen 2 » Festigung der GréfRenvorst. und des Umrechnens zum Volumen
Merkmale und Eigenschaf- 2 »  Wiederholung von Merkmalen und Eigenschaften von Wiirfeln, Qua-
ten von Korpern dern, Pyramiden, Zylindern, Kegeln und Kugeln
Schragbilder und Netze 4 *  Wiederholung der Schrégbilddarstellung von Quadern

» Schrégbilder von Pyramiden

» Entwicklung des réumlichen Vorstellungsv. durch Arbeit mit Netzen
— Diff.: Entdecken des Eulerschen Polyedersatzes

Volumen und Oberflachenin- 2 » Berechnen des Oberflacheninhalts von Quadern
halt von Quadern »  Wiederholung der Volumenberechnung von Quadern
— Essollten die Kenntnisse zur Arbeit mit sinnvoller Genauigkeit gefe-
stigt werden.
5.7 Gemischte Aufgaben 5 Auswahl von Schwerpunkten entsprechend der Klassensituation

» Festigung: Dreiecksarten; Seiten-Winkel-Beziehungen; besondere
Linien in Dreiecken

» Festigung der Winkelsdtze am Dreieck und an geschnittenen Geraden

» Umfang und Flachenberechnungen

» Konstruktion von Bewegungen

» Anfertigen von symmetrischen Mustern

*  Anwenden geometrischer Konstruktionen,
insbesondere mal3stébliche Zeichnungen

» Ld&sen formaler Konstruktionsaufgaben

» Entwicklung des raumlichen Vorstellungsvermdgens durch Arbeit
mit Schrégbildern und Netzen

« Kongruenz von Figuren und Korpern

e Zusammengesetzte Korper (Zusatz)

Summe: 70

Standpunkte und Hinweise zur Behandlung des Themas

Entwicklung von Vor stellungen bei Spiegelungen, Ver schiebungen und Drehungen

Mit den Begriffen Spiegelung, Verschiebung und Drehung verbinden die Schillern Vorstellungen aus dem Alltag, an die
angekniipft werden sollte. Die Abstraktion der realen Vorgange zum mathematischen Begriff einer geometrischen Abbil-
dung ist ein langer und anspruchsvoller Prozess, der in der Klasse 6 nur in Anséatzen begonnen werden kann.

Es gibt eine Reihe von Unterschieden in den inhaltlichen Vorstellungen zu dem bereits in Klasse 5 behandeltem Spiege-

lungsbegriff einerseits und Verschiebungen bzw. Drehungen andererseits, die im Unterricht beachtet werden sollten:

— Mit dem Begriff Spiegelung ist sowohl der Vorgang des Spiegelns, al's das Vorliegen eines Spiegelbildes zu einem
Original verbunden. Dabel werden z.T. raumliche Objekte auf eine Ebene abgebildet (Spiegelbild im Wasser). Mit
Verschiebung und Drehung werden dagegen vor allem die Vorgange des Verschiebens bzw. Drehens eines Gegenstan-
des erfasst. R&umliche Objekte bleiben dabel raumlich.

— Waéhrend bei einer realen Spiegelung auch das Original noch sichtbar ist, ist nach einer mechanischen Verschiebung
bzw. Drehung eines K érpers immer noch nur ein Kérper vorhanden, der lediglich seine Lage verandert hat. Dies
andert sich, wenn durch Verschieben bzw. Drehen z. B. einer Schablone Muster und Ornamente hergestel It werden.
Hierbei wird aber meist die Verschiebung bzw. Drehung mehrmals nacheinander ausgeftihrt, so dass eine Reihe von
deckungsglei chen Figuren vorhanden ist. Eine erneute Spiegelung einer Figur (an der gleichen Spiegelgeraden) fuhrt
dagegen wieder auf die Ausgangsfigur zurtick.
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— Waéhrend bei einer Verschiebung bzw. Drehung das Aussehen der Figur meist nur wenig gedndert wird, sieht eine
gespiegelte Figur oft anders aus als das Original (z. B. Spiegelschrift).

DieVorstellung der geometrischen Abbildungen als mechanische Bewegungen sind fiir die meisten Verwendungen der

Abbildungen bis zur Klasse 10 ausreichend und oft sinnvoll:

— Beim Konstruieren von Bewegungen kann durch das gedankliche Ausfihren einer solchen mechanischen Bewegung
das Ergebnis der Aufgabe gut vorhergesehen und skizziert werden.

— Fur das Finden von Begrindungen durch Betrachten von Bewegungen ist die Vorstellung der mechanischen Bewe-
gung von Strecken oder Teilfiguren ausreichend und sinnvoll.

— Der Kongruenz- und der Ahnlichkeitsbegriff wird als Relation zwischen zwei Figuren gebildet. Die Vorstellung einer
Abbildung einer Ebene auf sich ist nicht erforderlich.

— Bei der Bildung des Funktionsbegriffesist ein Bezug zu geometrischen Abbildungen als Beispiel fur Funktionen
nicht erforderlich und wird auch kaum verstandlich.

Ansétze fir Verallgemeinerungen, die erst in der Oberstufe bei der Behandlung der Analytischen Geometrie und Linea-

ren Algebra bendtigt werden, sind in folgender Weise mdoglich:

— Eskann verdeutlicht werden, dass es bei den Bewegungen nur auf den Ausgangs- und den Endzustand ankommt.

— Eswerden 6fter die Begriffe Origina und Bild mit den entsprechenden Bezeichnungen (A’) verwendet.

— Eswird die Abbildung von Punkten und nicht nur von Figuren betrachtet. Damit wird deutlich, das eine gegebene
Abbildungsvorschrift im Prinzip auf jeden Punkt der Ebene angewendet werden kann.

Verhaltnisvon I dentifizierungen und Realisierungen von Bewegungen

Es wird empfohlen, den Aufgaben zur Identifizierung von Bewegungen (Erkennen, ob eine Figur oder Teile einer Figur
auf eine andere Figur oder andere Teile der Figur abgebildet werden kdnnen) aus folgenden Griinden ein grof3eres
Gewicht beizumessen:

— Einwichtiges Ziel der Behandlung von Bewegungen ist die Beschreibung und Analyse von Erscheinungen in der
Umwelt der Schiller. Dabei geht es vor allem um das Erkennen und Beschreiben von Symmetrien (Axialsymmetrie,
Verschiebungssymmetrie, Drehsymmetrie). In diesen Fallen sind das Original (das Grundmuster) und oft mehrere
Bilder vorhanden und es muss die Abbildung zwischen ihnen erkannt und beschrieben werden.

— Betrachtungen zur Deckungsgleichheit von Original und Bild kénnen motivierter erfolgen. Bei der Durchfiihrung von
Bewegungen ist es fir die Schiler selbstverstandlich, dass das Bild zum Origina deckungsgleich ist, da mit den Vor-
stellungen einer mechanischen Bewegung sich die Form der Figur bei einer Bewegung nicht éndert. Bei der Identifi-
zierung von Bewegungen ist die Deckungsgleichheit eine notwendige Bedingung fir das Vorliegen einer Bewegung.
Sind die Figuren nicht deckungsgleich, kénnen sie auch nicht durch eine Bewegung auseinander hervorgegangen
sein.

— Bel den spéateren Anwendungen der Bewegungen zum Finden von Begriindungen bzw. Beweisen liegen in der Regel
immer Original und Bild vor und es ein Bewegung zu finden, die z. B. eine Strecke oder eine andere Teilfigur auf eine
andere Strecke oder Teilfigur abbildet.

— DasKoénnen im Konstruieren von Bewegungen wird im folgenden Unterricht bei Konstruktionsaufgaben kaum noch
benttigt.

Das Redlisieren von Bewegungen (Herstellen bzw. Konstruieren von Figuren durch eine Bewegung) sollten mit folgen-

den Zielsetzungen erfolgen:

— DasAusfiihren gegenstandlicher Handlungen (z. B. Arbeit mit Schablonen) férdert die Entwicklung anschaulicher
Vorstellungen zu den Bewegungen.

— DasAnfertigen von Ornamenten und Mustern (z. B. Parkettierungen) tragt zur Gestaltung eines projektorientierten
Unterrichts bel und fordert die Entwicklung des asthetischen Empfindens.

— Durch das Konstruieren werden die Zeichenfertigkeiten gefestigt und das L 6sen von Konstruktionsaufgaben vorbe-
reitet.

Entwicklung von Kenntnissen und Fahigkeiten im Beweisen

Mit dem Innenwinkelsatz sollen die Schiller erstmalig explizit einen vollsténdigen mathematischen Beweis kennenler-
nen. Dabei sollte an die Einstellungen und Gewohnheiten zum Begriinden angekniipft werden. Ein mathematischer
Beweisist nichts anderes als eine | lickenl ose Kette von Begriindungen. Es sollte unterschieden werden zwischen dem
Finden eines Beweises und seiner schriftlichen Darstellung. Das Entscheidende beim Beweisen ist das Finden der
Beweisideen, also der Uberlegungen oder Sétze, die als Begriindungen verwendet werden konnen. Die schriftliche Dar-
stellung eines Bewei ses entspricht der Ausfiihrung des Ldsungsplanes, die erst erfolgen sollte, wenn man genau weil3,
wie man vorgehen mdchte.

Eine wichtige Vorstufe fur exakte formale Beweise, die hohe Anforderungen an das Abstraktionsvermégen stellen, sind
bei spi el gebundene Begriindungen. So kann die Grundidee des Beweises des | nnenwinkel satzes ausgehend von einem
konkreten Berechnungsproblem (gegeben sind zwei Innenwinkel, die Grof3e des dritten ist gesucht) gefunden werden.
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Das Vorgehen in konkreten Fall (Einzeichnen einer Parallelen und Berechnen aller Winkel) kann zum allgemeinen

Beweis mit Variablen verallgemeinert werden.

Der mathematische Beweis sollte von andern Formen des Beweisensin den Natur- und Gesell schaftswissenschaften

abgegrenzt werden, ohne diese Formen zu diskreditieren. Das Ausmessen der Winkel vieler Dreiecke ist bei Beriicksich-

tigung der unterschiedlichen Dreiecksarten durchaus von grof3er Beweiskraft und durfte alle Schiler von der Richtigkeit

des Satzes Uiberzeugen. Das besondere eines mathemati schen Bewel ses ist, dass man ohne Messen auskommt und alleine

durch Uberlegungen eine Begriindung fur die Richtigkeit der Aussage finden kann.

Als Motiv fur das Filhren eines Beweises sollten in der Regel nicht Zweifel an der Richtigkeit der Behauptung herange-

zogen werden. Diesist meist wenig glaubwirdig, zumal wenn der Satz durch Verallgemeinerung aus Beispielen gefun-

den wurde und die Schiller die Erfahrung gemacht haben, dass sich die im Unterricht gefundenen Vermutungen stets als

richtig erweisen. Hauptmotiv fir einen Beweis sollte das Suchen nach einer | ickenlosen und moglichst kurzen Kette von

Begrindungen sein.

Eine wichtige heuristische Strategie beim Finden von Beweisideen ist das Riickwértsarbeiten. Analog dem Vorgehen bei

Sachaufgaben wird vom Gesuchten, der Behauptung, ausgegangen. Es kann nun gefragt werden, woraus die Behauptung

unmittelbar folgen wirde bzw. welche Sétze eine dhnliche Behauptung haben und somit als Beweismittel dienen konn-

ten. Beim Finden des Beweises des Innenwinkel satzes (bzw. bei einem konkreten Berechnungsproblem) sind folgende

Uberlegungen in dieser Richtung moglich:

— Dadie Summe zweier Nebenwinkel 180° betragt, miisste versucht werden, einen Nebenwinkel eines Innenwinkelsin
eine Summe aus den anderen beiden Innenwinkel zu zerlegen.

— Daein gestreckter Winkel 180° betragt, musste versucht werden, ale drei Innenwinkel zu einem gestreckten Winkel
zusammenzulegen.

Wurde auch der Satz Uber entgegengesetzt liegende Winkel behandelt, ist noch ein dritter Zugang mdglich, der sofort

zum Einzeichnen der Parallele fihrt.

Behandlung des Begriffes Kongruenz

Es sollte keine Definition der Kongruenz im engen Sinne erfolgen, sondern ein System von Aussagen und Merkmalenin

seiner Gesamtheit und Verflechtung vermittelt werden. Dazu gehtren folgende Merkmale und Beziehungen:

Kongruent kdnnen nur zwei (oder mehrere) Figuren zueinander sein.

Kongruent heif3t deckungsgleich. Bei Strecken, Winkel, Kreisen und Quadraten kann man anstelle ., kongruent” auch

~gleich® oder , gleich grof3* sagen.

— Kongruente Figuren stimmen in Form und Gréf3e tberein.

— Inkongruenten Figuren sind alle einander entsprechenden Seiten und Winkel gleich grof3.

— Durch eine Spiegelung, Verschiebung, Drehung oder eine Hintereinanderausf iihrung dieser Abbildungen lassen sich
kongruente Figuren aufeinander abbilden.

— Durch eine Spiegelung, Verschiebung, Drehung oder eine Hintereinanderausf iihrung dieser Abbildungen kann man
Zu einer Figur eine zu ihr kongruente erzeugen.

Der Kongruenzbegriff sollte fir beliebige Figuren gebildet und erst dann auf Dreiecke eingeschrénkt werden. Als Zusatz

kann auch auf die Kongruenz von Kérpern hingewiesen werden.

Es sollten auch materielle Handlungen (zur Deckung bringen) sowie das Messen und Vergleichen entsprechender Strek-

ken und Winkel geplant werden.

Konstruktion von Mittelsenkrechten und Winkelhalbierenden

Es wird ein problemhafte Erarbeitung der Konstruktionen empfohlen, um das L 6sen geometrischer Konstruktionsaufga-
ben weiter vorzubereiten. Als Orientierung fur die Losungsverfahren ist die Verwendung einer Raute (ohne den Begriff
zu verwenden) maglich. Damit kann auch eine Begriindung der Konstruktionen mithilfe der Eigenschaften gleichschenk-
liger Dreiecke erfolgen, so dass Kongruenzsétze nicht bendtigt werden. Fir spétere Anwendungen sollten Mittel senk-
rechte und Winkel halbierende als Punktmengen mit bestimmten Eigenschaften charakterisiert und entsprechende
Umkehraufgaben gel 6st werden (Wo liegen Punkte mit diesen Eigenschaften?).

Mittel senkrechte und Winkel halbierende sollten mit Zirkel und Lineal gezeichnet werden, da diese Linien mit einem
Geodreieck in den meisten Féllen nicht oder weniger effektiv zu zeichnen sind. Beim Errichten von Senkrechten und Fal-
len eines L otes sollte wie bisher mit einem Geodreieck gearbeitet werden, daesviel einfacher und ebenso genau ist.

Konstruktion von Dreiecken

Es wird nicht empfohlen, die Aufgaben zum Konstruieren von Dreiecken auf der Grundlage der Kongruenzsétze zu typi-
sieren und jeweils ein spezielles (algorithmisches) Konstruktionsverfahren zu vermitteln. Das Konstruieren von Dreiek-
ken solltein eine allgemeine Vorgehenswei se zum L &sen geometrischer Konstruktionsaufgaben eingeordnet und als

L 6sen problemhafter Aufgaben behandelt werden. Diese Vorgehensweise (M ethode der Bestimmungslinien) wurde
bereits bei den Konstruktion von Bewegungen und bei der Konstruktion von Mittel senkrechten und Winkel hal bierenden
vorbereitet. Sie lasst sich ebenso auf die Viereckskonstruktionen und die Konstruktion von Schragbildern und Zweitafel-
bildern anwenden.
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Die Hauptschritte beim Ldsen einer geometrischen Konstruktionsaufgabe kénnen als Analogie zu den Hauptschritten
beim L 6sen von Sachaufgaben erarbeitet werden. Esist alerdings sinnvoll, die beiden ersten Schritte zum Lésen von
Sachaufgaben zu einem Schritt zusammenzuziehen, da das Erfassen des Sachverhaltes beim Ldsen der formalen Kon-
struktionsaufgaben in der Regel nicht erforderlich ist. Ist die Konstruktionsaufgabe in einen auf3ermathematischen Sach-
verhalt eingebettet, so ist sie zundchst als Sachaufgabe zu behandeln und erst nach der Mathematisierung als
Konstruktionsaufgabe anzusehen. Der vierte Schritt beim L ésen einer Konstruktionsaufgabe, der in der Fachsprache als
Determination bezeichnet wird, entspricht ebenfalls nicht im vollen Umfang dem letzten Schritt beim Ldsen von Sach-
aufgaben. Er spiegelt eine Besonderheit des L 6sens von Konstruktionsaufgaben, die haufige Existenz mehrerer z.T. kon-
gruenter Ldsungen, wider.

Bei der Formulierung der Konstruktionsaufgaben wurde die in der Fachsprache Ubliche Sprechweise ,, Konstruiere ein
Dreieck aus...." mdglichst vermieden und die Formulierung , Konstruiere alle Dreiecke aus...” verwendet, um die Schiiler
deutlicher auf die Suche nach allen Lésungen zu orientieren. Die Aufgabenstellung ,, Konstruiere ein Dreieck....” ist for-
mal bereits erfiillt, wenn eine L 6sung gefunden wurde.

Die Bezeichnung ,, Stiicke eines Dreiecks* sollte nicht auf Seiten und Winkel eingegrenzt, sondern im Sinne von ,,gege-
bene Angaben” verwendet werden, d.h. auch Héhen, Mittel senkrechte, Winkel hal bierende und andere Linien kénnen
Stiicke sein.

Das Konstruieren von Dreiecken wird mit Blick auf spéatere Anwendungen gleich mit dem Anfertigen mal3stablicher
Zeichnungen verbunden, aus denen die Grof3e von Strecken und Winkeln durch Messen ndherungswei se ermittelt werden
kann.

Behandlung der Methode der Bestimmungslinien

Die Methode der Bestimmungslinien ordnet sind in die algemeine VVorgehenswei se zum L 6sen von Konstruktionsaufga:
ben als Mdglichkeit zum Finden von Lésungsideen ein.

Die Grundgedanken der Methode ergeben sich aus dem Riickfihrungs- und dem Zerlegungsprinzip.

Alle Konstruktionsaufgaben lassen sich auf das Bestimmen von Punkten zurtickfihren. Diesist spéter insbesondere fur
die Konstruktion von Schrég- und Zweitafel bildern von Bedeutung.

Punkte kdnnen mit Ausnahme des ersten oder der ersten Punkte einer Konstruktion nur als Schnitt zweier Linien festge-
legt werden. Der entscheidende Gedanke und auch gleichzeitig das schwierigste Problem bei der Aneignung der
Methode ist die Zerlegung des Problems der Schnittpunktbestimmung in zwel voneinander unabhangige Teilprobleme,
namlich die Ermittlung je einer der beiden Linien, die die Lage des Punktes bestimmen. Dazu werden die Bedingungen,
die der Punkt erfiillen soll, einzeln fr sich betrachtet und zunéchst alle Punkte bestimmt, die je eine der Bedingungen
erflllen. Die beiden Bedingungen fiir den gesuchten Punkt ergeben sich aus den gegebenen Stiicken. Dazu sind aber wei-
tere Uberlegungen erforderlich, da der Zusammenhang zwischen gegebenem Stiick und damit verbundener Bedingung
bzw. Eigenschaft des Punktes nicht auf der Hand liegen. So ist mit einer gegebenen Dreieckseite der Abstand des gesuch-
ten Punktes zu einem Eckpunkt festgelegt und alle Punkte, die diese Bedingung erfiillen, liegen auf einem Kreis. Ist eine
Hohe gegeben, so ist der Abstand eines Punktes von einer Geraden festgelegt und alle Punkte, die diese Bedingung erfil-
len liegen, auf einer Parallelen zu dieser Geraden.

Der gesuchte Punkt bzw. bei mehreren Ldsungen die gesuchten Punkte sind dann alle Schnittpunkte der beiden Bestim-
mungslinien. Um alle L&sung zu finden und den Grundgedanken der isolierten Betrachtung der beiden Linien zu ver-
deutlichen, sollten die Linien moglichst vollstandig gezeichnet und keinesfalls auf kleine Kreishogen reduziert werden.
Die Bezeichnung ,, Methode der Bestimmungslinien® braucht nicht vermittelt werden, da sie entbehrlich ist. In der Fach-
sprache sind auch die Bezeichnungen ,, Methode der Punktmengen* oder ,, Methode der geometrischen Orter* (iblich.
Zur Aneignung der Methode sind spezielle Aufgabenstellungen und ein zielgerichtetes Arbeiten erforderlich. Vor dem

L 6sen der Ublichen Konstruktionsaufgaben fur Dreiecke sollten nacheinander folgende Aufgabengruppen behandelt wer-
den:

— Konstruktion aller Punkte, die eine Bedingung erfiillen

— Konstruktion aller Punkte, die zwei Bedingungen erflllen

— Ermittlung der Bedingung und der dazugehtrigen Bestimmungslinie aus einem gegebenen Stiick

— Ermittlung der zwei Bedingungen und der dazugehdrigen Bestimmungslinie bei zwei gegebenen Stiicken

Arbeit mit Konstruktionsbeschreibungen

Zu einer formalen mathematischen L ésung einer Konstruktionsaufgabe gehdrt eine Konstruktionsbeschreibung, wahrend
die Ausfiihrung der Konstruktion nicht erforderlich ist. Allerdings muss dann auch der Beweis durchgefiihrt werden, dass
alle nach der Beschreibung konstruierten Figuren den gegebenen Bedingungen entsprechen. Dieses Vorgehen ist fir die
Schule ungeeignet, da es gemessen an der Bedeutung der Aufgaben zu hohe Anforderungen stellt.

Das Beschreiben von Konstruktionen ist eine gute Moglichkeit zur sprachlichen Schulung im Mathematikunterricht und
sollte als kommentierendes Arbeiten genutzt werden. Wird ein L ésungsplan nach der Methode der Bestimmungslinien
aufgestellt, so ertibrigt sich die schriftliche Fixierung einer Konstruktionsbeschreibung, da durch den Plan die Handlung
hinrei chend beschrieben werden.



