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Standpunkte und Hinweise zur Behandlung der Propoiibnalitat

Behandlung von Zusammenhangen und Zuordnungen

Der Zuordnungsbegriff ist ein allgemeines mathescates Modell, das erst im Zuge der mengentheohetisc
Fundierung der Mathematik im 19. Jahrhundert entstand eine Erfassung unterschiedlichster
Zusammenhange und Relationen innerhalb und auBettkaMathematik erlaubt. Den Schilern ist dieser
Begriff in verschiedenen Zusammenhangen seit derdPstufe begegnet (Vorgéanger, Nachfolger einet,Zah
Original und Bildfigur bei Bewegungen, Zahlen uruhRte eines Zahlenstahls, Bruch - Reziprokes). Im
Stoffgebiet Proportionalitéat soll ein weiterer Stthn der Entwicklung des Zuordnungs- und damg de
Funktionsbegriffes erfolgen. Die bisherigen, maisthr impliziten und innermathematischen Verwendange
sollen durch die explizite Verwendung des Begtikés der Betrachtung von Zusammenhangen von Grol3en
erganzt und angereichert werden.

Durch die ausschlief3lich mengentheoretische Betnagsweise von Gréfienbeziehungen als Zuordnung von
Werten werden wesentliche Anwendungsaspekte irHilgergrund gedrangt. In der Geschichte des
Funktionsbegriffes ging es ebenfalls zunachst usnktéassen von Zusammenhéngen und Abhangigkeiten vo
GrofRen durch geschlossene mathematische Ausdriackeie Betrachtung von Verdnderungen der einen &rofl3
bei Veranderung der anderen GréRRe (funktionaleaBbtungen). Diese Entwicklungsetappe der matheohatis
Theorie wird auch dem Stoffgebiet ProportionalitétGrunde gelegt.

Als zentraler Untersuchungsgegenstand wird destelizusammenhang von Grol3en gewahlt. Die statische
Betrachtung der Zuordnung von Grdf3en wird zu Gundymamischer Betrachtungen zur Art des
Zusammenhangs der beiden Gré3en in den Hintergreddingt. Die Betrachtung von Zusammenhéngen und
gegenseitigen Abhangigkeiten dient auch der Voitwerg der Proportionalitat

Zum Verhaltnisbegriff

Die Proportionalitat ist mathematisch mit dem Vétriidbegriff verbunden. Direkte und umgekehrte
Proportionalitéat kbnnen Uber die Gleichheit besttemverhaltnisse definiert werden. Der
Proportionalitéatsfaktor muss bei zahlreichen Anwergen als ein Verhéltnis aufgefasst werden. Zuritiumg
eines fehlenden Wertes einer Grol3e kann eine Maisgleichung aufgestellt werden. Es ist sogar intgl
samtliche Berechnungsaufgaben auf das AufstelldrnLdsen von Verhéltnisgleichungen zurtckzufuhren.
Allerdings ist mathematisch auch eine BehandlungPdeportionalitat als besondere Form einer fumktien
Abhéngigkeit weitgehend ohne Verwendung des Venmtsliegriffs und der Proportionen méglich.

Es muss unterschieden werden zwischen Verhaltnglsahartiger GréRen (Mal3stab, Mischungsverhéltnis
Chancenverhaltnis, Verhaltnis von Anzahlen) und darhaltnis verschiedenartiger Gro3en.

Unter proportionalem Denken wird meist Denken imh&dtnissen verstanden. Es wurde in zahlreichen
psychologischen und didaktischen Untersuchungegebiend erforscht. Dabei zeigte sich u.a., dass ein
erheblicher Teil der Schiler bis zum Alter von efi&alahren grofRe Probleme im Umgang mit Proporntidiae
und die allgemeine Intelligenz hoch mit proportiema Denken korreliert.

Bei aller Schwierigkeit des Verhaltnisbegriffes udet altersbedingten Probleme im proportionalenkean
kann auf diesen mathematisch wichtigen und praktiedeutsamen Begriff nicht verzichtet werden. iEteb
sich an, im Anschluss an seine Entwicklung in dercBrechnung (erstmalig Bezlige zwischen Bruch, @obt
und Verhaltnis verdeutlicht) eine weitere EtappeSitoffgebiet Proportionalitéat zu konzipieren.

Im engen Zusammenhang mit der direkten Proporiigtalerden Betrachtungen zum Verhaltnis der eieand
entsprechenden Werte der Grol3en angestellt. Nedrdardrbeitung der Gleichheit dieser Verhaltnidsesin
notwendiges Merkmal fiir direkte Proportionalitatdvilas Verhaltnis (der Proportionalitatsfaktorsel
interpretiert, allerdings nur, wenn es sich um\éenhaltnis verschiedenartiger Gréf3en handelt. ésetin Fall
bedeutet der (ausgerechnete) Wert des Verhéltriesesahlenwerte der Grof3en, wie viel von der Giidfde
Zahler einer Einheit der Gré3e im Nenner entspriokgs wird durch die Verwendung von ,pro“ zum Ausck
gebracht. Durch das Verhdltnis wird praktisch éileemierung der einen Grol3e in Bezug auf die andere
vorgenommen. Dabei kann das Verhéltnis auch umgekeinden, was zu einer neuen Betrachtungsweise und
Aussage fiihrt.

Diese Betrachtungen erfordern kein proportionalesk2n, da keine Verhaltnisse verglichen werdenlaSien
sich an die im Stoffgebiet Bruchrechnung vermigtielBeziehungen zwischen Bruch und Quotient



a
(a:b :E) anknupfen und stellen eine inhaltliche Grundlage fur dieéhtrechnung dar. Da sie sowohl fur den

schnellen Umgang mit vorliegenden Wertepaaren in der Pfaxidas Verstéandnis der direkten Proportionalitét
als auch fur die Dreisatzrechnung von Bedeutung sind, s@ke drt der Bildung, Berechnung und
Interpretation von Verhaltnissen als sichere Grundfertigksijehildet werden.

Das Vergleichen unterschiedlicher Verhéltnisse und damit dasitdn mit Verhaltnisgleichungen sollte nur am
Rande behandelt werden, da es inhaltlich verzichtbar ist urgt@l#é Verstandnisschwierigkeiten stof3t. Bei der
notwendigen Reaktivierung der Proportionalitat in dem@. L0. Klasse sollte eine entsprechende Erweiterung
erfolgen.

Behandlung der direkten Proportionalitat

Es wird in der Regel die Bezeichnung ,proportional” verwerdlét, auf den Zusatz ,direkt" verzichtet. Dies
entspricht dem blichen Sprachgebrauch in der Mathematikydeemwissenschaften und dem spéteren
Mathematikunterricht.

Mit ,proportional* wird sowohl die Eigenschaft einessammenhangs bzw. einer Zuordnung als auch eine
Relation zwischen GréRen bezeichnet. Die Formulierung ,prigbortional zu B* ist in den
Naturwissenschaften tblich und driickt eine dynamische Bezjetwischen den GrolRen aus. Auf das Zeichen
Owird verzichtet, da es zu Verwechslungen fuhren kann (&hrdich) und nicht unbedingt benétigt wird.

Als wesentliches Merkmal eines proportionalen Zusammenhaingiglie Konstanz (Gleichheit) eines
bestimmten Verhaltnisses herausgestellt. Verhaltnis veib&idm oberen Sinne als Bezug auf eine Einheit
angesehen. (z.B. Preis pro kg, Verbrauch pro 100 km, We§tpnde). Dies braucht nicht allgemein formuliert,
sondern kann an Beispielen verdeutlicht werden. Analog zBddimgungen eines gesetzmaliiigen
Zusammenhangs in den Naturwissenschaften ist die Ghkitates Grundverhéaltnisses die Bedingung fiir die
Proportionalitdt des Zusammenhangs.

Beispiele:

— Der Preis fur ein Getrank ist proportional zur Anzahl das¢hen, wenn sich der Preis pro Flasche nicht
andert, unabhangig wie viel man kauft.

— Der Preis fur ein Waschmittel ist nicht proportional zekauften Menge, da der Preis pro kg bei gré3eren
Verpackungen geringer ist.

— Der Weg ist proportional zur Zeit, wenn die Geschwindigkenstant bleibt.

— Der Fahrpreis eines Taxis ist nicht proportional zur Kilareghl, da der Preis pro km nicht gleich bleibt.

Wenn sich die Gleichheit des Verhaltnisses der Gréf3en nistiteam Sachverhalt ergibt oder noch tberprift
bzw. erst gefunden werden muss, missen die Quotientenglssrdneten Werte der Grélzen ermittelt werden.
Die so Uberprifte Quotientengleichheit dient also zum NachweiBrbportionalitét.

Die Wachstumseigenschaften (Verhalten der einen Gréf3e bei \etddialbieren usw. der anderen) kénnen
auch zum Nachweis der Proportionalitat verwendet werden, dierfermittlung eines Verhaltnisses schwierig
oder nicht angebracht ist (z.B. Wachstum eines Menschen ire kairfes Lebens u.a. zeitliche Prozesse).
Ansonsten werden sie als wesentliche Eigenschaft eines exkgmoportionalen Zusammenhangs
herausgestellt, die Grundlage fiir die Berechnung von interessdesr Wertepaaren ist.

Die Eigenschaften der grafischen Darstellung eines propaltioizusammenhangs werden an Beispielen
erarbeitet, da sie fur die naturwissenschaftlichen Facher beindersuchung von Messreihen bendétigt werden.

Auf eine Charakterisierung durch eine Gleichung und damii@auBehandlung des Proportionalitatsfaktors
kann verzichtet werden.

Behandlung der umgekehrten Proportionalitat

Bei der umgekehrten Proportionalitéat handelt es sich um eicbtlinearen Zusammenhang. Die Funktion f(x)
= x " wird erst im Rahmen der Potenzfunktionen in der 9. odeKIi8se als Spezialfall behandelt. Die
Kenntnisse Uber die funktionale Charakterisierung und diisghe Darstellung dieser Funktion werden im
Unterschied zur linearen Abhangigkeit im Falle direkter Prigaalitat im folgenden Mathematikunterricht also
kaum benétigt.

Auch bei umgekehrt proportionalen Zusammenhangen zwisghi®en sind die Bedingungen zu beachten,
unter denen ein solcher Zusammenhang nur gilt. Sie wertlaithf genannt bzw. nicht beachtet. Es ist also
auch die Frage zu beantworten ,Was bleibt gleich?*.



In den meisten Fallen geht es bei Aufgaben zur umgekeRrtgortionalitdt um den Zusammenhang zwischen
drei Grol3en, wobei eine das Produkt der beiden anderen urtdrikass Beispiele dafir sind:

— Berechnung von Zeiten flr einen gleichen Weg bei verschiedersam@eadigkeiten

— Aufteilen einer Menge in gleich grof3e Teilmengen untersdbteetl Gro3e

- GleichmaRige Verteilung eines Betrages auf eine unterschiedlicteehAvon Personen

Bei diesen Aufgaben ist es sinnvoll, direkt das ProdukliewGro3en zu betrachten und die gesuchte Grofe aus
der Gleichheit der Produkte zu berechnen.

Es gibt aber auch praktisch bedeutsame Sachverhalte, in desie@rbdf8en umgekehrt proportional zueinander
sind und das Produkt der beidanht durch eine Formel gegeben oder vom Sachverhalt her zu berechizen ist
diese Sachverhalten gehoéren:

- gleichméRige Verteilung einer Arbeit auf ,Arbeitsverrichter” gigicher Leistung

— GleichmaRige Verteilung eines Vorrates auf ,Verbraucher" reicgem Einzelverbrauch

— Fillen/ Lehren eines Behélters durch Rohre/ Pumpen gleigi®eGLeistung

Bei allen diesen Aufgabengruppen ist es sinnvoll, funkt@Batrachtungen zur Bestimmung der gesuchten
Grol3e anzuwenden, d.h. z.B. zu fragen, wie sich die Zeit zillanFdes Wasserbeckens andert, wenn mehr
Rohre vorhanden sind. Nachdem die gegenlaufige (umgekétidhtung der Veranderung erkannt wurde, ist
die sich daraus ergebene Vermutung der umgekehrten Propditiibdurch quantitative dynamische
Betrachtungen zu bestétigen. Es ist als ausreichend anzusehereine Verdoppelung und eine Halbierung der
einen Grol3e, also z.B. der Anzahl der Rohre untersucht wirdethieiist nach den Bedingungen fir das
Vorliegen diese Zusammenhangs zu fragen. Danach erst kaSnhdess (die Ruckfiihrung) auf eine Einheit
(Wie lange dauert es bei einem Rohr) und anschlieend aufedfacties dieser Einheit erfolgen.

Behandlung von Sachaufgaben zur Proportionalitat

Es wird darauf verzichtet, eine vollstéandige Orientierungsdjage zu vermitteln, die sdmtliche Méglichkeiten
und Einzelschritte fir das Losen von Sachaufgaben zur direktemdirekten Proportionalitét erfasst. Eine
solche Handlungsvorschrift ware auf Grund des begrenzteraBafdeldes zwar mdglich, ist aber aus folgenden
Griinden nicht zweckmafig.

- Diese Vorschrift ist infolge der zahlreichen Verzweigungen galibersichtlich. Deshalb ist ein erheblicher
Aufwand bis zur sicheren Beherrschung erforderlich. Ohnesghere Beherrschung zum Lésen der
Aufgaben ist sie aber relativ sinnlos, da die Schiler numsariert werden und sich selbst eine
Orientierung aufbauen missen.

- Durch eine solche Vorschrift kann bei den Schilern der Eifdentstehen, dass das Losen von
Sachaufgaben zur Proportionalitat in den Bereich der algositinaren Tatigkeiten gehort, wahrend es von
den tatsachlichen Anforderungen und Lésungsverlaufen algadiall einer Sach- und Anwendungsaufgabe
und damit als Problembearbeitungsprozess anzusehen ist.

- Von den verschiedenen Mdoglichkeiten, die Proportionalitézdesellen und die fehlenden Werte zu
berechnen, wird in solchen Schemata meist nur eine genamdielw/orschriften nicht untibersichtlich zu
machen. Damit wird die Ideenfindung und L&sungsvielfaltkseingeschrankt.

- Das Problem der notwendigen Bedingungen zum Vorliegen eiapsrtionalen bzw. umgekehrt
proportionalen Zusammenhangs wird in solchen Vorselnrifteist nicht erfasst, da sie dann noch
umfangreicher wirden.

— Bei vielen Aufgaben, insbesondere zur umgekehrten Propalititnsind mehrere Losungswege méglich,
die in der Vorschrift nicht erfasst werden kénnen.

Die Orientierungen zum Ldsen von Aufgaben zur Proportitiiaollten in die 4 Schritte der
Problembearbeitung sowie in die Orientierungen zum Léserbach- und Anwendungsaufgaben, die die
Schuler aus dem bisherigen Unterricht kennen, eingeordnéémeddazu sollten spezielle Hinweise zum Finden
von Lésungsideen gegeben werden.

Verwendung des Dreisatzes

Es wird nicht unterschieden zwischen dem Dreisatz bei dirakttumgekehrter Proportionalitat. Es wird
vielmehr das gemeinsame beider Berechnungsweisen herausgiessaditich fir andere Stoffgebiete (z.B.
Prozentrechnung) Bedeutung hat :

Der so genannte erste Satz bedeutet ein Ausgehen vom Gegebeaneéirt®aobeiten).

Der wesentliche Gedanke des zweiten ,Satzes" besteht in d&fiRtung auf eine Einheit einer der Grél3en
(bzw. ein geeignetes Vielfaches dieser Einheit). Dabei orienti@ntsich im Sinne eines zielgerichteten
Arbeitens an der GréRRe, von der zwei Werte bekannt sind whdsaudem konkreten dritten Wert. Die
Ruckfuhrung erfolgt bei der direkten ProportionalitétatiugleichmalRlige Verénderung der einander
zugeordneten Werte in gleicher Richtung und bei der indirékteportionalitat durch gleichmafige



Veranderung in umgekehrter Richtung.

Der dritte ,Satz* (oder auch zweite ,Satz" eines ,Zweisatzes*)Hadiat den Ubergang von der ermittelten
Einheit der einen GroéRRe (und dem ihr zugeordneten Wert derean@rof3e) zu einem bestimmten Vielfachen
dieser Grolie.

Die Anwendung des Dreisatzes bzw. das so genannte isocenBcplieRen beim Ldsen von Sachaufgaben ist
eine elementare und grundlegende Lésungsmethode, die durathdler®ereits im Stoffgebiet Proportionalitat
sicher angeeignet werden sollte. Das Arbeiten mit dem Dreisatzleshalb mdglichst bereits zu Anfang des
Stoffgebietes eingefihrt und im Laufe seiner Behandluimudgy gefestigt werden. Der Schwerpunkt der
Anwendung des Dreisatzes liegt auf den Aufgaben zur dir€ktportionalitat.



