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Standpunkte und Hinweise zum Thema

Grundkonzeption

Das Grundverhaltnis bei der Arbeit mit Termen, Gleichungen und Ungleichungen ist das Verhdltnis von
inhaltlichem und formalem bzw. von semantischem und syntaktischem Arbeiten. Es handelt sich um véllig
unterschiedliche, entgegengesetzte Betrachtungs- und Arbeitsweisen. Trotzdem bedingen sie sich gegenseitig in
folgender Hinsicht:
— Ein formales Arbeiten setzt inhaltliches Verstandnis voraus.
Z.B. muss der Schiller Formeln oder auch Gleichungen inhaltlich erfassen (z.B. Unbekannte, Parameter
erkennen), um die geeigneten formalen Umformungen vornehmen zu kénnen.
Der Schiller muss den Sinn und die Verwendungsaspekte von Variablen und Gleichungen erfassen, um
motiviert, zielorientiert und verstandig formales Arbeiten in Angriff zu nehmen und einzuordnen.
— Inhaltliches Arbeiten erfordert formales Kénnen.
Z.B. sind beim inhaltlichen Lésen von Gleichungen, fur die keine algorithmisch-kalkilméRigen
Lasungsverfahren vermittelt werden (und dies betrifft die Mehrzahl der im Mathematikunterricht
vorkommenden Gleichungstypen) in der Regel einige Teilhandlungen (Umformungsschritte) auf formale
Weise ausfiihren.

Eine wesentliche Ursache fir die oft unbefriedigenden Leistungen der Schiiler im Arbeiten mit Variablen,
Termen und Gleichungen wird in dem nicht bewéltigten Verhéltnis von inhaltlichem und formalem Herangehen
gesehen.

Der Entwicklung der Kénnens im Arbeiten mit Variablen, Termen, Gleichungen und Ungleichungen wird ein

dreistufiger Aufbau zu Grunde gelegt.

—  Stufe 1 (Dominanz des inhaltlichen Arbeitens), bis KI. 6:
Verwendung von Variablen ohne Reflexion; Belegen und Berechnen von Termen beim Arbeiten mit
Formeln; Struktur von Rechenausdriicken; nur inhaltliches Lésen von Gleichungen und Ungleichungen

—  Stufe 2 (Ubergang zum formalen Arbeiten), KI. 7 und 8:
Reflexion iber Sinn, Aspekte und Konventionen der Verwendung von Variablen, Termen und Gleichungen;
erste Fertigkeiten im Umformen von Termen; Vertiefung des inhaltlichen Lésens und Beginn des formalen
Lodsens von Gleichungen und z.T. Ungleichungen

—  Stufe 3(Dominanz des formalen Arbeitens), KI. 9 und 10:
Vertiefen der Verwendungsaspekte von Variablen und Gleichungen; Festigung des inhaltliches Lésens und
Anwendung auf weitere Gleichungstypen; Festigung und Erweiterung der Fertigkeiten im Umformen von
Termen und im formalen Ldsen von Gleichungen und Ungleichungen;

Zum Variablenbegriff

Der Variablenbegriff kann ebenso wie alle anderen algebraischen Grundbegriffe nur als Wechselverhaltnis
semantischer und syntaktischer (inhaltlicher und formaler) Aspekte erfasst werden. Jede einseitige
Begriffsbildung (etwa Variable als anderes Wort fiir Platzhalter) sollte vermieden werden.

Die Schuler haben zur Klasse 7 Variable hauptsachlich unter inhaltlichen Sichtweisen kennen gelernt. Beim
Arbeiten mit Termen und Lésen von Gleichungen und Ungleichungen erleben sie in den KI. 7 und 8 den
syntaktischen Variablenbegriff sowie weitere inhaltliche Aspekte. Eine Systematisierung und Zusammenfassung
der unten genannten Aspekte des Variablenbegriffs sollte erst in Klasse 9 und 10 erfolgen.

Eine Variable ist aus syntaktischer Sicht zundchst ein Buchstabe oder eine Kombination aus Buchstaben, Zahlen
bzw. Zeichen, mit dem nach festgelegten Regeln umgegangen werden kann. Beispiele: X, y, X1, ha, Ag, Vhin, X
Der Charakter des Variablen (Veranderlichen) ist ein inhaltlicher Aspekt. Die Eigenschaften eines Buchstabens
variabel (veranderlich) zu sein, ergibt sich erst durch den Kontext seiner Verwendung.

Um die Aspekte des Variablenbegriffs, ihre unterschiedliche Verwendung und die verschiedene Sichtweisen auf

den Umgang mit Variablen zu verdeutlichen, kénnen zwei Problemstellungen diskutiert werden.

Wozu verwendet man Variable?

—  Variable kénnen Namen fiir feste Zahlen oder Grofen sein, z.B. m, e, ¢ (Lichtgeschwindigkeit), g.

— Variable werden zur Bezeichnung von Gréf3en verwendet, z.B. m (Masse), v (Geschwindigkeit), a
(Seitenlange).

— Variable stehen fiir unbekannte Zahlen in Gleichungen und Ungleichungen, z.B. 3x = 12

— Variable stehen fiir beliebige Elemente einer Menge, z.B.a-b=b-a,a,be R;A=a-b



Was kann man mit ihnen anfangen?

—  F0r Variable kann man Zahlen oder GroRen aus einem Grundbereich einsetzen.

— Mit Variablen kann man rechnen wie mit Zahlen unter Beachtung bestimmter spezieller Regeln und
Vereinbarungen.

— Man kann die Veranderung einer Variablen und die Auswirkungen auf die Veranderung anderer Variable
untersuchen.

Die Verwendung von Variablen in der Geometrie weist einige Besonderheiten auf:

— Punkte werden mit groRen Buchstaben bezeichnet. Obwohl in der Regel die Lage der Punkte in der Ebene
oder im Raum als beliebig anzusehen ist, dominiert doch in der Betrachtungsweise der statische Aspekt, d.h.
die Punkte werden als fest angesehen und die Buchstaben sind Namen bzw. Bezeichnungen fir eine
konkretes Objekt.

— Auch die Bezeichnung fiir Geraden und Strahlen sind Bezeichnungen fiir Objekte und nicht fiir
zahlenmaRige Eigenschaften von Objekten. Im Unterschied zu den Variablen in der Algebra kann man mit
diesen Bezeichnungen keine arithmetischen Operationen ausfuhren (Es kann z.B. nicht die Summe g + h der
Geraden g und h gebildet werden.)

— Bei Strecken bzw. Seiten sowie Winkeln wird mit kleinen (lateinischen bzw. griechischen) Buchstaben
sowohl das Objekt selbst als auch seine zahlenmaRige Eigenschaft (die L&nge bzw. Grolie) bezeichnet. Sind
keine konkreten Seitenldngen oder Winkelgrofien gegeben, so haben diese Buchstaben offensichtlich einen
variablen Charakter. Dies wird insbesondere deutlich, wenn sie Bestandteil einer Formel sind (z.B. A=a - b;
o+ =180°).

— Die Namen von geometrischen Objekten kénnen als so genannte Wortvariable angesehen werden. So ist
z.B. ist das Parallelogramm ABCD zwar eine ebene Figur mit bestimmten Eigenschaften, in seiner
konkreten Gestalt aber variabel.

— In der Geometrie treten weiterhin als Variable die GroRen Flacheninhalt und VVolumen auf. Sie werden mit
grofRen Buchstaben bezeichnet. In den entsprechenden Formeln sind diese Bezeichnungen gleichzeitig
Namen fur eine Term.

Werden Variable zur Bezeichnung von GrolRen verwendet, ist zu unterscheiden, ob nur die Zahl oder die gesamte
GroRenangabe gemeint ist. Variable in Formeln bezeichnen immer die Grée mit Zahl und Einheit. Bei
Rechnungen mit Formeln sollten auch mit Blick auf den naturwissenschaftlichen Unterricht deshalb in der
Hauptrechnung immer konsequent die Einheiten mitgefiihrt werden. Nur in Nebenrechnungen, die bei Einsatz
eines Taschenrechners kaum noch anfallen durften, kann auf die Einheiten verzichtet werden.

Als Bezeichnungen fiir Variable sollte bei den Aufgaben eine moglichst groRe Vielfalt angestrebt werden. Es
sollten sowohl kleine als auch groRe Buchstaben (vor allem fiir zusammengesetzte Terme) verwendet werden.
Auch an die Benutzung von Indizes sind die Schiler zu gewdhnen (etwa T, und T, fiir Terme), da auch dies 6fter
bei Sachaufgaben sowie in der Mathematik selbst benétigt wird.

Durch die Vielfalt der Bezeichnungen wird deutlich, dass unabhangig von der konkreten Bedeutung der
Variablen mit ihnen nach den gleichen formalen Regeln gearbeitet werden kann.

Die Schuler sollte jedoch auch schon an bestimmte Konventionen beim Gebrauch von Bezeichnungen in
bestimmten Sachgebieten gewdhnt werden, z.B.:

A (Fl&cheninhalt), G (Grundwert), P (Punkt, Wahrscheinlichkeit, Leistung), e (Elementarladung, Eulersche
Zahl), g (Grundseite, Fallbeschleunigung), h (H6he), I (L&nge).

Besondere Probleme gibt es beim Buchstaben p, der fiir den Prozentsatz, die Wahrscheinlichkeit, als Parameter
in quadratischen Gleichungen, zur allgemeinen Darstellung einer rationalen Zahl, einen Hypotenusenabschnitt
und den Druck verwendet wird.

Zum Termbegriff

Der Begriff Term ist fUr die Verstdndigung beim Arbeiten mit Termen, Gleichungen und Ungleichungen

wichtig. Seine formale Erklarung ist allerdings aus folgenden Griinden kaum mdglich:

— Die Abgrenzung von anderen mathematischen Ausdriicken ist nur mit groRem Aufwand mdglich. Eine
Gegeniiberstellung mit Gleichungen und Ungleichungen ist unvollstdndig, da z.B. die den Schiilern
bekannten mathematischen Ausdriicke 4 | 12, P(x;y), g L h, n € N u.a. weder Terme noch Gleichungen
bzw. Ungleichungen sind. Mit dem Ausschluss von Relationszeichen ist das meiste erfasst, aber auch nicht
alles, z.B. P(x;y)).

—  Eine induktiv-rekursive Definition, wie sie in der Mathematik erfolgt, ist ebenfalls sehr aufwandig und muss
in Klasse 7 unvollstandig bleiben, da die Schiiler einige mathematische Zeichen, wie f(x), sin x, n! noch
nicht kennen. Rekursive Definitionen sind den Schillern zudem nicht bekannt und schwer versténdlich.



Bei der Erklarung des Termbegriffes wird von den Vorstellungen der Schiler tiber Gleichungen ausgegangen.
Die Schuler haben bisher zahlreiche Gleichungen kennen gelernt, sodass sie ausreichende Vorstellungen lber die
maglichen mathematischen Ausdriicke auf den Seiten einer Gleichung haben, die nun mit dem Begriff Term
bezeichnet werden. Sie denken dann auch sofort an einzelne Variable, an einzelne Zahlen und GréRenangaben.
Weiterhin sollen die Vorstellungen der Schiiler durch die Angabe weiterer Beispielen und auch Gegenbeispielen
ausgebildet werden.

Es sind jedoch keine umfangreichen Ubungen mit Beispielen und Gegenbeispielen erforderlich. Der Begriff
kann durch seinen standigen Gebrauch gefestigt werden.

Als Bezeichnungen fiir Terme sollten u. a. grofle Buchstaben (auch mit Indizes) gewéhlt werden. Dies steht in
guter Ubereinstimmung mit den groRen Buchstaben fiir die GréRen Flacheninhalt und Volumen. Es wird die
Vorstellung vermittelt, dass sich hinter den grof3en Buchstaben Ausdriicke mit Variablen verbergen.

Konventionen beim Arbeiten mit Termen

Die Schuler mussen erfassen, dass in der Algebra (im Unterschied zu Geometrie) die Buchstaben nicht die zu
Grunde liegende konkreten Objekte, sondern gewisse Zahlen oder Grdf3en erfassen, die diesen Objekten
zugeordnet sind. Dies kann im Zusammenhang mit der Ubersetzung von Texten beim Lésen von Sachaufgaben
geschehen.

Ein algebraischer Ausdruck kann sowohl einen Prozess als auch das Resultat des Prozesses darstellen. Der Term
2 + x kann z.B. sowohl als Aufforderung zur Rechnung bzw. nicht ausgefiihrte Rechnung als auch als
Endergebnis einer Termumformung angesehen werden. Diese Betrachtungsweisen spielen vor allem beim
Umformen von Termen und beim Ubersetzen von Texten eine Rolle.

Auf Grund der mdglichen Missverstédndnisse sollte auf die Konvention des Weglassens des
Multiplikationszeichens ausfuhrlich mit Aufgaben eingegangen werden. Inshesondere ist die Beziehung x = 1x =
1. xund-x =(-1)x = (-1) - x zu verdeutlichen. Eine Gegenlberstellung mit der bei Zahlen {iblichen Addition von
nebeneinander stehenden Zeichen ist sinnvoll.

Zur Bestimmung der Struktur von Termen

Die Analyse von Termstrukturen ist eine wichtige Voraussetzung fir das Losen von Gleichungen und
Umformen von Termen. Die Schiiler sollen in der Klasse 7 mit dem prinzipiellen VVorgehen zur Bestimmung der
Struktur eines Terms vertraut gemacht werden. Dabei erfolgt eine Beschréankung auf einfache Termstrukturen

Die Erschlielung der Struktur eines Terms sollte von ,,auf’en nach innen* erfolgen, d.h. zundchst wird die dufere
Struktur bestimmt. Die Teilterme kénnen durch grofRe Buchstaben abgekdirzt werden, z.B.

X
Term: ax+b a - bx ax -
a

auBere Struktur: A+ B A-B A B A:B

Es ist nicht erforderlich, sofort die gesamte Struktur des Terms zu erfassen. Das ,,ErschlieBen* des Terms kann
schrittweise erfolgen. Dieses VVorgehen lasst sich im Prinzip auch fiir komplexere Terme anwenden, die in
spateren Klassenstufen behandelt werden

Wenn die &uRere Struktur durch mehrere Rechenoperationen der gleichen Stufe gebildet wird, sind auch mehrere
Teilterme zu betrachten. Differenzen sollten zudem stets als Summen gedeutet werden, z.B. Term: x + 3x - 4;
aulere Struktur: A+ B + C.

Neben der Verwendung von grof3en Buchstaben fur die Teilterme sollte eine grafische Veranschaulichungen zur
Strukturanalyse verwendet werden. Dies ist durch Einkringeln der Termbestandteile méglich.

Um die Schiiler bei der Strukturanalyse weiter zu unterstiitzen, sollten sie aufgefordert werden, die letzte
auszufiihrende Rechenoperation zu bestimmen. Damit wird ein Bezug zu den Vorrangregeln hergestellt, die ja
die Entscheidungsgrundlagen fiir die Strukturanalyse sind.

Zum Belegen von Variablen

Das Ersetzen von Variablen durch Zahlen, GréRen oder andere Terme ist eine Grundhandlung, die fiir viele
komplexe Handlungen von Bedeutung ist (Arbeit mit Formeln, Probe bei Gleichungen, Arbeit mit
Funktionsgleichungen).

Zur Veranschaulichung des Belegens von Variablen kann die Variable als Fach (oder Schubfach, Kasten,
Schachtel) aufgefasst werden, in das Zahlen, Gré3en oder andere Variable bzw. Terme hineingelegt werden
kdnnen. Arbeiten mit Variablen bedeutet also in diesem Sinne ein Hantieren mit leeren Fachern. Ein Term ist in



diesem Modell eine Verkniipfung von Fachern bzw. ein Befehl zum Umgehen mit dem mdglichen Inhalt der
Féacher. Termumformungen heilst umformulieren von Befehlen. Mit diesen Betrachtungen kann ein Zugang

zum Verstandnis von Variablen und Termen erreicht werden. Es werden aber nur rein syntaktische Aspekte
erfasst. Das Modell sollte nicht Gbermafig strapaziert werden, z.B. ist es nicht sinnvoll Fécher in Facher zu legen
oder einen Term als Schrank mit Fachern zu deuten.

Zur Veranschaulichung des Belegens von Variablen ist weiterhin eine Verwendung von Applikationen mdglich.

Bedeutung des inhaltlichen Lésens von Gleichungen und Ungleichungen

Das inhaltliche Losen ist auch nach der Behandlung algorithmisch-kalkiilméRiger Losungsverfahren weiterhin
eine Losungsmaglichkeit. die bei einfachem Zahlenmaterial und einfachen Gleichungsstrukturen sinnvoll
anzuwenden ist. Analog zum Herangehen an die Losung numerischer Aufgaben (Erst tGberpriifen, ob eine
Loésung im Kopf méglich ist und dann erst schriftlich oder mit dem Taschenrechner rechnen) sollte auch fir
algebraische Aufgaben eine entsprechende Einstellung und Gewohnheit zur Uberpriifung rationeller, inhaltlicher
Losungsmaglichkeiten entwickelt werden.

Es ist allerdings der Gefahr zu begegnen, dass bei zu starker Betonung inhaltlichen Lésens, die Motivation fur
das kalkilmaRige Losen verloren geht. Es ist sinnvoll, bei der Erstfestigung der Umformungsregeln einfaches
Zahlenmaterial zu verwenden, so dass oft auch eine Lésung im Kopf méglich ware. Um diese Gefahr zu
verringern sollte das algorithmisch-kalkiilmaRige Losen deutlich als ein anderes Herangehen abgesetzt werden,
das zuerst an einfachen Beispielen, die zur Kontrolle auch inhaltlich gelést werden kénnen, einzuiben ist, bevor
es dann seine Tragfahigkeit und Uberlegenheit an schwierigen Gleichungen zeigen kann. Erst nach
Beherrschung des kalkiilmaRigen Losens sollte das Losungsverfahren wieder freigestellt werden.

Es sollten mdglichst solche Aufgaben gewéhlt werden, die nicht ohne weiteres im Kopf zu bewaltigen sind.

Von den Verfahren zum inhaltlichen Lésen von Gleichungen, die in der 5 und 6. Klasse eingefiihrt wurden, ist
besonders das Zerlegen der Zahlen und das Umkehren der Rechnung auch weiterhin von Bedeutung. Fir das
inhaltliche Lésen von Ungleichungen ist dagegen besonders das systematische Probieren und mit
Einschrankungen das Umkehren der Rechnung geeignet, wahrend ein Zerlegen von Zahlen nicht weiterhilft.

Entwicklung eines syntaktischen Gleichungsbegriffes

Die Schiler haben das Gleichheitszeichen bis zur Klasse 7 vor allem als gerichtetes Zeichen (von links nach

rechts) kennen gelernt, d.h. die beiden Seiten der Gleichungen haben verschiedene Bedeutung:
e Losen von Rechenaufgaben: 2-4=12; Y% +% =%

Bestimmen des kgV: kgV(6; 8) =24

Lésen von Gleichungen mit einer Variablen: 8 - x + 13 =37; (x- 2,25) : 0,5=8

Angabe der Lésung einer Gleichung: x = 3

Umrechnen von GréRRen: 3,4 km = 3400 m

Arbeiten mit Umfangs- und Inhaltsformeln: u=2 - (a+b); A=a-b

Angabe von Zuordnungen (oft mit Entspricht-Zeichen): 4 kg = 7,96 DM

beim Ldsen von Prozentaufgaben: W =p % - G

beim Arbeiten mit dem Taschenrechner Gleichheitszeichen - Taste als Ergebnistaste

Auf der linken Seite einer Gleichung steht in solchen Fallen,
e was berechnet werden soll (die Aufgabe),
eine Rechnung mit einer Unbekannten,
die Unbekannte,
die Grofie, die umgerechnet werden soll,
eine GroRe, die mit Hilfe der Formel berechnet werden kann,
die Grofie, der eine andere zugeordnet werden soll.

Auf der rechten Seite steht dann

das Ergebnis der Rechnung mit den Zahlen oder der Unbekannten,
die Losung der Gleichung,

die umgerechnete Grole,

eine Rechenausdruck mit GroRen,

e eine GroRe, die der links stehenden zugeordnet werden kann.

Diese gerichtete Auffassung des Gleichheitszeichen ist im Schiiler fest verankert und hat auch weiterhin beim
Arbeiten mit Formeln, beim Rechnen mit dem Dreisatz, z.T. auch beim L&sen von Gleichungen (Ordnen:
Unbekannte links) ihre Bedeutung. Es ist also nicht erforderlich und lernpsychologisch ohnehin kaum méglich,



die bisherigen Vorstellungen abzulegen und von nun an véllig neue zu entwickeln. Die Schiiler brauchen nicht
vergessen, was sie bisher gelernt und geglaubt haben. Die bisherigen Vorstellungen zu Gleichungen sind eine
magliche und in vielen Fallen durchaus sinnvolle Betrachtungsweise.

In folgenden Fallen haben die Schiiler die beiden Seiten der Gleichung als gleichberechtigt erlebt:
e beim Formulieren von Rechengesetzen:a+b=b +a

] ) _ xDM DM
e als Quotienten- oder Produktgleichheit =199——:;4.x=6-12
3kg kg

e beim Auftreten von Gleichungen mit der Variablen auf beiden Seiten: x + X =X - x

Das Anwenden von Umformungsregeln zum Lésen von Gleichungen setzt aber eine rein syntaktische Auffassung
der Gleichung voraus. Die Schiiler missen sich in diesem Fall von der Links-Rechts- bzw. Aufgabe-Resultat-
Auffassung l6sen und Gleichungen als rein formale Zeichenketten ansehen. Analogiebeziehungen zum Arbeiten
eines Taschenrechners oder PC sind mdglich.

Die syntaktische oder formale Betrachtung einer Gleichung sollte neben die inhaltliche Betrachtungsweise als
eine vollig andersartige gestellt werden, deren Sinn in einer formalisierten Arbeitsweise besteht, was viele
Schiler ja durchaus anstreben. Damit ergeben sich wesentliche Erleichterungen beim Arbeiten mit Termen und
beim Ldsen von Gleichungen, allerdings erst, wenn man die formalen Regeln auch beherrscht.

Die syntaktische oder formale Auffassung wird oft den Schiiler erstmalig bewusst, wenn die Variable auf beiden
Seiten der Gleichung auftritt, also ein Ordnen erforderlich ist. Dies ist deshalb ein Knotenpunkt der Entwicklung.

Es ist nicht erforderlich, die syntaktische Auffassung auch fiir Gleichungen ohne Variable zu auszubilden. Dass
z.B. 3 = 4 auch eine Gleichung im formalen Sinne ist, ist zwar tberraschend, erstaunlich oder auch lustig, fir
Schiiler aber kaum verstandlich zu machen und fiir das formale Umgehen mit Gleichungen ohne groRere
Bedeutung. Dementsprechend wird die Bezeichnung von Zahlen als Terme mdglichst vermieden.

Grundbegriffe der Gleichungslehre

Der Begriff Aussage ist den Schulern aus dem Alltag bekannt und wurde in den bisherigen Lehrblchern der
Klassen 5 bis 7 sehr hdufig verwendet. Es kann also davon ausgegangen werden, dass die Schuler hinreichende
Vorstellungen zum Begriff Aussage besitzen.

Auf den Begriff Aussageform kann verzichtet werden, da er keine neuen Einsichten vermittelt, die nicht auch
ohne ihn ausgedriickt werden kénnen. Im spateren Mathematikunterricht wird er ebenfalls nicht benétigt.

Die Begriffe Lésung, I6sen und erfiillen sind den Schiilern aus den Klassen 1 bis 7 bekannt und kénnen im
Bisherigen Sinne verwendet werden.

Die Angabe eine Lésungsmenge sollte nur erfolgen, um die Schiiler an die Mengenschreibweise mit
geschweiften Klammern zu erinnern (KI. 6 Teilbarkeit). Losungsmengen sollten nur angegeben werden, wenn
mehrere diskrete Losungen vorhanden sind. Es ist allerdings auch eine Aufzahlung méglich, z.B. x = -1; 2; 3,5;
5.

Betrachtungen zum Grundbereich sind bei einigen Anwendungen wichtig, um die erhaltenen Lésungen auf
Brauchbarkeit zu untersuchen. Dies ergibt sich aber meist aus dem vorliegenden Sachverhalt. Umfangreiche
Ubungen zum Lésen von Gleichungen in verschiedenen Grundbereichen werden nicht fiir erforderlich gehalten.
Auch eine Angabe des Grundbereiches bei jeder Gleichung ist nicht notwendig, es reicht ein genereller Hinweis,
dass immer der umfassende Grundbereich gemeint ist. Wichtig ist jedoch, die Schiiler daran zu gewo6hnen, zu
Beginn der Lésung einer Gleichung oder Ungleichung immer mégliche Einschrankungen des Grundbereiches zu
Uberprifen, die sich aus Einschrankungen bei Rechenoperationen (Nenner verschieden Null, Radikand gréRer
Null) ergeben. Die ist insbesondere fir die Anwendung der Umformungsregeln von Bedeutung.

Es muss mit Blick auf den Begriff der Aquivalenz von Gleichungen und die Umformungsregeln jedoch die
Einsicht vermittelt werden, dass zu jeder Gleichung prinzipiell die Angabe eines Grundbereiches gehort.

Umformungsregeln fir Gleichungen

Die Umformungsregeln werden unter Verwendung eines Waagemodells erarbeitet, da diese inhaltliche
Interpretation einer Gleichung fur das Lésen von Gleichungen ausreichend ist und mit dem Modell ein
wesentlicher Aspekt (auf beiden Seiten das Gleiche machen) veranschaulicht werden kann. Allerdings muss eine
Beschrankung auf positive Zahlen erfolgen.

Die Umformungsregeln werden gleich fiir Terme und nicht extra fur Zahlen formuliert, da dies mathematisch
nicht erforderlich ist und beim Lésen von Gleichungen und insbesondere beim Umstellen von Gleichungen oft
mit Termen operiert werden muss. Die Regeln werden zudem kirzer und lassen sich einfacher merken.



Oft wird in Lehrbiichern das Multiplizieren und Dividieren mit Termen sogar explizit als nichtaquivalente
Umformung bezeichnet, obwohl dann auch in diesen Buichern damit gearbeitet wird. Diese Auffassungen héngen
mit der fehlerhaften Verwendung des Begriffes Aquivalenz von Gleichungen zusammen. So sind die
Gleichungen x = 11 und x2 = 11x im Grundbereich x € R, x # 0 zueinander &quivalent. Die Gleichungen x(x - 5)
=0 und x = 0 sind ebenfalls im Grundbereich x € R, x # 5 zueinander aquivalent.

Die Umformungsregeln werden im Sinne des Erlaubten formuliert, um den Hilfscharakter zum Ldsen von
Gleichungen zu verdeutlichen.

Es muss den Schilern bewusst werden, dass die Umformungsregeln fiir beliebige Gleichungen gelten. Deshalb
sollten auch andere Gleichungstypen in die Ubungen einbezogen werden.

Um das Finden und Verstehen der Umformungsregeln noch deutlicher vom Lésen von Gleichungen abzuheben,
wird bei der Erarbeitung und bei den Ubungen zu den Umformungsregeln von einer Gleichung der Form x = a
ausgegangen, die dann schrittweise zu komplexeren Gleichungen umgeformt wird. Damit erleben die Schiiler
gleichzeitig, wie Gleichungen entstehen. Dabei kénnen dann auch andere Gleichungstypen gewonnen werden.

Mit den Umformungsregeln allein ist ein Lésen von Gleichungen nicht méglich. Wichtiger ist die Vermittlung
einer Strategie zum Anwenden der Regeln. Deshalb wird eine Schrittfolge zum Lésen von Gleichungen
vermittelt, die ein zielgerichtetes Vorgehen ermdglichen soll.

Um die Schiler auf eine geeignete Auswahl der Rechenoperation zum weiteren Isolieren der Variablen zu

orientieren und eine geeignete Sprechweise einzufuhren, kann die Formulierung ,,aufheben der letzten

Rechenoperation* verwendet werden. Diese Formulierung ist in der Mathematik tiblich und dirfte den Schilern

auch schon begegnet sein (Addition und Subtraktion heben sich gegenseitig auf.) Nach dem ,,Deutschen

Universalworterbuch hat ,,aufheben® folgende drei Bedeutungsaspekte:

— etwas vom Boden aufnehmen; sich erheben, aufstehen; in die Hohe heben, erheben

— aufbewahren, etwas in guter Obhut haben

— nicht langer bestehen lassen; riickgangig machen; auller Kraft setzen; den gleichen Wert, die gleiche
Wirkung wie etwas Entgegengesetztes haben und es dadurch ausgleichen; offiziell beenden

Der dritte Aspekt entspricht etwa dem, was beim ,,Aufheben* einer Rechenoperation gemeint ist.

Mit der Bezeichnung ,,aufheben* wird auRerdem im Unterschied zu dem 0blichen ,,beseitigen” oder “auf die

andere Seite bringen* verdeutlicht, dass das Stérende keineswegs verschwindet, sondern zu(r) Null oder zu(r)

Eins gemacht (,,gerade gebogen®) wird und erst die Null als Summand bzw. die Eins als Faktor weggelassen

werden kann.

Es kann sofort der TR zugelassen werden, da er beim Lésen von Gleichungen wenig hilft.

Umestellen von Formeln

Ein wichtiges Ziel bei der Erweiterung des Gleichungsbegriffes ist die Einbeziehung von Formeln in die
Betrachtungen zu Gleichungen. Fir Schiiler sind Formeln zwar auch Gleichungen aber etwas anderes als z.B.
Gleichungen mit einer Unbekannten oder Gleichungen als Rechenaufgaben. Formeln sind aus formaler Sicht
Gleichungen mit mehreren Variablen (und damit auch als Funktionen mehrerer Veranderlicher aufzufassen).
Werden Formeln umgeformt, kdnnen sie als Gleichungen mit Parametern angesehen werden.

Aus Sicht der spateren Anwendungen der Algebra, vor allem in den nachfolgen Bildungsbereichen, hat das
Umstellen von Formeln zumindest den gleichen, wenn nicht sogar einen hoheren Stellenwert als das Ldsen von
Gleichungen. Es sollte deshalb von Anfang an ausreichend beriicksichtigt werden.

Als Bezeichnungen fiir die betrachtete Handlung sind folgende méglich: ,,Umstellen der Formel nach ...”,
L»AUfldsen der Formel nach ..., ,,Umformen der Formel®.

Mit den ersten beiden Formulierungen kann das Ziel besser angegeben werden. Es wird ,,umstellen verwendet,
da es etwas deutlicher als ,,auflésen” auf die Handlungen orientiert.

Das Umstellen von Formeln stellt hohere Anforderungen an die Schiler, als das Ldsen einer Gleichung, da
mehrere Variable zu betrachten und unterschiedlich zu behandeln sind. Aufgaben zum Umstellen von Formeln
sollten deshalb vorrangig in entfalteter Form unter Einsatz grafischer Mittel (farbiges Markieren der Gro3e, nach
der umgestellt werden soll) gelést werden. Das Umstellen von Formeln wird dabei als Anwendung der
Umformungsregeln behandelt.



