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COLIN BUTTCHEREIT

Monotones Iterationsschema in Risikomodellen

1 Einfiihrung

Partielle Differentialgleichungen haben héufig einen naturwissenschaftlichen Hintergrund.
Beispielsweise sind in dem Werk [2] von W. Arendt und K. Urban die Transportgleichung, die
Wirmeleitungsgleichung und die Wellengleichung zu finden. Allerdings gibt es auch partielle
Differentialgleichungen aus dem Bereich der Finanzwirtschaft. Der US-amerikanische Wirt-
schaftswissenschaftler Fischer Sheffey Black und der kanadische Wirtschaftswissenschaftler
Myron Samuel Scholes verdffentlichten im Jahr 1973 das bekannte Black-Scholes-Modell, in
dem es im Wesentlichen darum geht, den fairen Preis U(.S,t) eines Derivats fiir eine Risiko-
Anlage S (z.B. eine Aktie) zu einem gewissen Zeitpunkt ¢ zu bestimmen. Es ist tiblich, dass
fiir Modelle gewisse Annahmen zur Vereinfachung getroffen werden. In diesem Artikel wird
das ,klassische Black-Scholes-Modell um das Ausfallrisiko des Ausgebers B und der Gegen-
partei C' sowie um die Finanzierungskosten erweitert, was insgesamt zu einer nichtlinearen
partiellen Differentialgleichung vom Black-Scholes-Typ fithrt. Diese Gleichung hat folgende
Gestalt:

0
aU—F.AtU—TU:—(1—RB))\BU_+(1—R0))\0U++SFU+ (1)

fir (S,t) € (0,00) x (0,7).

Fiir die genaue Herleitung der Gleichung (1) sei auf C. Burgard und M. Kjaer in 6] (Kapitel
3) verwiesen.

Der zeitabhéngige Black-Scholes-Operator A; ist definiert durch

62

o 82U + gs(t) - 7s(0)] 52

Al = 052 a5

1
3 U (2)
fir U : (0,00) x (0,T) — R.

Mit r > 0 bezeichnen wir den risikolosen Zinssatz, mit rg > 0 bzw. ro > 0 die Rendite
der Anleihen von B bzw. C' und mit rr die Finanzierungsrate. Auferdem definieren wir die

nichtnegativen Konstanten Ag :=rg —r, A\¢ :=r¢ —r und sp := rp — r. Des Weiteren ist
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vs(t) > 0 die Dividenden-Rendite der Aktien-Beteiligung, ¢s(t) > 0 die Finanzierungskosten-
Rate der Aktien-Beteiligung und o(¢) > 0 die Volatilitét. Zuletzt sind Rp € [0, 1] bzw. R¢ €
[0, 1] die Erholungsraten im Falle des Ausfalls von B bzw. C. Auferdem ist ¢ = max(¢p, 0)
der Positivteil und ¢~ = max(—¢p,0) der Negativteil der Funktion ¢.
Die nichtlineare parabolische Gleichung (1) wird durch den Endwert

U(S,T) = H(S) (3)

fiir S € (0, 00) ergénzt.

Dieser Endwert wird durch die Art der Option festgelegt. Anhand einer Aktie werden nun
kurz die Optionen und ihre dazugehorigen Auszahlungsfunktionen vorgestellt, die wir in die-
sem Artikel vorrangig betrachten. Dabei betrachten wir die selben Optionen wie F. Baustian,

J. Pospisil und V. Svigler in [7]:
1. Call-Option
2. Forward
3. Gap-Option

Eine Call-Option gibt dem Ausgeber B das Recht, jedoch nicht die Pflicht, eine Aktie zu
der Zeit T fiir einen festgelegten Strike-Preis K > 0 zu kaufen. Die Auszahlungsfunktion der
Call-Option ist daher durch

Hean(S) = (S = K)* (4)

gegeben (siehe Abbildung 1).

Auszahlung

Aktienpreis

1 1 1 1

Abbildung 1: Auszahlungsfunktion einer Call-Option
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Bei einem Forward hat der Ausgeber B zu dem Zeitpunkt 7" die Pflicht, eine Aktie zu dem
festgelegten Strike-Preis K > 0 zu kaufen. Die Auszahlungsfunktion eines Forwards ist daher
durch

wad(S) - S - K (5>

gegeben (siehe Abbildung 2).

Auszahlung

K Aktienpreis

Abbildung 2: Auszahlungsfunktion eines Forwards

Bei der Gap-Option gibt es zusétzlich zum Strike-Preis K noch einen Trigger-Preis K,
wobei K, > K; > 0 gelten soll. Es ist mafigeblich, ob der Aktienpreis zum Zeitpunkt T’
mindestens so grofs ist wie der Trigger-Preis. Die Auszahlungsfunktion der Gap-Option ist
durch

Hgap(S) = (S — Ky) Ts>k, (6)

gegeben (siehe Abbildung 3).
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Auszahlung

K

Abbildung 3: Auszahlungsfunktion einer Gap-Option

Es ist anzumerken, dass die Call-Option immer eine nichtnegative Auszahlung besitzt, wah-

rend die beiden anderen Vertrége auch negative Auszahlungen besitzen kénnen.

Der Artikel ist folgendermafen aufgebaut. Zunéchst wird im zweiten Kapitel das nichtlineare
Problem umgeformt, damit sich aus dem Endwertproblem (1), (3) ein Anfangswertproblem
ergibt. Des Weiteren betrachten wir, in welchen Raumen sich die betrachteten Funktionen

befinden. Dabei werden die hierfiir relevanten gewichteten Lebesgue-Réume eingefiihrt.

Im dritten Kapitel wird das Prinzip von Ober- und Unterlosungen erlautert. Daraufhin
wird eine Folge von Funktionen konstruiert, welche Losungen linearer partieller Differenti-
algleichungen sind. Diese Folge konvergiert aufgrund dieser Konstruktion gegen die Losung
des urspriinglichen nichtlinearen Problems. Zuletzt leiten wir mithilfe eines ,Variation der

Konstanten “-Ansatzes eine explizite Losungsformel fiir das lineare Problem her.

Im vierten Kapitel wird die Methode der finiten Differenzen auf das monotone Iterations-
schema angewendet, indem konkret einige Iterationen fiir festgelegte Parameter durchgefiihrt
und Ergebnisse grafisch dargestellt werden. So kann eingeordnet werden, ob die Anwendung
der Finiten-Differenzen-Methode fiir das monotone Iterationschema sinnvolle Ergebnisse lie-
fert.

Abschliefsend wird im fiinften Kapitel ein Fazit gezogen, inwieweit das monotone Iterations-
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schema zur Behandlung des betrachteten Risiko-Modells geeignet ist und wie aussagekréftig

die Ergebnisse der numerischen Behandlung sind.

Wahrend im zweiten und dritten Kapitel die analytischen Aspekte im Vordergrund ste-
hen, welche beispielsweise von B. Alziary und P. Taka¢ in [!] erforscht wurden, konzentriert
sich das vierte Kapitel auf die numerische Behandlung des Iterationsschemas. Auf diese
Weise werden die bisherigen analytischen Ergebnisse um interessante numerische Resultate

erweitert.

2 Vorbereitung

Bevor in Kapitel 3 das monotone Iterationsschema definiert werden kann, formen wir das
nichtlineare Problem (1), (3) zunéchst um. Auferdem sind wir daran interessiert, in welchen

Réaumen sich der Anfangswert und die Losung des Problems befinden.

2.1 Umformung des nichtlinearen Problems

Die Umformungen basieren auf 1] (Kapitel 2) und [5] (Kapitel 2, Kapitel 3.1).
Wir betrachten das nichtlineare Problem (1), (3) und setzen 7 = T — ¢, x = In S sowie
u(z,7) = U(S,t). Aus dem Endwert (3) ergibt sich mit h(x) = H(S) dann der Anfangswert

u(x,0) = hiz) = H (e7) (7)

fir x € R.

Aus der Gleichung (1) ergibt sich in verkiirzter Schreibweise

0
Eu —A(T)u+ru = f(u) (8)

fir (z,7) €e R x (0,7).
Dabei ist nun der zeitabhéngige Black-Scholes-Operator A(7) definiert durch

1 5 02 1 5| O
A(T)u = 5 [o(7)] L qs(7) = vs(7) — B [o(7)] 7Y (9)
fir u: R x (0,7) — R.
An dieser Stelle sei angemerkt, dass alle linearen Operatoren A(7), fiir 7 € (0,7"), paarweise
kommutativ sind.

Die Nichtlinearitat f (-, z,7) : R — R auf der rechten Seite von (8) definieren wir durch

flu,z,7):== (1 — Rp) Agu™ — (1 — Rg) Aou™ — spu™ (10)
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fir w € R und (z,7) € R x (0,7).
Addiert man bei der Gleichung (8) auf beiden Seiten den Term L ju, wobei die Konstante
Ly €0,00) definiert ist durch

Ly =max {(1 — Rp)Ag, (1 — Rc)hc + sp}, (11)

so erhalt man insgesamt also das dquivalente nichtlineare Problem

{ %u —A(T)u+rgu=g(u) fir (r,7) € Rx(0,7) (12a)
u(z,0) = h(x) = H (e”) fir z e R. (12b)

Hierbei haben wir r, := r 4+ L; gesetzt und die Nichtlinearitét g(-,z,7) : R — R definiert
durch

g(u,z,7) = f(u,x,7)+ Lyu (13)
fir u € R und (z,7) € R x (0,7).
Das nichtlineare Problem (12a), (12b) wird im Folgenden zugrunde gelegt. Der nachfolgende
Satz zeigt, warum die Addition des Terms L ju sinnvoll ist. Wir gehen an dieser Stelle etwas

préziser auf den Beweis ein als in [1].

Satz 1 Fiir alle (z,7) € R x (0,T) ist die Funktion g (-,z,7) : u + g(u,z,7) : R = R

monoton wachsend, d.h. fir alle ui,us € R gilt die Implikation
uy <up = g (u1,z,7) < g(ug, 7, 7). (14)
Beweis. Fiir alle (x,7) € R x (0,7 gilt

g(u,z,7) = f(u,z,7) + Lyu
1— RB) )\BU_ — (1 — Rc) )\Cu+ — SFU+ + Lf (U+ — U_>
= (—Lf + (1 — RB) /\B) U + (Lf — (1 — RC) Ao — SF) ut

=—(Ly = (1= Rp)Ap)u” + (Ly = (1 = Re) e + sp)) u” (15)
(L — (1= Rp)Ap)u , falls u < 0
=4 (L= ((1=Re)Ac+sp))u ,fallsu>0
0 , falls u = 0.
Also gilt
0 Lf—<1—RB))\B ,fallsu<0
8_9 = (16)
u Li—((1—=Re)Ac+sr) ,fallsu>0.

Weiter gilt
Lf :max{(l —RB>/\B,(1—R0))\0+SF} Z (1 —RB) /\B (17)
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sowie
Lf = max{(l - RB))\B, (1 - Rc)AC + SF} Z (1 - Rc))\c + Sp. (18)
Damit folgt
0
0< —¢g<1L 19
< 5.9 Ly (19)

fir alle w € R\ {0} und (z,7) € R x (0,7).

Auferdem gilt wegen (15) fiir alle (x,7) € R x (0,7

g(u,z,7) <0, falls u < 0,
g(u,z,7) =0, falls u = 0, (20)
g(u,z,7) >0, falls u > 0,

sodass die Behauptung mit (19) und (20) folgt. O

In [1] (Kapitel 2) werden ganz allgemein fiinf Forderungen (G1 - G5) an die Nichtlinearitét
g: R xR x(0,7) — R gestellt. Neben der gerade bewiesenen Monotonie (G3) erfiillt die
konkret betrachtete Nichtlinearitdt (13) alle diese Forderungen, denn:

Fiir jedes feste u € R ist die Funktion g(u, -, -) : (x,7) — g(u,x,7) : Rx(0,7) — R Lebesgue-
messbar (G1). Die exponentielle Wachstumsbeschriankung (G4) der Funktion ¢(0,-,7) : z —
g(0,z,7) : R — R ist gegeben, da ¢(0,z,7) = 0 gilt. Auch die Holder-Stetigkeit (G5)
der Funktion g(u,z,-) : 7 — g(u,z,7) : (0,7) — R liegt vor, da ¢ nicht explizit von 7
abhéngt. Zuletzt erhalten wir auch die gleichméfige Lipschitz-Stetigkeit (G2) der Funktion
g(-,z,7) ru > g(u,z,7) : R — R durch (19) zusammen mit der Tatsache, dass ¢(0,z,7) =0
gilt.

2.2 Die betrachteten Raume

In diesem Abschnitt wird dargelegt, in welchen Réumen sich die Losung v : R x (0,7) — R
des nichtlinearen Problems (12a), (12b) bzw. die Funktionen in dem spéter vorgestellten
Iterationsschema, welche Losungen linearer partieller Differentialgleichungen sind, befinden.
Dies héngt wesentlich davon ab, in welchem Raum sich der Anfangswert (12b) befindet.

Héufig werden o, ¢¢ und ~g als positive Konstanten angenommen. Es geniigen allerdings

auch schwiichere Annahmen, die wir nun gemaf [1] (Kapitel 2) aufzéhlen:

Annahme 1 o : [0,7] — (0,00) ist eine Hélder-stetige Funktion, d.h. es existieren von
7 € [0, T] unabhdngige Konstanten C, € [0,00) und ¥, € (0,1), sodass

|o(71) — o (1) < Colry — 72| (21)

fir alle 7,7 € [0,T] gilt.
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Annahme 2 g¢g,vs : [0,7] — (0,00) sind Holder-stetige Funktion, d.h. es existieren von
7 € [0,T] unabhdingige Konstanten Cy, C, € [0,00) und 94,9, € (0,1), sodass

|4s(71) — gs(m)| < Cylri — 1| (22)

und

s(m1) = 75(72)| < Cylmi — 7™ (23)
fir alle 7,15 € [0,T] gilt.
Zuletzt muss noch eine Annahme tiber den Anfangswert (12b) getroffen werden. Am Beispiel

des Forwards sieht man, dass die Funktion hAgyq : R — R mit hgyq(z) = Hiwq (€¥) = € — K

unbeschrankt ist. Jedoch gilt immerhin hgyq(z) < €® fiir alle x € R. Allgemein fordern wir:

Annahme 3 Die Funktion h : R — R ist Lebesque-messbar und es existiert eine Konstante
Ch, € [0,00), sodass fir fast alle x € R die Ungleichung

[ ()] = [H (¢7)] < Chel (24)
qgilt.

Es sei angemerkt, dass die drei konkret betrachteten Vertrage (Call-Option, Forward und
Gap-Option) jeweils die Annahme 3 erfiillen.

Durch diese Annahme motiviert, betrachten wir zunéchst den Vektorraum

L2 (R,w) =
) (25)
{f R—-C ‘ f ist Lebesgue-messbar und/R |f(2)]"w(x)dx < oo} :
wobei w(z) = e I eine Gewichtsfunktion mit einer Konstanten p € (2, 00) ist.
Zunéchst erhalten wir durch die Abbildung
e € )+ 0.00), £ ( [ 1@ u)o) (20
eine Seminorm. Um eine Norm zu erhalten, definieren wir
Ni={f e ®w): | fllama =0} (27)
und definieren den gewichteten Lebesgue-Raum durch
L* (R,w) == L* (R, w) /N (28)

Dieser Raum entsteht aus £2 (R,w) durch Identifizieren von Funktionen, die fast iiberall

gleich sind. Wir verweisen an dieser Stelle auf F. Baustian, K. Filipova und J.Pospisil in
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[1] (Kapitel 2.1) und O. Forster in [9] (Kapitel 12) fiir weitere Details tiber Lebesgue- bzw.
gewichtete Lebesgue-Raume.
Es ist bekannt, dass Hc := L? (R, w) ein Hilbertraum mit der Norm

1= ( [, \f(x)IQw(:v)dxf < o0 (29)

ist. Diese Norm wird von dem Skalarprodukt

(f. ghi = /Rf@)mw(x)dx (30)

fiir f, g € Hc induziert.

Wir bezeichnen den abgeschlossenen Unterraum aller reellwertigen Funktionen f : R — R
von H¢ mit Hg.

Da die Losung u(x, 7) fiir das nichtlineare Problem (12a), (12b) reellwertig sein wird, werden

wir insgesamt u(-,7) € Hg fiir alle 7 € (0,7") erhalten.

Zuletzt geben wir ein fiir das monotone Iterationsschema wichtiges Existenz- und Eindeu-

tigkeitsresultat an. Dafiir betrachten wir das lineare Problem

{%u —A(T)u+ryu=F(x,7) fir (z,7) e Rx(0,7) (31a)
u(z,0) = h(x) = H (&) fir z e R (31b)

in Anlehnung an das nichtlineare Problem (12a), (12b).

Dabei ist die Inhomogenitat F : [0,7] — Hpg eine stetige Funktion, das heifst ' € C ([0, 7] —
Hg), wobei F': R x [0, 7] — R die Bedingung F(7) = F(-,7) € Hg fiir alle 7 € [0, T] erfiillt.
Die Ergebnisse in | 1] (Kapitel 2) und von L. C. Evans in [8] (Kapitel 7.1) liefern, dass das pa-
rabolische lineare Problem (31a), (31b) genau eine schwache Losung u : [0, 7] — Hg besitzt,
sofern die Anfangsbedingung h € Hg die Bedingung (24) erfiillt. Diese schwache Losung u
ist stetig als Hg-wertige Funktion von 7 € [0, 7], das heifst u € C ([0,7] — Hg).

Es sei an dieser Stelle angemerkt, dass diese schwache Losung u : [0,7] — Hg auch eine
klassische Losung ist, falls F' : [0, 7] — Hg Holder-stetig zum Holder-Exponenten v € (0,1)
ist. Fiir Details sei auf [1| (Kapitel 2, Hypothesis (f1’)) verwiesen. Wir verwenden daher im

Weiteren héufig die Notation der (schwachen) Losung,.

3 Monotones Iterationsschema

In diesem Kapitel behandeln wir nun das monotone Iterationsschema. Wir konstruieren eine
Folge von Ober- bzw. Unterlosungen, welche selbst Losungen von linearen Problemen sind.
Diese Folge von Funktionen konvergiert dann monoton gegen die Losung des nichtlinearen
Problems (12a), (12b).
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3.1 Ober- und Unterlosungen

Als Erstes miissen die Begriffe Oberlosung und Unterlosung definiert werden. Dieser Ab-
schnitt basiert auf [1] (Kapitel 3.1) und [5] (Kapitel 3.1).

Wir definieren zunéchst die Begriffe im Sinne von klassischen Losungen.

Definition 1 Die Funktion u : [0,T] — Hyg ist eine Oberlésung des linearen Problems
(31a), (31b), wenn gilt:

1. u(z,0) > h(z) fir fast alle x € R.

2. Fir das Losungs-Residuum

D(u) := %E(m, T) — A(T)u(z, 7) + ryu(x, 7) — F(z,7) (32)

gilt: D (w) > 0 fir fast alle (z,7) € R x (0,T).

Analog lésst sich die Unterlosung definieren.

Definition 2 Die Funktion u : [0,T] — Hg ist eine Unterlésung des linearen Problems
(31a), (31b), wenn gilt:

1. u(z,0) < h(z) fir fast alle x € R.

2. Fir das Lésungs-Residuum

D(u) := %g(m, 7) — A(T)u(z, 7) + rou(z, 7) — F(z,7) (33)

gilt: D (u) <0 fir fast alle (z,7) € R x (0,7).

An dieser Stelle sei angemerkt, dass fiir die schwache Losung von (31a), (31b) der Begriff
der schwachen Ober- bzw. Unterlosung (Definition 1 und Definition 2) im Sinne einer Ap-
proximation durch eine Folge von klassischen Losung zu verstehen ist. Dafiir sei erneut auf

[1] (Kapitel 3.1) verwiesen.

Um das monotone Iterationsschema definieren zu kénnen, wird zunéchst eine anféngliche
Oberlésung ug beziehungsweise eine anfangliche Unterlosung uy des nichtlinearen Problems
(12a), (12b) benotigt. Der Begriff der Ober- und Unterlésung ist dabei analog zu Definition

1 und 2 definiert, indem man F'(x,7) durch g(@) beziehungsweise durch g(u) ersetzt.

Fiir die drei oben genannten Vertridge (Call-Option, Forward und Gap-Option) kann je-
weils eine anfangliche Oberlosung ug und eine anféngliche Unterlésung ug des nichtlinearen

Problems (12a), (12b) angegeben werden.
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Satz 2 Fir die Call-Option, den Forward und die Gap-Option ist jeweils eine anfingliche

Oberlisung ug des nichtlinearen Problems (12a), (12b) gegeben durch
Uy(z,7) = exp (z + A7) fiir (z,7) € R x [0, 7],
wobei X € R eine Konstante ist, die

A > max [gs(7) —ys(7)] =7 — (1 = Re)Ac — sp
T€[0,T7]

erfillt.

Beweis. Zunichst stellt man folgende Aquivalenz fest:
S>Ki <= x>k,
Weiter gilt fiir alle x € R
_O(xa O) =e" > (ex - K>+ = Ldcall (ex) = hcall(m)a
Ug(7,0) = " > e" — K = Hpya (€") = hiwa(w),
_Q(ZL’, O) =e" > (em - KS) ]l{l’Ztht} - Hgap (ew) - hgap(*r)a

sodass Bedingung (1.) von Definition 1 erfiillt ist.
Aufserdem gilt

9 _
Eu_o = /\Uf_Ou
?_ 0

—8x2u0 = %UO = Ug.

Damit gilt also

A(r)ig = 5 o (1)) @ + [gs(7) —7s(7) — % [o(n))*| @ = [as(7) —7s(7)]

DO | —

Tgu_(): (T+Lf>u_07
g (o) = f (o) + Lyig = — (1 — Re) A\cp — sptio + Lsig
= (Lf — (1 — Rc))\c — SF)’LL_O

Somit gilt fiir das Losungs-Residuum

)
D(ug) = 5700 — A(7)ag + 1o — g(ug)

= (A= lgs(7) = 7s(T)] + 7+ (1 = Re) Ac + sr) T

= (A=lgs(1) = ys(n)] + 74 (1 = Rc) Ac + sr) exp (z + A7) .

(34)

(35)

(36)

(38)

(39)

(40)

Wegen exp (z 4+ A7) > 0 fithrt die Wahl von XA > max [gs(7) — vs(7)] =7 — (1 = Rc)Ac — s

T€[0,7T]

dazu, dass D (ug) > 0, sodass also auch die Bedingung (2.) aus Definition 1 erfiillt ist.

]
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Ahnlich lisst sich fiir die drei Vertriige auch eine anféingliche Unterlosung ug des nichtlinearen
Problems (12a), (12b) konstruieren.

Satz 3 PEine anfingliche Unterlosung uy des nichtlinearen Problems (12a), (12b) ist gege-
ben durch

up(x,7) = —Cexp(Ar) fiir (z,7) € R x (0,7 (41)
mit C > 0 und A € R, wobet wir fiir die Call-Option C' = 0, fir den Forward C' = K und fiir
die Gap-Option C = K, — K; setzen. Zusdtzlich muss bei dem Forward und der Gap-Option
noch A > (1 — Rg) Ap — r gewdhlt werden.

Beweis. Fiir die Call-Option ist ug(x,7) = 0. Also gilt fiir alle z € R
@(ZE, 0) =0 S (ex - K)Jr = 1llcall (6w) = hcall(z)v (42)

sodass Bedingung (1.) von Definition 2 erfiillt ist.
AuRerdem gilt fiir das Losungs-Residuum D (ug) = 0, sodass Bedingung (2.) aus Definition
2 auch erfiillt ist.

Nun betrachten wir den Forward und die Gap-Option mit ug(z,7) = —Cexp(A7). Fiir alle
x € R gilt fiir den Forward

up(2,0) = =K < e” — K = Hpyq (€7) = hgwa() (43)
und fiir die Gap-Option

@(I’, O) = Kt - KS S (ex - Ks) ﬂ{e“ZKt} - (ea: - Ks) ﬂ{xZInKt}

= Hgyp (e) = hgap(@»

wobei hier noch einmal angemerkt sei, dass K; — Ky < 0. Damit ist Bedingung (1.) von
Definition 2 erfillt.

Nun gilt weiter

(44)

(%Uo = Auy,
A (45)
gt = gt =0
Damit gilt
A(T)ug = 0,
reuo = (r + Ly) uo, (46)

g (uo) = f (o) + Lyug = (1 — Rp) Apug + Lyug.
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Somit gilt fiir das Losungs-Residuum

0
D(uo) = prii A(T)ug + rqug — glug) = (A +7 — (1 — Rp) Ap) uo

= —C(A+7—(1— Rp)Ag)exp(Ar).

(47)

Da C > 0 und exp(A7) > 0, fithrt die Wahl von A > (1 — Rg) Ag — r dazu, dass D (@) <0,

sodass also auch die Bedingung (2.) aus Definition 2 erfiillt ist.

Wir schliefsen das Unterkapitel 3.1 mit einem sehr wichtigen Satz ab, der auf dem Maxi-
mumprinzip basiert.

Das schwache Maximumprinzip fiir die schwache Losung u von (31a), (31b) besagt laut [1]
(Kapitel 3.1) Folgendes:

Wenn u(z,0) > 0 und F(z,7) > 0 fiir fast alle (z,7) € R x (0,7) gilt, dann gilt auch
u(z,7) > 0 fiir fast alle (z,7) € R x (0, 7).

Folgender Satz hilft fiir die anschlieffende Konstruktion der monotonen Iterationen weiter:

Satz 4 Seien U, u: R x (0,T) — R eine (schwache) Ober- bzw. Unterlisung des linearen
Problems (31a), (31b), sodass u(z,0) < u(z,0) fir fast alle x € R gilt. Dann gilt fir jedes
7 €[0,T) auch u(x,7) <u(x,7) fir fast alle x € R.

Beweis. Anwendung des schwachen Maximumprinzips auf die Differenz v = @ — u. Siehe
Lemma 3.1 (Weak comparison) in [1| (Kapitel 3.1) sowie Erkenntnisse von A. Friedman in
[10] (Kapitel 2). O

3.2 Konstruktion der Iterationen

Wir definieren nun das monotone Iterationsschema fiir die Oberlésungen mithilfe der bishe-
rigen Erkenntnisse. Der Abschnitt basiert auf [1]| (Kapitel 3.2). Dort wird eine allgemeinere
anfiangliche Ober- bzw. Unterldsung angegeben. Wir beschréinken uns nun auf die konkret
betrachteten Vertrage (Call-Option, Forward, Gap-Option) und deren in Satz 2 und Satz 3

benannten anfanglichen Ober- bzw. Unterlésungen.

Wir betrachten zunéchst die anféngliche Oberlosung g aus Satz 2. Nun sei uy : Rx[0,7] — R

die (schwache) Losung von

{%u_l — A(T)uy +ryug = g(ug) fir (x,7) € Rx [0,7] (48a)
up(z,0) = h(z) = H (e") fir v e R. (48b)

Aufgrund der bisherigen Erkenntnisse wissen wir, dass u; existiert und eindeutig ist. Aufer-
dem gilt wy € C'([0,T] — Hg).
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Da @y eine (schwache) Losung von (48a), (48b) ist, ist uy gleichzeitig eine (schwache) Ober-
16sung und eine (schwache) Unterlosung von (48a), (48b). Da %y eine Oberlésung von (12a),
(12b) ist, ist ug auch eine (schwache) Oberlésung von (48a), (48b). Somit kann man mit Satz
4 folgern, dass ug(x,7) > uy(x,7) fiir fast alle (xz,7) € R x [0, 7] gilt.

Analog gilt dann auch wuy(z, 7) > ug(z, 7) fiir fast alle (z,7) € R x [0,77], da uy (geméfs Satz
3) eine Unterlosung von (12a), (12b) ist. Insgesamt folgt dann also

g, 7) = ur(w, 7) = uo(x, 7) (49)
fir fast alle (z,7) € R x [0, 7.

Nun nehmen wir an (Induktionsvoraussetzung), dass wir die Funktionen ug,uy,...,a, :
R x [0, 7] — R so konstruiert haben, dass gilt:

1. Fir alle ¢ = 0,...,n ist @; : R x [0,7] — R Lebesgue-messbar und es gilt w; €

2. Firalle:=1,...,n gilt
Uo(z,7) > Wi (z,7) > Wz, 7) > uo(z, 7) (50)

fir fast alle (z,7) € R x [0, 7.

3. Firallei=1,...,nist @; : R x [0,7] — R die (schwache) Losung von
9 __ A,
{EuZ —A(T)w; + ryw; = g(w—y) fir (z,7) € Rx[0,7] (5la)
u;(x,0) = h(z) = H (") fir z € R. (51b)

Zuletzt muss nun noch die Funktion @, : R x [0,7] — R als (schwache) Lésung von

0
{ EU’TH»I - A<T>m + rgm = g(u_n) fiir (37, T) € R x [07 T] (52&)
Unt1(x,0) = h(z) = H (") fir z € R (52b)

konstruiert werden. Da wir durch (50) insbesondere wissen, dass
Up—1(z,T) > Uy (2, T) (53)
fir fast alle (z,7) € R x [0, 7] gilt, konnen wir mit Satz 1 folgern, dass
9 (@ =i(2,7)) 2 g (Wn(2, 7)) (54)

fiir fast alle (z,7) € R x [0,7] gilt.
Dann kann man wiederum mit Satz 4 folgern, dass auch

Up (2, T) > Upia(x, T) (55)
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fiir fast alle (z,7) € R x [0,7] gilt.
Analog zur Konstruktion von w; mithilfe von %g erhalten wir nun die Existenz von %, 7 und
insgesamt

Uo(x,T) 2 Up(2,7) 2 Upra (2, T) > ug(, T) (56)

fir fast alle (z,7) € R x [0, T] sowie u,; € C ([0,T7] — Hg).

Mit dieser Induktion ist die Konstruktion der monotonen Iterationen abgeschlossen.

Durch obige Konstruktion erhalten wir also eine Folge von (schwachen) Oberlosungen g, Uy,
Uz, ... fiir das nichtlineare Problem (12a), (12b).

Mit dem Satz von der monotonen Konvergenz bzw. mit dem Satz von der majorisierten Kon-
vergenz (siche beispielsweise [9] (Kapitel 5)) erhélt man zum einen die monotone punktweise
Konvergenz

Up(x,7) \yu (2, 7T), wenn n — o0 (57)

fiir fast alle (z,7) € R x [0,7] und zum anderen die Konvergenz
|ty (1) — uw*(7)|| ; = 0, wenn n — oo (58)
fiir fast alle 7 € (0,7), wobei u*(7) = u*(-, 7) € Hg eine Funktion ist, welche die Ungleichung

Uo(x,7) > up(x,7) > Ux(x,7) > ... > u(x,7) > upx, 1) (59)

fiir fast alle (z,7) € R x [0, T erfiillt.
Betrachtet man den Lebesgue-Raum L? ([0, 7] — Hg), erhilt man des Weiteren auch die

Konvergenz

2

T
I = s = | [ I —wOlfyar | >0 fin—oo (60
0

Die Resultate von A. Pazy in 12| (Kapitel 6, Theorem 1.2) liefern zusammen mit [3] (Kapitel
7.1) zum einen, dass u* € C' ([0,7] — Hg) und zum anderen, dass u* eine (schwache) Losung
des nichtlinearen Problems (12a), (12b) ist.

Analog konstruiert man die Folge von (schwachen) Unterlosungen, indem man mit der in
Satz 3 beschriebenen anfanglichen Unterlosung ug beginnt und die Iterierten so berechnet
wie in (48a), (48b) (ersetze im Schema jeweils w; durch u,;). Auf diese Weise erhélt man
eine Folge von (schwachen) Unterldsungen ug, u1, s, . . ., fiir das nichtlineare Problem (12a),
(12b).

Analog erhalt man die monotone punktweise Konvergenz

up(z,7) S u(x,7), wenn n — 00 (61)
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fur fast alle (z,7) € R x [0, T, wobei
up(z,7) < w(x, 7) <ugla,7) <o <z, 1) <Tgle, T) (62)

fir fast alle (z,7) € R x [0,7] gilt.

Die Konvergenz (58) sowie die Konvergenz (60) gelten analog.

3.3 Losungsformel fiir das lineare Problem

In diesem Abschnitt wird eine Losung des linearen Problems (31a), (31b) hergeleitet. Mithil-
fe bekannter Resultate {iber den Kern der Diffusionsgleichung kann dann sogar eine explizite
Losungsformel angegeben werden. Wir verwenden hierfiir [1] (Kapitel 5) und [12] (Kapitel

5.6) sowie die Ergebnisse fiir die Diffusionsgleichung in [2] (Kapitel 3.4.4).

Wir beginnen mit der homogenen abstrakten Differentialgleichung

{ %u — A(m)u =0 in Hg fiir 7 € (0,7) (63a)
u(0) = h € Hg. (63b)
Um eine Losung fiir (63a), (63b) anzugeben, teilen wir zunéchst den Black-Scholes-Operator
A(T) : Dc C He — Hc in zwei Operatoren auf. Dabei besteht der Definitionsbereich
D (A(7)) = Dc aus allen Funktionen f € He, deren schwachen Ableitungen f' = L f und
f" = & f ebenfalls in He liegen.

Nun definieren wir den Diffusions-Operator A;(7) : D¢ C He — H¢ durch

1 0?
(Ay(T)u) (x) == = [o(1)]? 52 firz e R (64)
und den Drift-Operator Ay(7) : Dc C He — Hc durch

(A (T)u) (x) := (qs(T) —vs(7) — % [0(7)]2) G%JU fir z € R. (65)

Somit erhalten wir A(7) = A;(7) + Az(7) als Summe zweier kommutativer Differential-
Operatoren. Wir definieren nun noch die Hilfsfunktionen

T

Sr) = % / (o] dt und 2(7) = / (qs(t) st) — % [U(t)]z) a (66)

fir alle 7 € [0,7] und erhalten durch die Ergebnisse von [1| (Kapitel 5) und [12] (Kapitel
5.6, Theorem 6.8), dass die eindeutige klassische Losung u € C (|0, 7] — Hg) des homogenen
Problems (63a), (63b) gegeben ist durch

u(t) = %(r,0)h in Hy fir 7 € [0,T], (67)



Monotones Iterationsschema in Risikomodellen 43

wobei die Evolutionsfamilie % 2(7,s) = {Z2(7,s) : Hr - Hr : 0 < s <7 < T} von be-

schriankten linearen Operatoren gegeben ist durch

U o(T,8) = (T, 8)Us (T, 5)

—exp (17) = 760 25 ) exp (100r) - 050 2 -
=P Ox? P Ox
fir0<s<r<T.
Nun betrachten wir die ,yollstdndige homogene Differentialgleichung
{ aﬁu — A(T)u+ryu=0in Hg fir 7 € (0,7) (69a)
-
u(0) = h € Hg. (69Db)

und definieren nun die Evolutionsfamilie % (7,s) = {%Z (7,s) : Hr > Hg : 0 < s <7 < T}
durch
U (1,8) == exp (—ry(T — 8)) - U 2(T,s) (70)

fir 0 < s <7 < T und erhalten die eindeutige klassische Losung u € C ([0,7] — Hg) des
homogenen Problems (69a), (69b) durch

u(t) =% (7,0)h in Hg fir 7 € [0, 7). (71)

Zuletzt betrachten wir nun die inhomogene abstrakte Differentialgleichung

{ a%“ — A(7)u+rgu = F(r) in Hg fir 7 € (0,T) (72a)
w(0) = h € Hp. (72D)

An dieser Stelle erinnern wir daran, dass F': [0,7] — Hg eine Holder-stetige Funktion zum
Hoélder-Exponenten v € (0, 1) ist. Mithilfe von [12] (Kapitel 5.6, Theorem 7.1) kénnen wir
die eindeutige klassische Losung u € C'([0,7] — Hg) des inhomogenen abstrakten Problems
(72a), (72b) durch die folgende Variation-der-Konstanten-Formel angeben:

u(t) =% (r,0)h + /%(7, t)F(t)dt in Hyg fir 7 € [0, 7T, (73)

wobei die Evolutionsfamilie % (7, s) = {% (,s) : Hr — Hg : 0 < s <7 < T} durch (70) de-

finiert ist.

Jede Abbildung % (7,s) : Hr — Hg (0 < s < 7 < T) ist ein Integral-Operator mit dem
Kern J# (z,y; T, s), fir den wir eine explizite Formel bestimmen mochten. Dafiir nutzen wir

den bekannten Gaufs-Kern

1
VATT

G(x;7) == exp <—g) fiir (z,7) € R x (0,00), (74)
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fir den wir auf [2] (Kapitel 3.4.4) verweisen. Aufserdem betrachten wir in Anlehnung an
(69a), (69b) nun fir s € [0,7) das folgende Problem auf dem Intervall [s, T'):

{ %u —A(T)u+ryu=0in Hg fir 7 € (s,7T) (7ha)
(s) = hs € Hg. (75b)

Das Problem (75a), (75b) besitzt die klassische Losung u € C ([s,T] — Hg), welche gegeben
ist durch
u(t) = % (7,s)hs in Hg fur 7 € [s,T]. (76)

Die Diffusions- Halbgruppe Uy = {U(7): Hg — Hg : 0 < 7 < 0o} besteht aus Integral-Ope-
ratoren U; (1) = exp <7’ ) Hg — Hg (0 <7 < 00) mit dem Kern G(x — y; 1), d.h.
~ [ 6@~ yirmu)ay (77)
R

fiir alle z € R, 7 € (0,00) und h € Hg.

Damit erhalten wir fiir alle 0 < s < 7 < T den Integraloperator

Um0 () = [ G o=y () = () hulu)y (79
fir alle z € R und h, € Hp.
Die Translations-Gruppe Uy = {Us(7) : Hg — Hg : 7 € R} besteht aus Translations-Ope-
ratoren Us(7) = exp ( ) Hg — Hg (—00 < 7 < 00) mit
[Us(T)h] () = h(z +7) (79)

fiir alle x € R, 7 € R und h € Hg.

Damit erhalten wir fiir alle 0 < s < 7 < T den Translations-Operator
(Us(T, 8)hs) (x) = hs (x + R(T) — X(5)) (80)

fiir alle z € R und hy € Hg.

Somit erhalten wir also fiir 0 < s < 7 < T den Integraloperator
halr. ) 2) = [ Gl —y+ F() = RS (D) - Sy (5)
R

fiir alle z € R und hy € Hg.
Insgesamt erhalten wir also fiir das Problem (75a), (75b) die klassische Losung u € C' ([s, 7] —
Hpg) durch

u(r) = ([ (r,5)h,) (x) = / A (7, 5)he(y)dy (82)
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fir allez € R, 0 < s <7 < T und hs € Hg, wobei der Kern JZ (z,y; 7, s) gegeben ist durch
H(2,y;7,8) == exp (—ry(T — 5)) G (x —y + Z(7) — %(s); S (1) — F(s)) (83)

firallex,y e Rund 0 <s<7<T.

4 Numerische Behandlung des Iterationsschemas

In diesem Abschnitt wird die Finite-Differenzen-Methode auf das monotone Iterationsschema
angewendet. Dafiir werden die Resultate von C. Munz und T. Westermann aus [11]| sowie
von F. Baustian, M. Fencl, J. Pospiil und V. Svigler aus [3] benutzt. Wir nehmen ab jetzt
an, dass o, q¢ und g positive Konstanten sind. Damit ist der bisher zeitabhingige Black-

Scholes-Operator A(7) nun ein zeitunabhéngiger Operator .A.

4.1 Finite-Differenzen-Methode

Fiir die erste Iteration betrachten wir in Anlehnung an das lineare Problem (48a), (48b) mit

gegebener anfinglicher Ober- bzw. Unterlosung uq folgendes Problem:

{ a%_u — Au+rgu=g(uy) fir (z,7) e Rx[0,7] (84a)
u(z,0) = h(x) = H (%) fir z € R. (84b)

Dafiir betrachten wir zum einen das Intervall [0, Tmax] fir z, wobel Zyin, Tmax € R mit
Tmin < Tmax Und zum anderen das Intervall [0, 7 fiir 7. Man unterteile die Intervalle dquidi-
stant, sodass

Ti = Tmin +19-0,, 1=0,..., N, (85)

wobei N € N und die konstante Ortsschrittweite 0, = #macfmin = 7, —x; > 0 fiir i =
0,..., N—1 gegeben ist. Es gilt also insbesondere ¢y = T ;, und £y = Tmax. Analog unterteile

man das Intervall [0, T, sodass
re=k-6,, k=0, M (86)

gilt, wobei M € N und die konstante Zeitschrittweite 6, = % = Tpr1 — T > 0 fir k =
0,...,M — 1 gegeben ist. Es gilt also insbesondere 7p = 0 und 73, =T
Nun sei U, der Ndherungswert der Losung von (84a), (84b) im Punkt (z;,7;) und es sei
Gix = g (uo(x;, 7)). Die partiellen Ableitungen werden fiiri =1,...,N—1,k=0,..., M —1
durch folgende finite Differenzen approximiert:

0 Uij+1 — Ui

—u(x;, ) & 5 ,
i

or (87)
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0 U1 — Ui

a i? ~ ) 88
5 U(Tis Th) 2. (88)
0? U_1x —2Ui +Uis1 g
Mithilfe der finiten Differenzen ergibt sich aus (84a) die Gleichung
U1 = Ui 102 Ui—1x —2Ui ) + Uiy
0, 2 62 (90)
_ e Lo U1 = Uic1p U= 0
ds — s 9 25w gVYik 9ik
firi=1,...,N—1,k=0,...,M— 1.
Die Gleichung (90) lasst sich explizit nach U, x4 auflésen. Man erhélt
1 U1 —2U; 1 + U
Uipt1 = Ui, + 07 [gi,k + 502 L 52’k Lk
v 91
n e L Uisio —Uicie U o1
firi=1,...,N—1,k=0,...,M— 1.
Durch die Anfangsbedingung (84b) erhélt man
Ui,O = h(a:l), 1= 0, Ce ,N. (92)

4.2 Randbedingungen

Zuletzt werden noch Randbedingungen benétigt, um auch Werte fiir Uy, und Uyny (kK =
1,..., M) zu erhalten. Da diese nicht vorgegeben sind, miissen wir sie uns sinnvoll iiberlegen.
Wir beginnen mit der Randbedingung bei x,,;,. Dafiir betrachten wir zunéchst in Anlehnung
an |3] (Kapitel 3.3) die urspriingliche partielle Differentialgleichung (1), dividieren durch S*
und betrachten den Grenzwert fiir S — co. Dadurch erhélt man

2

.0

unter der Voraussetzung, dass das Wachstum von U(S,t) in S kleiner als quadratisch im
asymptotischen Verhalten ist.

Somit ist es sinnvoll, fiir ein hinreichend grofses Sp,.x > 0 anzunehmen, dass

82
— = 4
852U(Smax’t) 0 (94)
fiir alle t € [0, 7] gilt. Daher wéhlen wir als Randbedingung
82

@U(l’max, T) =0 (95)
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fir alle 7 € [0,7]. Um dies umzusetzen, nehme man an, dass der Punkt xy,1 = x5 + 0,
existiere. Mithilfe der finiten Differenz (89) erhélt man dann firi = N und k=1,..., M
Un-1kp —2Ungi +Unisig
0z

~0 (96)
und damit insbesondere

Untik =2Ung — Un—1k- (97)
Betrachtet man nun (91) fir ¢ = N und £ = 0,..., M — 1 und setzt (96) und (97) ein, so

erhalt man

1 Uni — Un—
2) “Nk— YN-1k roUn i (98)

Unjg+1 = Unp + 67 {QN,IC + <QS —Ys T30 F;

firk=0,..., M — 1.

Die Randbedingung bei x,,, legen wir fest, indem wir annehmen, dass die Funktion dort

konstant der Anfangsbedingung entspricht, d.h.
U (Zmin, T) = U (Tmin, 0) = h (Tmin) (99)
fur alle 7 € [0, 7. Somit setzen wir also
Uoi = Uoyp (100)
firk=1,..., M.

4.3 Berechnungen fiir die unterschiedlichen Vertrige

Wir fixieren nun die Parameter dhnlich wie in [5] (Kapitel 4):

Parameter | Wert | Bemerkung

qs 0.1

Ys 0.02

o 0.2

r 0.03

AB 0.01

Ao 0.02

Rp 0.7

Re 0.8

Sp 0.01

K 15 | fiir die Call-Option und den Forward
K 15 | fiir die Gap-Option
K, 12 | fiir die Gap-Option

Tabelle 3.1: Wahl der Parameter
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Fiir alle folgenden Berechnungen mithilfe der finiten Differenzen setzen wir auferdem T" = 2,
sodass wir also T € [0, 2] betrachten. Dariiber hinaus setzen wir & € [Zyin, Tmax] = [1,4] und
fithren die Berechnungen mit N = 100 und M = 2000 durch. Anschliefsend stellen wir die
Ergebnisse auf dem Intervall S € [K — 5, K + 5] = [10,20] bzw. = € [In(10),1n(20)] dar. Fiir
die Gap-Option betrachten wir anschliefend = € [In(7),1n(20)]. Alle Berechnungen wurden
mit MATLAB durchgefiihrt.

4.3.1 Call-Option Bei der Call-Option ist eine anfangliche Unterlosung laut Satz 3 durch
up(z,7) =0 fiir (z,7) € R x (0,7 (101)

gegeben. Fiir die erste Iterierte u; : R x [0,7] — R betrachten wir also

gul —Aug +ryuy =0 fiir (z,7) € Rx[0,7] (102a)
—t = Al T Tt

uy(2,0) = (" — K)*© fir = € R. (102b)

Zusammen mit den in Kapitel 4.2 erwdhnten Randbedingungen kann nun die Methode der
finiten Differenzen angewendet werden, um eine Naherungslosung fiir u; zu erhalten. Diese
ist in Abbildung 5 dargestellt.

Fiir die zweite Iterierte uy : R x [0,7] — R betrachten wir

aﬁ?ig — Aug +rgug = g(wy) fir (z,7) € R x[0,7] (103a)
Uz — Ala T Tgliy Uy

uy(z,0) = (" — K)*© fiir x € R. (103b)

Mithilfe der eben berechneten Naherungslosung fiir u; konnte man nun mit denselben Rand-
bedingungen erneut die Methode der finiten Differenzen anwenden. Dies wiirde aber wieder
zu derselben Naherungslosung fiihren, denn:

Sei U, der Néherungswert fiir u; im Punkt (x;, 7). Es gilt U;, > 0 fiir ¢ = 0,..., N und
k=0,...,M. Fiir die neue Iteration wire nun g, = g (U; ). Wegen der spezifischen Wahl

der Parameter gilt hier
Lf = max{(l — RB)/\B, (1 - Rc))\c + SF} = (1 - Rc)AC + SFr (104)

und damit

g (Uz,k) = (1 - RB) /\BUz,_k - (1 - RC) /\CU:—k - SFU:_k + LfUz’,k
= (1 - RB) ABUsz — (1 — RC) )\CUZFk - SFU:]C + ((1 — Rc)/\c + SF) Ui,k
= — (1 = Ro) AUy, — spUl + (1 = Ro)Ae + sp) Ul
= 0.

(105)
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Also ergibt sich mithilfe der finiten Differenzen fiir alle weiteren Iterationen genau dieselbe
Rechnung wie bei der ersten Iteration und damit stimmen alle weiteren Naherungslosungen

mit der Naherungslosung von u; iiberein.

Analog betrachten wir nun die anfingliche Oberlosung uy aus Satz 2
Uo(z,7) = exp (z + A7) fiir (z,7) € R x [0, 7], (106)

wobei wir hier A = g5 — 75 — 7 — (1 — Re)A¢ — 87 = 0.036 wihlen. In Abbildung 4 ist diese
anféngliche Oberlosung abgebildet. Es sei an dieser Stelle noch einmal angemerkt, dass diese

fiir die drei verschiedenen Vertréage dieselbe ist.

Abbildung 4: Anféngliche Oberlésung g

Dann betrachten wir fiir die erste Iterierte @y : R x [0,7] — R nun

%u_l — Auy +ryur = g(ug) fir (z,7) € R x[0,7] (107a)
u1(2,0) = (e — K)* fir = € R. (107b)

Wir wenden nun die Methode der finiten Differenzen mit denselben Randbedingungen wie
bei der Unterlosung an. Allerdings gilt analog zur Rechnung in (105) auch ¢ (@) = 0, da
U (z,7) > 0 fur alle (z,7) € R x [0,T]. Daher stimmt die Ndherunglosung fiir w7 mit der
eben errechneten Naherungslosung fiir u; iiberein.

Ganz analog zu der Argumentation bei den Unterlésungen stimmen alle weiteren Naherungs-
16sungen mit der Nédherungslosung von wuy iiberein. Folglich ist es nicht sinnvoll, an dieser

Stelle weitere Iterationen durchzufiihren.
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Da die Call-Option eine nichtnegative Auszahlung besitzt, kann in diesem Fall eine ana-
lytische Losung fiir das Problem (12a), (12b) angegeben werden. In [5] (Kapitel 3.2) ist
eine Formel fiir die analytische Losung gegeben. In Abbildung 6 ist diese dargestellt. Im
Vergleich zu der errechneten Ndherungslosung (Abbildung 5, Abbildung 6) sind nur leichte

Unterschiede zu erkennen.

Abbildung 5: Naherungslosung fiir u; Abbildung 6: Analytische Losung

Wir betrachten die Differenz von der analytischen Losung und der Naherungslosung (Ab-
bildung 7) und stellen fest, dass insbesondere am rechten Rand der Fehler relativ grof ist.
Ebenso ist ein kleiner Fehler an der Stelle zu erkennen, an der die Auszahlung der Call-Option

positiv wird.

A

0.3

Abbildung 7: Differenz der analytischen Losung und der Ndherungslésung von u;
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4.3.2 Forward Bei dem Forward ist eine anfangliche Unterlosung laut Satz 3 durch
up(x, 7) = —K exp(Ar) fiir (z,7) € R x [0,7] (108)

gegeben, wobei wir A = (1 — Rp) Ap—r = —0.027 setzen. In Abbildung 8 ist diese anféngliche
Unterlosung dargestellt.

14
142
-14.4
146

-14.8

Abbildung 8: Anfangliche Unterlosung ug beim Forward

Fiir die erste Iterierte u; : R x [0,7] — R betrachten wir

0
p i Auy +rgus = g(ug)  fiir (x,7) € R x [0,7] (109a)
u(z,0) =e" — K fir xeR (109b)

und wenden die Methode der finiten Differenzen an. Mit der erhaltenen Néherungslosung
kann dann die néchste Iterierte errechnet werden usw. Die ersten beiden Iterierten sind in
Abbildung 9 und Abbildung 10 dargstellt. Es ist festzustellen, dass diese beiden sich nicht
signifikant voneinander unterscheiden.

Analog betrachten wir bei den Oberlosungen die erste Iterierte @y : R x [0,7] — R

0
{8_u1 — Auy +ryuy = g(ug)  fur (z,7) €e R x (0,7 (110a)

-
u(z,0) =¢"— K fir » e R, (110b)

wobei die anfangliche Oberlosung ug aus Satz 2 fiir alle betrachteten Vertrége dieselbe ist. Die

Randwerte werden auch genau so gewahlt wie bei den Unterlosungen, sodass die Methode der
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finiten Differenzen angewendet werden kann. Analog kann dann wieder die néchste Iterierte
berechnet werden usw. In Abbildung 11 und Abbildung 12 sind diese dargestellt. Beim
Vergleich aller berechneten Naherungslosungen (Abbildung 9 - Abbildung 12) fallt der sehr

dhnliche Verlauf auf.

Abbildung 9: Naherungslosung fiir u; Abbildung 10: Naherungslosung fiir uy

Abbildung 11: Néherungslésung fiir u; Abbildung 12: Nédherungslosung fiir s

Da nun keine explizite analytische Losung angegeben werden kann, betrachten wir statt-
dessen nach jedem Iterationsschritt die Differenz der Naherunglosung der Oberlosung und
Unterlosung. Die Ergebnisse sind fiir die ersten fiinf Iterationen in Abbildung 13 dargestellt.
Zunacht kann man feststellen, dass die Differenzen immer nichtnegativ sind, sodass es nicht
dazu kommt, dass die errechnete Oberlosung unterhalb der errechneten Unterlosung liegt.
Des Weiteren stellt man in jedem Iterationsschritt fest, dass die Differenz kleiner wird, was
nahelegt, dass Ober- und Unterlosung auch tatséchlich gegen dieselbe Funktion konvergie-
ren. Jedoch kann man so keine verlissliche Aussage dariiber treffen, inwieweit die errechneten

Néherungslosungen die tatsédchliche Losung des nichtlinearen Problems widerspiegeln.
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%1078

%100 %1077
25 - 12 4

Abbildung 13: Differenz der Nidherungslésungen von Ober- und Unterlésung nach

(a) einer Iteration, (b) zwei Iterationen, (c) drei Iterationen, (d) vier Iterationen, (e) fiinf

Iterationen
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4.3.3 Gap-Option Beider Gap-Option ist eine anfangliche Unterlosung laut Satz 3 durch

up(z,7) = (K; — K,) exp(A7) fiir (z,7) € R x [0, 7] (111)

gegeben, wobei wir wieder A = (1 — Rp) Agp —r = —0.027 setzen. Diese anfingliche Unterlo-
sung ist in Abbildung 14 dargestellt.

-2.8
-2.85
-2.9

-2.95

Abbildung 14: Anfingliche Unterlosung ug bei der Gap-Option

Fiir die erste Iterierte u; : R x [0,7] — R betrachten wir

0

Pt Aug + rgus = g(up) fir (z,7) e R x (0,7 (112a)
Sl = Al T Tl Yo

u(2,0) = (6" — Ky) Lig>mk,y fiir o € R (112b)

Mit den gewohnten Randbedingungen kann die Methode der finiten Differenzen angewendet
werden. Mit der erhaltenen Naherungslosung kann erneut die nachste Iterierte errechnet wer-
den usw. Die ersten beiden Iterierten sind erneut abgebildet (Abbildung 15 und Abbildung

16).
Analog betrachten wir bei den Oberlosungen die erste Iterierte uy : R x [0,7] — R
0
8_u_1 — Ay + ryur = g(g) fur (z,7) € R x[0,7] (113a)
-
U (x,0) = (6" = Ky) Lig>mk,y fiir v €R, (113b)

wobei die anfingliche Oberlosung uy aus Satz 2 fiir alle betrachteten Vertriage dieselbe ist.
Die Randwerte werden auch wieder so gewahlt wie bei den Unterlosungen, sodass die Metho-

de der finiten Differenzen angewendet werden kann. Analog kann dann wieder die néchste
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[terierte berechnet werden usw. Auch hier stellen wir die ersten beiden Iterierten dar (Abbil-
dung 17 und Abbildung 18). Die verschiedenen Ergebnisse weisen erneut keine signifikanten

Unterschiede auf.

AN o N A o o

NE N o N A O o

05

22

Abbildung 15: Ndherungslosung fiir u; Abbildung 16: Naherungslosung fiir uy

15 | 15 |
28 28
1 26 1 26
05 24 05 24

22 22

T 0 2 x T 0 2 x

NA N O N A O ®
[ N e O N )

Abbildung 17: Néherungslosung fiir uy Abbildung 18: Néherungslosung fiir us

Erneut betrachten wir nach jedem Iterationsschritt die Differenz der Naherunglésung der
Oberlosung und Unterlosung (Abbildung 19). Die Ergebnisse lassen sich dnhlich wie beim
Forward interpretieren.

Die Differenzen sind auch hier immer nichtnegativ, sodass es nicht dazu kommt, dass die
errechnete Oberlosung unterhalb der errechneten Unterlosung liegt. Ebenso wird auch hier
die Differenz in jedem Iterationsschritt kleiner, was nahelegt, dass Ober- und Unterlosung
auch tatsichlich gegen dieselbe Funktion konvergieren. Da aber auch hier keine analytische
Losung zum Vergleich vorliegt, kann keine verléssliche Aussage dariiber getroffen werden,
inwieweit die errechneten Naherungslosungen die tatsidchliche Losung des nichtlinearen Pro-

blems widerspiegeln.
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Abbildung 19: Differenz der Niaherungslosungen von Ober- und Unterlésung nach
(a) einer Iteration, (b) zwei Iterationen, (c) drei Iterationen, (d) vier Iterationen, (e) fiinf

Iterationen
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5 Fazit

In diesem Artikel wurde zunéchst das betrachtete Risiko-Modell vorgestellt. Da eine nicht-
lineare partielle Differentialgleichung vorliegt, betrachten wir das monotone Iterationssche-
ma, welches eine Folge von Ober- bzw. Unterlosungen konstruiert, die gegen die Losung des
nichtlinearen Problems konvergiert. Insbesondere liefert das monotone Iterationsschema den
Vorteil, dass jeweils die vorherige Iterierte genutzt wird, damit das in jedem Iterationsschritt
zu losende Problem linear ist. Daher ist es insbesondere fiir urspriinglich nichtlineare Pro-
bleme (wie das hier betrachtete Risiko-Modell vom Black-Scholes-Typ) sehr sinnvoll, dieses
Schema anzuwenden. Es wurde gezeigt, dass man fiir das lineare Problem sogar eine Lo-

sungsformel angeben kann.

In der Praxis werden aber haufig numerische Verfahren verwendet, um die linearen Differen-
tialgleichungen zu 16sen. Daher wurde im Anschluss fiir drei Vertrége (Call-Option, Forward
und Gap-Option) versucht, das monotone Iterationsschema mithife der Finiten-Differenzen-
Methode numerisch zu behandeln. Dafiir mussten Parameter fixiert werden sowie sinnvolle
Randbedingungen gefunden werden, sodass die Berechnungen durchgefiihrt werden kénnen.
Da die Call-Option eine nichtnegative Auszahlung besitzt (und daher eine analytische Lo-
sung), konnte die errechnete Naherungslésung mit der analytischen Losung verglichen wer-
den. Die Ergebnisse zeigen zum einen, dass eine sinnvolle Naherung gefunden wurde, zum
anderen aber auch, dass der Fehler am rechten Rand relativ grofé ist. Dies legt die Vermutung
nahe, dass die Randbedingungen (insbesondere die am rechten Rand) fiir Abweichungen sor-
gen.

Beim Forward und bei der Gap-Option haben wir die Differenz der Ober- und Unterlésung
betrachtet, um die Qualitdt der Losungen bewerten zu konnen. Die Ergebnisse legen na-
he, dass beide gegen dieselbe Funktion konvergieren, allerdings lésst sich keine verlassliche
Aussage dariiber treffen, ob diese Funktion auch die Losung des nichtlinearen Problems wi-
derspiegelt.

Jedoch weisen alle errechneten Néherungslosungen einen éhnlichen qualitativen Verlauf wie
die Ergebnisse in |5] (Kapitel 4) auf. Dort wurde eine Integralformel hergeleitet und mithilfe
der Gauk-Quadratur die Néherungslosung nach fiinf Iterationen berechnet. Da die Para-
meterwahl dort dhnlich ist und dieselben Vertrage betrachtet wurden, sind die Ergebnisse
vergleichbar.

Somit ist insgesamt anzunehmen, dass die numerischen Ergebnisse dieser Arbeit sinnvoll sind
und somit die Finite-Differenzen-Methode (mit den festgelegten Randbedingungen) fiir das

Problem geeignet ist.

Es ist moglich, dass durch andere Randbedingungen oder aber auch durch andere nume-
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rische Methoden zur Behandlung partieller Differentialgleichungen, zum Beispiel die Finite-

Elemente-Methode, neue Ergebnisse erzielt werden konnen.
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